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УРАВНЕНИЯ ТЕОРИЙ МНОГОСЛОЙНЫХ ОБОЛОЧЕК 
СО СЛОЯМИ ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ И ИХ 1РИМЕНЕНИЕ К ЗАДАЧАМ ТЕОРИИ 

УПРУГОСТИ В НЕКАНОНИЧЕСКИХ ОБЛАСТЯХ 
В.Н.Паймушин, В.Г. Демидов 

При построении уточненных теорий многослойных пластин и 
оболочек, как правило, используются два подхода. В соответст­
вии с первым подходом основные уравнения строятся на основе 
гипотез, привлекаемых для всего пакета в целом, а во втором 
те или иные гипотезы применяются для кавдого слоя. На основе 
второго подхода в настоящее время разработаны два варианта те­
ории многослойных пластин и оболочек, получившие наибольшее 
применение. В первом из них, предложенном В.В.Болотиным [I] и 
изложенном в монографии [2] , к жестким слоям применяются ги­
потезы Кирхгофа-Лява, а для мягких используется гипотеза пря­
мой линии с учетом или без учета поперечного обжатия. Во вто-* 
ром варианте, предложенном Э.И.Григолюком и П.П.Чулковым [3J , 
к каждому слою многослойного пакета применяется гипотеза 
прямой линии С.П.Ттлошенко. Обогол из указанных подходов прису­
щи те или иные особенности, определяющие области их примени -
мости. Так, например, в [4] было отмечено, что второй подход 
к построению теории многослойных конструкций в варианте [3] 
можно рассматривать как дифференциальную форму метода конечных 
элементов [б] , приводящую трехмерную задачу теории упругости 
к системе двумерных дифференциальных уравнений, определенных -
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на некоторых узловых поверхностях, заданных естественным об­
разом для многослойных и выбираемых искусственно для однород -
ных (изотропных или анизотропных) оболочек. Благодаря этой осо­
бенности, на базе уравнений [3,4] возможно создание единой ме­
тодики расчета как многослойных пластин и оболочек при произ -
вольных условиях закрепления каждого из слоев пакета, так и 
однослойных конструкций при сложном характере закрепления их 
кромок по толщине. 

Следует отметить, что в рамках второго подхода, за исклю­
чением работы [б] , в литературе рассматривались лишь много -
слойные оболочки со слоями постоянной толщины. В связи с этим, 
данная статья посвящена построению двумерных уравнений механи­
ки многослойных оболочек, у которых слои имеют переменную тол­
щину. При этом к каждому слою применена гипотеза прямой линии 
с учетом обжатия, что позволяет, в рамках принятых ограничений, 
использовать выведенные уравнения и для решения задач механики 
деформирования некоторого класса толстых однослойных пластин и 
оболочек, занимающих неканоническую область в трехмерном про -
странстве. 

I. Пусть тело, занимающее некоторую область V в трех­
мерном пространстве, ограничено кусочно-гладкой поверхностью, 
состоящей из боковой поверхности S и двух граничных поверх­
ностей GH и <OQ , которые назовем, соответственно, нижней и 
верхней лицевыми поверхностями. Предположим, далее, что метри­
ка пространства Q определена двумя криволинейными координа­
тами обу и ы.г на поверхности GH , заданной уравнением 
Г- Г (oCL) и расстоянием £ , отсчитываемым по направле -
нию единичной нормали rfi к &н . Будем считать, что боковая 
поверхность S образована движением вектора Zin. вдоль 
контура Г , ограничивающего поверхность &н , а верхняя 
лицевая поверхность относительно Сн задана векторным урав -
нением 

Я(ос1)^г(сС1) +H(ocL)ni , (I) 
где А/(обс). - некоторая непрерывная функция, определяющая тол­
щину рассматриваемого тела в направлении rfi . 

Обозначим через (XiK и В-LK первый и второй метричес­
кие тензоры поверхности GH и предположим, что с точностью 
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1+t ~ 1 ( £ - некоторая малая величина) выполняется ра -
венство (Pf- £в*х cfi* (0*Z*H), 

где о£* - символ Кроне кера. 
Из принятых предположений следует, что рассматриваемое 

тело может быть отнесено или к классу тонких непологих оболо­
чек, или к классу толстых пологих оболочек и пластин, у ко­
торых, в принятой параметризации, изменением метрики в направ­
лении Z можно пренебречь, а область Л? является неканони -
ческой в силу переменности функции Н(оС1) . 

Рис.1. 
Будем считать, что рассматриваемое тело представляет со­

бой или многослойную среду, состоящую из t слоев, ограничен­
ных поверхностями 

или однородную среду, разделенную на интервале [D,H(otl)j на 
t слоев. 
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Радиус-векторы срединных поверхностей &(П) этих слоев бу­
дут равны 

гм*?М+Н.мт. (п=1,С). (2) 

Из (2), в соответствии с методикой [7] , можно найти базисные 
векторы Г 7/ Л ) , векторы единичной нормали ^г^к 6(Я) и 
компоненты первого Л Л } и второго в±* метрических тен­
зоров поверхностей С(П) (n-i,t) 

где Г1уГ\ in - базисные векторы, а Лс*х= /̂- /*к , &iK -
метрические тензоры на GH , V; - символ ковариантного 
дифференцирования в метрике & t K , &-QHfliz""**-/* -фунда­
ментальный определитель тензора Лс-К . Остальные величины, 
входящие в (3) и (4), определяются по формулам 

«Г?**,«". У?-%?- Ч *ы . »"=-*« ',. . 

' п?'--у?'9Г'-у°"и*е;ш*в!">'>, (5) 
/75 = (/*0 f / ( / t 0 2 ; - 6 t 0, ? 0-(mrOfi Q2i ~(Qa I . 

Заметши, что уравнения (2) представляют собой отображе -
ние поверхностей <о1п) на Сн , осуществляющееся как процесс 
фиктивной деформации ( Г^ с вектором перемещения A. w /п . 

Выведенные формулы для рассматриваемого класса объектов 
допускают весьма существенные упрощения. Во-первых, в силу 
принятого предположения £ 6К^ £ (0 6 1 & Н) , доя &(л) и 

9. имеют место оценки 
L 

в\ ~ вСк - £т (6) 
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Полагаем, что изменение толщин слоев /?<7*> таково, что 

У?'-ЪЬ.о»~е- (7) 
В силу этого, а так же оценок (6), из формул (5) следует, что 
для компонент тензора фиктивной деформации 2cLirtJ и величин 

ffi , //3 справедливы формулы 

а С ~ £ , - п!л)~£, л™*/. (8) 
Таким образом, для рассматриваемого класса 'конструкций с точ -
ностью I + £ л I можно положить 

а базисные векторы /7 й ^ ( я ) , в силу Я-сд)^^- » вы -
числить по формулам 

F.M-FL +y[n)rri , nLw = т. + П?Р1 . do) 
2. Для сведения трехмерной задачи теории упругости к сис­

теме двумерных уравнений в каждом слое оболочки примем линей -
ную аппроксимацию вектора перемещений в направлении Н 

• (Л) «СП.) 

где W £ ,W перемещения точек срединных поверхностей 
слоев &(ц) . Выражение (II) соответствует применению гипоте -
зы прямой линии с учетом поперечного обжатия. При произвольных 
перемещениях разложению (II) с точностью Ф*- £в*2: (f1^ , 
д/.*' я: 0 -к соответствуют следующие компоненты деформации [8] 
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где 
££LK ~~^1к *^Ki * W s еАс ^ ^ <*>с , 

2эе)к --EiK +EKi +л .(e iy £ « -е<5 £,у. )t 

(13) 

к 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением случая среднего из­
гиба оболочки, когда для компонент тензора поворотов и функций 

fcM, у С п ) имеют место оценки [в] 

4*'~ £, «Г~|Г~«/Г, /«.,-£. <") 
При этом , как показано в [4] , компоненты тензора деформаций 
определяются формулами 

' (п.) (а) (и) (п) (к) . (п.) in.) /Л> 

ZEiK =e£K+eKi+c*)iU>K , 2x£lt=E£K+EKi , 

ЯёР-оГ+гГ, 2е?**Г*,+гГг£>- (I5) 

соответствующими малой изменяемости функции У,ЛА , когда 
3 соответствии с подходом [з] векторы перемещений (II) на 

поверхностях контакта слоев должны быть подчинены условиям со­
пряжения по перемещениям 

ЧЛ
г, (z(n> =<fcu) = v(* (£1М) -- - * . « > ) , (16) 

использование которых приводит к удержанию для описания меха -
ники деформирования многослойного пакета5 ( t + l) искомых функ­
ций. Наиболее алгоритмичная структура разрешающих уравнений при 
этом достигается за счет выбора в качестве неизвестных задачи 
компонент перемещений лицевых поверхностей £ =0, 2 = Н и по­
верхностей контакта слоев. Через эти функции U(n} , 7i/~in*(tL = 
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=1, I +1) компоненты векторов VL\ И fiCri) выражаются по 
формулам 

Как отмечено в [4] , такой выбор искомых функций позволя­
ет получить ленточную трехдиагональную матрицу дифференциаль -
ных операторов любой краевой задачи, сформулированной на осно­
ве предлагаемых соотношений. 

Выражения для компонент тензора поворотов ,(13) с учетом 
(17) примут следующий вид 

С^^-С'^-^^^^&^^Г^Г'ь (18) 

-BiK(vAn*0-vttni], 

+ bL(uK -uK)J, 
а подстановка (17) в формулу для £3 из (15) приводит к ра -
венству 

откуда усматривается возможность пренебрежения вторым слагав -
мым по еравнишю с первым и линеаризации выражения для £3

Л) 

Таким образом, как видно из (18), при среднем изгибе обо­
лочек рассматриваемого класса члены, учитывающие переменность 
толщин слоев в кинематических соотношениях, входят лишь в фор-
мулы для £. и Ь Л . 
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3. Лдя получения уравнений равновесия и статических гра­
ничных условий обратимся к вариационному принципу Лагранжа,для 
чего запишем вариацию потенциальной энергии деформации оболоч-

""е -f„, <2I> 

где 

А м ~-А\П) (- { ВСк Т£+ eiKfw < -if(/l) Тс
3

п* ) V 

ciK c i л< А3 
Здесь, с целью единообразной записи Ъ(пу 7 оСп) у Д(п) ? nCn)f 
введены следующие целочисленные коэффициенты 

а также приняты обозначения л 
i i3 W„LK rr," _ f X * J2 NM '- TCn) + и к %) , Тш ~ J. Ч«, a *oi), 

/ "° J> 
n(n)-Jn bcn, *•(»"-*w , Т(л} - J <o 4IW> 

Члены, содержащие ковариантные производные от вариаций 
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перемещений в (21), интегрируем по частям с использованием 
формулы Грина 

где 'I - компоненты вектора внешней нормали к контуру обо 
лочки ( V = V; г 1 ). в результате будем иметь 

M°J/[Z (С К"* «1^и')]*с+ 
Jr п--1 у 

(23) 

V 
где к к ы з з с-

R(n) г А(П) -Vc S(n) , Rw =Ап) ~Vi S(n), 

,(*) „w 
^ v > т ~ тангенциальные компоненты вектора перемещений на 
контуре Г оболочки в единичном базисе [ у, Т, frt ] . 

Следует подчеркнуть, что полученное выражение (23) по ви­
ду полностью совпадает с аналогичным выражением для оболочек 
со слоями постоянной толщины [4] , посколы^у подстановка в 
.Rtn)=Aoi)~Vi$tZ) Формул ддя А"л} и S$£} из (22) приво -
дат к тому, что члены с сомножителями (f(

(nl взаимно уничтожа­
ются. 

Пусть оболочка находится под действием поверхностной на­
грузки Рн и Ра , приложенной к лицевым поверхностям, а 
так же объемной F(n) и контурной ф(п) нагрузок. Приводя их 
к срединным поверхностям слоев оболочки, получаем 

- Ан- . - - п AD- . 

- - A>_ - - i /fe-
-%) ~<Г(е) 
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Разложим поверхностные векторы по базису 1гк » т J »а кон~ 
турные - по базису [ ? , Т, пг 3 

(24) 

Тогда вариация работы внешних сил, действующих на оболочку,бу­
дет равна 

^е Л=< (25) 

где 

Внося теперь найденные вариации в вариа­
ционное уравнение Лагранжа &\}^&'А = 0 , получаем систему 
3( I +1) дифференциальных уравнений равновесия многослойной 
оболочки с общим порядком 6( L +1) 

&м ~YCf0 - О, /?(л) - УСп) = О ^ 
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а также граничные условия ] 

Sy» ~*£v = О 

S v r ~Gr - О 
с СЮ г Сп) 

на контуре 

при 

при 

при 

(Р-и?}*0, 
cfiu?* 0, 
<fi-vM*o 

(27) 

4. Выведенные соотношения, как следует из анализа приня -
тых предположений относительно функций Н ж 1ъ^пу , применимы 
для расчета многослойных оболочек с малой изменяемостью толщин 
слоев, а также дая решения трехмерных задач теории упругости в 
неканонических областях указанного класса, незначительно отли­
чающихся от канонических, ограниченных поверхностями S , &н , 
и /•/= const. с целью расширения класса трехмерных задач теории 
упругости в неканонических областях, решаемых на основе изло -
женного подхода, представляется целесообразным уточнение полу­
ченных уравнений за счет учет$ изменения метрики пространства 

ъ? в направлении 2 и взаимного наклона слоев. 
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ВЫРАЖЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЭНЕРГИЙ 
ДЕФОРМАЦИИ УТОЧНЕННОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ 

ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 
A.M. Зайнашев 

Основные разрешающие уравнения уточненной нелинейной тео­
рии пологих оболочек [i] сложные. Цри рассмотрении частных за­
дач в некоторых случаях может оказаться предпочтительным ис -
пользование энергетического метода, чем решение этих уравнений 
приближенными методами. Определим здесь уточненное выражение 
потенциальной энергии деформации. 

Потенциальная энергия деформации произвольного тела, сле­
дующего закону 1Ука, представляется в виде [2] 

Н\\Ы^е^<^^й<й<%й)^, (I) 

где Си,<огг , €s% и £fi , &гг > £?з - нормальные напряже­
ния, действующие на элемент на уровне £ и соответствующие 
им относительные удлинения; Tf*, т Д г т/ 3 и fc* , y f * y y2* -
касательные напряжения на том же уровне и соответствующие им 
деформации сдвига; d V - объем выделенного элемента. 

Следуя гипотезе прямых нормалей, принимая ){13 -fel ~ 0у 
в декартовой прямоугольной системе координат имеем 
у- Ш Гк%х<4 * < &)dzjjxс/у. (2) s *-v* _65_ 


