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Рассматриваются только конечные группы. Формация F 6= ∅ называется локально

N-замкнутой (N-замкнутой) в некотором классе X, если справедливо следующее утвер-
ждение: если G ∈ X и P ≤ ZF(NG(P )) (соответственно NG(P ) ∈ F ) для любой нееди-
ничной силовской подгруппы P из G, то G ∈ F. Доказано, что в разрешимом универ-
суме наследственные насыщенные локально N-замкнутые непустые формации являются
N-замкнутыми. Доказано также, что формация всех сверхразрешимых групп N-замкнута
в классе всех разрешимых групп с p -длиной ≤ 1 для любого простого p, но не N-замкнута
в классе всех разрешимых групп с p -длиной ≤ 2 для любого простого p. Рассматрива-
ются также p -локально N-замкнутые формации.

Введение. В работе рассматриваются только конечные группы. Формацию F называ-
ют N-замкнутой в некотором классе X, если справедливо следующее утверждение: если в
X -группе G нормализаторы неединичных силовских подгрупп принадлежат F, то G ∈ F.
N-замкнутым формациям посвящены работы [1–6]. В работе [5] перечислены все разрешимые
наследственные насыщенные формации, являющиеся N-замкнутыми в классе S разрешимых
групп.

В определении N-замкнутой формации участвуют все силовские подгруппы. В настоящей
работе мы хотим ограничить условие силовскими p -подгруппами только для фиксированно-
го набора простых чисел p, а условие вхождения нормализатора в формацию ослабить до
вхождения силовских p -подгрупп в обобщенный гиперцентр нормализатора. Такой локаль-
ный подход мотивирован теоремой Фробениуса, согласно которой группа G p -нильпотентна,
если каждая p -подгруппа из G содержится в гиперцентре ее нормализатора. Понятно, что
если мы ищем насыщенные формации с хорошими нормализаторными свойствами, то в ка-
честве рабочего инструмента вместо гиперцентра надо рассматривать f -гиперцентр. Следуя
этому пути, мы изучаем локально N-замкнутые и p -локально N-замкнутые формации (см.
определения 1 и 2 ниже).

1. Предварительные сведения. Мы используем стандартные обозначения [7–8].
Группа Шмидта — это ненильпотентная группа, любая собственная подгруппа которой

нильпотентна. Минимальной не F -группой называется группа, у которой любая собственная
подгруппа принадлежит F, но сама группа в F не входит.

92



Если π — некоторое множество простых чисел и F — класс групп, то через Fπ мы обозна-
чаем класс всех π -групп из F; π(G) — множество всех простых делителей порядка группы G;
π(F) =

⋃
G∈F

π(G). Группа G называется π -разрешимой, если порядок каждого ее неабелева

главного фактора не делится на числа из π.

Символ [A]B обозначает полупрямое произведение групп A и B с нормальной подгруп-
пой A. Подгруппу (главный фактор) с порядком, делящимся на простое число p, мы называем
pd -подгруппой (главным pd -фактором).

Формация — это класс групп, замкнутый относительно взятия гомоморфных образов и
подпрямых произведений. Формация F называется: 1) наследственной, если из H ≤ G ∈ F

всегда следует H ∈ F; 2) насыщенной, если из G/Φ(G) ∈ F всегда следует G ∈ F. Если
F – непустая формация, то через GF обозначается F -корадикал группы G, т.е. наименьшая
нормальная подгруппа группы G с факторгруппой из F.

Через S обозначается формация всех разрешимых групп, N — формация всех нильпо-
тентных групп, U — формация всех сверхразрешимых групп. Через Gp обозначается некото-
рая силовская p -подгруппа группы G. Если Gp EG, то группа G называется p -замкнутой.

Локальным спутником называют функцию f, сопоставляющую каждому простому числу
q некоторую формацию f(q). Локальный спутник f называется: 1) полным, если Nqf(q) =
= f(q) для любого простого q; 2) наследственным, если формация f(q) является наследствен-
ной для любого простого q. Главный фактор H/K группы G называют f -центральным в
G, если G/CG(H/K) ∈ f(q) для любого простого делителя q порядка H/K. Нормальная
подгруппа L группы G называется f -гиперцентральной в G, если каждый ее G -главный
фактор f -централен в G. Произведение всех f -гиперцентральных нормальных подгрупп из
G называют f -гиперцентром и обозначают через Zf (G). Через LF (f) обозначают класс
групп G таких, что Zf (G) = G. Известно, что LF (f) — насыщенная формация. Согласно
теореме Гашюца–Любезедер–Шмида, непустая формация F насыщена тогда и только тог-
да, когда F = LF (f) для некоторого локального спутника f (в этом случае f называется
локальным спутником формации F ).

Если F = LF (f) и спутник f интегрирован (т.е. f(q) входит в F для любого просто-
го q ), то вместо Zf (G) пишут ZF(G) и f -гиперцентральную подгруппу называют F -гипер-
центральной.

Лемма 1 [9, лемма 18.8]. Если G 6= 1 — монолитическая группа и Op(G) = 1 ( p — неко-
торое простое число), то существует точный неприводимый FpG -модуль, где Fp — поле
из p элементов.

Лемма 2. Пусть G = [A]B и B1 ≤ B. Тогда NG(B1) = CA(B1)NB(B1).

Доказательство. Пусть g ∈ NG(B1), тогда g = ab для некоторых a ∈ A, b ∈ B. Значит,
Bab

1 = B1, отсюда

Ba
1 = Bb−1

1 ⊆ B.

Из последнего включения получаем, что для любого b1 ∈ B1 имеет место ba1 ∈ B. Но тогда
правая часть равенства

(b−1
1 a−1b1)a = b−1

1 ba1

принадлежит B, а левая принадлежит A. Так как A ∩ B = 1, то [b1, a] = 1 для любого
b1 ∈ B1, т.е. a ∈ CG(B1). Теперь b ∈ NG(B1). Получаем g = ab ∈ CA(B1)NB(B1). Лемма
доказана.

Лемма 3 [7, Lemma A.18.2, Proposition A.18.4]. Пусть W = X ≀reg Cp, где Cp — группа
порядка p, B = X♮ — база регулярного сплетения W. Пусть D(B) — диагональ группы B.
Тогда

1) CW (Cp) = D(B) × Cp;
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2) если Y ≤ X, то Cp ≤ NW (Y ♮); в частности, если YEX, то Y ♮ = {(y1, . . . , yp)| yi∈Y }
нормальна в W ;

3) B′ ≤ [B,Cp] = {(x1, x2, . . . , xp) | xi ∈ X,x1x2 . . . xp ∈ X ′}.
Лемма 4 [8, лемма 3.9]. Если порядок главного фактора H/K группы G делится на

простое число p, то G/CG(H/K) не содержит неединичных нормальных p -подгрупп.

Лемма 5 [10, теорема 1.4]. Пусть F = LF (f). И пусть G — минимальная не F -группа
такая, что Φ(G) = 1 и GF разрешим. Тогда GF — p -группа, G = [GF]M, где M является
минимальной не Npf(p) группой.

Лемма 6 [8, лемма 4.5]. Если F = LF (f), то G/Op′(G) ∈ Npf(p) для любой группы G ∈ F

и любого простого делителя p порядка G.

Лемма 7 [5]. Если непустая разрешимая наследственная насыщенная формация F

N -замкнута в S, то F имеет локальный спутник f такой, что f(q) = Nqf(q) = Sπ(f(q))

для любого простого числа q ∈ π(F).

Лемма 8 [8, лемма 4.1]. Пусть A — некоторая неприводимая абелева группа автоморфиз-
мов p -группы V и |V | = pn > 1. Тогда A — циклическая группа порядка, делящего pn − 1.
Кроме того, n — наименьшее натуральное число, удовлетворяющее сравнению

pn ≡ 1 (mod |A|).

2. Локально N-замкнутые формации. Понятие N-замкнутой формации с помощью
локального метода естественно обобщить следующим образом.

Определение 1. Насыщенную формацию F 6= ∅ назовем локально N -замкнутой в неко-
тором классе X, когда справедливо следующее утверждение: если G ∈ X и P ≤ ZF(NG(P ))
для любой неединичной силовской подгруппы P из G, то G ∈ F.

Можно попытаться искать локально N -замкнутые формации в различных классах раз-
решимых и неразрешимых групп. В работе [1] доказано, что формация всех нильпотентных
групп локально N -замкнута в классе всех групп. Следующая теорема показывает, что для
наследственных формаций в классе S понятия N-замкнутости и локальной N-замкнутости
совпадают.

Теорема 1. Для разрешимой наследственной насыщенной формации F 6= ∅ следующие
условия эквивалентны:

1) F локально N -замкнута в S;

2) F N -замкнута в S.

Доказательство. Если P — силовская подгруппа группы G и NG(P ) ∈ F, то P является
F -гиперцентральной в NG(P ). Таким образом, ясно, что из 1) следует 2).

Докажем, что из 2) следует 1). Пусть F — N-замкнутая формация. Предположим, что F

не является локально N-замкнутой. Пусть G — группа наименьшего порядка по отношению
к следующим свойствам:

1) P ≤ ZF(NG(P )) для любой неединичной силовской группы P из G;

2) G /∈ F.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа из G. Поскольку условие 1) переносится
на факторгруппы, то N — единственная минимальная нормальная подгруппа в G, Φ(G) = 1
и N = CG(N) = GF, причем N является p -группой для некоторого простого p.

Пусть P — силовская p -подгруппа из G. Очевидно, N ≤ P и P/N ∈ F. По условию, P
F -циперцентральна в NG(P ). Так как G/N принадлежит наследственной формации F, то
ясно, что NG(P ) принадлежит F.

Пусть S — бипримарная холлова подгруппа из G, π(S) = {p, q}. И пусть Q — некоторая
силовская q -подгруппа из S. Положим H = NS(Q). Факторгруппа HN/N ≃ H/H ∩ N
принадлежит F. Подгруппа H ∩ N поэлементно перестановочна с Q. Применяя лемму 4,
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нетрудно заметить, что H ∩ N гиперцентральна в H, а значит, и F -гиперцентральна в H.
Поэтому H ∈ F. Таким образом, нормализаторы всех неединичных силовских подгрупп из
S принадлежат F. А так как F N-замкнута, то S ∈ F. Из этого следует, что порядок G
делится по крайней мере на три различных простых числа. Возьмем в G минимальную не
F -подгруппу B и рассмотрим B̄ = B/Φ(B). Очевидно, B̄ = [B̄F]M̄, где B̄F — p -группа.
По лемме 7, F = LF (f), где f(p) = Sπ(f(p)) и p ∈ π(f(p)). По лемме 5, M̄ — минимальная
не f(p) -группа. Понятно, что |M̄ | = q — простое число. Таким образом, B — {p, q} -группа.
А так как {p, q} -холлова подгруппа из G, как мы установили, принадлежит наследственной
формации F, то B ∈ F. Получили противоречие. Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть H — формация всех разрешимых групп с q -длиной ≤ 1 для любого
простого числа q. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) любая непустая наследственная насыщенная подформация из H N -замкнута в H;

2) если H ⊂ X ⊆ S и X — насыщенная наследственная формация, то H не является
N -замкнутой в X.

Доказательство. Известно, что H = LF (h) и h(q) = Sq′ для любого простого числа q.
Предположим, что утверждение 1) неверно. Тогда найдется наследственная насыщенная под-
формация F 6= ∅ из H и H -группа G такая, что G не входит в F, а нормализаторы всех
ее неединичных силовских подгрупп входят в F. Пусть G — группа наименьшего порядка
с таким свойством. Ясно, что G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу
N = GF, причем N = CG(N) — p -группа для некоторого простого числа p. Кроме того,
Φ(G) = 1, поскольку формация F насыщена. Значит, G = [N ]M, где M — максимальная
подгруппа из G. Так как G ∈ H и N = CG(N), то M ∈ h(p) = Sp′ . Поэтому N — силовская
подгруппа группы G и G = NG(N) ∈ F. Получили противоречие.

Докажем теперь второе утверждение теоремы. Пусть H ⊂ X ⊆ S, где X — насыщен-
ная наследственная формация. Предположим, что H N -замкнута в X. Выберем группу G
наименьшего порядка из X \ H. Ясно, что G — минимальная не H -группа с единичной под-
группой Фраттини. Поэтому G представима в виде G = [N ]M, где N = CG(N) = GH —
минимальная нормальная подгрупа из G, N — p -группа, а M — максимальная подгруппа
из G. Согласно лемме 5, M — минимальная не NpSp′ -группа. Следовательно, p ∈ π(M).
Таким образом, если Mp — силовская p -подгруппа из M, то NMp — силовская подгруппа из
G, а так как Op(M) = 1, то NG(NMp) — собственная подгруппа из G, и по выбору группы
G имеем NG(NMp) ∈ H. Если q ∈ π(G) и q 6= p, то силовская q -подгруппа Mq из G сов-
падает с некоторой силовской подгруппой из G. Поэтому NG(Gq) — собственная подгруппа
группы G и, значит, NG(Gq) ∈ H. Но тогда в силу N-замкнутости формации H в X имеем
G ∈ H. Приходим к противоречию. Таким образом, мы установили, что утверждение 2) верно.
Теорема доказана.

Известно, что формация U всех сверхразрешимых групп имеет q -длину ≤ 1 для любого
простого q. Таким образом, мы получаем из теоремы 2 такой результат.

Следствие 2.1. Формация U является N -замкнутой в классе всех разрешимых групп с
q -длиной ≤ 1 для любого простого числа q.

Пример. Пусть ϕ — линейный порядок на множестве P всех простых чисел. Напомним,
что группу G называют ϕ -дисперсивной, если любой ее неединичный гомоморфный образ
Gα обладает нормальной силовской r -подгруппой, где r — ϕ -минимальный простой дели-
тель |Gα|. Пусть p и q — простые числа, pϕq. Пусть P и Q — группы порядка p и q
соответственно. В регулярном сплетении W = P ≀reg Q возьмем подгруппу Шмидта H. По
лемме 8, H имеет порядок pbq, где b — показатель, которому принадлежит p по модулю q.
Рассмотрим теперь регулярное сплетение W = Q ≀reg H. Силовская q -подгруппа из W сов-
падает со своим нормализатором, а нормализатор силовской p -подгруппы из W, конечно,
ϕ -дисперсивен. Очевидно, lp(W ) = 1, lq(W ) = 2. Таким образом, W не ϕ -дисперсивна, хо-
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тя нормализаторы ее силовских p -подгрупп и силовских q -подгрупп ϕ -дисперсивны и даже
сверхразрешимы в случае, когда q делит p− 1.

Приведенный пример показывает, что формация всех ϕ -дисперсивных групп и формация
U всех сверхразрешимых групп не являются N-замкнутыми в классе всех разрешимых групп
с q -длиной ≤ 2 для любого простого числа q.

3. Существование p -локально N-замкнутых спутников. В этом разделе мы будем
иметь дело с фиксированным простым числом p.

Нетрудно проверить, что если F = LF (f) и в p -разрешимой группе G каждая p -под-
группа содержится в f -гиперцентре своего нормализатора, то каждый главный p -фактор
группы G f -централен [11, теорема 1]. Мы ставим задачу уменьшить в последнем предло-
жении число p -подгрупп, на нормализаторы которых накладывается указанное ограничение.
Ограничиваясь только одной силовской p -подгруппой, мы приходим к задаче о существовании
p -локально N-замкнутых спутников в смысле следующего определения.

Определение 2. Локальный спутник f назовем p -локально N -замкнутым в классе X,
если в любой X -группе G с условием Gp ⊆ Zf (NG(Gp)) каждый главный pd -фактор являет-
ся f -центральным. Если F = LF (f), причем f интегрирован и p -локально N -замкнут в X,
то формацию F будем называть p -локально N -замкнутой в X .

Пользуясь определением 2, мы можем теперь сформулировать теорему Бернсайда следую-
щим образом: формация всех p -нильпотентных групп p -локально N-замкнута в классе всех
групп с абелевой силовской p -подгруппой. Работы [12–14] посвящены нахождению других
классов X, в которых p -локально N-замкнутой оказывается формация всех p -нильпотентных
групп. Следующая теорема посвящена нахождению p -локально N-замкнутых формаций в
классе π -разрешимых групп.

Теорема 3. Пусть p ∈ π ⊆ ω ⊆ P, X — класс всех π -разрешимых ω -групп. Пусть
f — такой полный наследственный локальный спутник, что f(p) = Xπ′f(p) — непустая
подформация из X. Если f p -локально N -замкнут в X, то f(p) = X.

Доказательство. Утверждение тривиально выполняется, если π = {p}. Предположим,
что f(p) 6= X и |π| > 1. Не ограничивая общности, считаем, что f(q) = X для любого
q ∈ π(X) \ {p} и f(q) = ∅ для любого q, не принадлежащего π(X).

Пусть X — группа наименьшего порядка из X\f(p). Понятно, что X имеет единственную
минимальную нормальную подгруппу L, причем X/L ∈ f(p). Ввиду условия L является
p′ -группой. Точнее, L является q -группой для некоторого q ∈ π, q 6= p.

Докажем сначала, что |X| не делится на p. Предположим от противного, что p делит |X|.
Ввиду выбора X, имеем NX(Xp) ∈ f(p). Так как по условию f p -локально N-замкнут в X,
то главные p -факторы группы X f -центральны, а значит, X ∈ LF (f). Так как Op(X) = 1,
то по лемме 1 существует точный неприводимый FpX -модуль V. Пусть G = [V ]X — соответ-
ствующее полупрямое произведение, Gp = V Xp — силовская p -подгруппа в G. Тогда ввиду
изоморфизма G/V ≃ X, получаем следующее:

NG/V (Gp/V ) = NG(Gp)/V ≃ NX(Xp) ∈ f(p).

Отсюда, ввиду f(p) = Npf(p), получаем, что NG(Gp) ∈ f(p). Но тогда G ∈ LF (f), так как
f p -локально N-замкнут. Так как Op′(G) = 1, то по лемме 6 имеем G ∈ f(p), а значит,
X ∈ f(p). Получили противоречие. Мы доказали, что X является p′ -группой.

Так как Oq′(X) = 1, то минимальная нормальная подгруппа Y/Φ(X) группы X/Φ(X)
является q -группой. Значит, Y — q -группа и YM = X для некоторой максимальной под-
группы M из X. Рассмотрим регулярное сплетение W = X ≀reg Cp = [B]Cp, где B = X♮ —
база сплетения W. Пусть D(B) — диагональ группы B = X♮, а D(M ♮) — диагональ базы
сплетения M ≀reg Cp, т.е. D(M ♮) = {(m,m, . . . ,m) | m ∈ M}. По лемме 3, Cp и D(B) по-
элементно перестановочны, а подгруппа Y ♮ нормальна в W. Значит, [Y ♮, Cp] входит в Y ♮ и
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является D(M ♮)Cp -допустимой. Таким образом, T = [Y ♮, Cp](D(M ♮)×Cp) — группа, в кото-
рой Cp является силовской p -подгруппой. Вычислим NT (Cp). Сначала заметим, что согласно
лемме 3, примененной к сплетению Y ≀reg Cp,

(Y ♮)′ ≤ [Y ♮, Cp] = {(y1, y2, . . . , yp)| yi ∈ Y, y1, y2, . . . , yp ∈ Y ′},

C[Y ♮,Cp](Cp) = [Y ♮, Cp] ∩ CY ♮(Cp) = D(Y ♮) ∩ [Y ♮, Cp] ≤ {(y, . . . , y)|yp ∈ Y ′} = {(y, . . . , y)|y ∈ Y ′}.

Так как Y ′ ≤M, то получаем следующее включение:

C[Y ♮,Cp](Cp) ≤ D(M ♮).

Учитывая это включение и применяя лемму 2, получаем:

NT (Cp) = C[Y ♮,Cp](Cp)D(M ♮)Cp = D(M ♮) × Cp.

Поскольку M ∈ f(p) и Cp ∈ f(p), то D(M ♮)Cp ∈ f(p). Итак, NT (Cp) ∈ f(p), а так как
f p -локально N-замкнут в X, то T ∈ LF (f). Заметим, что Cp не нормальна в T, т.е.
Op(T ) = 1.

Пусть V — база регулярного сплетения группы порядка p с T. В полупрямом произведе-
нии [V ]T = [V ][Y ♮, Cp]D(M ♮)Cp подгруппа V Cp является силовской p -подгруппой. Так как
NT (Cp) = D(M ♮)Cp ∈ f(p), то ввиду изоморфизма V T/V ≃ T имеем:

NV T/V (V Cp/V ) = NV T (V Cp)/V ≃ NT (Cp) ∈ f(p).

Значит, NV T (V Cp) ∈ Npf(p) = f(p). Вспоминая, что f p -локально N-замкнут в X, получаем,
что V T ∈ LF (f). Отсюда и из Op′(V T ) = 1 вытекает, согласно лемме 6, что

V T/Op(V T ) ∈ f(p),

а значит, V T ∈ f(p). Но тогда, ввиду наследственности формации f(p) получаем, что

[Y ♮, Cp]D(M ♮) ∈ f(p).

Ранее мы отмечали, что

[Y ♮, Cp] = {(y1, y2, . . . , yp)| yi ∈ Y, y1, y2, . . . , yp ∈ Y ′}.

Ясно, что (y, y−1, 1, . . . , 1) ∈ [Y ♮, Cp] для любого y ∈ Y.
Пусть ϕ : X♮ → X есть проекция базы X♮ на первую координату. Теперь ясно, что

ϕ([Y ♮, Cp]) = Y, ϕ(D(M ♮)) = M и потому

ϕ([Y ♮, Cp]D(M ♮)) = X.

Отсюда и из [Y ♮, Cp]D(M ♮) ∈ f(p) вытекает, что X ∈ f(p).
Теорема доказана.
Следствие 3.1. Пусть p ∈ π ⊆ P, X — класс всех π -разрешимых групп. Пусть f —

такой полный наследственный локальный спутник, что f(p) = Xπ′f(p) — непустая подфор-
мация из X. Если f p -локально N -замкнут в X, то f(p) = X.

Следствие 3.2. Пусть π — некоторое непустое множество простых чисел, F=LF (f) —
наследственная подформация из Sπ. Если F p -локально N -замкнута в Sπ, то F = Sπ.

Следствие 3.3. В классе S единственной наследственной насыщенной p -локально
N -замкнутой формацией является сама S.
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A. A. Rodionov, L. A. Shemetkov
On p -locally N-closed formations of finite groups

Summary
All groups considered are finite. A formation F 6= ∅ is called locally N-closed (N-closed) in a group class

X, if the following assertion holds: if G ∈ X and P ≤ ZF(NG(P )) (NG(P ) ∈ F respectively) for every Sylow

subgroup P 6= 1 in G, then G ∈ F. It is proved that in the soluble universe, every hereditary saturated

locally N-closed non-empty formation is N-closed. It is proved that the formation of all supersoluble groups

is N-closed in the class of all soluble groups with p -length ≤ 1 for every prime p, and is not N-closed in

the class of all soluble groups with p -length ≤ 2 for every prime p. The authors also consider p -locally

N-closed formations.
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