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Глава 1 
МАРКОВСКОЕ СВОЙСТВО 

Марковское свойство выделяет из всего множества случай­
ных процессов класс марковских процессов, которые являются 
естественным обобщением динамической системы. Как физичес­
кие и механические системы при правильном выборе фазового 
пространства превращаются в динамические (это значит, что 
состояние системы в данный момент определяет ее эволюцию 
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в будущем), так и произвольный случайный процесс может 
при соответствующем выборе фазового пространства превра­
щаться в марковский процесс, т. е. такой, для которого даль­
нейшая эволюция зависит от прошлого только через состояние 
в настоящий момент. Это свойство и называется марковским. 
Эта глава посвящена строгому определению марковского свой­
ства и рассмотрению его непосредственных следствий. 

§ 1, Стохастически определенные системы 
Системы, обладающие марковским свойством, впервые рас­

смотрел А. И. Колмогоров. Он называл их стохастически опре­
деленными. Они естественно возникают при обобщении поня­
тия динамической системы на системы, зависящие от случая. 

1.1. Динамические системы со случайными возмущениями. 
Случайность в реальных системах может появляться в ре­

зультате случайного изменения параметров системы или в ре­
зультате случайного возмущения, действующий на систему. 
Можно также рассматривать и системы, случайность которых 
определяется случайностью начального положения системы. 
Мы рассмотрим одну общую схему построения систем со слу­
чай н ы м и з м е н е н и е м. 

а) Динамические системы. Пусть (X, Щ) — измеримое про­
странство, являющееся фазовым пространством динамической 
системы. Динамическая система определяется двупараметри­
ческим семейством отображений F8,t(x) пространства л в себя, 
заданном для —oo</ 0 ^s< /<oo . Fa,t(x) интерпретируется как 
положение системы в момент t, если в начальный момент s 
она находилась в состоянии х. Эти отображения связаны эво­
люционным уравнением: при s<t<u 

Fs,u(x)-Fhu(Flnt(x)). (!) 
Естественно требовать также, чтобы отображение было изме­
римым по х относительно а-алгебры М и удовлетворяло опре­
деленным условиям регулярности как функция t> Наиболее ха­
рактерным примером динамической системы является динами­
ческая система, порождаемая дифференциальным уравнением. 

Пример. Пусть X^sRd
f M^M\Rd —борелевская <г-алгебра 

в Rd
t функция a(tf x) определена на RXRd> принимает значения 

в Rd, непрерывна по совокупности переменных, Предположим, 
что уравнение 

—Й- a{t,x{t)) (2) 

имеет единственное решение с начальным условием *(/<>) !-~*oi 
каковы бы ни были x0^Rd, t0(<R. Положим F;itt(x) ^x(t), где 
x(t) — решение (2) при t^s с начальным условием x(s)^x. 
Тогда FH,t(x) удовлетворяет (1). 
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б) Динамические системы с дискретным вмешательством 
случая. 
Пусть задана динамическая система Fs,t(x). Будем предпола­
гать, что функция Fs,t{x) измерима относительно $R®$R®$Rd 
по совокупности всех своих переменных. Случайное воздействие 
на динамическую систему состоит в том, что в некоторые слу­
чайные моменты времени х система «перескакивает» в некото­
рое случайное положение | в фазовом пространстве и начинает 
двигаться по траектории /ч.«(£) (начинающейся в момент т из 
состояния | ) , она движется по этой траектории до очередного 
случайного перескока на другую траекторию. Эти моменты т 
есть моменты вмешательства случая. Дискретность вмеша­
тельства случая означает, что эти моменты можно рассматри­
вать как некоторую возрастающую последовательность слу­
чайных величин Ti<T2<. . . < / с Л < - . . , где тп->°°. Если 1к 
обозначает состояние системы в момент т& (это состояние не­
посредственно после &-го вмешательства случая), a &8,x{t) 
обозначает положение системы в момент t, если она начала 
движение в момент 5 из состояния х, то ge,x(0 = Fx,t(lk) при 
tk^t<Xh+u Естественно считать, что величины хк и -|л связаны 
между собой и их распределение зависит и от s, х, и от значе­
ний хи и* при i^k. 

П р и м е р . Свободное движение частицы с импульсным из­
менением скорости. Фазовым пространством системы служит 
RdXRd, ее состояние определяется парой (х\ и), x&Rd

y v£Rd
y 

где х — положение в пространстве, v — скорость. Функция 
Fs>t(x, v)—функция со значениями в Rd\Rd

9 определяемая 
равенством 

Fs,t (X, V) = (X+ (t—s) V] V) . 
Если %к — момент вмешательства случая, то в этот момент 
положения частицы в пространстве не меняется, а скорость 
становится равной щ. Поэтому, обозначив положение частицы 
в фазовом пространстве в момент t через la,*,» (О» !б>*>г.>(-з) s~ 
= (х; v), будем иметь 

£**,*(') = (x+Xt—s) v\ v), s < i < T b 
/ k-i 

1.2. Стохастически определенные системы. Вероятности пе­
рехода. Пусть у нас имеется динамическая система с дискрет­
ным вмешательством случая. Будем предполагать, что невоз­
мущенная динамическая система F8,t(x) определена при 0-̂ С 
^s<tf величины {хи, &=1, 2 , . . .} удовлетворяют условию: 
Хи Х2—Ti,..., Xh+i—Xk независимы, одинаково распределены и* 
Р{т1>/}хве"-в' | (тЛ е. Хи th+i—ТА имеет показательное распре-
8, 



деление с параметром а) , распределение £& при заданных 
т ь . . . , %k и i |b . . . , 1и зависит лишь от %к и 
^т /^т^Е/м) ' Наиболее просто удовлетворить условие на 1к 
следующим образом. Пусть ци г)2, . . . —последовательность не­
зависимых эеличин, принимающих значения в / ? и не зависящих 
от { t j . Определим некоторую функцию g(s, ur х) из R+XRXRa 

в Rd измеримую по совокупности переменных. Тогда £*=* 
~ё(хь Чь -^х^ .^(SA-I)) . Таким образом, условное распределение 
состояния после воздействия в момент тл, если т/*=.$ И поло­
жение перед водействием было у, совпадает с £ (s, т)л, #). Рас­
смотрим процесс с независимыми приращениями 

(Это обобщенный процесс Пуассона.) Будем строить процесс 
\s,x(t) следующим образом. Пусть iVs — первый из моментов гл, 
удовлетворяющий неравенству t / .> 5. Тогда ls,x(t)^Fs,t(x) при 
*Ф* xvsl Ъ,х (tVi¥) -= g* (tViV, v\vs, ^.V.TV С*)), для А > v̂  полагаем 
последовательно 

Ъ,х frk+x) = g" (T/e+b ЧА+Ь F%kt%k+i (ls9x (t/г))), 

Легко видеть, что так построенная функция удовлетворяет 
следующим условиям: 

1) при s < i < и btX (и) *— 6/ , м п (и), 
2) Ь,х(*) при /g[s, и] полностью определяется величинами 

{4(0--Л W Щ$, и]}< Из свойства 2) вытекает, что случайные 
функции ЪА,х(и), uG[Sk,tk] (аргументами функции являются х 
и и) независимы, если промежутки [$ь h] при различных k 
не имеют общих внутренних точек. Отсюда и из условия 1) 
вытекает, что условное распределение %s,x(t), е с л и задано £*,*(#)» 
u<tu t\<tf совпадает с условным распределением bi>is,x(ti)W) 
при заданном Ьа№\), т« *̂ с распределением bnV(t) при 
| /«Ь .х(^ ) - Это свойство является наиболее важным для вычисле­
ния распределения процесса. 

а) Определение стохастически определенных систем. Семей-" 
ство случайных функций %8>x(t) со значениями в {X, М), опре­
деленных при s€.#+, x€Xf №[$, оо{, является ••стохастически опре­
деленной системой, если выполнены следующие условия: 

1) при фиксированных s<,t g„x(0 измеримо по хч <*>; 
1§1Х{$)^х\ : 

.2) условное распределение 6 i i a(0 при заданном 6«,«(и), и^> 
<*i, / j < / , совпадает с распределением величины&• lfV(t), если 
в это распределение вместо у подставить £«**('0-

П р и м е р . Пусть X~R, v (0 — пуассововский процесс, Опре-
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делим S„a:(0 следующим образом. На интервалах постоянства 
v(t) ls,x(t) удовлетворяет линейному дифференциальному урав­
нению: 

Если т — момент разрыва v(t), то £S,X(T+,)—|&.ос(т—) = 1. На­
конец, &,*($) ==1. Будем считать, что &,*(*) непрерывно справа. 
Тогда если v(u) имеет скачки на отрезке \[s, t] в точках т ь 
т2)..., ть, то 

Распределение величины ^^=-2У*(/~~Тг) зависит только от £ —$. 

Если обозначить функцию распределения £s,* через ф ^ ^ ) - — 
= P{^s,i<f/}, то функция распределения £в»*(0 определяется 
формулой 

G*9X(t, y)=P{h,x(t) <y}=<Dt-s(y-xe^). , 
Условное распределение ls,x(t) при заданном |e,x(w)- и-^ь 
будет определяться равенством: 

(То, что в примере мы имеем дело со стохастически опреде­
ленной системой, вытекает из построения.) 

б) Вероятность перехода. Обозначим 
P(s, х, t, A)^P{Ux{t)eA}9 АеЯ, хех, o ^ s < * . 

Функция P(s, x, t, А) называется вероятностью перехода сто­
хастически определенной системы. Она удовлетворяет следую­
щим условиям: 

A) P(s, xt t, А) является вероятностной мерой по А на $. 
Б] Функция P(s, х, f, А) при любых s^t и АШ является 

^-измеримой по х. Это свойство вытекает из свойства 1) сто­
хастически определенной системы. 

Заметим, что из условия 2) вытекает, что при s<t\<it 
*&.х№А1ЪЛ*)* a<tx}=P(tb у, U - А ) ^ . ^ ! ) -

-Р^ъЬЛкМ,А\ (3) 
Беря математическое ожидание от обеих сторон этого равен­
ства, получаем такое уравнение для вероятности перехода: 

B) При s<Zti<Zt справедливо соотношение 

P(s, х, t, A)=~[P($, х, tu dy)P{tx;y, t, A), xQX, Ae& (4) 
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Соотношение (4) называется уравнением Колмогорова—Чеп-
мена для вероятности перехода. Используя соотношение (3), 
можем выразить через вероятность перехода конечномерные 
распределения процесса £„*(/) (при фиксированных s, x). Так 
при 5</ ,< / 2 , Аи АфЯ 

«=j \P{s, х, tu dyx)P(tu у и t2, dy2). 

Точно так для всех п при $<tt< ... <tn, Аъ . . . . А*6# 

j \ . . [Я (s, х, /ь d&)... Я ( ^ , */„.,,, tm dyn). (5) 

Из определения условного математического ожидания вытека­
ет, что (3) и (5) эквивалентны. Поэтому стохастически опреде­
ленную систему можно определить как такую, для которой вы­
полнено условие 1) и существует функция P(s, x, t, А), для ко­
торой выполнены условия А)—В) и справедлива формула (5). 

1.3. Процессы с конечным множеством состояний. Пусть 
X—-конечное множество, Ш — а-алгебра всех его, подмно­
жеств, Вероятность перехода P(s, x, t, А) определяется своими 
значениями на одноточечных множествах. Положим 
p(s, х ,/, y)*mP(s, xf t, {у}) ({у}—множество, состоящее из 
•одной точки у). Тогда 

P(s,x, t, A)^J?p(s,x, t, у). 
t/рЛ 

Функция p($i х, t, у) удовлетворяет условиям 
A1) p(s, х, t% у) > О и 2 /?($, х, t, у)-» 1, 

У 

В1) при s<t<Zu 
p{s, jc, t, у) 2 P ( S , x, t, z)p(t, г, u, y). (6) 

ж 

Отождествим X с множеством {!,..*, m}, где m —число эле­
ментов X Пусть П($,/) есть матрица с элементами p(s, i, t, /) , 
i —номер строки, / — столбца. Из (6) вытекает равенство: при 
s <г" i <г и 

n(s,u)^JJ(sJ)H(tfu). (7) 
Кроме того, из А1) вытекает, что матрица 11(5,/) является 
-стохастической: ее элементы неотрицательны и суммы их по 
строкам равны L (7) можно рассматривать как уравнение для 
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определения вероятности перехода. Мы рассмотрим некоторые 
случаи, когда это уравнение можно решить. 

а) Однородный стохастически непрерывный процесс. Будем 
предполагать, что вероятность перехода зависит лишь от раз­
ности t-s : P(s, х, t, А) =Р(0, ху t-s, A). Тогда матрица 
U(sJ) также зависит от t—s. Обозначим II(s, t) =П(*—s). Из 
(7) вытекает равенство 

U(s+t)-U(s)Ii(t), (8) 
Найдем решение уравнения (8) в предположении, что 11(f)—-
непрерывная функция и IL(t)-+I при t-+0 (/—единичная мат­
рица). Покажем сначала, что существует предел 

l im~( I I (A) - / )==A (9) 
/z-->0 П 

Действительно, пусть s > 0 . Тогда 
$ s s 

]jl(u+h)du-§n{u)du={n(h)-I) \Щи)йи= 
о о 6 

s+h h 
= j П ( а ) ф | - | П ( а ) й « . 

Так как 
5 II s 

j __ 1 j n (и) da < ~- j У П (и) — I\\du можно выбором 
о II о 

s 

s сделать меньше 1, то матрица — \U(a)du при таком выборе s 

будет обратима. Поэтому 

( s+h h \ / s \ - 1 

i - j n ( a ) d H — l - 5 n C « ) d J K n ( « ) d a J . (10> 

Очевидно правая часть (10) имеет предел, так что справедливо 

(9) и А=(П (s)- /) I j И (и) da. 1 . Отсюда 
JL{s) — I=~AJll(u)du. (11} 

о 
Из соотношнеия (И) вытекает, что при достаточно малых s 

Щ5)=ехр{5Л}. (12) 
G помощью формулы (8) можно продолжить равенство (12) 
на все 5>0 . 

б) Неоднородные стохастически непрерывные процессы. Бут 
дем предполагать, что матрица вероятностей перехода удов-т 
12 



* летворяет следующему условию непрерывности: для всеха>0 
* lim sup ЦП(s, 0 - / | Н 0 . (13) 

' 6-+Q t—s<6 
* /«л 
* (норма матрицы в (13) определяется как норма соответствую­

щего линейного оператора в Rm). 
Имеем 

** т 
l — p(s, i, t + h, i)=\ — {sum}p(s, i, t,k)p(t, k, t + h, i) = 

= 1— p(s, i, t, i ) + l — p(t, i, t + h, 0 — 
-(\-p(s, i, t, i))(\-p(t, i, t + h, i)~-

— ̂ p(s, i, t, k)p(t, k, t+h, V). 

Обозначим i|)(s, t)*=*^£ (1~P(S> l"» '• 0)- Тогда 
г 

ф(*, / + А)(1_2я|)(5, 0)<*(-5. * + A)-4>(s, *ХФ0. *+А), 
так как 

Если выбрать отрезок [0, а] так, чтобы ty(s, t)< gпри s, /б[0, а], 
то функция гр(0, /) возрастает при а?6[0, ^]* Пусть ^ ->оо , 
Л «О, 1, . . . , а0==0, и i|>($, t)<j при 5, <6[d*, Ял+гЬ каково бы 
ни было k. Обозначим 

Это возрастающая функция и при а^$</<;/+А-<а*+2 будет 
*(5,< + А)-1|)(510<Ф(^< + Л Х З * ( ^ М - А ) ( 1 - 2 ^ ( ^ , 0 Х 

<3(*(а*, <4-А)-*(л*. 0 Х З ( М ' + А)-М<))-
Так как |р($, i, t+h, /)— p(s, f, /,/) |<t|)(/, /+A), то вероятности 
перехода дифференцируемы по функции X(t) почти всюду по 
мере d%(t), Если 

p'h(s, t, t9 У) = ^ щ т Р ( ^ » /, t, /)«• 

— Urn Р(*'*>* + ЬЛ-Р(*>*> *>J) 
А™ М̂  + *И(0 

то 
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Обозначим через U.'h(s, t) матрицу с элементами px(s, t). Тогда 

n;(s, t)=nmli(s,t)Ht+^_Ht)(n(t, t + h)-l). 

Так как матрица U{sft) при s, №{ah, afe+2] обратима, то для 
почти всех t существует предел 

iSM.+»U(-)W ' '+л>-Л-Л(0--<-(*. -)rn;(s,o 
и справедлива система уравнений 

^ n ( s , i ) - n ( s , < ) A ( 0 . (И) 
Матричная функция A(t) ограниченна и измерима. Переписывая 
(14) в интегральной форме 

t 

П ( 5 , 0 = / + | П ( 5 , й ) Л ( и ) ^ ( р ) (15) 
S 

можем записать решение (14), или, что эквивалентно, (15), в виде 
р я д а —, л n(s,0=/+2 J А{щ)А{щ)...А{ип)й%{щ)... 

n>\s<ux<...<un<t 

...dl(an). (16) 
Из (16) можно получить такое уравнение 

- ^ n ( M ) = - A ( - s ) n ( s , 0 - 07) 
Уравнения (14) и (17) называются прямым и обратным урав­
нением Колмогорова (они обычно выводятся в предположении, 
что X(t)=t). 

1.4. Диффузионные процессы. 
а) Вероятностная модель явления диффузии. Рассмотрим 

движение частицы в некоторой среде под влиянием взаимодей­
ствий молекул среды. Примером может служить движение ча­
стицы, взвешенной в жидкости. Предполагаем, что молекулы 
среды, находящиеся в тепловом хаотическом движении, воз­
действуют на частицу независимо в различные моменты време­
ни. Поэтому так двигающуюся частицу можно рассматривать 
как стохастически определенную систему. Пусть P(s,x,t,A) — 
вероятность перехода для этой системы (фазовым простран­
ством естественно считать Rd, J? —0-алгебра борелевских мно­
жеств). Предположим, что выполнены условия: 

I. Для всякого е>Ю 
P(s,x,s+h, VB(x))=o(h), Ve(x)=*{y: \y—x|>e}, 

II. J (y — x)P(s, x , s + h, dy)=a(s, x)h+o{h), 
\у-х\<г 

14 



(а(s, х)—-вектор в Rd с координатами at{s, x)). 

III. j (У1—х1)(у1—х1)Р{8, х, s + fi, dy)*=*b4(s, x)h + o(h)r 
\у-х\<е 

{х1 — координаты х), 
где a(s, *) , ^ - ( s , я)—некоторые непрерывные функции. Усло­
вие I характеризует непрерывность движения: поскольку ве­
роятность смещения за время h на величину больше 8 есть 
о (Л), то вероятность, что произойдет хотя бы одно такое сме­
щение за время t будет^- o(/i)->0 при А->0; а(5, х) определяет 
среднюю скорость смещения частицы, находящейся в мо­
мент s в точке х; наконец, матрица B(s,x) с элементами 
bis(s,x) определяет средний квадрат смещения частицы по» 
всем направлениям: квадрат смещения по направлению 
z&Rd, | г | = 1 будет 2 btj(s, х)г*г*=*(В(з, x)z,z). 

б) Уравнение Колмогорова. Пусть функция f(x) на Rd та­
кова, что при O^s^t функция u(s, х)= j f(y)P(s, x,t, dy) яв­
ляется дважды непрерывно дифференцируемой по х с ограни­
ченными производными. Тогда она дифефренцируема по s и 
удовлетворяет следующему (обратному) уравнению Колмо­
горова: 

d 

d 

+ j 2 M ^ ^ ^ f r ^ - O , »V,x) = f(x). (18> 
Действительно, пусть g(x) ограничена, дважды непрерывно 
диффернцируема и имеет ограниченные производные. Тогда, 
используя формулу Тейлора, получим 

J P ( 5 , х, 5 +A, dy)g(y) — g(x) = 

= J (g(y)-g(x))P($,x,s + h,dy) + o(h) = 
d 

= 2 1 •in-(x)(yi-xi)P(s.frs + k,dy) + 
d 

+ i 2 I [•£fj + «Myl-xiW-x1)P{s,x,s + h,dy) + 
i,J-1 |jr-.r|<8 \°X 0X I 

( d 

+ o{h)=\yiai(s,x)-^(s, x) + 
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+i.|_M».^('.*>+*)-+-<--
где ccg-̂ О и a8-»0 при 8->0. Так как 

и (5, JC)= J P ( S , x, 5+A, dy)u(s + h, у), 
то 

tt(s, х ) - * ф + й, x)=~hLu(s+h, х) + Лае + о(/г), 

L t t - = 2 ^ ( 5 , x ) - ^ « + i ^ ^ ( S , x ) ^ — u . 

Отсюда и получается. (18). 
в) „Хинчиновские граничные задачи для диффузии. Рас­

смотрим движение по прямой, в котором частица, находящаяся 
в точке х смещается за время Л/ на случайную величину Ах, 
распредление которой зависит только от х (не зависит от то­
го, как двигалась частица до попадания в точку х). Будем 
считать, что величина At фиксирована, и рассматривать поло­
жения частицы в моменты кратные At. Нас будет интересовать 
предельное поведение при At-^0. Пусть c<d. Точки e n d 
играют роль границ, между которыми происходит диффузия. 

З а д а ч а 1. Найти вероятность того, что частица, старту­
ющая из точки xG(c, d) за время t, не выйдет за пределы от­
резка (c,d). 

З а д а ч а 2. Найти вероятность того, что частица, старту­
ющая из точки x£(c,d) попадет в область [d, +°° ) раньше, 
чем в (—оо, с]. 

При решении этих задач будем предполагать, что условное 
распределение смещения Ах при заданном х удовлетворяет 
условиям: 

I1. Для всякого е > 0 
Р*{|Д*|>Ь}~о(Д*), 

Н1. 
М*Дх/{|д*|<8} =-- а (х) At + о (At), 

IIP. 
М, (Ах)Ч{[Ах1<&}^ Ь (х) At + o (At\ 

где а(х) и Ь{х) —-непрерывные на [c9d\ функции, Рх и Мх — 
условная вероятность и математическое ожидание, если на­
чальная точка х. 

Р е ш е н и е з а д а ч и 1. Пусть Q(t,x) есть искомая вероят­
ность. Тогда 

d 

Q(t, x)=$Px{Ax6dy}Q(t~~At, у) 
с 
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(справа записана вероятность того, что частица за время At 
сместится из х в некоторую точку yb(c,d), а затем за время 

t—At, стартуя из точки у, не выйдет из {с, d) Предполагая, 
что Q(t,y) дважды непрерывно дифференцируема и используя 
I1—III1 аналогично выводу (18), убеждаемся, что при xG(c,d) 

Q(t, x) = Q(t — At, х) + 
+ [ g ( -Д<, x)a(x)+yp$2-(t-At, х)]м + о(Ы). 

Поэтому в пределе (при At-+-0) Q(t, x) удовлетворяет уравне­
нию 

c<x<d, / > 0 . 
К уравнению (19) естественно присоединить граничные ус­

ловия: Q(0, *)~=1, c<x<d, Q{Lc) = Q(t,d)=0, * > 0 . 
Р е ш е н и е з а д а ч и 2. Пусть V(х) — искомая вероятность. 

Тогда 
d 

V(x) = \px^xedy}V(y). 
с 

Опять, предполагая, что V(x) дважды непрерывно дифферен­
цируема, получаем предельное уравнение (при Д.>->0) 

a (x) f£ + ~ 6 ( . x ) g - - - 0 , V(c) = 0, V(d) = l. (20) 

В силу (20), находим 
У(х) = Ф(х) 10(d), 

с \ с ' 

§ 2. Марковское свойство 

2.1. Определение марковского процесса. Понятие марков­
ского процесса в наиболее общем и четком виде отражает ос­
новное свойство стохастически определенной системы: незави­
симость дальнейшей эволюции системы от прошлого при фик­
сированном настоящем. 

а) О п р е д е л е н и е . Пусть (Х,38) — измеримое простран­
ство, называемое фазовым пространством процесса, (й, ЗГ) — 
измеримое пространство элементарных событий (вероятность Р 
пока не задается). Пусть для всех №Ц+ определены сг-алгебры 
ertf удовлетворяющие условия: при 0 < s < / ^.cz^tCzST. 
{3Ft —-о-алгебра событий, которые наблюдаются до момента / 
включительно). Рассмотрим, далее, функцию x(t,(o) из./?+ХЙ 
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в X, Обладающую 'Следующим свойством измеримости: дляб 
каждого *б)?+ x(tt со) — измеримое отображение (Q, Ft) a 
(X, J?). Функции *(•-©)' (при фиксированном оо) называются 
выборочными функциями (траекториями) процесса. Через 
**(*,©) будем обозначать ограничение функции *(*,©) на.1 
[5,00). Это траектории процесса, начинающегося в момент 5. 
Пусть, наконец, на (Q,{F) задано семейство вероятностных 
мер {Ps,*, s£R+i хЩ. (Эти меры отвечают процессу, начина­
ющемуся в момент s из точки х). Совокупность 
{#(/, со), &%, Р*ЙС} определяет марковский процесс, если выпол­
нены'едедующие условия: 

1) для всех №R+9 хЪХ 
Р*,х({~ :x(tf(o)^x})=-l; 

2) для всех ВШ, №R+, s>t функция Р*,*({<о : *($,<О)6В}> 
является ^-измеримой по х; 

3) для всех t£R+r t<s<u, ВШ с вероятностью Р*,х=-1 
Рьх({со : x(u, o))6JB}/5r

5)==Ps ({ш:х(^со)еВ}). 
Легко видеть, что 

P(t, х, s, B)i=*PUx({<u : x(s, <а)Щ), 0 < / < s , ВШ, 
является вероятностью перехода (т. е. удовлетворяет усло­
виям А)—В) § 1). 

В дальнейшем марковский процесс будет обозначаться про­
сто своими траекториями (x(t,<i>)'9 #*(©'), x(t)9 €(£'<о), gt(co)'v 
и т. д.). Знаки Pt,x, М*,х будут использоваться для обозначе­
ния вероятностей, входящих в определение марковского про­
цесса, и математического ожидания по этой вероятности. Через 
{Ft будут обозначаться а-алгебры, входящие в определение 
процесса. Наиболее простой случай, когда а-алгебры Ft по­
рождены значениями x(s, со) при s^.t. 

Покажем, как можно построить марковский процесс па 
вероятности перехода (в предположении, что для фазового 
пространства {Х,9&) справедлива теорема Колмогорова о су­
ществовании процесса с заданными конечномерными распреде­
лениями). В качестве Q возьмем множество всех функций на 
R+ со значениями в X; ЗГ.— а-алгебра цилиндрических мно­
жеств в Q, £Г< —а-алгебра цилиндрических множеств с осно­
ваниями в [0,/]; если 0-=со(О, то х(Ъ о) =со(0; наконец, лт 
цилиндрического множества 

Ctlt..,ttn(Bb \ .., Вп)^{(^:с^(tk)eBk9 A - l , . . . , / 1} , (2|) 
где 0 < i j < . . . < tm полагаем 

Ps,x(Ctu.,,ttn(Bu,.\iBn))^JIlBk(x)X 

X J . . . " JPfo 'X\ th dxi)„..P(tn_i;xn„b tmdxn) (22) 
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при ti-ifCs^ti, при s>tn в этой формуле остается только 
произведение индикаторов. Формула (22) по теореме Колмо­
горова (см. [2]) определяет вероятность Ps,x. Чтобы проверить 
условие 3) (очевидно 1) и 2) выполнены автоматически), до-
статочно убедиться, что для всякого Цилиндрического множе­
ства CczlF\ при u>s справедливо равенство 

Рьх({со : *( •, со) -С}П{© : х(и, ш) Щ) = 
= MtJcP(s,x(s9G>),u9B). (23) 

Предположим, что С имеет вид (21), при этом 
0 < * i < .. . <*<-1<*<*,<. ' . . . <tn=*s<u: 

Тогда левая часть (23) имеет вид 
-----
П 1вк (х)- j . . . [ Р (5, >х, th dxt)... Р (<„_!, xrz„1? *Л, rfxj X 

XP(tm xm и, В). 
Легко видеть, что правая часть (23) равна этому же выраже­
нию. 

б) Условная независимость „прошлого,, и „будущего,г 
при фиксированном настоящем. Рассмотрим некоторое обобще­
ние свойства 3). Будем обозначать через SBs

t (s<Ct) а-алгебру 
в Q, порожденную велдчздами х(а9 со) при uQ[s, t], #?? будем 
обозначать 9Bt9 86s^ V' SBS

U a $B\ = §Bt — cr-алгебра, порожденная 
t>s • 

величиной х( / , со), J^, }tb=V %?tr Заметим, что справедливы 
равенства 

# ? = V #*,.....<л, # * = V # * „ . . . , , , (24) 
ti,...9tkQ[s,1\ R tt,...,*k>s * 

Т е о р е м а 1. Для всех G&3SU при t<Cs<u справедливо с 
вероятностью Р*,я=1 соотношение 

Рл^ (0 /^ )«Р^(* .« ) (С7) . . (25) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (24) вытекает, что достаточно до­

казать (25), когда бб#^----,*л, где $ < Л < . . . <**. Имеем для 
А , . . . , Вк&Ш : 

М , ^ Ш / в г ( х ( / ь о ) ) ) / ^ | = 

« М , , , f П IBi (x (th <o)MitX (IBk (x(tk, vVPt^lP*) = 
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/ft-2 
- - М / , - [ П / Д , ( А ; ( ^ © ) ) Х 

. . . = f P (5, *, <ц <*&) . . . { Р (**-!» ИМ* <*, < № 

Значит, (25) справедливо для цилиндрических множеств из 
961» ..,*А» а значит, и для всех GG#*-....,'*• 

Следствие. Пусть АеУ„ 0&SS\ тогда с вероятностью 
P/lJr=—=l при i<s 

PitAAriQl&e)~PtAAl£s)-Pt.x(ai£s). (26) 
Действительно, умножая равенство (25) на 1А и беря 

М*,* (•/#,), найдем 

- Р , , „ < , л * ) ( 0 ) ^ ^ 
Но из (25) вытекает, что P,lJe(J|«)(G)=-=P<l,(G/^). Соотношение 
(26) и есть утверждение об условной независимости 9FS и а?* при 
заданном x(s, со). 

в) Мартингалы, связанные с марковским процессом. За­
мечательным свойством марковских процессов является су­
ществование достаточно широкого класса функций u(t,x) из 
R+XX в i?, для которых u(t,x(t,(u)) является мартингалом 
относительно меры Ps,x. Обозначим через Вх пространство 
ограниченных ^-измеримых числовых функций. Пусть т>$ и 
f£Bx. Положим 

ux(t, xy=$f(y)P(t, x, t, dy.) (27) 
Тогда ut(i, x(/, со)) является мартингалом на [s,т] относитель­
но потока !Ft на вероятностном пространстве (Q,^ , Рв,х), ка­
ково бы ни было хЪХ. Действительно, пусть s<v<t, 

№s,x{ux(t, X(t, W))IPv) = J&s,x(MttX{itW) f {Х(%, W))IPV)=* 
=M*,xW,tx{f(x(x, w))isrt)jgrv)^Ms,x(f(x(^ *>))!& J~ 

— М*.*(* ,ю) / (*(*! О)))— -^^, X(V, CO)). 

Бели v(t,x) такая функция, что при №[s,%] v(t,x)bhx и 
v(t,x[t9®) является мартингалом на (Q, -SF, Р8,зс), то с ве-
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роятностью Рв,ж-=1 

==М/|Х(/|в»г>(г, х(т, со))—=^(т, #)/>(*, JC(/, со), т, <*£/). 

Значит, если vx(t, X) -=JTJ(T , y)P(t, JC, t , <##), то для всех # 

P.*,* ({<--*>(*, х ( / , со))==г)т(/, x(t, «;))})-== 1 
Таким образом, формула (27) задает все функции (с точ* , 
ностью до стохастической эквивалентности), значения кото-. 
рых вдоль траектории процесса является мартингалами. , 

2.2. Марковская случайная функция. 
а) О п р е д е л е н и е . Пусть {X,ffl)—измеримое простран­

ство, TczR. Случайный процесс %{t), определенный на Г, со 
значениями в X называется марковской случайной функцией, 
если существует такая функция P(s, x, t, В), определенная при 
5, №Т, s^t, х&Х, .Ве.^, для которой выполнены условия: I. Она, 
«^-измерима по х, П. Она вероятностная мера по В, III. При; 
s<t\<t, s, tu №T выполнено уравнение Колмогорова—Чепме-
на (24), IV. Конечномерные распределения процесса £(/) за­
даются формулой: при ^ i < . . . < / n , t{GT, 1 = 1 , . . . , п 

72 — 1 

f... JP{|(/i)erf^i)IT P(tk, xk, t^u fix**,) (28) 

Функция Р ($, x,t,B) называется вероятностью перехода мар­
ковской случайной функции. Простейшим примером марков­
ской случайной функции является марковский процесс 
x(t,<u), рассматриваемый на множестве T=[s, oo) на вероят­
ностном пространстве (Q, У , Р«,х), где х — фиксированная точ­
ка из X Пусть \i— вероятностная мера на 38. Тогда для всех 
s$R+ можно определить вероятность на ST по формуле 

P,fI1(C) = S Ps,x(C) V.(dx). (29) 
Процесс x(t, со) при /e[s, oo) на вероятностном пространстве 
(Q,-#", Р*,ц), где меры P*,{mu} определены согласно (29), также 
является марковской случайной функцией с вероятностью пе­
рехода P(u,x,t9B). Одной и той же вероятности перехода со­
ответствуют различные марковские случайные функции (они 
различаются областью определения, конечномерными распре­
делениями, вероятностными пространствами). Существенно тут 
различие конечномерных распределений. 

б) Закон входа и конечномерные распределения. Рассмот­
рим, как можно задать всевозможные конечномерные распре­
деления марковской случайной функции при заданной области 
определения Т и вероятности перехода P(s,x, t, А). Из фор-

21 



мулы (28) вытекает, что для этого должно быть задано 
Р{Ш)Шдля всех teT (одномерные распределения процесса). 
Обозначим ш(В)=Р{ШЩ- Очевидно, что семейство вероят­
ностных мер Ы Я ) , teT} Удовлетворяет соотношению: при 
s<zt,s,teT 

Всякое семейство вероятностных мер {щ(В),№Т} на Ш, удов­
летворяющее соотношению (30), называется законом входа, 
отвечающим вероятности перехода P{s,x,t,B). Если понятно, 
о какой вероятности перхода идет речь, будем говорить просто 
закон входа. Для множеств Т, имеющих минимальный эле­
мент 4, законы входа полностью определяются мерой \xto 

M 5 ) - = J Р(*о> *> <« в) \>*Л*х1 ter (31) 
(ср. (31) с (30)); Пусть теперь Т не имеет наименьшего эле­
мента, Положим t0=mfT (если Т неограниченно снизу, то 
4=— оо). Выберем произвольно %&Т, f(x)£Bx и пусть ux(t,x) 
при /*5ГП(—оо,т] определяется равенством (27). Тогда 
-МЛ КО) является мартингалом, здесь %(t) —марковская слу­
чайная функция с вероятностью перехода P(s,x,t,B). To, что 
Ut{t, l{t))-~ мартингал,_ доказывается так, как и для марков­
ского процесса. Так как М-^КО) ограниченный мартингал, то 
с вероятностью 1 существует предел 

Нтяср, l(t)). (32) 

Пусть А'----полное сепарабельное метрическое пространство, 
^—борелевская сг-алгебра. Можно указать такую последователь­
ность непрерывных функций /п(х), | | / л ( х ) | | < 1 , что из сущест­
вования пределов lim\fn(x)\im(dx) для всех и, где \хт — боре-

левские меры на X, вытекает слабая сходимость мер \хт к-не­
которой мере ji. Выберем Т0с:Т счетным и плотным в Т. 
Поскольку предел (32) существует с вероятностью 1 для всех 
Цх, представимых по формуле (27) при / = / п , / г=1 ,2 , . . . , то 
можно указать такое Q0c:Q, Q0cz&~, что существует " 

,, j™ r S р<*> £ С <°)> r> **) / я (х) (33) 
для всех т6Г0, / i= 1, 2,. . . , ©6Q0. Для PGtfp будет P{fi0}= 1, если 
КР множество тех мер Р, для которых l(t, со) — марковская 

случайная функция с вероятностью перехода P(t, х, т, В). 
Таким образом существует такая вероятностная мера 

Р(*& ^ г> В), г6Г0, G>eQ0, что (33) представимо в виде 
J fn(y)P(t0r <*>* т- dy) при cogQfj. Обозначим через SF0 наименьшую 
0 —алгебру подмножеств Qo, относительно которой измеримы 
па 



JP(/O, (O,T, 5) , тбГ0, ВбД как функции со. Легко видеть, что при 

Р(*0> со, т2, 5 ) - j P ( / 0 , со, т„ dx)P(xu х, т2, 5). (34) 
.Этой формулой можно воспользоваться для определения 
P(t0, о),Т2,5) для т2бГ\Г0 (при этом Ti нужно выбрать из Г0, 
левая часть от выбора т- не зависит в силу уравнения Колмо­
горова—Чепмена). 
После этого легко убеждаемся, что (34) остается в силе для 
ti<T2 из Т. Если р,— ограничение меры Р на {QQ,{FO}, TO 
формула 

P{t{t)*A}= f \*.(d<a)P(to,<*,t,A) (35) 
определяет закон входа для марковской случайной функции с 
мерой Р. С другой стороны, беря произвольную вероятностную 
меру |ы на {Qo,̂ ~o} и определяя Р{|(/)еЛ} по формуле (35), а 
затем конечномерные распределения по формуле (28) мы полу­
чим все возможные меры РвКр. 

Обозначим #\-0== fl^V Как связаны о—алгебры Ф"0 и #",0? 
Очевидно ^ 0 с «У/,. Пусть ^ ^/0 — измерима, |£ |<1. Тогда для 
любого в>0 и г>*0 найдутся такие я, s*<t, А=» l , . . . , /г, $лбГ 
и борелевская функция / из Хп в /?, | / | < 1 , что 

М|Б—/(6(s,) 6(-sn))|a<e. 
Значит при /<.minsA, /б70 

.M(/(g(5!),..., g^ ) ) /^ , ) есть мартингал umUh4(t) вида (27), а 
так как lim итшь 00 почти всюду совпадает с # 0 измеримой 

величиной, то и % совпадает с &$ — измеримой величиной. Значит 
Wtu содержится в пополнении Ф0 по мере Р, соответствующей 
марковской л случайной функции. Заметим, что отличие от SFtu 
0-алгебра #*0 от Р не зависит. 

в) Пространство входов. Пространство выходов* Легко ви­
деть аналогию между формулами (31) и (35). Поэтому измери­
мое пространство (Й0, #~о) естественно рассматривать как <шро-
.странство начальных значений» марковской случайной функции. 
Но это пространство существенно сложней, чем исходное фазо­
вое пространство X процесса (его элементами являются функ­
ции о)(/) из Т в X). Мы построим некоторое отображение это­
го измеримого пространства в некоторое другое (К,ф)9 опре­
деляемое только фазовым пространством (Х,ЗВ). На (У, W) 
будет определена # —измеримая функция по у P(t0>y,x, В) 
для теГ, ВвМу являющаяся мерой по J3, такая что при TI<T2, 
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тьт2ев, вт 
P(t0, У, t2, £ H J P ( ' / 0 , у, т„ dx)P{xx х, т2> 5) (36) 

и всякая мера РбДр определяется законом входа Р{1(0^-6}» 
однозначно представимым в виде 

P$(t)eB}=$P(t0, у, t, В) v(dyl (37) 
где v — вероятностная мера на (У, W). При этом для всякой ве­
роятностной меры v на (У,W) формула (37) определяет закон 
входа для вероятности перехода P(t,y} т, В). Пространство 
(^i®7)» удовлетворяющее перечисленным условиям будем на­
зывать пространством входов для марковской случайной 
функции. 

Пусть (М,Ж)—пространство вероятностных мер на (Х,ЗВ)> 
о —•- алгебра Ж — наименьшая о — алгебра, относительно кото­
рой измеримы множества {\х$М : fx(.S) < а } , a<3i?+, ВШ. Если 
X—полное сепарабельное метрическое пространство, 3$—бо­
релевская а-алгебра, то М можно рассматривать как сепара­
бельное метрическое пространство, при этом Ж будет его бо-
релевской 0-алгеброй. В качестве метрики в М можно взять 

оо 

r (Mi. 2̂) = 2 2~к I \ fkd^\ — f fhd\i2|, 
где fk — указанная выше последовательность функций. 

Рассмотрим отображение (Q0,^o) в (Af,JT), задаваемое 
функцией Р(^о,о),т, •) для тбГ0. Область значений этого ото­
бражения обозначим StczM, покажем, что 5t6Jf. Занумеруем 
точки множества -Г0П(—оо, т) = {**, i = l , 2, . . . } . Тогда отобра­
жение P(tQ, оз, т, *) можно представить как суперпозицию ото­
бражений: 

где 
9i(co) = {a)(^), o)(/2), . . . } , 

Ф2(хьх2, . . . И Р ( / ь ^ т , •), ^(*2, Хь т, • )» . . .} , 

Фз0*1, На, . . . ) = = Ь еСЛИ J ^ ^ J / ^ ПРИ **^о V* 
[не определено в остальных случаях. 

Утверждение вытекает из того, что <р8 — борелевская функция 
и функция P(th хит, •) борелевская из X в М. Занумеруем 
точки Го={ть Т2, . . .} и построим1 отображение 

€го область значений 5 определяется соотношениями 
5 = { ( h , и , . . . ) : f t 6 S v * « 1 , 2 , . . . , 

l ^ f - P O - i , * , ^ , - ) Ф ь ^ < t b г, 4 * 1 , 2 , . . . } . 
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Очевидно 5 —борелевское подмножество MN (т. е. принадлежит 
•4Г^). Если ^ — ограничение MN на 5, то (S, Ms) — борелев-
ское пространстве 

Т е о р е м а 2. (S,Jts) есть пространство входов. Доказа­
тельство вытекает из построения. 

С л е д с т в и е . Если (X, $) борелевское пространство, то 
существует такое же пространство входов. 

Рассмотрим теперь пространство выходов. Как «входы» 
описывают различные возможности «начала» процесса, так 
«выходы» — возможности его окончания. 

Пусть /о, = sup Т. Будем через £TS обозначать а-алгебру, 
порожденную значениями £(w), u£Tf)[s, <x>). События, входящие 
в а-алгебру 

и определяют «выходы». Если^/оо^Г, то окончание траектории 
есть просто |(/оо). В случае too^T мы построим аналогично про­
странству входов некоторое пространство выходов, которое и 
будет характеризовать окончательное поведение процесса. 

Функция g(t,x), определенная на ТХ%, .# —измеримая по 
х, называется гармонической для вероятности перехода 
P(t,x,s, В), если для всех t<cs, t,seT 

g (t, x) = J g (s, у) Р (t, x, s, dy). (38) 

Будут рассматриваться только ограниченные гармонические 
функции. Если g(t,x) такая функция, то g(t,%(t)) —мартингал 
относительно (^)^ет для всякой меры РвКр. Поэтому для вся­
кой ограниченной гармонической функции g(t,x) существует с 
вероятностью 1 предел 

g(U<o)=*llmg(t,Ut)). (39) 

Оказьвается, что пределы (39) порождают У ° ° с точностью до 
множеств меры Р нуль. Пусть g ограничена, & °°— измерима 
и | | | - ^ 1 . Для данной меры Р можно построить последователь­
ность непрерывных функций fn : Хп-*[— 1, 1] и tni<tn2<--.< 
<.tnn<too} tnieT таких, что 

Положим 
[Ит/Я(а)(<я1), ...» ®(tnn))9 если предел существует,, 

£*(ю)НГ~ 
[О р остальных случаях, 
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Гогда Р{|*((о)).^}-=1. Для %вТ Обозначим через-Р,,* меру, 
отвечающую марковской функции | (/) на ГП[т, оо), для кото­
рой РТ!х{|(т) =х} = 1. Положим 

g(r,x) = $V{u)Px,x{d<»)-
Это будет гармоническая функция и 

P { i « l i m g ( t f g ( t ) ) H l . 

Таким образом а-алгебра У ° ° с точностью до множеств меры 
нуль описывается гармоническими функциями. 

Поскольку 1г(Р) сепарабелъно, то из предыдущего построе­
ния вытекает существование такой счетной последовательности 
гармонических функций gk(t,x), 0^gk(t,x)^l таких, что а-
ллгебра ^ ч °° с точностью до множеств меры Р нуль опреде­
ляется пределами 

KmgkV,№)> A = - 1 , 2 , . . . . 

Построим теперь пространство выходов УР , отвечающее мере 
Р. Выберем последовательность sh-~*-tco. Существует такое мно­
жество Qoo îF, для которого P(Qoo) = l, для всех k существуют 
пределы lim gk{sn, l(sn, со)). Обозначим через 9го0 ограниче-
ние F на Qco. Отображение Q-o в [О, \]N 

i((D)':(B{to}(1im.f*(sni G-(s„)), k = l, 2, . . . ) 
7Z-*-oo 

переводит Qoo в борелевское подмножество JP с:[0, l]N, это под­
множество с борелевской о-алгеброй и будем называть прост­
ранством выходов &Р • 

Для t£T и борелевского множества Va& определена веро­
ятность перехода 

P(t, х, t^V)=*Pt,x{(nmgk(sm ЦзП1 со))), ^ 1 , ...)eV}9 
П-+ .00 

являющаяся вероятностной мерой по V. При этом для tx < t2, 

P(tu x, toorV)^jP(fu x, t%3 dz)P{tb zt too,V). (40) 

Определена и вероятность перехода Р (tQ1 у, too, V), причем для 
всех tGTt-yGS 

P(t0r У, о̂о, V ) « J P(t0, У, t, dz)P(i, z, U V). (41) 

Заметим, что пространство выходов нужно при построении про­
должений марковской случайной функции. Пространства вхо­
дов и выходов были введены Е. Б. Дынкиным (Начальное и 
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«финальное поведение траекторий марковских процессов. Успехи 
матем. наук XXVI, 4 (1971), 153—172). 

г) Марковская случайная функция в широком смысле. 
Пусть TaR, %(t)—случайный процесс, определенный на Г с 
фазовым пространством (Х^ЗВ). Для №R через STt обозначим 
а-алгебру, порожденную величина {%(s)t s^t}, через SF1— 
а-алгебру, порожденную величинами {g(s), s^t}, через &"ш — 
а-алгебру, порожденную величиной %\t), tGT (если множество 
величин пусто, то соответствующая а-ал:гебра считается триви­
альной). | ( / ) называется марковской случайной функцией в 
широком смысле, если при tu t2£T, t\<t2 с вероятностью 1 

РЦШВт^РМтВ!?^}. (42) 
Из (42) получаем, что для / 6 В Х с вероятностью 1 

M ( / ( 5 W / ^ , ) - M ( / ( g ( < 2 ) ) / ^ i ) . (43) 
Поэтому для всех tu ..., tneT; tx < t2< . . . < tn; / 2 , . •., fnGBx 

М Щ / И ? ^ (44) 

с вероятностью 1 (это легко установить с помощью (43) по ин­
дукции). Из этого соотношения вытекает следующее свойство 
марковской в широком смысле функции 

Т е о р е м а 3. Каково бы ни было №Т9 Ах^и А2Ъ£Г\ с ве­
роятностью 1 

P(A1nA2/^[i])^P(A1/^[t])P(A2I^[t]) (45> 
(т. е. а-алгебры &~t и ЗГ1 условно независимы относительно 
а-алгебры -У[/]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно установить формулу (45) 
для того случая, когда 

т 
А2*= П {co:g (sjteBj), BfiSI, t^sx < ... <sm s&T. 

j=i 
Из формулы (44) находим, что для В^!М 

^miB(i(t))iAmiAj3rt)^miB(i{t))iAjAt^ 
-~ MI $&(t))P (A aA2/p[t]). 

, Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е . Из (45) вытекает, что для всех А\ЬЗГи 

*А2Ф* 
Р ( Д п Л ) = М / л 1 Р ( А 2 / ^ [ П ) , 

т. е. с вероятностью 1 выполнено (42). 
] Таким образом, (45) эквивалентно (42). С другой стороны, 
*(45) не зависит от направления времени. 

С л е д с т в и е 1. Если |( /)—марковская случайная функ-
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ция в широком смысле, то какой будет и функция £* (t) = 
= !(—*)> №Т*> где teT*, если —/€Г. 

С л е д с т в и е 2. Каково бы ни было A^9Tt с вероятностью 1 
P(A/$rt)=P(A/&rit]). 

д) Существование вероятности перехода. Рассмотрим мар­
ковскую случайную функцию в широком смысле %(t)9 опреде­
ленную на множестве Т с фазовым пространством (X, 9i). Если 
(Х,3§)—борелевское пространство, тогда для всех s<Ct,s,№T 
можно определить вероятностное ядро P(stx,t,B) такое, что с 
вероятностью 1 

P{l(t)ZB/Srlti}=P(s,t(s),t,B). 
Эта функция измерима по х, является вероятностью по В, но 
не обязана удовлетворять уравнению Колмогорова—Чепмена. 
Конечно, функция P(s, x, t, В) может быть выбрана неодно­
значно. Цель этого пункта доказать, что в случае борелевского* 
фазового пространства (Ху 3S) P(s,x,t,B) можно выбрать так, 
чтобы выполнялось уравнение Колмогорова—Чепмена. Это ре­
зультат С Е. Кузнецова (Любой марковский процесс в боре-
левском пространстве имеет переходную функцию, Теория ве-
роятн. и ее применен., 1980, 25, 2, 389—393). Другими словами, 
будет доказано, что существует вероятность перехода и для 
марковской случайной функции в широком смысле, тем самым 
будет установлено, что для борелевского фазового пространст­
ва определения марковской случайной функции в широком 
смысле и марковской случайной функции эквивалентны. 

Будем предполагать, что (X, Я) совпадает с ([0, 1]^, 38\о,ц 
Лемма 1. Пусть gb g2» h — величины со значениями в (Х,$)„ 

образующие цепь Маркова: 

Ь{ЫВ11ЪЫ = Р{Ш1Ы 
с вероятностью 1. Если Q$(x, В)—-марковское ядро, для 
которого 

Qstei, fi)-Pfe€B/6ib- ведх 
с вероятностью 1, то найдутся такие марковские ядра Qx (х, B) 
и Q2(x9B\ что с вероятностью 1 Q,(glt В) = Р(Ъ£ВЦХ 
Q2(l2, В)=Р{ЫВ/12} и дл^ всех хеХ, B&S&X 

Q, (х, В) _= J Q2 (у, В) Qi (х, dy\ (46) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем в X подмножество вида 

00 

S=X&b где отрезок А* с: [О, 1], такое, что P{g2GS} = 0. Пусть. 
ft=i 

Qx и Q2 —марковские ядра, для которых с вероятностью 1 
Q I ( £ I , B ) ± = P { S J + 1 6 B / U , i = l , 2 f В'еЯХ, 
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Положим 

и = {х:$г(х,8)=0, Q3(x,B) = ^Ql(x,dy)Q2(y, В\ В^х), 
g{x)-~некоторое непрерывное взаимно однозначное отображение 
S на X. Так как Ш счетно порождена, то U — борелевское 
множество, P{£i€t/}—l. Положим 

О lx B)-fil(*' Bl XeU' П (г m-fi*(x> B^ х^> Q l ( X ' 5 ) " " l V 4 , ) 6 . } , * Й / , Q 2 ( X ' B ) - l Q 3 ( f f W f 5), Х65. 
При таком выборе Q- и Q2 выполнено (46). Лемма доказана. 

Т е о р е м а 4. Пусть £(*), z?6J?, — маркозская случайная 
функция в широком смысле с борелевск^ш фазовым пространством 
(X, 31). Тогда для нее существует вероятность перехода. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя лемму 1 можем построить 
вероятность перехода P(t9 х, s, В) при /, s£TQczR, где 
Т0 счетно и плотно. Обозначим через Yt — пространство входов 
марковской случайной функции {6(5, со), збГоГШ» °°)}, а через 
£(/+,©)—соответствующее отображение Q в Yt. Выберем по­
следовательность непрерывных функций fk(x) из [0, l]N в [0, 1], 
порождающих борелевскую а-алгебру и для каждого <6ГО рас­
смотрим гармонические функции на ГоП( — °°, t) 

gk(s, x) = j fk(y)P(s, x, s, dy\ IeT0Pi(t, oo). 

Это счетный набор гармонических функций, зависящий от t, 
занумеруем: ^к*($,х), /г=1, 2, . . . } . Построим пространство 
выходов 2ft, — используя эти гармонические функции так, как 
это указывалось в п. в). Соответствующее отображение обозна­
чим 6 (J—-, <о). 

Для всех zeCftj sET0f)(t, °°) определена вероятность перехода 
P(t — , z, s, В), такая что 

Р(*_, е ( / - , со), i; j3)«p{g(i, ©))ев/б(/-, ©)} 
с вероятностью Р = 1, какова бы яи была мера Рб/Ср. Эта мера 
определяется равенствами j fk (у) P(s — , z, s, dy)«£-., где 
z = (zu z% . . . ) , gm=^gt. Обозначим через Q*-,*, ieT, z££f{ меру, 
отвечающую марковской случайной функции {g(s, со), sdT0f) 
П('» оо)} с законом входа 

Q,_,,{6(s, со )еВ}-Я(^ - , z, s, В). 
Для Сб-^ положим 

Q{t-, 2, й-h; C)=Q^,2{,(H~> —)€£»}. 

29 



Используя теорему 3 можно убедиться, что \(t—-, со), | ( / , со),. 
| ( /+ , со) образуют марковскую последовательность, при этом 

Q(t-^(t-,v),t+X)=V{l(t+>*)&ll(t-\<u)} 
с вероятностью 1 по любой мере Р£КР- Используя лемму 1 мож­
но построить вероятности перехода Q7(z, В), z££ft, 5 6 ^ , 
Qt(x, С), xgAr, С 6-^, яля которых 

.Q(t-,z,t + ,C)=$Q7(z,dx)Qt(x,C). (47) 
Будем сокращенно обозначать P(s, -, t, -) = Ps,h 
Q{t — , «, i-f , - . )=Q^ w + f Q?(., •)=Q?, а свертку вероятност­
ных ядер Р и Q через P*Q. Так (47) перепишется: Q,_ ,.,+=* 
= Q7*Qt . Определим теперь вероятнрсть перехода равенствами 

{Ps,t-*Q7, s&T:0, teT0; 
P*tt= Ш*Р*ы seru, /еГ0; __ (48> 

lQ+*p,+,,_*Qr, 5бГ0, *e-r0. 
Докажем выполнение уравнения Колмогорова — Чепмена. 
Пусть s<.t<u. Равенство 

Ps,t*Pi,u = Ps.u ( 49 ) 

справедливо при tgT0 в силу (40) и (41). Пусть s, uGT0, teT0-Тогда 

Ps.x{t(t+)ec}=$pStX{tу-)edz\Q(t^, z, t+, с), 
Ps,x{t(u)eB}=NLstJcP(t + , |(* + ), a, B), 

Ps,u = Ps,t-*Qt-,i+*Pi+,u 
и (49) есть следствие (47). Наконец, если 5 < sx < t < tx < ur 
Si, А6Г0, то 

Psl^Pt,u^Ps9sl*Ps19t*Pl,t1*Ptl9u = Psts1*Psl9il*Ptlta^Psttt' 
Теорема доказана. 

2.3. Марковские случайные функции на случайных интер­
валах. Марковская случайная функция l(t) на случайном интер­
вале (а, р) с фазовым пространством (X, Щ может быть опреде­
лена следующим образом. Доопределим X двумя точками б- и ft+, 
A'=ArU{6_}U{8+}, 31 — это оалгебра в X, порожденная 53 и од­
ноточечными множествами {е_}, {0+}, Положим g(*)=*e_ при *?<а, 
Ш = е + п р и / > р , f(*) = g(/) при 'а<*<р. Если 1(0 — марковс­
кая случайная функция на /? с фазовым пространством (X, Щ\ 
то \{t)— марковская,случайная функция на случайном интервал 
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(а,р). Будем предполагать,_что (X, #)-—борелевское пространст­
во, тогда таким будет и (ЛГ, «#), поэтому для 1 (/) существует 
вероятность перехода Р($, х, *, 5), В£<В. 

Введем вероятность перехода для марковской случайной функ­
ции l(t): 

P(s9 х, t, 5) = P(5, x, *, 5), 5 6 ^ . 
Если еще ввести одномерные распределения 

^(B)-P{i(mB1a<t<^}^p{i(t)eB}1 ве@, 
то конечномерные распределения £(/) запишутся по формуле: для 
ti<t2<...<tn 

Р{Шеви...,гуп)евп, a<tt<...<tn<®= 
= ) н*. (rfxj) \ P(tu хъ t2, dxz)... j*. P(tn_u хп„ъ tn, dxn). 

В частности, 

Р {« < *i < *2 < Й = f V>u (dx) P (tu х, t2, X) 
X 

определяет совместное распределение концов интервала (а, (3). 
Пусть а-алгебра ЭРг порождена значениями f (5), 5<г?. Тогда 

({Р<^}--—||(О = 0+}6^, т. е. р~- момент остановки относительно 
потока {^}, {a>/}={f (̂ ) = e„}6^/ и, значит, а-момент оста­
новки относительно потока {£>,.}. 

Определим так, как при доказательстве теоремы 3 величины 
g(/+), ^[a-Pf и пусть P+(t, x,s, В), определенная так же, как 
в теореме 3 вероятность перехода. Тогда можно установить 
следующее соотношение 

t 

МЯ) -= f 1 * (**> rfs) P + (5, *, *, 5), 
- C O X 

где v(dx, ds) определяет совместное распределение | ( а + ) и а.. 

Глава 2 
РЕГУЛЯРНЫЕ МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ 

§ 1. Условия непрерывности и отсутствия разрывов 
второго рода 

1.1. Стохастически непрерывные процессы. Марковский про­
цесс x(t) в топологическом фазовом пространстве (X, &) (в та­
ком пространстве о-алгебра М считается наименьшей а-алгеб-
рой подмножеств X, содержащей все открытые подмножества 
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л) , называется стохастически непрерывным в момент времени 
to, если его вероятность перехода P(t,x,s,A) удовлетворяет 
следующему условию: для всякого открытого GczX 

lim P(t, х, s, X\G)—-0, (1) 
s>t 

каково бы ни было x£G. Если процесс x(t) стохастически не­
прерывен в каждый из моментов времени /, то его называют 
просто стохастически непрерывным. 

Если топология в X порождается метрикой, то это определе­
ние упрощается: процесс x(t) в метрическом фазовом простран­
стве (X, &) стохастически непрерывен в момент времени /о, 
если для всякого 8 > 0 

lim P(t,x, s,V8(x)) = 0, (2) 
t-+t0,s-*tot s>t 

каково бы ни было хвХ. Здесь Vs(x) —дополнение к шару ра­
диуса е с центром в точке х, то есть Vt(x) = {у£Х : р(у, х) > е } 
(р — метрика в X). 

Марковская случайная функция x(t) с вероятностью пере­
хода, удовлетворяющей условию (2), стохастически непрерывна 
справа. В самом деле, если \xt(dx)—закон входа рассматри­
ваемой марковской случайной функции, то при t\t0 имеем 

Р ({р.(* (*). х (t0))> г}) =_ j \if0 (dx) P (t0, x, t9 Vs (x))->0 

в силу (2) и теоремы Лебега о предельном переходе под зна­
ком интеграла. 

Пусть x(t)—стохастически непрерывный марковский про­
цесс в топологическом фазовом пространстве (Х,$). Если 
функция / с числовыми значениями задана на X, ограничена, 
измерима и непрерывна в точке х£Х, то 

lim Ms,xf (x (*))-== lim Ms,xf {x {t))=f (x). 

Это следует из неравенств 

\M*.xf(x(t))-f(x)\<$ \f(y)-f(x)\P(s, х, /, dy)< 

< JI / GO--/ (x) J P (s. x, U dy)+2 jl / 1 | • P (s9 x, U X\Q), 
о 

где || / ||== sup | / (y) L G-—некоторая окрестность точки х. 
В силу непрерывности функции f в точке х окрестность G мож­
но выбрать так, чтобы разность \t(y)— f(x)\ была достаточно 
малой при всех y£G. Если теперь зафиксировать G, то второе 
слагаемое в правой части последнего неравенства становится 
сколь угодно малым, когда t—s достаточно мало, в силу (1). 
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1.2. Условия отсутствия разрывов второго рода. Понятие 
стохастической непрерывности выделяет среди марковских про­
цессов такие из них, для которых маловероятны переходы за 
малое время из данной точки в точки неблизкие. Оказывается, 
если потребовать, чтобы условие (2) выполнялось равномерно 
по х£Х и по / , 5 в каждом конечном промежутке, то марковский 
процесс с такой вероятностью перехода можно заменить таким 
стохастически эквивалентным ему процессом, траектории кото­
рого устроены достаточно регулярным образом. При этом сто­
хастически эквивалентными в широком смысле мы называем 
два марковских процесса, определенных при г̂ >0 в одном и 
том же фазовом пространстве, если у них совпадают вероятно­
сти перехода. В соответствии с общей теорией случайных про­
цессов, две марковские случайные функции стохастически экви­
валентны в широком смысле, если они определены на одном и 
том же временном множестве, в одном и том же фазовом про­
странстве и у них совпадают все конечномерные распределения. 
Последнее будет выполнено, если обе марковские случайные 
функции имеют одну и ту же вероятность перехода и один и 
тот же закон входа (либо начальное распределение в случае, 
когда временное множество имеет минимальный элемент). 

Наряду с этим, рассматриваются и процессы, стохастически 
эквивалентные в более узком смысле. Два марковских процес­
са x(t) и x(t), заданные при С^О на одном и том же вероятно­
стном пространстве, с одним и тем же фазовым пространством 
(Ху $) с одним и тем же семейством мер Р*,*, 0*0, xGX, на­
зываются стохастически эквивалентными, если Ptia({x(s) Ф 
=£x(s)}) = 0, каковы бы ни были « s , хвХ. Аналогично, две 
марковские случайные функции x(t) и x(t), заданные на одном 
и том же вероятностном пространстве, с одним и тем же фазо­
вым пространством и временным множеством, называются сто­
хастически эквивалентными, если при всех t P({x(t)=£x(t)}) -----
=0. Ясно, что стохастическая эквивалентность влечет за собой 
стохастическую эквивалентность в широком смысле. 

Замечание. Пусть при t>0 в фазовом пространстве 
(Аг, Ш) задан марковский процесс x(t) и пусть на том же 
вероятностном пространстве определена случайная функция 
x(t), />0 , со значениями в Хч такая, что Р*,х({х($)ф-х($)})~0 
дри всех 0 < г < $ , xQX. Тогда процесс x(t) является также 
марковским и он стохастически эквивалентен процессу x(t). 

Упомянутая выше регулярность траекторий будет заклю­
чаться в отсутствии разрывов второго рода почти наверное и 
непрерывности справа почти наверное. Эти понятия определя­
ются так (фазовое пространство считаем топологическим): 

а) говорят, что марковский процесс x(t) почти наверное не 
имеет разрывов второго рода, если для всех хЪХ и t^O при 
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почти всех со по мере PtiX функции x(s, со) как функции аргу­
мента 5 не имеют разрывов второго рода на [t, oo[; 

б) говорят, что марковский процесс x(t) почти наверное не­
прерывен справа, если для всех хвХ и 0*0 при почти всех о> 
по мере PUx функции x(s, о) как функции аргумента s непре­
рывны справа на [t, oo[. 

Очевидным образом эти определения могут быть перефор­
мулированы для марковской случайной функции. 

В приведенных ниже теоремах даны достаточные условия* 
при которых среди всех марковских процессов, стохастически 
эквивалентных (в широком смысле) данному, существует про­
цесс, не имеющий почти наверное разрывов второго рода и не­
прерывный справа почти наверное. 

Прежде чем сформулировать эти теоремы, введем некото­
рые понятия. Пусть Е— произвольное подмножество R+. Гово­
рят, что заданная на Е функция f со значениями в метрическом 
пространстве X имеет на Е не менее k е-колебаний (е — про­
извольное положительное число), если в Е найдутся точки 
*o<£i<*2< . •. <tk такие, что при / = 1, 2, . . . , k 
p(f(tj-i), f(tj))>e. Здесь р — метрика в X. Согласно этому 
определению, функция f имеет на Е ровно k е-колебаний, если 
она на этом множестве имеет не менее k и менее &+1 е-коле­
баний. 

Пусть функция f определена на [О, Т] и принимает значения 
в X. Элементарно доказывается следующий факт: функция f 
на [О, Т] не имеет разрывов второго рода тогда и только тогда, 
когда она при любом е > 0 имеет на [О, Т] лишь конечное число 
е-колебаний. Наконец, нам понадобится следующее утвержде­
ние. Пусть на некотором счетном всюду плотном множестве 
S сг[0, Г] определена такая функция f со значениями в полном 
метрическом пространстве, что при любом е > 0 она имеет на 
S лишь конечное число е-колебаний. Тогда она продолжается 
до функции /, заданной на [О, Г] и не имеющей разрывов вто­
рого рода. Это продолжение можно осуществить, например, 
следующим образом. Для ts[Qf T[\S выбираем произвольную 
последовательность tn&S так, чтобы tn\t при. п-*~оо. Полагаем 
f(t)= lim f(tn). Этот предел обязан существовать и не зави-
сеть от выбора последовательности tn, иначе нашлось бы е > 
> 0 , для которого функция f имела бы на S бесконечно много 
е-колебаний. Если f€S, то нужная функция построена. Если же 
TQS, то полагаем f(T)== lim f{tn), где tn%S — такая произ-

/г-ьоо 
вольная последовательность, что fn-*-\ когда /г->оо. Как и 
выше, этот предел существует и не зависит от выбора после­
довательности, сходящейся к Т. 

Пусть при £>0 задан марковский процесс x(t) в метриче­
ском фазовом пространстве {ХУШ) с вероятностью перехода 

34 



P(t,x, s,A). Для фиксированных е>0, Г>0, А>0 положим 1 
af. (A) = sup P (t, x,s,Ve (x)l 

где точная верхняя грань берется по всем х£Х и всем t, s€[0, 7 | 
таким, что 0</<5</+^<2 п . Пусть, далее, на [О, Т] задано ко­
нечное число точек / 0 < ^ < . • - <tn. Совокупность этих точек 
обозначим через L Пусть Де

ш(7) обозначает событие, состоя­
щее в том, что на множестве / траектории x{t) имеют не менее 
k е-колебаний, 

Лемма 1. При всех е>0 , k = l, 2, . . . , х£Х справедлива 
оценка 

P/.,x(Ai*4^)'-<[2a?. /4^-gJ*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим сначала Pto)X (д£1}(/)). Поло­

жим для г = 1, 2, . . . , п 

Гг-{со:р(х(^), х ( / 0 ) ) < | , А=1, 2, . . . , г - 1 , 

P ( x ( a *(*о))>у}, 

Ar«{w:p (*(*-), x O > | ) , 

Л0={со:р(х(4), х ( д ) > | } . 

События Гг при разных г несовместимы и ясно, что если проис­
ходит событие Д<!) (У), то происходит некоторое Гг. Если при: 
этом не происходит событие Лг с тем же номером (здесь г > 0)„ 
то тем самым наступает событие Л0. Поэтому 

д^Ч^сЛои^и^г.пл,)), 
откуда 

п 

Р,„, (Ail) (J)) < Р,„,̂  (Ло) + {sum} Р,.,, (Гг П Лг). 

Очевидно, почти наверное по мере Р*,,,,.-
P,„,(A,/£YJ= P<„,({p(*(tr), .*(*„))>-fj/*",,)— 

— P / t „ j c ( a i„, V&_ (x(tr))\<ap*(tn-t0), 

и потому при г -=1,2, . . . , и (/г-— индикатор события Г) 

<af(tn~t0)PiotX(rr). 
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Кроме того, 
е 

Значит, 

Теперь оценим Ри,х ДО' ({))• Положим для i = 0, 1, . . . , / г 
/i.-fco- rfl5..., t j , /-•*--{'ь 'ад. • • •» U * пусть ддя k >2, 

Другими словами, событие Ге состоит в том, что на множестве Jr 
траектории x{t) имеют не менее k — 1, а на множестве JT_X — 
менее k - 1 е-колебаний. Ясно, что события Тг

е при разных г 
несовместимы, и 

Следовательно, 

и Г;-А?-,)(У)ЗА?>(У). 
г -1 

Поэтому согласно уже полученной оценке, 
п 

Р^(л^(/))<2Р^ЛГеПлГЧ/0)= 
/— •1 

= 2 Jp,0,.-(A^(-jo/^f)d^„x= 

га 

г в ч г 

Таким образом, 

откуда и следует утверждение леммы. 
Т е о р е м а 1. Предположим, что на [0, оо[ задан марковский 

процесс x(t) в полном метрическом фазовом пространстве 
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(Х,Я), и пусть при каждых е>0, Г>0 функция а£ (/г), ш>, 
строенная по вероятности перехода процесса x(t), обладает 
свойством 

lima?. (A)-—0. 
МО ' 

Тогда существует марковский процесс x(t)9 стохастически эк­
вивалентный процессу x(t), не имеющий почти наверное раз­
рывов второго рода и почти наверное непрерывный справа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть У —произвольное счетное всюду 
плотное подмножество /?+ и пусть (/л)л>1 — такая монотонно воз­
растающая последовательность конечных подмножеств У, что 
U J„ J- Фиксируем некоторые t0>0, хвХ, T>t0, е>0 . 
Разобьем отрезок \t0, Т] точками t0^Ta<Ty< ... <TN = T так, 

чтобы max 2а.т (Т, — TUi) < 1. Обозначим через bt] (J n [Tt_u Г,]) 
1 *i. / <*i, /V 

событие, состоящее в том, что траектории процесса *(*) имеют 
бесконечно много e-колебаний на множестве /ПГ7\_Ь 7YL Тогда, 
согласно лемме 1, будем иметь 

Ъ . . Л Д ^ П [ Г м , Т>])) <?,,,*№(Jn[TM, 7М))« 
- llm M,.,,Pr xiT , (д<« (уя п [Г W f Г,])) < 

<(2аГ(7 ,
<-Гы))*, 

откуда следует, что при данном е > 0 траектории процесса x(t). 
имеют на множестве /fllTVb Т{] лишь конечное число е-колеба-
ний почти наверное по мере Р*„,ж. Значит, почти наверное по 
этой мере их будет конечное число и на всем множестве 

Так как е > 0 и Г>/о в предыдущем рассуждении произ­
вольны, то мы приходим к выводу: каковы бы ни были /о>0 
и х*<Х, почти все со по мере Р/в>эс таковы, что при любых Г>*о. 
и «>() число e-колсбаний функции х(*,®) на множестве 
[to, T]f]J конечно. 

Построим теперь новый процесс x*(t)f полагая x*(t, <а) « 
— x(t9 ct>) при Шу <ЙШ, а для Ш 

{ Нтп х(/я» ш)> если этот предел существует, 
. * * ( * , со) • 'nfi ' '* i . t< 

U (^ со) в противном случае. 
Покажем» что при любых t0<tf х&Х 

Для t(*J это очевидно* Пусть теперь t$J и последовательность 
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(in)n>\cJ такова, что tn\t. Тогда 

P^ ({x( - )^x4- )* )=- in iPw(u П {p(x(.t),x(tk))>-^\j-

= lira HmP<Q,x(n {p<*(9, -<(-*))>s-i)< 

< lira 1imP,„,({p(.x(t), *(<„))>—})< 

< lim lim*a^ (/„-*) = 0, 
m-+oo я--ьоо . 

где Г выбрано так, чтобы fn6[*o,-21 при всех п ^ 1 . Тем самым 
(3) доказано. 

Из построения видно, что процесс x*(t) не имеет разрывов 
второго рода, а из (3) в силу замечания, сформулированного 
выше, заключаем, что процесс x*(t) является марковским, сто­
хастически эквивалентным исходному процессу x(t). 

Определим теперь процесс x(t), полагая x(t, co) = x*(< + i w) 
если для данных со и t существует предел lim x* (s, co)=x* (t + , со) 
В противном случае полагаем x(t, <о) =*=**:*(/, со). Очевидно, при 
всех tQ>04 х£Х почти все со по мере PtQtX таковы, что функции 
x(t, со) как функции / на 'множестве [/0, оо[ не имеют разрывов 
второго рода и непрерывны справа. Для произвольных to^t9 
хвХ и последовательности tn\t, подобно предыдущему, находим 

P*.,x({x(t)*x*(*)}) = lim limPt9Jn {?(•*•(<*). x*(t))>±-})< 

<lim lira Р , „ Л { Р И Ц J f * ( 0 ) > i } ) -

— lim limР,.,({p(x(*„), x(t))>^})=-0, 

а значит, 

Поэтому x(t) является марковским процессом, стохастически 
эквивалентным процессу x(t). При этом процесс x(t) почти 
наверное не имеет разрывов второго рода и почти наверное 
непрерывен справа. Теорема доказана. 

Сформулируем теперь «локальный» вариант теоремы 1, вве­
дя предварительно необходимые понятия. 

Пусть x[t)—марковский процесс в фазовом пространстве 
{Х,Щ. Для Л с А' полагаем T^(co)=inf {t>0:x(t, со) $А}, если 
множество р фигурных скобках непусто; в противном случае пола-
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гаем хА (о)------ + оо . Для последовательности {Ап)п>\ подмножеств 
X положим т = 5иртдл. Момент времени х (он может быть беско-

п 
нечным) называется моментом первого выхода процесса x(t) из 
системы подмножеств (An)n>i. 

Пусть | = g(o))—произвольная функция с неотрицательны­
ми (возможно, бесконечными) значениями. Говорят, что мар­
ковский процесс x(t) в метрическом фазовом пространстве 
(Х,&) не имеет разрывов второго рода до момента времени £, 
если для всякого cô Q и всякого s<£(o)) существуют пределы 
limx(t,(o).=x{s—,(o) и limx(t, со) =x(s+, со). 

Аналогично определяется понятие непрерывности справа до 
момента времени g: этим свойством обладает процесс x(t), 
если для всякого со̂ Й и всякого s<£(co) имеем X(S,CD) = 
=x(s+, со). 

Если х(/)—марковский процесс в фазовом пространстве 
{X,&) с вероятностью перехода P(t,x,s, Л), то для е > 0 , 
Г<оо, /г>0, FczX определим величину 

ap
T)F (A) = sup P (*, х, s, V% (Л)), 

где точная верхняя грань берется по xGF, а также по / и s 
таким, что 0^.t<s^t+h^.T. Введенная ранее величина « / (Я) 
получится из этой, если положить F=X. 

Т е о р е м а I1. Пусть x(t), />0—марковский процесс в пол­
ном метрическом фазово^ пространстве (А', Щ и пусть (FJn>i— 
монотонно возрастающая последовательность замкнутых подмножеств 
X. Через х обозначим момент первого выхода процесса x(t) из 
системы подмножеств (Fn)n>u Если при любых фиксированных 
е > 0 , Г > 0 и/1=1., 2 , , , . Hmaf/7 (й) = 0, тр существует мар-

ковский процесс x(t), стохастически эквивалентный процессу x(t) 
и такой, что до момента времени х он непрерывен справа и не 
имеет разрывов второго рода. 

Доказательство этой теоремы лишь в деталях отличается от 
доказательства теоремы 1, и мы его не приводим. Заметим лишь, 
что если X—локально компактное пространство, представимое в 

00 

виде Х= иКп, где {Кп)п>г — монотонно возрастающая последо-
вательяость компактов, то теорема I1 дает условие, при котором 
существует марковский процесс, не имеющий до момента выхода 
из всех компактов разрывов второго рода и непрерывный справа 
до этого момента. Это условие состоит в том, что Нтаг-яЧ*)-*^ 

Аф О 

каковы бы ни были 8 > 0 , Г > 0 и компакт КаХ. 
Заметим также, что обе эти теоремы с очевидными измене­

ниями могут быть сформулированы и для марковских случай­
ных функций. 
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В заключение этого пункта приведем достаточное условие 
отсутствия разрывов второго рода у марковских процессов,, 
основанное на других идеях. 

Пусть задан марковский процесс x(t) в фазовом простран­
стве (-Y, 3$). Будем предполагать, что вероятность перехода 
P{t,x, s, А) этого процесса при фиксированном А£$ измерима 
по совокупности переменных /, х, s ( 0 ^ / < s , х£Х). Тогда для 
К>0 определен оператор Rx, действующий на ограниченную 
измеримую функцию f(s, х), s^O, s£X по формуле 

оо 

Ш) (s, х) = J е-»- ('-->Л J Р (s, х, t, dy) f (t, у). 
s 

Очевидно, результат действия — функция Rxf — снова ограни­
ченная и измеримая функция аргументов -s^O, x£X. 

Л е м м а 2. Для всякой неотрицательной ограниченной из­
меримой по совокупности переменных функции f(t,x), t^O, 
х£Х и любого Х>0 функция Rxf обладает тем свойством, что 
процесс e~xt(Rj) (t, x(t)), /6[s, oo[, является супермартингалом 
относительно потока о-алгебр (9?s

t)tz*s и меры Р&,х при любых 
5 ^ 0 , хеХ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0^s<t<Cu, хбХ, К>0. Ис­
пользуя марковское свойство процесса x(t)y находим (здесь 
равенства почти наверное относительно меры Р81Х) 

оо 

= е-*«М,,.г(о je-"<--»)rft \Р(и,х(и), х, dy) / (t, y )= 
U 

оо 

= j e~*dx j P(t, x (t), и, dz) j P (и, z, x, dy) f (t, </)= 
a 

-=- j>^d t j P (t, x {t), x,dy)f (x, y) < 
U 

оо 

< j e -^d t j P (t, x(t), x, dy) f (t, y ) - e - w (Я х / ) (*, * (0), 
t 

что и требовалось. 
В этой лемме, разумеется, вместо потока [3d s

t)t>s можно 
поставить любой поток, относительно которого процесс x(t) 
обладает марковским свойством. 

Следующая лемма показывает, что при некоторых условиях 
преобразование XRx для больших % в известном смысле близка 
к тождественному преобразованию. 
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Л е м м а 3. Предположим, что X—метрическое простран­
ство, и пусть при любых s^O, 8 > 0 , хвХ 

HmP(s, х, t9 I/e (*))-—0. 

Тогда для любой ограниченной непрерывной функции f на X 
и любого 5>0 при всех х$Х 

\\m%{Rxf)(s,x)=~f{x). 
Я->оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

| Я ( / ? х / ) ( 5 , д : ) - / ( л ) Н 

-= к J e-W-»dt j [/ (у) - / (JC)] P (*, x, *, dy) < 

< sup | / ( у ) - / И | + 2 | | / | | С ^ я ( 5 , д ; , s+ L VB(x))dt, 

где | | / | | = s u p ! / ( x ) | , t/e(x)--{i/eA r:p(i/, x ) < e } . В силу непре-
XQX 

рывности функции /, первое слагаемое в правой части послед­
него неравенства сколь угодно мало, если только е достаточно 
мало. Из предположения леммы следует, что при фиксирован­
ном 8 > 0 второе слагаемое становится сколь угодно малыми 
когда Я достаточно большое. Лемма доказана. 

Дальнейшие рассмотрения будут зависеть от того, является 
ли X компактом, или X — локально компактное пространство. 
Пусть сначала X — метрический компакт, J? — о-алгебра бо* 
релевских подмножеств X. Через С(Х) обозначим пространство 
всех вещественных непрерывных функций, заданных на X. 

Т е о р е м а 2. Предположим, что марковский процесс x(t) 
в метрическом компакте (Х,$) с вероятностью перехода 
P(s, xf U А) удовлетворяет условиям: 

1) для любых е > 0 , s^O, xGX 
lim P(s, x, U IM*)) —0; 
t \s 

2) для любой функции f£C(X) функция 

§P(sfx,t,dy)f(y) 
как функция аргументов s,x,t непрерывна по их совокупно-* 
сти. 

Тогда существует марковский процесс *(/) , стохастически 
эквивалентный процессу x(t) и такой, что он почти наверное 
не имеет разрывов второго рода и почти наверное непрерывен 
справа. Более того, если процесс x(t) обладает марковским 
свойством относительно потока о-алгебр {3rt)t>Q, то x(t) об-
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.ладает марковским свойством относительно потока 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем некоторые х б л , г0>и и 
пусть / — множество всех неотрицательных рациональных чисел. 
Для всякого Х>0 и любой неотрицательной функции f£C(X) 
процесс e-u(Rrf)(K *(<))» Щ^, <*>[, согласно лемме 2 является 
неотрицательным супермартингалом относительно потока а-алгебр 
{%i'h>t0 и меры Pi9tX. Рассматривая его значения лишь в точках 
s&J и используя известное неравенство Дуба для числа пере­
сечений ограниченным супермартингалом произвольного интервала 
с рациональными концами, легко приходим к выводу: почти все со 
по мере PiQ)X таковы, что при любом t>t0 существует предел 

lim (#я/)($, х(5, со)), а пр'и любом t>t0 — предел 

lim (Rif)(s, x(s, со)). Этим же свойством обладает 

(Rbf){s,x(s,to)) и для любой функции feC(Jf), поскольку 
последняя может быть представлена в виде разности двух 
неотрицательных функций из С(Х). 

Пусть теперь {fn)n>\— последовательность функций из С(Х), 
которая разделяет точки пространства X. Это означает, что дня 
любых двух различных точек хь х2£Х найдется тачкой номер % 
что /п9(Х\)¥*/пЛ*2)- Далее, пусть (XOT)m>i-~возрастающая 
последовательность положительных чисел, стремящаяся к ось. 
Согласно предыдущему, можно выделить такое множество Й 
полной меры Р/в,*, что при ogQ существует предел 

lim (JR% fn)(s, x(s, со)) при кюбоы t>t0 и предел 

lim {R% fn)(s, x{s-, со)) при любом t>tQl каковы бы ни были 
s(<S,stt m 
/71=1, 2, . . . , / i = l , 2, . . . . Если бы для некоторого собй функ­
ция х (s, со) не имела бы какого-либо одностороннего предела 
(скажем, правого) при подходе к некоторой точке $0 > t0% то 
нашлись бы такие две последовательности (-sfe)a>iC-/ и 
(5;)»1СУ, что 

limx(s, (o)=y, limx(s9 ®)=z 

и при этом уфг (y,z&X). Покажем, что это допущение при­
водит к противоречию. Выберем п0 так, чтобы /По (у) ¥= / л . (^), ** 
положим с = J fn0 (у) — fn0 (z) I- Функция 

u (s, x, i ) = j / „ , (<-) P (s, x, t% dv), 

-согласно предположению 2) теоремы, непрерывна по совокуп­
ности переменных 5, х, t, а следов ательцо, непрерывна по 
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совокупности переменных s, x функция 
оо 

К iRhmfnQ) (s, x) = J er*u (s, х, s + ~m)dt, 

причём, как нетрудно заметить, равномерно относительно 
т - 1 , 2 . Но тогда для всякого т==1,2,.. . найдётся такой 
номер ko(m)y что при всех &>£0(т) выполнены неравенства 

\(Xxmfn.)(sl,x(s'k, co))-(RKmfno)(s0, z)\<;° 
8Хп 

с 
8Хп 

.Далее, в силу леммы 3, существует такой номер т0, что при 
m>m0 имеют место неравенства 

| К (Rxmfna) (50, у) — /п, (</) | < р 

•Фиксируем теперь некоторое т>тй. Тогда для всех k>k0(m) 
\bm(Rbmfn,)(s'k, X(s"k, <^))-'Km(R%mfna)(.s'k, X (Sft, (0)) | = 

~\bm(R\Jnt)(s» x{s"k, <*))-%m(Rlmf„0)(s0, г ) + 
+ bm(Qkmfn,)(S0, y) — ^m{Rxmfn0){Sk, X(s'k, C0)) + 

+ К (R^fn^So, z)~fno (г) + / я . (j,)-
- Ът (Цьт /Ло) (s0, г/) + / я , (г) - / я , (г/) | > 

> 1 Л о И - / Л о ( 4 / ) | - | - - | . 
Но^это противоречит тому, что функция (./?*_,/«,)(.?, x(s, со)) для 
cogQ должна иметь предел справа при s ..J, s0, 56/. Значит, почти 
все со по мере Р,0(Х таковы, что при любом t > i 0 существует 
предел Iim х(р, ш), а при любом t>^0-предел lim x(s, со). 
Теперь для t> 0, (й&1 положим x*(*, со) = lim x (s, со), если 

•tgy.f^.; 
со и t таковы, что этот предел существует. В противном случае 
полагаем x*(^, a>) = x(t, со). Тогда процесс ,x*(rf) почти наверное 
по мере PtctX не имеет разрывов второго рода. Как и при 
доказательстве теоремы 1, находим (tn j t, tnQf) 

= lim lim j>( t 0 , JC, г, dy)P(t, y, tmVi (y)\^0. 

43 



Значит, x*(t) — марковский процесс почти наверное без разрывов. 
второго рода, стохастически эквивалентный процессу x(t)» 
Наконец, полагая x(t, со)—=х*(̂  + , co)—-limx*(s, со) в случае* 

когда этот предел существует, и x(t, a)) = x*(t, со) в противном 
случае, получим марковский процесс x(t), стохастически экви­
валентный процессу x(t) и такой, что он почти наверное не­
прерывен справа и не имеет разрывов второго рода. 

Покажем, что процесс x(t) обладает марковским свойством 
относительно потока (̂ ~*+)*>o, если только этим свойством от­
носительно потока (&~t)t**o обладает исходный процесс x(t)~ 

Действительно, пусть f£C(X), A£eTt+, 0^s<.t<Lu, х£Х. Для 
последовательностей (tn)n>\CzJ9 (un)n^iczj таких, что tn\trt 
ип\и, будем иметь 

М*,*/л/ (х (Й)) = ИШ М*,х1л/ (Х (ип)) = 

•=limM.-rf/A f f(y)P(tn, x(tn), un> dy)= 

= M , , X / A J f(y)P(t, x{t),u,dy) 

в силу условия 2) теоремы. Значит, 

PSiX({x(u)GA}I^)=P(t, x(t), a, A) 

почти наверное относительно меры PS,X) каковы бы ни были 
0 < 5 < ^ < w , xGX, АШ. Теорема доказана. 

Допустим теперь, что X — локально компактное сепарабель-
ное пространство (не сводящееся к компакту), <S — о-алгебра 
борелевских подмножеств X, Через С0(Х) обозначаем про­
странство всех вещественных непрерывных функций на Хг 
стремящихся к нулю, когда х выходит из всех компактов. 
Символически это будем записывать в виде limf(x)=0. Сово-

купность всех неотрицательных рациональных чисел обозна­
чаем попрежнему /. ! 

Т е о р е м а 21. Пусть задан марковский процесс x(t) в ло­
кально компактном сепарабельном метрическом пространстве 
(Х,9$) с вероятностью перехода P(s, x>t, А), удовлетворяющей 
условиям: 

1) при всех хвХ, 5 ^ 0 , е > 0 

Vim Pis, х, t, VB(x))=0\ 
lis 

2) при всех 5, t (0 < s < t) и /6С 0 (X) функция 

[f(i))P(s:x> t, dy), 
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как функция аргумента х является функцией класса CQ(X), 
а как функция аргументов s. x, t непрерывна по их совокуп­
ности; 

3) для любого компакта KczX и любого / > 0 
lim sup P(s, x, t% ЛГ)-=0. 

Тогда существует марковский процесс x(t), стохастически 
эквивалентный процессу x(t) и такой, что он почти наверное 
не имеет разрывов второго рода и почти наверное непрерывен 
справа. Если процесс x(t) обладает марковским свойством 
относительно потока 0-алгебр (!Ft)t>o, то x(t) обладает мар­
ковским свойством относительно потока (#"*+)<>о-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из свойств пространства X следует 
существование такой возрастающей последовательности ком-

оо 

пактов (/Cn)n>i, что X—[} Кп. Фиксируем некоторые to^O, 
n = l 

xGX, t>to и покажем, что 
lim P,ffJC/ U {x(s)<tKn}\ = 0. (4) 

Иначе говоря, почти все со по мере Р-.0,х таковы, что совокуп­
ность значений функции x(s9<o) на множестве /fl[0,/] содер­
жится в некотором компакте. 

Чтобы это доказать, рассмотрим значения функции x(s, со) 
на конечном множестве точек / 0 < / l < . . . <tk<L Для фикси­
рованных / г и г имеем / 

Pt°'x ( £ , { х {tj) * К п ) ) < р'-*{{х {t) ад)+ 

+ Р*..х ([ jJjx (tj) $ Кп}] П {х (*)е /ГГ}]. 

Для Лб«-$ положи..! 

?у(*0, х, -А) = P / e t^({JC(*,)е/Гя,-.., х(^)вКп, x(tj)$Kn,*(tj)GA}). 

Тогда, считая точки tx,..., th рациональными, будем иметь 

Pto,* ([ Д {х (tj) € К*п}] П {х ШКг)) = 

- 2 1 ^°' х'rfi/) p(zfy' *•'• ̂ r)< 

< sup sup P($, y, t, Kr)-
Чкп 'б'П-0»'-
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Значит, для фиксированных п и г 

P'..*(u {x{t,)^K^)<P{iutx, t, X\Kr)+ 
V - 1 ' 

+ sup sup P(s , y,t, Kr). 

Аппроксимируя теперь множество / возрастающей последова­
тельностью конечных множеств, найдём 

Р*.,*( U {x(s)<tI<n})<P(t0, х, t, X\Kr) + 
.'б'П-0''- / 

+ sup sup P(s, у, t, Kr). 
У$Кп s£Jf)[Q,t] 

Переходя здесь к пределу сначала при я-*-оо, а затем при 
г->оо, получим (4). 

Допустив теперь, что функция x(s, со) не имеет какого-либо 
одностороннего (станем, правого) предела при подходе к некото­
рой точке 50, в силу (4) придем к выводу о существовании таких 
убывающих к точке s0 последовательностей (s*)*>i с / и 
[s'k)k>ic:J9 что пределы lim x(s'k, со), lim x(sk\ со) лежат в X 
и не совпадают. Дальнейшая аргументация в точности совпа­
дает с той, которая была использована при доказательстве 
теоремы 2. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Из условия.2) легко вывести, что 
lim P(s, x, t, /Q = 0 

X{to}oo 

для фиксированных s, / (s<t) и компакта KczX. В условии 3) 
требуется, чтобы эта сходимость была равномерной относи­
тельно $£/Л[0, /] при фиксированном / > 0 . 

1.3. Непрерывные процессы. Марковский процесс x(t) в 
топологическом пространстве (Х,£В) называется непрерывным 
почти наверное, если для любых />0 , х£Х при почти всех (о 
относительно меры Pt,x функции x(s, со) непрерывны как функ­
ции аргумента sQ[t, oo \, 

Из этого определения следует, что lim P (t, x, s, X\G = 0 
для всякого открытого ОаХ и любого х^О. 

Марковская случайная функция x(t) в топологическом фазо­
вом пространстве (X, {&) называется непрерывной почти на­
верное, если при почти всех со функции x(t9&) непрерывны 
как функции аргумента t. Для почти наверное непрерывной 
марковской случайной функции x(t) в метрическом фазовом 
пространстве, очевидно, справедливо соотношение 

lim Р({р(*(*), x(s))>s})*=0, 

каковы бы ни были t0 и е > 0 . 
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