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Алгебра и логика, 2 3 , № 3 ( 1 9 8 4 ) , 2 6 6 - 2 7 7 

УДК 5 1 9 . 9 

О ПОСТРОЕНИИ РАЗРЕШИМЫХ С И Н Г У Л Я Р Н Ы Х Т Е О Р И Й 

Д В У Х ФУНКЦИЙ СЛЕДОВАНИЯ С Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы М П Р Е Д И К А Т О М 

Л . П. ЛИ СОВИК 

Для любого натурального числа ГЪ под сингулярной теорией второго п о ­

рядка ГЪ функций следования, обозначаемой через Sf lS , подразумевается 

сингулярная теория второго порядка модели ( D У , где 

D - множество всех слов в алфавите !g . , . , 2- "\ и на нем заданы о д -

поместные функции (непосредственного) следования Y . • • • > TJ такие, что 

1 IX 

= Х2- • В теории S r i S квалификация допускается по одномест¬ 

ным предикатным переменным и индивидуальным переменным. Известно, что син­

гулярная теория второго порядка CL функций следования разрешима. Этот р е з у л ь ­

тат имеет многочисленные применения ( см . [_1, 2^] ) . При ГЪ = \ разрешимость 

теории SiTjS доказана в \ ^ \ , .при ГЪ $ 2. ~ в • В \jT] было показа­

но, что теория 5 (называемая также ограниченной арифметикой второго п о ­

рядка) имеет разрешимые расширения. Так, теория §1 S£_P3 разрешима, е с ­

ли Р - одноместный предикат, истинный на тех и только тех словах, длины к о ­

торых принимают значения из следующих множеств: N } , 

. Подход, предложенный в [ 4 ] , р а з ­

вивался далее в jjaQ. Некоторые результаты из Ql , 5^ , имеющие непосредствен­

ное отношение к данной статье, сформулированы ниже. 

В вышеуказанных и ряде других работ (например, \j>, 6, 7 , 8~2 ) изучались 

вопросы разрешимости для различных расширений теории S T S • Вопрос о с у -

шествовании разрешимых расширений теории S<i S до последнего времени о с т а ­

вался открытым. Этот вопрос положительно решается в настоящей работе. Из 

предложенного ниже способа доказательства следует также существование разреши­

мых расширений теории S ГЪ S при ГЪ 5 3 • Кроме того , это дает возможность 
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указать ряд разрешимых расширений для тех теорий, которые выразимы в теории 

S2 / S ( с м . Vl, 2З ) • Класс одноместных предикатов Р , для которых т е ­

ория разрешима, оказывается очень широким. 

Так , если - строго возрастающая целочисленная неотрицательная функ­

ция, которая получается из функций ЛД , , GV^ (CL- 3 5 * 4 ,2 , . . . )конечным 
применением операций суперпозиции, суммирования и мультиплицирования, а пре ­

дикат р истинен на тех и только тех словах U) , длина которых принад­

лежит области значений функции Г , то теория $ 2 S £ P J разрешима. 

Основой доказательств разрешимости теорий вида S2SCP3 является связь 

теории S2-S с теорией автоматов над бесконечными размеченными деревья­

ми. 

Введем необходимые определения и обозначения: 

D = { О , i } - множество всех слов в алфавите { 0, п } , £. - символ п у с т о ­

го слова, J O , 4 } ~ { 0 , п ] 4 { t } , 11Л - д л и н а слова \у . Пусть D -
дерево с множеством вершин i 0» i } , в котором вершины Ц/ , \у соеди­

нены между собой ребром тогда и только тогда, когда U / & О' { 0 , \ ~\ И л и 

Размеченным деревом (или разметкой) называется функционал 

Ц/ '. D — • { 0 . 1 } . Пусть (дерева £) ) есть любая последовательность 

Конечным автоматом (или, короче, автоматом) здесь называется упорядо­

ченная четверка Д ==• ( К , Н , CJ,Q, > Г Д Е К - конечное множество, 

называемое множеством состояний, Ц - подмножество множества К * { 0 } i } * 

Х К Х К 1 Cĵ fe К (начальное состояние автомата) , г - некоторая с о ­

вокупность подмножеств множества К , 

Пару функционалов '. D "~* \ 0 .1 \ > К, • D ~* К назовем согласованной 

относительно автомата Д , если ( ГЦ\y) f Ц д Ц О , ГЦ1Ю), К,(1>"1)) € Н 
для всех \у £ D . Для любого функционала К.'. D — * К и любого пути 

ТС - ( У ^ О " . . У через K t t ' l h / j T C ) обозначим множество элементов, 

встречающихся в последовательности srWO^l, h,(0^), . ) бесконечное чис­

ло раз. Через С Д ^ обозначим множество ^ \ существует функционал 

К< такой, что пара (ц^,ГЪ) согласована относительно автомата А > 

K.(t) = 0^^ и для любого пути т о ж е с т в о КСЪ ( h . f ' t t ) есть э л е ­

мент совокупности Р j , Будем говорить, что разметка 1̂/ допустима 

относительно автомата А • если выполняется условие [b £ Z*(Aj. 
Возможность построения расширенных разрешимых сингулярных теорий в т о ­

рого порядка двух функций следования вытекает из существования разметки |Х/ 

такой, что условие € эффективно разрешимо в классе всех конечных 

автоматов, причем не существует конечного автомата & , допускающего р а з ­

метку ^ и не допускающего других разметок. Действительно, пусть для 
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любого предиката через U j ^ обозначается разметка 

такая, что [^q^^I = . •{ , если и только если С|(цЛ = И . Тогда име ­

ет место следующая 

Л Е М М А 1, Е с л и Q • D —* { И, Л - п р о и з в о л ь н ы й 

ф и к с и р о в а н н ы й у н а р н ы й п р е д и к а т , т о т е о ­

р и я S 2 . S L Q 3 р а з р е ш и м а т о г д а и т о л ь к о т о г д а , 

к о г д а с у щ е с т в у е т а л г о р и т м , к о т о р ы й п о л ю ­

б о м у к о н е ч н о м у а в т о м а т у А п р о в е р я е т в ы п о л ­

н и м о с т ь у с л о в и я |Jj^ £ L i ( A ) • 

Справедливость этой леммы легко устанавливается с использованием того 

факта, что формулы языка теории эффективно представимы посредством 

7"") -автоматов [1, 2 ^ . 

Ниже будут указаны разметки Uj , для которых эффективно проверяемо 

условие £ /..(А') в классе всех конечных автоматов. Введем некоторые н е ­

обходимые определения и обозначения. 

Разметку jjLi назовем R -разметкой, если Ц/(£ , ) = \ и для любых 

1X1,0* в D из условия | L l | = 11Л следует условие bUbb) = \Ь(\У) , 

а множество ^ I l 0 l l u ) € D . — i } > обозначаемое через X ̂  • б е с ­

конечно. Условия \У [Л/10, I } £ Ю | О, i } * будем записывать 

соответственно в виде LL —•< [У^ \Xi =4 1У • Для любого U j 6 D через обоз ­

начим множество 11 ^ | £ J ) , l i / ^ i y j * Д" 5 5 л ю б о г о автомата А 

через IAI обозначим число его состояний. 

В случае, когда функционалы (А>'• D ~ * { 0,1 j , Г Ь ; ^ _ > К таковы, 

что пара (n^h/) согласована относительно автомата А , условимся г о в о ­

рить, что \i, есть поведение автомата А над разметкой jjj . В этом 

случае для любой вершины с ^ € D элемент Г Ц ^ } будем называть следом 

поведения ГЪ на вершине • Очевидно, что число различных следов 

вида не превосходит |А I . Если пара ГЪ^ согласована о т ­

носительно автомата А > т о Для любого натурального числа ГТЪ пусть 

Предположим, что пары ( ( Х / ^ К - ^ , (рЪ'з,1^;;) согласованы относительно 

автомата A V I натуральные числа Q , таковы, что S( А, , t 

= S(А, К/̂ , ) . Пусть ГЪ = " вершины 

Ц » ^ , . . . , U / A , &л выбра ! !ы так, что { ( ^ U / ^ = { U ) 1 U ) £ D, 

l l O | = J & } , 1 ^ 1 = ^ , tyu,.^ h^CUj), L - тТЯ . Определим функци­

оналы |Д 0̂ '. D —* J, (bp' D — * К следующим образом: 

1 ) [ъ 0(иЛ = |А^и)1, 1 г 0 1 и Л = \ii\0) при IlUI < х , 

2 ) (XJ 0 lU)) = ^ ( У ^ ] , h , 0 ( U ) ) = К/ClX dO") , если 

u) — Lt-do, ь = {,гь. 
и 
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Тогда пара { j - b ^ , Г Я / ^ ) также согласована относительно автомата А • 

Описанная конструкция, дающая согласованную относительно автомата А 

пару , Г1/ф1 п о согласованным относительно А парам и 

(^pjjph,^ I связана с "техникой следов" ^Э, 10^, "леммой о замещениях* 

£lcQ и е е обобщениями применительно к преобразователям над размеченными б е с ­

конечными деревьями 12^ . Для наших цепей наиболее интересен случай, 

когда лары и IjX1^ совпадают между собой. Пусть тогда 

( |Х / ,К/) есть ( j a ^ , ! " ! ^ • в этом случае при условии Q <. будем г о в о ­

рить, что пара ( | Л / Д ? Ь^) получается из пары ( |>1/ ,ГЬ) операцией склейки. 

Если же X ^ . то будем говорить, что пара (.^Х^И^) получается из пары 

(|Jy,K.) операцией вклейки. Представления о понятиях следа, операции склейки и 

операции вклейки могут быть полезны при чтении остальной части статьи. В то же 

время отметим такие два обстоятельства: l ) никакие конкретные результаты или 

специальные приемы из вышеуказанных работ, связанные с техникой следов, ниже 

не используются; 2 ) понятия следа, операций склейки и вклейки в дальнейшем 

тексте явно не используются. Однако обращение к представлениям о б операциях 

склейки и вклейки, возможно, будет полезным, например, для понимания кон­

струкции, предшествующей доказательству леммы 3, 

Для любых Lb,ire D, \Х> -< \У, "L,S*C N , %< S, и функционала 

К,'. D —> К пусть L ( r t , L L , L v ) = \(x(oLl I UL <h 4 [У } , 

\Jb\ = 1> } . Определим функцию Ш '. N"*~ — - так, что ЦДХ) = 

=гп , г Д е пг = Z . 
Л Е М М А 2 , Д л я л ю б о г о а в т о м а т а А ч и с л о р а з ­

л и ч н ы х м н о ж е с т в в и д а V ( К, Ци^Ъ , н е п р е в о с х о — 

д и т УцчТап. 
Пусть ^ p j , ^ 1 ] - некоторая пара, согласованная относительно автомата Д . 

Пусть, кроме того , натуральные числа JC- , , $ таковы, что £ < < 

" V ( h , , £ , , X , f r ) = V ( ( L , £ , U < , h) • Тогда для любого Г1 £ N обозначим 

через \l\Ju \\/\\го - , множество , где множества 

= О»' ' , . . . , состоят из nap (р^? > согласованных относи­

тельно автомата А , и задаются индуктивно следующим образом. Для построения 

любой пары ( ^Ь 0 ,К .^ 6 W-'q выбираются произвольным образом попарно раз ­

личные вершины U / , , ^ , . . . , U / g , ^ . т а к и е » ( U y . . . , U / £ i — 

= { o ) l u ) 6 D , I U ) | = J t } , 11У.|=1>, h/lLt.) = Г Ц Ш ) , 
ь ^ L ь 

file:///l/Ju
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Li^iv^ HK^irX 7{k,iu-,,b -z)=*Ti\i,vt,b- а), Ь - п , 5 . 
Затем для любого Ll) 6 JJ значения U^ClO, , lL 0 ( ( jO) определяются так: 

1) \b0{Ui) = | U U » , K - 0 ( U ) ) = \ЫиО) при I l O I < Z; 

2 ) J^0llO) = [Ul^cM, K0CU)1 = ГЦ^оО , если 

Множество одноэлементно, = ^ ( [ Х , ^ ) } • Д- л я 1^ = 2,3, , , , 
любая пара (ц, \\j ) £ 'JTL строится до некоторой ларе ( ш ,»fb _ .}€ 

следующим образом: 
П — 1 

\ ' • I— 1 1 I 1 

[О = 17. d v , Ь== 1 , t . гдо вершины \Jj \у Ц I V выбраны 
Ь ' 4' •( Т.' 1 

произвольно, но так, что 'Ъ ~ { ( 7 . . . . У ? = 

= = {L01u>6D, iu>i-а-}, {Ц, . . . ,1ь ' г ]= {u)!u)eD. 1101 = я ) , 

k i u ^ - k i i r [ \ Ш ь ^ А ^ - и к ^ г , ^ , 

Л Е М М А 3, l ip и л ю б о м П . £ N с н р а в е д л п в о с о о i н с -

ш е н и о Tih.,e.,fO = T i K a , t , Ь +• i r L - O t U - ^ ) . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть = Q . Докажзы выполнимость соотношения 

Till, £,,£>) Q TlK 0 , fc , Ь +• Л " IJ- ) • Для этого для произволь­

ного ^ € ^0, 4 } необходимо показать, что пара 

принадлежит г-.шожестБу T^lt^, Ь , 6 "t~ X — ^ ) • Среди элементов 

L t ' / . i y , . . . . . Lb . выбранных описанным выше образом, возьмем 

элемент такой, что ^ = [V ft для некоторого (b G \ С, i \ ' • 

Тогда по построению лары l U ^ k ^ имеем i KtcO , i, (f"l, £• „ "̂0 = 

значит, (buo, U k , e , < 0 ) £ T t l i e , t , fe + x - u ) . 
Докажем выполнимость соотношения TIK.Q,£-, bt" X — ^ ) G 

Q~Wk,i,b)» Д л я этого для каждого <jL 6 D такого, что [J^\ =• £)+JC,— 

— (1- . необходимо показать, что пара ^.Н^сС), L С К-̂ , E,,dO) принадлежит 

множеству T ( l l , t,b) • Пусть ^ =• U,« (Ь , где -j ^ I £ S , 

ji> ^ {0,1 } . Тогда по построению пары ( р0» kQ) получаем (ifL^dO • 
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Значит, 

Следовательно, лемма доказана в случае ГЪ — 0 . 

Лемма очевидна при ГЪ — \ . Кроме того, из проведенного для случая 

ГЪ = 0 доказательства следует, что для любого ГЪ 6 N"̂ " выполняется соотно­

шение 

Лемма 3 доказана. 

Для любых натуральных чисел 0 5- 'f . CL ̂  2. пусть 

где 0 = С ( m o d &[) и C t K c t - i ) ^ 6 <• C t ! d " Для любой R -размет­

ки |Х/ и любого натурального числа СЪ ^ <2/ через |Jj ^ обозначим R, - р а з ­

метку такую, что если { ПЪф, ГТЪ^,,. . } , Г П ^ ГГЪ̂  < . . . , то 

= " Ч н ~ m i » i € Nt 
Л Е М М А 4. П у с т ь Lb е с т ь R - р а з м е т к а , А - к о ­

н е ч н ы й а в т о м а т к СЪ, fc , С-, оЬ - н а т у р а л ь н ы е 

ч и с л а т а к и е , ч т о Ct» === IА \ , (С в ЦЧСЪ), 6 = И Ш Ь ^ (1) 111Т& 

€• D > 4 { £ , ] , | a X D ' ) ~ , i } , ft^CfiLj Т о г д а д л я л ю б о г о м н о ж е с -

т в а И р а в н о с и л ь н ы с л е д у ю щ и е у с л о в и я : 

1) М ~ T ( h . , & , & ) д л я н е к о т о р о г о п о в е д е н и я К, 

а в т о м а т а А н а д ; 

2) М — ТСН,^.,^) д л я н е к о т о р о г о л о в е д е н и я Н » 

а в т о м а т а А н а д Ц » ^ . 
Г О 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем индукцией по числу { ) , что условие 1 ) 

влечет условие 2) . Если & ̂  C t l f j l , т о С =• 6 и тогда положим, что 

К. есть ГЪ I Пусть $ ^ Ct'. cL • По лемме 2 существуют числа 

! f e * V f c * V ^ - - ^ * ^ ^ * w ч т о * > = ^ • 

Поскольку -^J 

то найдутся числа j | 

такие, что л 0 1 «• . Пусть пары , 
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таковы, что 

что 

6 ^ | V M d > , ^ M , y ^ , , 0 Л ' 1&П,4"Ь • Т ° ™ . по лемме 3 , 

м е е м ТСгъ,е,,6> = Т С г ъ , Г е т 6 - с т , 6 - d i - m i r v { i c i l о - е D n f t ] , 
1Ь^(1У) — \ j и остается применить индуктивное предположение. 

Покажем, что условие 2 ) влечет условие 1 ) . Если С — & , то положим, 

ГЪ есть hi . Пусть С < Ь - Тогда С = Ь~6)Х t 6 N + , С £ 

^•(iKcb-"О, поэтому, по лемме 2 , найдутся числа 4 ^ ^ ^ ^ т а ~ 
кие, что V ( h j , £ , & , 0 = V ( b ' , £ , U , О . 

возьмем ^ , K . ) e » ^ 5 c e , * , i * , < + ^ ^ 3 ' Т о г д а ' 

по лемме 3 , имеем , Лемма 4 доказала, 

Для любой ft,-разметки Lb и любого натурального числа ^ 2, через 

обозначим R -разметку такую, что если X ~ \ ГГЪ_ , ПХ. , , , . \ , ff\, < 

< г п 1 < . . . , то 1 ^ = 1 ^ , ^ , , . . ] • где г г 1 н - г г . = 

Укажем конструкцию ^ (называемую конструкцией кольцевого сокраще­

ния), которая по любой ларе ( L b , hi) , согласованной относительно автома­

та А , строит согласованную относительно автомата А пару (Ц/^ГЪ ] , 
— —' П 

где Lb есть К -разметки. 

К О Н С Т Р У К Ц И Я $ . Возьмем натуральные числа О/, 0 , С , Cv , П 

такие, что U/=|AI, & = . П - maat{l]f l | f е D , Ц Д р Н и для 

любого ц)€ D . если о) =>< у , то иАиЛ = [Мил], &- гъ =• mtfi(iiri|i>e 

e D , и п х г , | M t n - ^ ] t fc-гъ - Lb-П/1А 

Для любого ^ € D пусть функционалы Ь,̂ . таковы, что |Х>£(<М = 

= Lb(.)^dL^ , IfbyloO ГО С ^ot^ для любого ^ D . Пусть для каждого 

D • ЧР = Г ^ ' п а р а ^ г ^ ^ 1 строится по паре ,, К ц-) 
так же, как пара [ufi, К,' ) _ строилась по паре (|Л;,Гъ) в доказательство 

леммы 4 . Т о г д а пару (и/ , К') определим следующим образом: 

1 ) ^ ' ( lOWyULOl, K'W) = ЯС10, , *сли |Ц)1 « ГЪ; 

2 ) [ДДДО- jlr*GO, IbtJfdLl-h! W лля любых dw,^€D , где 

Заметим, что из доказательства леммы 4 имеем Т( ГЪ,^*, 6 ^ = ТС ht,]^ С-) 

для любого ^ £ D , где Ij^l — ГЪ • 

Укажем конструкцию (называемую конструкцией кольцевого расшире­

ния) , которая по любой паре ( L b ' , ГЪ ̂  , согласованной относительно автомата 

А , и натуральным числам , fj • t . Ct • ГЪ , где Lb ' есть R - р а з м е т -
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yj'[0A\=-^\ = \_Ь ~ ^ > строит согласованную относительно автомата 

П пару 

К О Н С Т Р У К Ц И Я ^ . Для любого (J 6 D пусть функционалы Lb . ГЪ 

таковы, что LUjlol^ = , - (ъ'( ГоМ для любого ^ ^ D • 

Пусть для каждого ^ G 1J , \^\ = ГЪ , пара С|Д/уЧГЪ^.) строится по паре 

( ъ Ь ^ К у ) так же, как пара ( | Х ^ , Г ь 1 строилась по паре I l L 1 * ^ Ь/ ] 

в доказательстве леммы 4 , Тогда пару ( | Х 7 Г Ъ 1 определим следующим о б ­

разом: 

1) fUU))==fb'(U)\ TUUJI ~TL'(UH , если £ ГЪ 

2 ) L b ^ , hftdb) = Н^сС) для любых < ^ € D , 

г Д е = ГЪ. 

Заметим, что из доказательства леммы 4 вновь имеем Т ( г Ъ , ̂  , — 

= T ( l г ' , ^ , ( Ъ , ) для любого . г д е = П . 

ТЕОРЕ.ЧА 1. Д л я л ю б о г о к о н е ч н о г о а в т о м а т а 

А ~ и л ю б о й R - р а з м е т к и |Xi р а в н о с и л ь ­

н ы с л е д у ю щ и е у с л о в и я : 

1) L i e L C A l , 

2) ъ ъ ^ А П е U A 1 . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Покажем, что условие 1 ) влечет условие 2 ) . Посколь­

ку jX' £ /_,(. А ^ , то существует функционал ГЪ такой, что пара (^b,hJ) 
согласована относительно автомата А , ГЪСС̂  — 0^^ и Кс/ъ(.НуГС1 £ F 

для любого пути 40" . Достаточно показать, что по функционалу К> строится 

функционал § такой, что пара tli/^' , / [Г^ согласована относительно 

автомата Д ? — и KCTCT,'!!)) ё F Аля любого пути <fc . П о ­

кажем, как строится соответствующий функционал TJ • Для этого возьмем 

СЪ
 = Ц^(|А0 и определим последовательность согласованных относительно ав­

томата А пар ( u ^ . r V ^ , l e N . г д е ( l U q , ГЪ 0 ) есть ( | Ъ , К) , 

а пара ( l b - , ГЪ • строится по паре ( l b 1 , К.-) следующим об¬ 

разом. Пусть ГЪ^ = ИЪ(ХХ {I J" 11 D , L b - ^ p = т и для любого lO € D , 

если uJ =̂ > ^, то Lb4u)1 = p l ^ C U ) ^ } . Если значение ГЪ^ не определено, 

ложим, что (ill. V\ | есть ( I I . . h . l . Если же значение И . определено, 

пара (yj. ^ |fV. ̂  строится по паре ( | Ь - ^ К-̂  т а к же, как пара ( | b ' , к' ) 

строилась по паре \ \ , ) в конструкции кольцевого сокращения ^ 

то пол 

Го 
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Определим теперь функционал • Положим, что есть fv , если 
Ь 

* 

значение ГЪ^ не определено, начиная с некоторого Ь . Если же все ГЪ^ , 

L 6 N1 , определены, то для любого Ц) £ & положим, что 'CttO) — 
= ГЪ г СиС)̂  , где Ь ~ наименьшее натуральное число такое, что Ц|)1 i~ ft,-. и I 

Покажем выполнимость условия K C b C t , %) € F для любого пути 

' 1 и = = ^ ^ , 1 ^ 1 , . . ' ^ . Согласно конструкции кольцевого сокращения ^ 

можно указать путь "у1 = ^ ( Л ^ , LL , . . . / и натуральные числа tTVg ^ Г Г Ъ ^ , . 

такие, что если Х ^ = ( К ( ) 1 К Г . . . } , К 0 < К, * . . . . «> I d, = 

4 l U , l T L C ( h . , L b U, ) = №,1У \У ) Для любо¬ 

го 0 € N • Отсюда имеем К , ^ 1 = K e t ( . K , V l . По пред­

положению, имеем К,С,ТД h^V^ 6 F • Следовательно, К^ / ч Д ^ T L ^ £ 

е F . 
Т о т факт, что условие 2 ) влечет условие 1 ) , доказывается аналогично с 

использованием конструкции кольцевого расширения , 

Отметим, что частный вид теоремы 1, когда вместо автоматов над разме­

ченными деревьями рассматриваются автоматы над сверхсловами, был получен 

в Н . 

Назовем R -разметку |jb почти периодической, если существуют натураль­

ные числа | П , П . такие, что L b ( l b ) == |Х / \ CL/U'^ для любого I b ^ f e D , 
где \[ь\ > гь, iiri = па. 

Далее , R -разметка Lb называется -разметкой, если для любо­

го натурального числа fjl 5- разметка ЪЬ 1 ^ почти лериод1тческая и по числу 

Л/ эффективно строятся натуральные числа fTL , ГЪ такие, что |Х /^'С0'"') = = 

= ( Х^Мдля любого Lb, <& £ J3 ? где |Lb i > 1 L 1 1У1 = ПХ , 

Предикат Q ; { 0 , т } * — * { Hi называется R.P -npefliiKaToiv 

если Lbg^ есть RP -разметка. 

Т Е О Р Е М А 2 . 1. П у с т ь Lb е с т ь R.P- р а з м е т к а . 

Т о г д а с у щ е с т в у е т а л г о р и т м , к о т о р ы й п о л ю ­

б о м у а в т о м а т у А о п р е д е л я е т , в ы п о л н я е т с я 

л и у с л о в и е L0 € /_ЛА , , 

Т Е О Р Е М А 2 . 2 . Е с л и Q е с т ь R P - п р е д п к а т , т о 

т е о р и я S2 .SCQ1 р а з р е ш и м а , 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Эти два утверждения эквивалентны между собой с о г ­

ласно лемме 1» Первое из них есть следствие теоремы 1 и следующего истинно­

го (согласно ) утверждения: если |дУ - почти период!гческая разметка, 
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то существует алгоритм, который по любому автомату А определяет выполни­

мость условия yj £ L ( A \ 

Следуя [ V ] , можно указать некоторые примеры 
-предикатов. Отсю­

да вытекает 

СЛЕДСТВИЕ 1. Т е о р и я р а 3 р е ш и м а , е с л и 

| И при IUJ1 € 1 , 

Л при \ I , 
г д е L - о д н о и з м н о ж е с т в в и д а | Х-', I £ € N } * 

( ^ I x e N } , { c t , x U e N } , cte N.' 
Средства построения других Р » Г -ЛРЕДНКАТОБ можно извлечь из ГбЦ , Так , 

с каждой R -разметкой |Х/ можно связать строго возрастающую функцию 

£ ! N —* N , область значений которой есть \_ ^ . Тогда изучение 

класса RP -предикатов эквивалентно изучению класса функций, связанных 

указанным образом с RP -разметками. Назовем такие функции -функци­

ями. Класс RP -функций в других терминах изучался в Qf| . Поэтому, о с н о ­

вываясь на , укажем здесь некоторые свойства класса R.P -функций. 

1, Если функция К ( Х ) = £((|<((W^ получена операцией суперпозиции 

из RP -функций f 11 | , ю такой же будет и функция К 

2 , Пусть £ и есть RP -функции. Тогда такими же будут следу., >-

шие функции: к ^ Х } = { Ш f , К^СХ) = £ ( Я ) а ( Х ) , 

h . C J M - f l 11(11 • е с л и Г(0) > 0 . » к и м - "П Ш 
есть К.Г -функция. Кроме того , К г -функцией будет функция П , - , связан— 

5 
ная с последовательностью Фибоначчи и задаваемая следующей рекурсивной схемой: 

3, Пусть / , ft и h есть Й Р -функции. Тогда такими же будут 

функции (J.lJtl = 2 j и UAZ) = П r V l l ) , если 

В силу теоремы 2 . 2 свойства 1-3 позволяют строить многочисленные П Р И ­

меры разрешимых теорий вида S2 ,S t .Q3 . г Д е Q есть f^P-предикат. 

Теория 

будет разрешима также и при некоторых условиях для 

Q , более слабых, чем то , что Q ость RP -предикат. Пусть, на­

пример, ^ 1 • • • ? ^rri ~ в е Р ш и н ы Дерева D такие, что каждый путь д е ­

рева D содержит в точности одну из вершин J"^. . . . , J4 , Пусть 

Q D \ И, Л "\ - произвольный предикат, который определяет предика­

ты Q - t : D - * {И, Л ] так, что Q.U,} — QCj^eO для л ю ­
бого 6 D, 1 Ь ̂  ИЪ » В таком случае теория S 2, S С Q 3 , очевид­

но, разрешима тогда и только тогда, когда разрешима каждая теория S^-SLTiJ, 
I 
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{£ b& . Если при этом Q^, . . . , Q есть RP-лредикаты, то 

предикат Q уже, вообще говоря, не будет RP -предикатом, но теория 

S 2- S С 0[1 будет разрешимой. 

С Л Е Д С Т В И Е 2 . П у с т ь Q N ~» {И,Л } - т а к о й у н а р ­

н ы й п р е д и к а т , з а д а в а е м ы й п о н е к о т о р о й RP-

ф у н к ц и и £ , ч т о Q(£) и с т и н н о , е с л и и т о л ь ­

к о е с л и ч и с л о LtoOgt© !̂! п р и н а д л е ж и т о б л а с т и 

з н а ч е н и й ф у н к ц и й £, . Т о г д а р а з р е ш и м а с и н ­

г у л я р н а я т е о р и я в т о р о г о п о р я д к а м о д е л и 
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