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§ 1. ВВЕДЕНИЕ 
1. Основной идеей теории расслоенных пространств в ее 

.дифференциально-геометрическом аспекте является идея связ­
ности. Теории связяостей положила начало в 1917 г. работа 
Леви-Чивита [57] о параллельном перенесении .вектора в ри-
мановом пространстве. Эта идея «немедленно нашла важные 
приложения в общей теории относительности и была обобще­
на в разных направлениях. В 1918 г. Вейль [60] для построе­
ния единой теории толя ввел понятие пространства аффин­
ной связности. Дальнейшее обобщение дал в 1920 г. Кёниг 
[56], рассматривая линейную связность в векторном расслое-
иии над областью Uc:Rn. 

Новый этап в развитии теории связностей открывается 
работами Э. Картаиа в 20-ых годах. Э. Картан заменяет каса­
тельные векторные пространства аффинными, проективными ИЛИ 
конформными пространствами. Затем, в 1926 г. он вводит общее 
понятие «неголономного пространства с фундаментальной груп­
пой GH» [51]. В 1924 году Схоутен [58], [59] устанавливает 
связь между концепциями Кёнига и Картана. 

Следующий этап в развитии теории связностей начался в 
40-х годах работами В. В. Вагнера, сводное изложение которых 
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он дал в [9]. Дальнейшее развитие теории связностей с привле­
чением методов Э. Картана и теории геометрических объектов 
дано в работах Г. Ф. Лаптева [17], [29]. В своих исследованиях 
Г. Ф. Лаптев придерживается вначале локальной точки 
зрения. Однако, благодаря применяемому методу, полу-
ченные результаты фактически приобретают глобальный 
характер. Краткий обзор основных результатов приведен в 
[29]. Очерк дальнейшего развития теории связности и обзор 
новых результатов приведен в работе Ю. Г. Лумиете [21]. 

2. Приложением теории СВЯЗНОСТИ к геометрии подмногооб­
разий, вложенных в риманово пространство, пространство по­
стоянной кривизны и евклидово пространство, занимались мно­
гие исследователи [35], [53]. Первые применения понятия 
связности к геометрии подмногообразий в ироектйвном простран­
стве дал Э. Картан [52] в 1937 году. Подмногообразие Vm в. 
проективном пространстве Рп называется оснащенным в смысле 
Э. Картана, если к каждой точке xSVm присоединена (п—/п—• 
—1)-мерная 'плоскость, не пересекающая касательную плос­
кость Tx(Vm) подмногообразия Vm. Связность иифш-штезималь-
но определяется проектированием из этой (п—т—1)-мернойг 
плоскости." Тогда на оснащенном (подмногообразии Vm индуци­
руется проективная связность. Г. Ф. Лаптев [14] — [16] в, 
1941 году, следуя идеям .Э. Картана, дал строгое определение 
пространства аффинной связности и выделил естественным об­
разом комплекс внутренних геометрий на многомерной поверх­
ности пространства 'аффинной связности." 

В 1950 году появилась монография А. П. Нордена [24], в-
которой разработай метод нормализации, позволяющий «а под­
многообразиях проективного пространства индуцировать аффин­
ные связности без кручения. Н. М. Остиану в 1955 году иссле­
довала связность на касательных расслоениях подмногообразия 
аффинно-симплектического пространства [26], [27]. П. А. Ши­
роков и А. П. Широков исследовали локальное строение подмно­
гообразия с помощью аффинной связности в касательных рас­
слоениях [50]. А. В. Столяров [33] вводил аффинные связности 
на гиперполосном распределении и двойственные линейные. 
связности .на оснащенных многообразиях пространства проек­
тивной связности [34]. 

В этих и во многих других исследованиях подмногообразий 
в классических однородных пространствах в основном ограничи­
ваются изучением связности в касательном расслоении подмно­
гообразия. В последнее время обнаружилось, что теория под­
многообразия многомерного евклидова или неевклидова про­
странства принимает более стройный вид, если использовать 
связность не только в касательном, но и в нормальном рас­
слоении. 

3. Еще Э. Картан в 1926—27 году в своих лекциях в Сор­
бонне [12], которые были посвящены подмногообразиям рима-
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новых пространств, вводил .внутреннее нормальное дифференци­
рование и гауссово кручение подмногообразия. В настоящее-
время эти ПОНЯТИЯ можно истолковать с ПОМОЩЬЮ СВЯЗНОСТИ в 
нормальном расслоении и ее форм кривизны. Д. И. Перепелкин 
(1935 т.) в [30], а Фабрициус— Бьерре (1936 г.) в [55] иссле­
довали'подмногообразие Vm в n-мерном евклидовом простран­
стве '''£•; ПЛОСКОЙ нормальной связностью. В последние годы в. 
зарубежной литературе появляется много работ, в .которых изу­
чаются'накоторые вопросы теории связностей в нормальных 
расслоениях подмногообразий в пространствах постоянной (кри­
визны. VnG, ,в частности, в евклидовом пространстве [53], ,[22]. 
Чен и Яно в [54] рассмотрели подмногообразия Vm риманова 
пространства Vn с параллельным р-мерным подрасслоением 
нормального расслоения. В этих работах, в основном, рассмат­
риваются подмногообразия с плоской нормальной связностью,. 
на которых вектор средней кривизны переносится параллельно. 

Подмногообразия Vm с общим параллельным нормальным 
векторным полем в Vn

c рассматривались Ю. Г. Лумисте и ав­
тором, в: работе [23]. В [6] iM. А, Акивис и автор исследовали 
геометрщо: .подмногообразия Vm с плоской, нормальной связ-, 
ностью в евклидовом пространстве Еп. Аналогичные вопросы 
рассматривались в [7], [46] для оснащенного подмногообразия 
аффинного пространства. Более детальное исследование локаль­
ного строения подмногообразий Vmc:Vnc, допускающих парал­
лельное поле p-мерных нормальных направлений, дано автором 
.настоящей .статьи .в [43] — [45]. В развитую в этих работах 
теорию включаются и более ранние иследования автора о двой­
ственно нормализуемых подмногообразиях, проведенные в рабо­
тах [38] — [42], а также исследование p-мерной поднормализа-
ции подмногообразия, проведенное Ю. Г. Лумисте в [19]. 
В этих работах выявляются глубокие связи теории подмного­
образий, допускающих параллелы-гое поле p-мерных нормаль­
ных направлений, с работами В. В. Рыжкова, |М. А. Акивиса и 
В. Т. Базылева о многообразиях, несущих сопряженные систе­
мы [31],: [3] и сети [8], и о тангенциально вырожденных под­
многообразиях [32], [1], [2]. 

4. Исследования, проведенные в этих последних работах, 
имеют проективный характер. Поэтому представляет интерес 
распространение результатов, полученных .в вышеупомянутых. 
работах, на случай- нормализованного подмногообразия V,,,,. 
вложенного в проективное пространство, используя связность в; 
нормальном расслоении, определенную А. П. Иорданом [25] 
для такого .подмногообразия. Эту связность А. П. Норден на­
зывает внешней связностью. В [47] и [48] исследовано локаль­
ное строение подмногообразия Vm проективного пространства 
Рп, нормализованного по Нордену, допускающего параллельное 
поле /0-мерных нормальных направлений. Изучено также строе­
ние подмногообразия Vm, которое имеет нормальное подрасслое-
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-ние с плоской или полуплоской, нормальной связностью. 
В частном случае рассматривается параллельное перенесение 
нормального направления подмногообразия Vm, нормализован­
ного по Нордвну. 

B настоящей работе дается обзор результатов исследования 
•нормальной проективной связности подмногообразия, (нормали­
зованного по Нордену, в n-мерном проективном пространстве 
Рп. Здесь объединяются многие, ставшие уже классическими, 
объекты исследования (нормализация Нордена, фокусные об­
разы конгруэнции плоскостей, раослояемое подмногообразие 
m-nap, тангенциально вырожденное подмногообразие, двойст­
венная нормализация, сопряженные системы, сети и другие) с 
такими более новыми понятиями, как связность в .нормальном 
расслоении, параллельность подрасслоения и др. 

§ 2. ПОДМНОГООБРАЗИЕ Vm в Рп, I t 
' НОРМАЛИЗОВАННОЕ ПО НОРДЕНУ 

1. Рассмотрим /г-мерное проективное пространство Р„, отне­
сенное к подвижному реперу {Ат} (l,K, L —0,1, . . . ,/г). 
Уравнения инфинитезималы-юго перемещения такого репера 
имеют ВИД: 

I I К 

Если ПОЛОЖИТЬ шК = 0Е — ЪШ , то эти уравнения можно за­
писать в виде 

dA7- = eoA7--fo)£A- причем и)0 = 0. (2.1) 

Формы о£ удовлетворяют следующим структурным уравнениям 

rf(Dp=a2.A--f—• -Йв|л«--. d->g=<A—-. (2-2) 
2. Пусть Vm — гладкое подмногообразие, погруженное в 

проективное пространство Л-. Если Vm отнесено к реперу пер­
вого порядка, то на нем удовлетворяются уравнения 

ш«-0, wf = bf^,.Ь*=Ь«Р (2.3) 
тде i, j , & = 1,2,... ,т, а, р, -!=т-\-\, , . . , » . 

Подмногообразие Vm, погруженное в пространство Рп, назы­
вается нормализованным в смысле А. П. Нордена [241, если 
к каждой точке xeVm инвариантно присоединены гладко зави­
сящие от нее: 

а) Нормаль первого рода N —-(п—т)-мерная плоскость, 
проходящая через точку х и не имеющая с касательной плос­
костью Tx(Vm) других общих точек, кроме х; 

•б) Нормаль второго рода ух—(т—1)-мерная плоскость, 
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-лежащая в касательной плоскости Tx(Vm) и не проходящая 
через точку х, 

Поле нормалей первого рода Nx подмногообразия Vm обра­
зует его нормальное расслоение N(VTO). Это поле зависит от т 
параметров и представляет собой конгруэнцию (п—т)-мерных 
плоскостей в Рп. Нормаль первого рода Nx можно 'рассматри­
вать как проективное (п—т) -мерное пространство, в котором 
•фиксирована точка x&Vm. В каждом (п—т) -мерном слое нор­
мального расслоения N(Vm) подмногообразия Vm действует 
центропроективная группа. С другой стороны, в текущей точке 
xGVm можно рассматривать связку прямых, проходящих через 
точку х и принадлежащих Nx, Эта связка представляет собой 
проективное пространство размерности (п—т—1), которое мы 
•будем называть пространством направлений в Nx и обозначать 
Nx*- Каждое Nx*, x6Vm является слоем некоторого расслоения 
над Vm, которое мы будем называть расслоением нормальных 
направлений N*(Vm). В его (n—m—1)-мерных слоях Nx* дей­
ствует проективная группа. 

•Множество касательных плоскостей Тх подмногообразия Vm, 
оснащенных нормалями второго рода vX, образует касательное 
расслоение T(Vm). Его слои можно интерпретировать как 
ш-мерные центроаффинные пространства Тх с «бесконечно уда­
ленными» ух. При ЭТОМ т-параметрическое множество норма­
лей vx представляет собой псевдоконгруэнцию в Рп- В каждом 
лг-мерном слое касательного расслоения T(Vm), нормализован­
ного но Нордену подмногообразия У„„ действует центроаффин-
ная группа. Если провести частичную канонизацию репера, при 
которой вершины Ai помещаются на нормаль второго, рода vK, 
а вершины Аа на.нормаль первого рода Nx, то уравнения нолей 
ЭТИХ нормалей принимают вид [28], [П]: 

< = С ^ > ш? =atJ*>. (2.4) 
Такой репер называется репером, адаптированным к нормализо­
ванному многообразию Vm. Таким образом, уравнения (2.3) и 
(2.4) будут дифференциальными уравнениями нормализованного 
по Нордену подмногообразия Vm в адаптированном репере. 

Каждая из систем функций {аг;, bfj}, {Cl
aj} образует ква-

зитеизор в смысле Г. Ф. Лаптева [17]. Объект 

^ - - - V - » ' ; £ « • (2-5) 

является тензором [17]; здесь Са^—С1^. Если учесть (2.3) 
и (2.4), то структурные уравнения (2.2) для нормализованного 
по Нордену подмногообразия Vm принимают следующий вид: 

I. dto'—св-"Л^., daf} = «J Л-~,-+--•';, у 
II. da)-=toYAcD° + Q ° , dwP = ш7 ДшР -4-Q0 ' (2-6.) 

здесь 
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Щ =ш« л < +ш5 Л »>/;-^ К Л ^ ) = { -̂ «ш*Л<~-г 

-*«« = 2 (G{alpha}l*a|i|/] + СоР\ка\Ц1\)> 

(2.7> 

(2.8) 

Система уравнений (2.6) совпадает с системой уравнений 
A. П. Нордена [24], если перейти к голономному полю реперов» 
т. е. .положить , • • • 

<о'.= йГй', coj—rjftrf«*. соР « Г ^ й * . 

Формулы (2.7) показывают, что квадратичные формы Q1., 2£, • 
QP, входящие в уравнения (2.6), являются полубазовыми. По­
этому, в1- силу теоремы Картана—-Лаптева [29], формы ш-, ш1 оп­
ределяют "аффинную связность без кручения в касательном 
расслоений Т (Vm) подмногообразия Vm, для которой формы 
Q1. являются формами кривизны. Впервые эту связность ввел и 
подробно .исследовал A. П. Норден [24]. Формы ш°а, шР опреде­
ляют, цеитропроективную связность в нормальном расслоении 
./V(V,,.) этого подмногообразия, для которой формами кручения-
кривизны являются формы {Q°a, S£}. Для этих квадратичных 
внешних форм Q ,̂ QP выполняются уравнения 

аера=-&№л<»1+<%л&р (2.9) 

которые являются аналитическими условиями инвариантности. 
системы форм кручения-кривизны. 
• • Формы ;м|, в силу (2.6.11), определяют также связность в 
расслоении нормальных направлений N* (V^). Формы QP, в силу 
(2.6.11), можно интерпретировать как формы кривизны этой 
связности. Вторая серия уравнений (2.9) показывает, что эти. 
формы образуют инвариантную систему. 

3. Гребо'вание неподвижности геометрической точки MGNX:. 
M=Ao + -laAa 

относительно преобразований адаптированного репера приводит 
к условиям; . 

• ' d ^ - t - ^ - - a - 0 M « - O - a = O (modcoO. 
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Следовательно, если дано нормальное поле точек, т. е, в каж­
дом Nx задана точка М, дифференцируемо зависящая от 
xGVm> Т 0 о но описывается следующей системой дифференци­
альных уравнений: 

d ^ + ^ - - K - B ^ - 9 - r a = ^ - Л " ,'•' 
О п р е д е л е н и е 1. Нормальное поле точек назовем парал­

лельным относительно нормальной центролроективной связно­
сти, если . его точка М£NX при любом смещении точки х: в V™ 
инфинитезимально не выходит из плоскЬсти [М, vx]- '••'. 
"В силу (2.1), для точки МШХ имеем: 
dM - (Og + iaai) М + (со' + е^а) At + (dia + &>£ - -fS4°) Ah} (2.10) 
поэтому условие параллельности поля точек М запишется в 
в и д е •• 

О п р е д е л е н и е 2. Говорят, что нормальная центропроек-
тивная связность в N(Vm) является плоской, если формы кру­
чения-кривизны {Q ,̂ QP} этой связности тождественно обра­
щаются в нуль, т. е. Теш —0, .fl̂ -.- —0 [47]. 

О п р е д е л е н и е 3. Пара, составленная из конгруэнции 
(п—m)-мерных плоскостей и псевдоконгруэнции (т—-1)-мерных 
плоскостей, называется односторонне расслояемой от конгруэн­
ции к псевдоконгруэнции, если между их элементами установ­
лено взаимно однозначное соответствие и для конгруэнции 
существует (n—т)-параметрическое семейство т-мерных .по­
верхностей, касательные плоскости которых в точках пересече­
ния с плоскостью конгруэнции проходят через соответствующую 
плоскость псевдоконгруэнции [37]. Связь между расслояемостыо 
пары .и свойством некоторой связности быть плоской указана 
в [20]. В рассматриваемом здесь случае это приводит к следую­
щей теореме: 

Т е о р е м а 1. Для того чтобы нормальная центропроектив-
ная евязность нормализованного по Нордену подмногообразия 
•У,„ в Рп была плоской, необходимо и достаточно, чтобы, кон­
груэнция нормалей первого рода и псевдоконгруэнция нормалей 
второго рода составляли пару, односторонне расслояемую в'сто­
рону от NK,K vK. . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть произвольная точка УИ—• Л0 + 
+ 1аЛа, принадлежащая Nx, описывает расслаивающую поверх­
ность. Тогда, в силу определения 3, из (2.10) получим уравне­
ния 

de+^4-?'^4-=o, " ' (2.п) 
где теперь ^ — независимые переменные'и, следовательно, d\a— 
новые базисные формы. Эта система уравнений -определяет рас-
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слаивающие поверхности пары (Nx, v̂ -). Так как система урав­
нений (2.11) должна быть вполне интегрируемой, то 

-=р(dtf —и>$Л->?) -^(rfcop-<-?Л«>$)=0-
Поскольку эти уравнения должны удовлетворяться при произ­
вольных %а тождественно, то получим 

<Ц-->8Л<-?-=-°. ^ - « ) | Л » ? - - 0 . (2.12) 
Это и будет необходимцм и достаточным условием расслояемо-
сти пары (Nx, yx). Условия (2.12), в силу (2.6.II), показывают, 
что оно равносильно тому, что формы кручения-кривизны 
{Q°d, QP} равны нулю, т. е. что центропроективная нормальная 
связность будет плоской. 

Если к произвольной точке MHNX присоединить т-мерную 
плоскость, проходящую через эту точку М и соответствующую 
нормали второго рода vx, то получается так называемое гори­
зонтальное распределение Гто рассматриваемой (нормальной 
центропроективной связности. Односторонняя расслояемость 
пары, состоящей из конгруэнции нормалей первого рода Мх и 
псевдоконгруэнции нормалей второго рода vx в сторону от Ns-
к vx, равносильна инволютивности горизонтального •распределе­
ния r«i расслоения N(Vm). Поэтому теорема 1 может быть-
сформулирована еще в следующем виде, ,в 'Котором она являет­
ся непосредственным следствием результатов общей теории 
связиостей [21]. 

Т е о р е м а 2. Для того чтобы нормальная центропроектив­
ная связность в нормальном расслоении N(Vm) была плоской,, 
необходимо и достаточно, чтобы ее горизонтальное распределе­
ние Г т было ияволютивным. 

4. О п р е д е л е н и е 4. Будем говорить, что нормальная 
центропроективная связность полуплоская, если формы Q / 
тождественно обращаются в нуль. В этом случае связность в 
расслоении 'нормальных направлений N*(Vm) является плоской. 

Подмногообразие Vm называется нормализованным гармо­
нично [24], если за счет нормировки координат его текущей 
точки можно добиться обращения в нуль формы 80

0. Условия' 
гармоничности нормализации, в силу (2,2) и (2.4), имеют вид 
- - [ « , = 0 . 

Пусть в каждой нормали 1-го рода Nx задано одномерное 
направление | , определяемое точками A0 и М = 1аАа. Для инва­
риантности этого направления необходимо и достаточно, чтобы 

dM=QMl+vAQ (mod со*), 
где 0 и v — некоторые линейные формы, удовлетворяющие:-
условиям 

dS-0(modroO, ofv + <6 —eg)Av=0 (modсо'). 
Это приводит к условию 
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dt + -fog + $*% — Si.06=0 (mod со') 

6 4 = 0 (mod со*). 
Пусть задано поле нормальных одномерных направлений с по­
мощью функций Ча, удовлетворяющих системе уравнений 

л* -нЧ+*"(-?--) -=*? <--• 

Составим систему величин 

с11=есЬ, (2.13). 

где С1
а] определены в (2.5). Для них получим. 

dVj ~ С )• а>* + С yk — (6 - G°) С ij = 0 (mo d «*). (2.14). 

Следовательно, (2.13) определяют относительный аффинор, 
который мы будем называть основным относительным аффино­
ром данного поля нормальных одномерных .направлений | . Если. 
менять направление | , то получается пучок относительных аф­
финоров С,*. 

О п р е д е л е н и е 5. Пучок основных относительных аффи­
норов назовем простым, если существует хотя бы одно поле 
нормальных одномерных направлений, основной относительный 
аффинор которого имеет простую структуру [10], т. е. ее мат­
рица приводима к диагональному виду. 

Имеет место следующая лемма. 
Л е м м а 1. Если гармонично нормализованное подмного­

образие Vm имеет полуплоскую нормальную связность и обла­
дает ОСНОВНЫМ относительным аффинором СУ простой струк­
туры, 'который имеет s различных собственных значений Я1„ 
%2, ••-, К кратности, соответственно Pi, p2> • • •, ps (P11+P2+ . . . +, 
-bps = tn), то подмногообразие Vm -несет в области U, где эти: 

кратности постоянны, s-сопряжеиную систему (в смысле [3]) 
распределений Li, L2, ..., Ls размерностей р1. р2, . •. , ps-

Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть нормальная центропроектив-
ная связность полуллосжая. Тогда из (2.8) получим 

Если свернуть это соотношение с %л и учесть (2.13), то получим 

C{*ftP,i=-0. (2.15>. 
Так как пучок основных относительных аффиноров является 
простым, то в нем существует относительный аффинор, матрицу 
С=ЦС,-|| которого можно, в силу предположения, преобразовать 
к виду , . . , 
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При этом в каждом касательном слое Та:(Ут) подмногообразия 
Vm лежат s собственных подпространств относительного аффи­
нора СД которые имеют размерности ри (и, о, w = \, 2, . . . , s). 
В некоторой области U подмногообразия Vm они образуют s 
распределений La. Теперь точки репера At , где iu, j a = 
— P i + ••- +~„_i + l, ...,/?1 + .р2+ . . . +р„, принадлежат ри-мерному подпространству Z,,. Toraa мы получим 

сЙ-=Мл!. С>а = 0при иф-о. (2,16) 

В силу последнего, из соотношения (2.15) получаем 
i^u — K)btutv = 0, но так как bu=filv при u=/=v, то .' 

ftftM/-.-0, ифч). 
Следовательно, матрицы '•Зо­
нальному виду 

bfj || приводятся к блочно-диаго 

В* -
В? 

т о 
о Bf 

•где .б» =-=|| &/* ||—квадратичная матрица порядка ра. А это 
означает, что подмногообразие V т несет s-сопряженную 
систему. 

В [1] определяется фокусный конус для псевдоконгруэнции 
.нормалей, второго рода vx. Гиперплоскость S называется фокус­
ной, если она содержит v» и вместе с ней бесконечно близкую 
плоскость "v--, т. е. Егэ^х+'л'а.- Справедлива следующая теоре­
ма [47]. 

Т е о р е м а 3. Если пучок основных относительных аффино­
ров гармонично нормализованного подмногообразия Vm являет­
ся простым и нормальная центропроективная связность плоская, 
то фокусный конус псевдоконгрузнции нормалей второго, рода 
,ух распадается и а т связок гиперплоскостей. 
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§ 3. НОРМАЛИЗОВАННОЕ ПОДМНОГООБРАЗИЕ 
С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ ПОЛЕМ 

р-МЕРНЫХ НОРМАЛЬНЫХ НАПРАВЛЕНИИ 

1. Пусть в произвольной точке х нормализованного подмно­
гообразия Vm выбрано р-мерное направление NXP (Т. е. р-мер-
ная плоскость, проходящая через x), принадлежащее нормали 
первого рода Nx так, что образуется гладкое поле нормальных 
р-мерных направлений NP .на VTOl р^п—т. Это лоле опреде­
ляет нормальное подрасслоение NP(VW), р-мерными слоями 
которого ЯВЛЯЮТСЯ р-мерные проективные плоскости NXP, x&Vm. 

Структурные формы объекта, определяющего поле NP, полу­
чаются следующим образом. Плоскость NXP ПОЛЯ, соответствую­
щую произвольно фиксированной точке xGV„-, можно определить 
этой точкой х и р переменными точками Мп, заданными сле­
дующим разложением 

М*=%Аа, (3.1) 
где -с, р, о — т— 1, . . . , т-\-р. При этом нужно потребовать, 
чтобы при допустимых преобразованиях репера в Nx(Vm) пло­
скость Nx оставалась неподвижной. Для этого необходимо 
и достаточно, чтобы . 

dMrt=lSMp+^-Ao(mod^O, (3.2) 
где !-£;, ^я —линейные формы, структура которых устанавли­
вается при непосредственном внешнем диффенцировании урав­
нений (3.2). При подстановке (3.1) в (3.2) получаются следую­
щие условия: 

<*Й + 8-S+ &>£ - В Д - 0 (mod ш0, 
5Safi-eS=. О (mod (по­

следовательно, поле р-мерных плоскостей /•/->( Ут) в N(Vm) 
описывается следующей системой дифференциальных уравнений: 

d8+Oo+^<-e^pa-==^<>.v/. (з.з) 
Заметим, что уравнения (3.3) -получаются непосредственно из 
уравнения, выведенного .в более общем виде Р. Ф. Домбровским 
в [ И ] . 

2. О п р е д е л е н и е 6. Поле N-- называется параллельным, 
если при любом инфинитезимальном перемещении произвольной 
точки х .в Vm, смещение р-мерного направления NXP 'происходит 
в (т + р) -мерной плоскости, натянутой на касательную плоскость 
Tx(Vm) и на это направление NXP. 

Аналитическое условие, при котором поле NP будет парал­
лельным, .получается следующим образом. Любое направление, 
принадлежащее р-мерному элементу поля NP, МОЖНО определить 
точкой Ao и точкой 
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M = A0+. r tMrt- (3-4> 
Если продифференцировать (3.4) и учесть (2.1), получим 

dM = (6§ + ЧТЛ) Л + d?MK + W&LAt + 

+ -irt(tf£ + 8eS + & p ) - V (3.5> 
По условию поле Np является параллельным тогда и только-
тогда, когда 

(<й£+Й-о + W ) Ла=ЙЙ.Л.Гр+ВХ. 
отсюда получим 

^ + ^ + б Й ^ - = б й р а . - (3-б> 
Если касательная плоскость подмногообразия Vm зависит от 

/? параметров {0<р<т), то подмногообразие тангенциально-
вырождается и принадлежит специальному проективному типу. 
Число р называется рангом подмногообразия Vm. Такое под­
многообразие (оно обозначается через Vm

p) представляет собой 
/>параметрическое семейство плоских образующих Еф где 
p + q — m, при перемещении вдоль которых касательная плос­
кость подмногообразия остается постоянной [5]. 

Имеет место теорема [47]. 
Т е о р е м а 4. Для того чтобы нормализованное подмногооб­

разие Vm проективного пространства Рп допускало параллель­
ное 'нормальное поле Np, необходимо и достаточно, чтобы все 
плоскости NXP, x&Vm, образовывали тангенциально вырожден­
ное подмногообразие Vm.+pm пространства Рп размерности т + р 
ранга т. 

З а м е ч а н и е 1. Эта теорема представляет интерес, с точки 
зрения теории тангенциально вырожденных поверхностей [32], 
[1], [2], [4], так как она указывает возможность построения 
такой поверхности Vm+P

m, исходя из нормализованного подмно­
гообразия Vm специального типа. 

3. В расслоении NP(Vm), определяемом параллельным полем' 
N1' нормальных направлений, индуцируется центропроективная 
связность. Каждый слой этого расслоения представляет собой. 
p-мерную проективную плоскость, на которой точки M0 = AQ. 
и Мп составляют проективный репер. При этом 

dM0 —cpOMo (modu>9, dM-t = cp«Mo + ^Mp(modcoO- (3.7)' 
Но так как Мл = Ь%Аа, то, в силу (3.6), получим 

йМл = &°аЛ0 + \%*laAt + OSMp-
Сравнивая эти равенства с (3.7), имеем 

^==0°, ? ? = о , ч£ = & & <Р£=^. (3.8>* 
В силу (3.8), для форм кручения-кривизны получаем 
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Ф°-^9р°, ФЙ—ф8-—-лГ(05—eg),| • ( 3 9 ) 

фРл^^-^Л6[?(-^Р). I 
Горизонтальное распределение Г т , которое индуцирует проек­
тивную связность в Np (Vrn), получается присоединением в точке 
Ж — (Ao + £rtM.t)6-V£, m-мерной плоскости, проходящей через 
эту точку М и соответствующую нормаль второго рода v^. 

Говорят [47], что нормальная центропроективная связность 
М NP(Vm) является плоской, если формы кручения-кривизны 
этой связности тождественно обращаются в нуль, т. е. 

s£a°p=o, d(8j5_og)=o, /бй-^л^=о, ?.-*«. • ... 
Эти условия можно записать в следующем виде: 

$Q°p-0, ^ - в й Л - 5 - - й - . в о - = 0 . . . (З'.Ю) 
Справедлива следующая теорема [47]. 

Т е о р е м а 5. Для того чтобы нормальная центропроектив-
«ая связность в расслоении Np(Vm) была плоской, необходимо 
и достаточно, чтобы ее горизонтальное распределение 1\п, опре­
деляемое параллельным полем N-1, было ииврлютивным. 

Эта теорема обобщает теорему 2 и сводится к ней при 
р = п—т. . . .,-

Подмногообразие Vm, нормализованное ПО Нордену, в .проек­
тивном пространстве Рп называется двойственно нормализован­
ным [38], если существует такое т-мериое многообразие .ка­
сательных к VTO гиперплоскостей, что в любой точке x.f-Vm 
характеристика Кх содержится .в нормали первого рода Nx 
подмногообразия Vm. . 

Справедлива следующая теорема [47].. 
Т е о р е м а 6. Для того чтобы нормализованное по Нордену 

подмногообразие Vm в 'проективном пространстве Рп было двой­
ственно нормализованным, необходимо и достаточно, чтобы оно 
допускало параллельное поле {п—т—1)-мерных нормальных 
направлений. 

§ 4. ПОДМНОГООБРАЗИЕ, НОРМАЛИЗОВАННОЕ ПО НОРДЕНУ 
С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ ПОЛЕМ ОДНОМЕРНЫХ 

НОРМАЛЬНЫХ НАПРАВЛЕНИЙ В Рп 

1. В предыдущем параграфе рассматривалось нормализован­
ное подмногообразие, которое допускает параллельное поле 
р-мерных нормальных направлений. Рассмотрим случай, когда 
р=1, т. е. когда подмногообразие Vm допускает параллельное 
поле одномерных нормальных направлений. 

Пусть в произвольной точке xGVm выбрано одномерное на­
правление Nx

l (т. е. прямая, проходящая через x), принадлежа­
щее нормали первого рода Nx так, что образуется гладкое поле 
одномерных нормальных направлении /V1 на подмногообразии 
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Vm. Это поле определяет нормальное подрасслоение N*(Vm), 
одномерными слоями которого являются проективные прямые 
N-Д xWm. Прямую Nx.1 этого поля, соответствующую произволь­
ной фиксированной точке x&Vm, можно определить точкой A0—x, 
и переменной точкой Mi, заданной следующим разложением 

Дифференциальные уравнения поля одномерных нормальных 
направлений N- в N(Vm) можно получить из (3,3), если в нем 
положить т, ,р=Г Оно имеет следующий вид 

d,f+^-f(9g-el)^a--=e«.a)/. (4.1) 
Условия .параллельности поля можно сформулировать так: Поле 
N ! является параллельным, если при любом инфинитезимальном 
смещении точки х в Vm смещение направления N-.1 происходит 
в (m-fl) -мерной плоскости, натянутой на х, vx и Nx

l. Тогда из 
(3.6) 'следует аналитическое условие параллельного поля одно­
мерных нормальных направлений: 

dtf+ $$ = $$, где й = 0] — е (4.2) 
.из теоремы 4, в случае когда р= 1, следует: 

Т е о р е м а 7. Для того чтобы нормализованное подмногооб-
-разие Vm проективного пространства Рп допускало параллель­
ное поле N1, необходимо и достаточно, чтобы все прямые Nx

v, 
..xBVm, образовывали тангенциально вырожденное подмногоофа-
:.зне Ущ+{т пространства Рп размерности пг+1 ранга га. 

Ъ расслоении Nl(Vm), определенном параллельным полем 
нормальных направлений N1, индуцируется центропроективная 
связность. Каждый слой этого расслоения представляет собой 
проективную прямую, на которой -Mo = A0, Mi составляют проек­
тивный репер. При этом 

dMu = cpgMo (mod со(), dMx =>= cp°M0 + cpJM1 (mod ш-), 
Из (3.9) для форм кручения-кривизны этой связности получим 

ф ? — ^ , Ф1_Ф8 •=<*§. (4.3) 
Говорят [48], что центропроективная связность в ./V1 (Vm) 

является плоской, если формы кручения-кривизны этой связ­
ности тождественно обращаются в нуль, т. е. 

?№«--= о, do—o. 
С л е д с т в и е 1. В случае плоской связности в iV1 (Vm) 

форма И локально является полным дифференциалом, и Я" можно 
пронормировать так, чтобы 0 = 0. Тогда (4.2) примут вид 

#? + .-?ш£ = 0 (4.4) 
и основной относительный аффинор Cf становится, в силу (2.14), 
аффинором. 

2. Произвольная точка образующей Nx
l тангенциально вы­

рожденного подмногообразия Vm+im определяется формулой 
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M=Ao+iEI-MI. Точка MeNx1 будет фокусом образующей Nx\ если 
dMQNx

l для некоторого смещения co'=-{cdot}{mu}.8 [1], [18]. Для фоку­
сов образующей Nx

l получим уравнения 

о)<+№«=0 
или 

( № — XB<V===0, (4.5) 
где Х= —-I/.:1. Так как не все \i.J равны нулю, то из (4.5) 
получим 

det||tfcLy-X-.HI — 0. (4.6) 
Решая это уравнение относительно X, найдем фокусы образую" 
щей Nl

x. С другой стороны, это уравнение представляет собо$ 
характеристическое уравнение матрицы ll^i'Ca/ll. Следовательно, 
образующая N* несет столько различных фокусов, сколько 
различных собственных значений имеет матрица Ц^ГС^/Ц. Пусть 
Х„ —собственное значение матрицы |UfCa;-||. Подставляя его 
значение в (4.5), получим систему уравнений для определения 
соответствующего фокального направления. Если г„ = 
==Rang||.;?Cay — X„8y||, то размерность фокального направления 
будет т — ги. Фокальные направления образуют в области 
UdVm, где г„ — постоянное, распределение Lu размерности 
т — га на U. Предположим, что аффинор С) =: ifC^j имеет 
простую структуру [10], т. е. может быть приведен в некотором 
репере к диагональному виду. Из (2.5) и (2.13) непосредственно 
видно, что тогда матрица ||£"Спу|| тоже приводится к диаго­
нальному виду. Имеет место следующая лемма [48]. 

Л е м м а 2, Если гармонично нормализованное подмногооб­
разие V«i допускает параллельное поле одномерных 'направле­
ний N1 с плоской нормальной связностью в расслоении Nl(Vm), 
и основной аффинор С/ для этого поля является простым а 
имеет s различных собственных значений Ль -Хг, • • •, Л* кратно-
стен соответственно р1, pz,...... pe {Р1 + Р2+ • • • +Ps='n), то 
многообразие Vm несет -в области U, где эти кратности постоян­
ны, s-сопряжеиную систему распределений L b L 2 , . . . , L- раз­
мерностей Pi, p2, • • • , Pa-

Подмногообразие с сопряженными системами подробно 
исследованы в [31], [3], [5]. Аналогичный результат в случае, 
когда подмногообразие Vm вложено в пространство постоянной 
кривизны Vn°, получен в [23], где доказано также, что распре­
деление I i Ls инволютивно. Последний результат также 
допускает обобщение на рассматриваемый здесь случай. В при­
веденном ниже доказательстве используются, в отличие от [23], 
геометрические соображения, связанные с понятием фокуса. 
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Т е о р е м а 8. При выполнении условий леммы 2 распреде­
ления Lu (и = 1, 2 , - . . , s) и а подмногообразии Vm, составляю-, 
щие сопряженную систему, являются инволютивными. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В случае, когда p« = l, распределение 
Ьи одномерно и, следовательно, инволютавно. Рассмотрим слу­
чай, когда ри>1. Если свернуть (2.4) с i i a и учесть лемму 2, 
то получится 

Теперь внешнее дифференцирование дает 

(^Я-6?ш°)Л«'« + 2(Хв-Хв)ш;«;ла>-''--=0 

и отсюда по лемме Картана 

Jv уфа 
(4.7) 

где В'.аь =В1'1. . Но так как р„ > 1 , то (4.7.1) можно выпи-
JyKw Rwl v 

сать также при значении hu=j=ia с этой же левой частью 
d\tt — ̂ ш°. Следовательно, 

C'V» — Cft"o)ft" + 2 ( - 4 ^ - A ^ ) " > ; —0, киф1и. 

Отсюда следует, что 

и (4.7.1) можно записать в следующем виде 

-**«-*?--°e=2-^V". />«>-• (4-8> 
Докажем, что фокус Ми, соответствующий распределению Ьи, 
будет оставаться неподвижным при перемещении точки xGVTO 
вдоль любой интегральной линии распределения Ьи. Для таких 
кривых выполняется система уравнений 

со-„ =0 (и=1 , . . . , и-1, г л - 1 , . . . , s). 
Фокус, соответствующий собственному значению %и, определяет­
ся точкой 

Дифференциал этой точки имеет вид 

ам„ ̂  -I .WU + (а-**> **•- £ 4<м,. 
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В силу (4.5) и (4.8), отсюда следует 

dMu --= — ~~ \*вРаМи (mod <>). 

Это означает, что точка А1а неподвижна при смещении точки 
ъ направлении распределения La. При этом прямые (A0, M) 
опишут коническую поверхность VPu+i размерности р ц + 1, 
которая пересечет подмногообразие Vт по /»и-мерной интеграль­
ной поверхности распределения La. 

З а м е ч а н и е 2. На гармонично 'нормализованном подмно­
гообразии Vm, удовлетворяющем предположениям леммы 2, воз­
никает интегрируемая структура типа г—п [49]. 

В работах С. П. Финикова [36] и A. П. Иордена [24] 
исследовалась сеть линий кривизны на нормализованной гипер-
•поверхности проективного пространства Рп. Некоторые положе­
ния можно обобщить «а случай нормализованного подмногооб­
разия Vm, допускающего параллельное поле NK 

О п р е д е л е н и е 7. Линиями кривизны нормализованного 
VmczPn с параллельным полем N1 называются такие линии, 
.вдоль любой из которых прямые Nx

l образуют развертываю­
щуюся поверхность [48]. Если основной аффинор Cj- имеет т 
•различных собственных значений, т. е. ри = 1 для любого и, то 
'Образующая Nx

l имеет т различных фокусов. Через каждую 
прямую Nx

l проходит т различных развертывающихся поверх­
ностей. Эти развертывающиеся поверхности пересекают под­
многообразие Vm по линиям кривизны. Таким образом, .парал­
лельное поле N1 на нормализованном подмногообразии Vm, 
удовлетворяющем предположениям леммы 2, при всех pu=l, 
индуцирует на «ем сеть линий кривизны. 

Нормаль первого рода гиперповерхности Vn_i называется 
[24] сопряженной к Vn-i, если определяемая ею сеть линий 
кривизны «a Vn-i является соцряженной сетью. Обобщим это 
понятие для нормализованного Vm. 

О п р е д е л е н и е 8. Параллельное поле N1 нормализован­
ного подмногообразия Vm называется сопряженным к Vm, если 
юно определяет сеть линий кривизны на Vm, которая является 
.сопряженной сетью [48]. 

Подмногообразия с сопряженной сетью подвергались уже 
многостороннему исследованию [8]. 

Учитывая лемму 2 и теорему 7, можно сформулировать сле­
дующую теорему: 

Т е о р е м а 9. Если гармонично нормализованное Vm до­
пускает параллельное поле N1 с плоской центропроективной связ­
ностью в расслоении N I(Vm), и основной аффинор С,-- имеет т 
различных собственных значений, то параллельное поле N1 

сопряжено к 'подмногообразию Vm. 
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