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ОБ АППРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИЙ ИЗ ПРОСТРАНСТВ 
WW(D) И W(l)(D) НЕПРЕРЫВНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМИ 

Р Р ФУНКЦИЯМИ 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 28 XI I960) 

I. Пусть D — конечная или бесконечная область я-мерного эвклидова 
пространства Еп\ I — положительное (не обязательно целое) число. 

Через Wp](D) (р ^> 1) будем обозначать множество всех функций 
/ (X) (X = (* ! , . . ., хп)), определенных в £>, имеющих все обобщенные 
в смысле С. Л. Соболева (1) производные п о р я д к а / = [ / ] ( [ / ] — 
целая часть /^удовлетворяющих условиям: 

1) | | / « V D , =[\\?(Х) \PdX\'"<oc-
D 

dX i/р < э о , 

если / — целое, или 

= 2 
d'f(X) 

дх,- . .. дх,-
dJf{Y) 

дХ; . . .дХ; 

\ х у \п+(1—ор 
'dY | dX 

I 

VP 

< o c , 

если / — нецелое. 
Положим 

1ШЦоф) 

Из класса функций, принадлежащих W(

p

l) (D), выделим подкласс функций, 
имеющих всевозможные обобщенные производные д о п о р я д к а ! 
в к л ю ч и т е л ь н о , принадлежащие Lp (D). Этот класс функций будем 
обозначать IF p

l) (D). 
Положим 

(П(Т = 2 ||/lL(k) 

если / — целое, и 

если / — нецелое. 

2 If 
fc=0 

+ 11/Цо(В) 
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При изучении пространств Wp] (D) и W{p] (D) важное значение приобре­
тает проблема аппроксимации функции / б W{

p

l) (D) или / б Wp] (D) в нор­
ме Wpl)(D) или, соответственно, Wpl)(D) при помощи последовательности 
функций (pv (X) (v = 1, 2, . . .), принадлежащих C ( / ) (D) , где D = D + Г, 
Г — граница D. 

Если D = Еп, то такая аппроксимация с любой степенью точности осу­
ществляется при помощи средних функций ( 1). Если же D не совпадает со 
всем пространством Еп, то, как известно, она не всегда возможна. Для слу­
чая, когда граница области D принадлежит классу С^, возможность такой 
аппроксимации для функции / б Wp](D) доказана была В. М. Бабичем (2) 
(для целого /) и Л. Н. Слободецким (3) (для нецелого /). При целом / для 
этого же класса функций Е. Гальярдо (4) получил аналогичный результат 
в предположении, чтоД — ограниченная область, граница которой принад­
лежит классу Lip 1. Для функций, принадлежащих Wpl) (D), возможность 
указанной выше аппроксимации доказана для случая, когда D — ограни­
ченная область, звездная относительно некоторой внутренней точки D (5). 

Приводимые ниже результаты относятся к этому же кругу вопросов. 
II. Пусть D — конечная или бесконечная область эвклидова простран­

ства Еп. Введем следующие определения: 
1) Будем говорить, что D 6 С(Н, а), если для каждой точки X^D су­

ществует я-мерный шаровой сектор с вершиной в X радиуса Я и с телесным 
углом а, целиком содержащийся в D. 

2) Будем говорить, что область D принадлежит классу С (Я, а, /С, Ц 
и писать D б С (Я, а, /С, X), если она удовлетворяет следующему условию: 
для любых двух точек X uY из D, для которых | X — Y | < Я, существу­
ют я-мерные шаровые секторы с телесным углом а и радиуса <; К \ X — Y \ 
с вершинами в X и Y, содержащиеся в D, причем такие, что если через G 
обозначить пересечение этих секторов, то справедливо неравенство: 

где Я, а, Ку А, — положительные фиксированные для данной области числа. 
Очевидно, если D б С (Я, а, /С, X), то D б С (Я/2, а). 
3 ) Через D§ будем обозначать область, состоящую из точек/), расстоя­

ние которых от границы D больше 8. 
4) Будем говорить, что область D обладает свойством Л (N, х), и писать 

D б A (N, х), если существуют две конечные системы я-мерных областей 
Si, . . ., SN и S i , . . . , S"N, каждая из которых образует покрытие D, удов­
летворяющих следующим условиям: a) S / d S J (i = 1, . . ., N), и если 
X б Si, Y б Sj, то | X - Y | > х > 0; б) множества Dt = D -S,, Dt = D - ( S j j ^ -
= D'S'r D". = D-S". (i = 1, . . ., N), а также множества D'.-D'k(i, k = 
= 1, . . . , N), если они не пустые, являются конечносвязными; в) для каж­
дого множества ZX' = D-S'.' (i = 1, . . ., N) существует вектор Q, такой, что 
трансляция D". на вектор iQi при произвольном /, 0 < £ < J 1, переводит 
D". в область £1"и, внутреннюю относительно D, т. е. такую, что 
p(Q;, f £ „ - D ) > 0 (* = 1,...,N). 

Заметим, что если некоторая область S". является строго внутренней 
подобластью области D, то соответствующий ей вектор Q, можно считать 
нулевым. 

Отметим также, что если D — ограниченная область, граница которой 
принадлежит классу Lip 1, то существуют такие положительные числа 
Я, а, /С, К N, х, что D б С (Я, a, k, Ц и D б A (N, х). 

III. Во всех приводимых ниже теоремах cpv (X) будут обозначать функ­
ции, имеющие непрерывные производные любого порядка во всем прост­
ранстве Еп. 
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Т е о р е м а 1*. Если feWf (£>), р > 1, / - целое, D 6 Л (N, х). 
то существует последовательность функций <pv (X) ( v — 1. • • •) такая, 
что 

l im||f — q>, \\w(t)lD) = 0-
v - ю о р 

Л е м м а . Пусть f (X) б ^ Ц / } Ф) и имеет непрерывные производные до 
порядка 1= [I] в D, D б С (Я, а). Тогда для любого целого s, 0 < s < /, 
справедливо неравенство 

р 
£Ъш / — нецелое, D б С (Я, а, /С, mo справедливо также неравенство 

Р Р Н 

Постоянные Сг и С 2 не зависят от /. 
С помощью этой леммы доказываются следующие теоремы. 
Т е о р е м а 2. Если f б W{p\D), р > 1, / - целое, D £А (N,y) и 

D б С (Я, о), то: 
1) ftW{

p

l)(D)-
2) существует последовательность функций (j>v (X) (v = 1, . . .) такая, 

что 
lim||f —q>v IL</) = 0 . 

Т е о р е м а З . Если f eW^ (D), p > 1, / — незлое, D £A (N, к), 
DeC (H, а. К, Ц, mo: 

1) / 6 К (D); 
2) существует последовательность функций q>v (X) (v = 1, . . .) такая, 

что 
l i m | | f - 9 v | U > = 0. 
v - ю о V 

З а м е ч а н и е . Пусть / (X) и область D удовлетворяют условиям тео­
ремы 2, если I — целое, или условиям теоремы 3, если /-— нецелое. Предпо­
ложим, кроме того,что для любого целого т, 0^т^п,и всех производ­
ных порядка / = [/] справедливы неравенства 

sup 
Dm 

если / — целое, или 

\Dtf(X)\PdxJ/P < Ш а ™ , (1) 

если / — нецелое, где M > 0, ат (т = 0, 1, . . ., п) — постоянные числа, 
причем а 0 > аг > . . . > а л = 0, а т < n ~ m , a [£> т ]£_ т — множество 
точек области D, отстоящих от некоторого сечения Dm области D гиперпло­
скостью = const, . . ., хп = const на расстояние не больше d. 

* Если D — ограниченная область, то теорема 1 неявно содержится в результатах 
Е. Гальярдо ( 4). 
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Можно показать, что неравенства (1) и (2) будут иметь место также для 
функций фу (X), построенных соответственно в теоремах 2 и 3. 

Это замечание позволяет распространить результаты работ (и, 7) также 
на функции / (X) б Wp} если D удовлетворяет условиям теоремы 2 
или 3. 
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