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ВВЕДЕНИЕ 

Статья является продолжением работы, опубликованной в 
т. 11 сборника «Проблемы геометрии» [10]. 

Геометрия подмногообразий коразмерности 2 в контактном 
и почти контактном многообразиях, в некоторой степени, об­
ладает спецификой. В связи с этим, в начатой в [10] серии 
работ, авторы сочли целесообразным остановиться на иссле­
довании таких подмногообразий. 

Если принять в качестве критерия классификации Мп^ в 
/Ип+1(ф|т)) расположение ТЯ(М„_1) относительно подпрост­
ранств, определяемых в каждой точке х&Мп-и структурными 
объектами г\ и £, то выделяются 3 типа поверхностей. 

В большинстве работ, опубликованных по этой теме, под­
многообразие Мп-\ в Mn+i(q>£,-r\G) оснащается парой полей еди­
ничных взаимно ортогональных векторов, натягивающих в каж­
дой точке подмногообразия ортогонально оснащающую пло­
скость. 

Исследование многообразий M,_i в M,.+i(<p£Ti), оснащенных 
произвольными нормально оснащающими полями двумерных 
плоскостей, остается в стороне. Для более полного исследова­
ния геометрии этих подмногообразий естественно при класси­
фикации учитывать и расположение относительно г\ и £ нор­
мально оснащающих подпространств. 

В § 1 настоящей работы авторы преследовали цель осве­
тить с более общих позиций некоторые классические вопросы 
дифференциальной геометрии подмногообразий, изложив их с 
помощью теории полей геометрических объектов. В § 2 про-
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ведена классификация индуцированных структур на M„-i в 
Мп+1(ср^т)). В § 3 систематизированы индуцированные струк­
туры на Мп-\ в Mn+x{y1^G) и, с применением метода, изло­
женного в § 1, описаны исследования по теории вложения 
подмногообразий коразмерности 2 в многообразия метрических 
контактной и почти контактной структур и их подклассов. 

На протяжении всего изложения индексы будут пробе­
гать следующие значения: 

I, J, К,.. . =1,..., п+\; i, j , k,. . . =\,..., т; , 
а, р , . .. = m + l , . . . , n + 1 ; A, В,.. . =т+\ n + 1 , n + 2. 

§ 1. ПОДМНОГООБРАЗИЕ Мт B МНОГООБРАЗИИ M,I+i 
СО СВЯЗНОСТЬЮ 

1. Введение. Пусть Мп+\— нечетномерное дифференцируе­
мое многообразие класса С°°. Рассмотрим некоторую окрест­
ность Uc:M„+i произвольной точки x0. Текущую точку в этой 
окрестности будем обозначать х. Через т"(Мп+1) обозначим ка­
сательное расслоение порядка s над окрестностью U, а через 
Tx'(Mn+i), где хви (и, следовательно лгбМп+1)—слой этого 
расслоения, соответствующий точке xGMn+i, т. е. касательное 
пространство порядка s к Mn+i в точке х. 

Будем считать, что над Mn+1 введено расслоение реперов 
Rs(Mn'+i)= URs(Mn+l), где R/ (Жл+1) — множество всех реперов 

XQM 
га+1 - > —> - > 

в точке x6M-+i с базисными векторами ej, ejxj2, .. .,е^,.^ . 
х х x s 

Как известно [5], над окрестностью UczMn+\ можно ввести п 
линейных линейно независимых дифференциальных форм 
(структурные формы многообразия M„+1): 

а*-1 — xJ
KdxK, (1Л) 

уравнения структуры которых имеют вид: 
duJ = <uK/\<s>J

K. . (1.2) 
При последовательных продолжениях системы (1.2) над U 
возникает последовательность линейных дифференциальных 
форм [5]: 

< 4 > - • • • < - - - * / • • ' ( 1 , 3 ) 

удовлетворяющих структурным уравнениям вида: 

*<....Кр = 1 s! {p-s)l < а№.. .^Л< д 4 | . , .У р ) , ; + ^ Л ^ , , , . Л Г ^ ( 1 . 4 ) 

и, следовательно, имеющих расслоенную структуру относи­
тельно форм со-Л 

При фиксации точки x6M..+i формы шу обращаются в нуль, 
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a cojf, aJ
K K ' шл-,... .л- становятся инвариантными формами 

линейной группы, которую, следуя Г. Ф. Лаптеву [5], мы назы­
ваем дифференциальной группой порядка s и обозначаем Ds

n+l. 
. В касательном пространстве Т/(Мп+1) порядка s группа 

D«+i представлена как группа преобразований репера {еу, . . . 
X 

• • •Х . . . . /> 
X s _ 

В частности, группа D]l+i с инвариантными формами со£ 
представлена в слоях касательного расслоения первого поряд­
ка, которое мы будем обозначать Т (Мп+1), как группа преоб-

—> —> — —> 
разований локального векторного репера ej:bej = (is^eK. 

X X X 

Дифференциальной структурой [11], [9], наиболее сущест­
венной для построения геометрии многообразия M^i и под­
многообразий Мп1, заданных в нем, является связность. 

Как известно [4], необходимым и достаточным условием 
введения связности первого порядка в многообразие Mn+i 
(т. е. связности в касательном расслоении Г (M,,+,)) является 
задание на M„+i поля геометрического объекта T — {TjK) тако­
го, что 

(Kb - r U — TJLUK + r U + с-лг - ГлгГ^^со- = Г^со-. (1.5) 
При этом формы tojf, получаемые при помощи преобразования: 

'<--£•= co£ — r W , 0.6) 
удовлетворяют условиям теоремы Картаиа—Лаптева [11] _и, 
следовательно, являются формами * связности Г. Формы со£ 
определяют инфинитезимальные отображения локальных 
пространств Tx+dx(Mn+i) на Гх(М„+1). Поэтому в равной мере в 
литературе применяется как понятие связность первого по­
рядка на Mn+i, так и связность в касательном расслоении 
Т ( М „ + 1 ) . 

На Мп+и оснащенном- дифференциально-геометрическими 
структурами некоторых типов, связность возникает естествен­
ным образом, т. е. компоненты объекта Г определяются как 
функции компонент структурных объектов и продолженных 
структурных объектов. 

Так, риманова связность возникает на Мп+Х при задании 
на нем поля объекта Q типа (0, 2), линейная связность Г воз­
никает на M/j+i почти контактной структуры [13] при задании 
поля A'lf1 (i, у—-Г ...,m) и др. (см., например, [1], [6])-

Нужно отметить, что специальное исследование типов 
структур, задание которых позволяет присоединить к Мп+1 ими 
индуцированную связность, не проводилось. 
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2. Мт в многообразии М,.+1 со связностью. Погруженным 
m-мерным многообразием или m-мерным подмногообразием мно­
гообразия Мп+1 будем называть отображение f окрестности и 
т-мерного дифференцируемого многообразия Sm в окрестность 
Uc-:Mn+i, удовлетворяющее надлежащим условиям (см., на­
пример, [10], § 2). Образ f(Sm) будем обозначать Мт. Этому 
отображению соответствует гладкое отображение df :i (от)-+-

Обозначим структурные формы многообразия Sm (многооб­
разия параметров) e'(i=l> ...,m). Над окрестностью ucSm 
возникает последовательность форм б/> • •• • 9;,.../^ УД°в л е т ' 
воряющих структурным уравнениям вида (1.4). 

Отображение df можно записать следующим образом: 
со-'-Л.'е'. (L7) 

о 

Функции А. в каждой точке хвМт, ------ известно, образуют 
фундаментальный объект первого порядка подмногообразия 
Мп. Дифференциальные уравнения поля этого объекта имеют 
вид: 

dAf-A^e^ + Afco^—A^e*. (1.8) 
В дальнейшем, так как мы предполагаем излагать локальную 

теорию, говоря о дифференцируемом многообразии, мы будем 
подразумевать окрестность некоторой точки этого многообразия. 

3. Объект, определяющий нормально оснащающее поле ча 
Мт. В каждой точке х£МП1 касательное пространство Тх(Мт) 
определяется векторами lit: 

A.-Afftr. (1-9) 
Группа D^ с инвариантными формами е / = е,У=0 представле­
на в каждом касательном пространстве как группа преобра­
зований этого векторного репера Лг: 

бА,=--вД*. О-*0) 
При надлежащей нумерации векторов Лг, можно считать, что 
|Л,*|т--0, и ввести величины Ak

l такие, что 

При этом из (1.9) получаем 
1".» = Л'А,--АгТ«, (1.12) 

где 
/£ = .Aft-Af. (1.13) 
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Используя дифференциальные уравнения репера е/. 
bej=~<hKj!>K (Г 14) 

и равенства (1.10), находим 
^ А / + Л / 9 | ' - - 4 Л ' 0 ) / - - А * ' Л Х = Лу*в*, 0-15) 

dA7+A5<»p-A?a)/ + my-A?A*--P---A/*e*. (Мб) 
Уравнения (1.16) можно записать следующим образом 

dhJ-ha^jk + h&j(4+^=/t%Qk, (Ы7) 
где 

в / = щ/ + А5соэ (1Л8> 
и 

rfV=VAV+e'A»*/, (Ы9) 
причем 

e5/ = coJ/ + A5/o.)g + A?(og/. (1.20) 
Следовательно, формы 9 / имеют расслоенную структуру 

относительно базовых форм 0'. В каждой касательной 
плоскости Тх(Мт) группа с инвариантными формами &.* — 
-=-*/1б*--о представлена как группа преобразований системы то 
линейно независимых векторов 

Т--=Л£*А*=^ + А?7а, (1.21) 

так как 6А. —••Vhft. 
Введем теперь систему (я+1 — т) линейно независимых 

векторов va: 
v „ = v ^ , (L22) 

натягивающих в каждой точке х^Мт инвариантную относи-
тельно преобразований репера еу (л+1 — /га)-мерную нормаль­
но оснащающую плоскость Nx(Mm). Следовательно, должно 
выполняться условие 

6 ^ = 6 ^ , (1.23) 

где формы б£ являются инвариантными формами некоторой 
группы 01(а-\-\ — т, R). 

Вводя репер {h{, e$}, c помощью разложения (1.21) запишем 
разложение (1.22) следующим образом: 

^ - - v ^ + K - А М Й , (1.24) 
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где К~кУа\фО. 
Введем теперь величины Ка такие, что: 

А Г ? К - А ^ ) — 6? (1.25) 

и новую систему линейно-независимых векторов Na такую, что 

Na = Kivt=Nlhk-Vea, (1.26) 
где 

К~кН- (1.27) 
Переходя опять к реперу {ej}, получим следующее раз­

ложение: 
Na = NkJk + {?>i + Nihl)%. (1.28) 

- > 
Итак, координатами разложения векторов Na по векто-

- > 
рам penepa es являются величины: 

Nj\Nt при J = k, „ Na-te+N№ при ./=р, ^29) 

т. е. 
Na^NiTj. (1.30) 

Дифференциальные уравнения поля нормально оснащаю­
щих плоскостей, определенных векторами v0, имеют следую­
щий вид: 

dva-v£eE+v£4—<KeA. ; (l{cdot}3i) 
Из уравнений (1.24) с учетом (1.25) следует, что: 

~ea = kR-N%hk. (1.32) 
Используя уравнения (1.14) и (1.16), находим: 

dki+кЫ - кН+ь*к№=ky
a,sk, (1 .зз) 

dN^ + N'JS-NX + ^NW, (1.34) 
где 

&&=а£-А?с4, (1.35) 

<ю£=^л&? + е*л&£*. (1.36) 
Учитывая (1.26) и используя уравнения (ГЗЗ), (1.34), уста­

навливаем, что в каждой точке х&Мт: 
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т. е. группа G/ (я + 1 — т, R) с инвариантными формами &•?, 
представлена как группа преобразований векторов репера Na. 

Теперь, используя (1.34) и (1.17), находим дифференциаль-
ные уравнения для компонент Na — Ьъ, + Л/,-Ай (см. (1.29)): 

dNl-Nbbl + Nm + hlNl^ + Nltul^Nlktf. (1.37) 
Непосредственной проверкой устанавливаем, что уравне­

ния (1.34), (1.37) допускают следующую объединенную запись 

dNi-Nibl + NK
avic = NJ

ak&, (1.38) 
т. е. уравнения (1.38) имеют вид, аналогичный (1.31). 

Следовательно, нормально оснащающая плоскость Nx, 
определенная векторами Na (1.26), инвариантна относительно 

—> 
допустимых .преобразований векторов репера {eji. 

Итак, инвариантное нормально оснащающее поле, элемен­
ты которого определены в каждой точке хеМт векторами 
(1.26), задается уравнениями (1.34), (1.37), а компоненты гео­
метрического объекта, порождающего это поле, имеют строе­
ние (1.29). 

4. Тангенциальная и нормальная связности на Мп в Мп+1 
со связностью. При исследовании подмногообразий Мт в 
Мп+1 чаще всего задают на Mn+i некоторую связность Г. Од­
нако наличие связности Г на Мп+\ не является достаточным 
для того, чтобы в касательном расслоении Т(Л1т) возникла 
связность. 

Внесение связности в расслоение Т(Мт) является отдельной 
задачей. 

Будем считать, что на M„+i задана линейная связность 
первого порядка Г. 

Линейную связность в касательном расслоении Т(Мт) бу­
дем называть т а н г е н ц и а л ь н о й связностью. 

Необходимым и достаточным условием естественного воз­
никновения тангенциальной связности на подмногообразии Мт 
многообразия Мп+1 со связностью Г является задание на Мт 
инвариантного нормально оснащающего поля N(Mm) или нор­
мального расслоения, т. е. поля (п+1—т) -мерных линейных 
элементов Nx{Mm), дополняющих Тх(Мт) в каждой точке 
хвМт до Тх(Мп+1). Такое поле определяется уравнениями ви­
да (1.31). 

Изучению возможности внесения тангенциальной связности, 
внутренне присоединенной к Мт, посвящены многочисленные 
работы (см. [10]). 

Связность в нормальном расслоении N(Mm) будем назы­
вать н о р м а л ь н о й связностью. Она возникает естествен-
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ным образом в любом нормальном расслоении подмногообра­
зия М^ многообразия Мп+1 со связностью. 

Специальными типами тангенциальной и нормальной связ­
ности являются, соответственно, и н д у ц и р о в а н н а я связ-

О О -Jf 

ность у (ш. [7]) и внешняя связность у (по терминологии 
A. П. Нордена (см. [7])) или в е р т и к а л ь н а я (по терминоло­
гии Яно (см. [28])). 

о о * -К 

Остановимся на построении объектов y = {У'Л и Y = {YpA} 
индуцированной и вертикальной связностей. 

Пусть связность Г, заданная на M,-+1, определена полем 
объекта {Г/л:} (1.5). 

На подмногообразии Мт, заданном системой уравне­
ний (U), преобразование (1.6) принимает вид: 

^ = со5-Г/АеА, (1.39) 
где 

r^—V^Af. (1.40) 
Объект {л*, ГуА} будем называть о г р а н и ч е н и е м объекта 
связности Г на подмногообразии Мп. Поле этого объекта 
на Мт определяется системой дифференциальных уравне­
ний (1.8) и 

dr^-i^ft©./+r5*ffli-rW+A^—-r5*ri/el-=r^/e'. (1.41) 
Введем формы 0Д определенные преобразованием: 

ё ^ е / - ) ^ , (1.42) 
и потребуем, чтобы формы ёд- удовлетворяли уравнениям 
Картана—• Лаптева [Н], т. е. являлись формами тангенциаль­
ной связности. Для этого необходимо и достаточно, чтобы 
функции yki удовлетворяли уравнениям 

dyy*-Y«e/-Y^eft'+Y^e/
i-feYm/e46/A-Yk0'- (i.43> 

1 
Если объект у охвачен фундаментальными объектами под­

многообразия Мт и объектом связности Г, то такая танген­
циальная связность внутренним образом (по определению 
Г.; Ф. Лаптева [11]) присоединена к Мт. 

Пусть на Мт задано (или к Мт внутренним образом при­
соединено) поле объекта N — {N$, определенное уравнениями: 

^ - ^ T - V S ^ - V ^ ' , (1.44) > 
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где 6р—-линейные дифференциальные формы, удовлетворяю­
щие следующим структурным уравнениям 

<й«=8][ле*+в*ле^, (1.45) 
а линейная группа с инвариантными формами "бр—9р|е--_о 
представлена в элементах Nx(Mm), где xQMm, как группа 
преобразований векторного репера Na, = NJ ej. ; 

X X 

Формы ' 

ehep-iW (1.46) 
будут формами нормальной связности в расслоении N (Мт), 
определенном полем (1.44), если функции у будут удовлетво­
рять уравнениям: 

dyli - ~Jp*9* - Yw 09 + Yf» 6s - YpiVe*0* + 9|» = Yp**6*. (1.47) 
При этом формы ёр удовлетворяют условиям теоремы Карта-
на — Лаптева [И]. 

При наличии на Мт полей {Aj} и {/V£}, как известно [10], 
можно ввести не равный нулю относительный инвариант: 

A-=det 
А1 
NJ (1.48) 

и при его ПОМОЩИ ввести [10] обращенные объекты Л={Л'у}., 
.¥ = {%}: 

* , dof д In A * det r> In 4 

удовлетворяющие следующим дифференциальным уравнениям 

d 4 + 4 6 - - AW =^*в*. 0.50) 
rf^-AiK + -V£9£ =/V^0*. (1.51) 

Выполняются следующие конечные соотношения 

Л Й + ^ ^ = б(, Л ^ = 0 , Л^Л* = 0. (Г52) 
.1 

Индуцированная связность у и вертикальная связность v. 
ассоциированные нормально оснащающему полю N (Мт) (1.44), 

3* Э5 



определяются, соответственно, объектами, компоненты кото­
рых имеют следующее строение: 

&-=-#* (-v&--v^). (L 5 4 ) 

Итак, каждому нормально оснащающему полю, заданному 
на подмногообразии М,п в Мп+1 со связностью Г, соответствуют 
однозначно определенные индуцированная связность'у и вер-

* тикальная связность у. 
5. Обобщенные уравнения Гаусса—Вейнгартена и Ван дер 

Вар дена—•Бортолотти. ЕСЛИ дифференциальные уравнения 
полей (1.8), (1.44) объектов {А£} и {N'a} записать при помощи 
форм связности Г, заданной в многообразии M„+1, и танген-

1 2 

циальной и нормальной связностей ^ и у, то эти уравнения 
примут вид: 

'" dA-f + Af<-A$=AfAe*, ; (1-55) 

dNJ
a + Л « -Ni el =NJ

a/lQk, (1.56) 
<где формы со/с, 0*. 6п определены, соответственно, равенст­
вами (1.6), (1.42), (1.46) и 

Л/,. = А?/-Л?Г;(-Л + Л.7//., . . (1-57) 

, . . Ni^ML-NZTicb+Niylb. (1.58) 
Функции (1.57), (1.58) названы (\c{c}M. [1]) к о в а р и а н т н ы м 
производными объектов {Ai} и \NJ

a} относительно связ-
ностей Г, у и Г, у> соответственно. 
( '"По аналогичному закону , мы можем вычислить ковариант-
ную производную любого объекта, поле которого ̂ задано на 
подмногообразии М,п. 

В каждой точке x6M;« векторы: ,.; 
Ai^Aiej, (1.59) 
X 

N* = Ni7j, (1.60) 
Ъ силу (1.48), образуют репер, который мы обозначим /? (A, N). 
.Используя объекты (1.49), получаем равенства: 

ej^UAi + N^a. . (1.61) 
""*'", X X 

ж 



Замечание . Для упрощения записи в дальнейшем мы 
будем опускать индекс х в обозначениях векторов. 

Введем векторы: 
1 

_> def r,.V _^ 

Л- -Afy^ , (1.62) 
2 

- > def r i Y _- . 

Nak=:N«keK. (1.63) 
Разложив векторы (1.62) по векторам репера R(A.,N) и 

учтя соотношения (1.57) и (1.52), получим: 

A« = (Afft-Afr£* +A/v{*) &A, + (AfA-Afr£-0 .#"#«, (1.64) 
откуда следует, что: 

1 

А ' / * — я и / + я Г Ж , (1-65) 
где 

///*•= (Af*-Afr^ + /.vfY{*)Ai, (1-66) 
Hf*---(Af*-Afr^)-V?. (1-67) 

Соотношения (1.65) получаются непосредственно из (1.57), 
если учесть (1.52). 

Функции H)k (1.66) образуют тензор, ассоциированный вы­
бранному нормально оснащающему полю N (Мт) и тангенци-
альной связности у. 

Предложение 1. Обращение в нуль компонент тензора 
Н)к является необходимым и достаточным условием того, 
чтобы тангенциальная связность у была бы индуцированной 

о 

связностью у (1.53). 
Справедливость устанавливается непосредственно, в силу 

формул охвата тензора Н1
1к и объекта у. 

Функции Hfk также образуют тензор, ассоциированный 
полю N(Mm) и не зависящий от выбора тангенциальной связ­
ности. Этот тензор называется вторым фундаментальным тен­
зором первого рода подмногообразия Мт. 

Уравнения (1.65) представляют собой обобщенные уравне­
ния Гаусса (см. § 3). 

Действительно, если в расслоении реперов Rl (Мп+1) выде­
лено поле реперов /?* (Мп+1), например, поле натуральных 

о 
реперов, то aK = dxK и 

со* = г£.са>£. (1.68) 
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...-Такие формы (1.36), называющиеся специализированными 
формами связности, [4] удовлетворяют условиям теоремы Кар-
тана — Лаптева и, следовательно, определяют отображение 
касательных пространств Tx+dJC(Mn+}) на Тх(Мп+1), а функции 
Гул--—коэффициентами связности (см. [7]). 

Введенные в (1.57) и (1.58) ковариантные производные сов­
падают в этом случае с общепринятыми ковариантными про­
изводными (см., например, [1], стр. 69) 

V ^ — 5*A/ + r.?*Af.-YU/, 0-69) 

V*iV« = dkNJ
a + TlkNi-4b

akNi (1.70) 
Если считать, что в качестве связности у выбрана инду-

о 

цированная связность y, то уравнения (1.65) примут вид: 
V*Af-H?*W«. (1.71) 

т. е. совпадут с известными уравнениями Гаусса (см. § 3). 
Аналогичным путем получаем: 

#«* — (Nik - Л/£Г^) А'Х + (NJ
ak - N«rJ

Kk + NiyL) NlNy • (1 -72) 
Откуда следует: 

о 

NL = tla,£i + lLNi, (1.73) 
где 

С — (Л^-Л^Г^)Л;>, (1.74) 

lL — (NJ
ak - NK

aYJ
Kk + NJ

yyl„) Ni 0.75) 
Уравнения (1.73) представляют собой обобщенные уравнения 

Вейнгартена. 
Функции (1.74) и (1.75) образуют два тензора, ассоцииро­

ванных нормально оснащающему полю N (Мт). 
Тензор il

ak называется вторым фундаментальным тензором 
второго рода. 

Тождественное обращение в нуль тензора iL является 
необходимым и достаточным условием совпадения нормальной 

2 
связности у, ассоциированной нормально оснащающему полю 
N(Mm), с вертикальной связностью, ассоциированной тому же 
полю N (Мт). 

Если формы ®1с определены равенствами (1.68) и icL тож­
дественно равны нулю, то уравнения (1.73) совпадают с клас­
сическими уравнениями Вейнгартена (см. § 3); 

* 

NL = tl
akA{. (1.76) 
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Для ковариантных производных обращенных объектов {AJ,} 
и {./V?} получаем следующие уравнения: 

hk^-HlU-lUNj, (1.77) 
2 

LT.Y 

й%^~~нъЦ-11№. (i.78) 
Эти уравнения обобщают известные уравнения Ван дер Вар-
дена — Бортолотти. 

Если формы со£ определены равенствами (1.68) и в качестве 
тангенциальной и нормальной связностей выбраны иидуциро-

о * 

ванная связность у (1.53) и вертикальная связность у (Г54), 
то уравнения (1.77), (1.78) совпадают с классическими уравне­
ниями Ван дер Вардена—-Бортолотти. 

\/bAlj=~lL*Naj, (1.79) 
Ч.№ = -НТ„Ц. (1.80) 

6. Соотношения для тензоров кручения и кривизны. 
1. Пусть формы связности aJ

K получены преобразованием 
(1,6): 

~J J T-J L 

При этом структурные уравнения (1.2) для форм coJ могут быть 
записаны в виде: 

daJ = ык f\uJ
K + RJ

KL<*K /\и\ (1.81) 
где 

R.KL = "J (ГЯ7. — Г£Л"). 

На подмногообразии Мт, заданном уравнениями (1.7): 
or-Afo* 

уравнения (1.81) принимают вид: 
{dk{ -л/еЛ-л£©;0ле'— RUk лег, (1.82) 

где 

Учитывая уравнения (1.8), получаем 
^ « - - j [ ( A i f , - A W / ) - ( A / * - A f r ^ ) ] (1.83) 

или, в силу симметрии А«, 
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/ ? & = - ! (л?г£,-лГг£0- .(1-84) 
Используя эти формулы, находим строение тензора кру­

чения тангенциальной связности. 
Пусть формы (V, полученные преобразованиями (1.42): 

1, 

являются формами тангенциальной связности у. Подставляя 
в (1.82) вместо форм 0/г' формы О/Л получим, с учетом фор­
мул (1.57), 

1 

-r~'v- j ! • ( А ^ - Л ^ / ) 9 " Л 0 ' — - / ? > Л 0 1 , 
следовательно, 

1 1 , r.v r.v 

I i . i . 
где rll = -^(yii — yjli) — тензор кручения тангенциальной связ-

- * 
ности у. Свертывая с Л."\ находим 

г^=АЯ^« + 4-(А«-Л/*) 2 

или, с учетом формул^ 1.57), (1,66), (1.67) и соотношений (1.52), 

^ / = M ^ + i ( H « - H / * ) - (1-85) 
i 

Если связность у совпадает с индуцированной связностью у,. 
то очевидно, что 

ri^VjRii- (1.86) 
2. Классические уравнения Гаусса, Кодацци, Риччи, как 

правило, выводятся в предположении, что тангенциальная 
связность есть индуцированная связность (см. п. 4), ассоци­
ированная ортогонально оснащающему полю. Для произволь­
ной тангенциальной связности, ассоциированной произвольно­
му нормально оснащающему полю и произвольной нормальной 
связности мы получаем четыре типа уравнений, из которых 
при дополнительных условиях, указанных выше непосред­
ственно получаются уравнения Гаусса—Кодацци—Риччи. 

Продифференцировав внешним образом уравнения (1.55) 
1 

и заменив в них дифференциал dkik его выражением, получен­
ный при дифференцировании (1.65), после ряда преобразований, 
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использующих формулы (1.66) и (1.67), получим внешнее 
квадратичное уравнение: 

i 

{A/[vH'u+(H/ftH/™+H?^am-H'yrL-rLm)em] + Af^ftmem+ 
1 2 

+ NJ
a [ЧН% + {Н\кН?т + Hll%m — Hlrl

km) 9m]}Л9 — О, (Г87) 
1 

где г*ш —тензор кривизны тангенциальной связности Y, 

Якьт = 'Якшк\К.т, RKLM и г\кт — тензоры кривизны связности 

Г и Y. соответственно, XjHik — ковариантная производная тен-
1 2 

1 "\'_LV 

зора Hik (1.66) в тангенциальной связности у, a VHf*-кова­
риантная производная тензора Н% (1.67) в тангенциальной 

1 2 

связности у и нормальной связности у и 
ЧИ[к=Н\кт&\ (1.88) 
1 2 

vV?4 = WL8». (1.89) 
Свернув уравнения (1.87) один раз с Лу, а второй раз 

с Nj, получим: 

kjkiRKkm — Г ikm-\- H i[km\ — H'j |AH|flm]+ H1\кЦа.\т\ —H«/"f t m - - -0 i 
(1.90) 

Уравнения (1.90) являются обобщенными уравнениями 
Гаусса, а уравнения (1.91) — обобщенными уравнениями 
Кодацци. 

Аналогичным путем, отправляясь от уравнений (1.56) 
и используя уравнения (1.73) и равенства (1.74) и (1.75), на­
ходим следующие системы: 

A-./A/aRKkm-\- la[km] -\-la\kH\l\m] ~\~ la[lJ\y\m\— 1оиГкт = 0, (1.92) 

-\-la\km\ -\-la\kH\i\m\ + 
+ ^ i ^ | m I - ^ / r L — 0, (Г93) 

где rl.km—кручение нормальной связности у, 1}
акт и 1у

акт ко-
вариантные производные тензоров (1.74) и (1.75) в связиостях 
Y и Y. 

Уравнения (1.93) являются обобщенными уравнениями Риччи. 
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: В частном случае, когда тангенциальной связностью являет-
о 

ся индуцированная связность у (1.53) уравнения (1.90) — (1.92) 
упрощаются, в силу того, что H)k=Q. 

2 ' . . . • • 

Если, кроме того, связность у есть вертикальная связность 
у (1.54), то в уравнениях (1.91) — (1.93) обращаются в нуль 
и слагаемые, содержащие 1$/г, в силу тождественного обраще­
ния в нуль этих беличий. 

7. Подмногообразие Мт в метрическом многообразии Л1п-ы-
1. О б ъ е к т ы , и н д у ц и р о в ам;ные м е т р и ч е с к и м 

т е н з о р о м . Пусть на Мп+1 задано иоле невырожденного, 
симметрического тензора G типа (0,2) —'поле-ме'трич еско'го 
тензора: 

dQjK—GLK®t} — QjiSbL
K=QjKL&L- (1.94) 

Линейная связность Г, заданная на Мп+1 называется м е т ­
р и ч е с к о й , ассоциированной метрическому тензору О, если 
относительно этой связности метрический тензор G кова-
риантно постоянен, т. е. 

GjKL = GjKi + aMKl,ji+QjMVPL = 0. (1.95) 
На подмногообразии Мт, заданном уравнениями (17.), 

возникает ограничение- поля тензора G (1.94), определенное 
системой: 

dOjK-OiKO^-Ojia^QjjdQ', . (1.96) 
где 

def , 
OJKI = OJJOAI (1-97) 

Метрический тензор G индуцирует на Мт поле дважды 
ковариантного тензора: 

gik=QjKKJthK
k (1.98) 

такого, что 
dgik-gik^-guQk^gikti1- (1-99) 

Этот тензор gik называется и н д у ц и р о в а н н ы м м е т р и ­
ч е с к и м т е н з о р о м на Мт. 

Из формул охвата (1.98) следует, что 
giki = GjKIA$LW* + Qj№iL*+bJtb*,). (1.100) 

Если на Мт задано нормально оснащающее поле N (Мт), 
то на Мт естественно возникают поля объектов 

gafi = QjKN£Nf, (1.101) 

gia = GJKA.{N5, (1.102) 
таких, что 
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dg*t~Sy№-gay4-g«^k> (1-103) 
dgia~ gkaQlk — gi^l = giakQ". (1.104) 

Свертывая (1.98) и (1.101) с А/ и TV?, соответственно, по­
лучаем: 

GjKAS^gttfo + gboN?, (1.105) 
GjKN«^gaiU + ga&Ni (1.106) 

Если нормально оснащающее поле является ортогонально 
оснащающим полем, то gta== 0 и из равенств (1.105) и (Г 106) 
следует 

QjK&k^gbM, (1.Ю7) 
QJKNK

a = g^Nl (1.108) 
i 

Пусть на Мт задана тангенциальная связность у (см. п. 4). 
Ковариантная производная gm тензора gik относительно этой 
связности имеет следующее строение: 

~giki=gtk, + gmki+gjyft. <i. 109) 
Из (1.98) и (1.95) следует, что 

^«-"O/jfiAfAfAf + G/ffCAf/A^ + A-fAf/), (Г 110) 
где А/ц определены в (1.57). 

1 
Укажем на некоторые свойства тангенциальной связности \. 
У т в е р ж д е н и е 1. Пусть связность Г — метрическая. Тан-

1 
генциальная связность у будет метрической по отношению 
к индуцированной метрике, если выполнено условие: 

Oy.r(Af,Af + A/Aji) = 0. (1.111) 
Справедливо и обратное утверждение. 
Действительно, так как по предположению OJKC = 0, то 

из (1.110) следует, что при выполнении условия (1.111) имеем 
giict = 0 и обратно. 

З а м е ч а н и е 1. Условие (1.111) можно записать и в иной 
форме: 
g*Mi + gjiib + G ^ [A* (AJu -AfTi) + Af (A&-Afr&)] =-0.(1.112) 

З а м е ч а н и е . Если на Мп1 задано нормально оснащающее 
поле N(Mm) (1.44)> то, воспользовавшись формулами (1.65) 
и (1.66), (1.67), условия (1.111) можно привести к виду: 

gbjftii + gi)HJu + gabH?i + gMi = 0. (1. ИЗ) 
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У т в е р ж д е н и е 2. Если связность Г —метрическая, то 
о 

индуцированная связность у, ассоциированная нормально осна­
щающему полю N (Мт), будет метрической, если: 

£e*HH + g- e i#«-0 , (1.114) 

где поле N (Мт) определено уравнениями (Г44) и //"/ — урав­
нениями (1.65). 

О , 

Так как для у имеем Я ^ = 0, то справедливость утвержде­
ния следует из (1.113) в силу утверждения 1. 

С л е д с т в и е 1. Если связность Г —метрическая, то инду-
о 

цированная связность у, ассоциированная ортогонально осна­
щающему полю, также метрическая относительно индуцирован­
ной метрики. 

Справедливость утверждения следует из (1.102). 
Связность D называется римановой связностью, ассо­

циированной метрическому тензору О, если компоненты 
объекта этой связности DJ

KL определены формулами: 
DJKL=-J Gm (Окш - GMKL - Ошк). (1.115) 

Как известно, для римановой связности GjKi = 0 и г£л—-
— Г.сл---=0, т.е. риманова связность —симметричная метрическая. 

У т в е р ж д е н и е 3. Для того чтобы тангенциальная связ-
ность у была римановой, необходимо и достаточно, чтобы она 
была метрической и ее тензор кручения был равен нулю. 

Необходимость. Пусть связность у — риманова по отноше­
нию к индуцированной метрике gtJ (1.98). Это означает, что: 

y{*=-jgJl{gtm-giib-giui)' (Ы16) 
Непосредственной подстановкой в равенство (1.109) убеж-

даемся, что giki = 0, т. е. у —метрическая связность. Симметрия 
1 1 

Y следует из того, что у —риманова связность. 
Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть у —метрическая связность отно­

сительно индуцированной метрики, т. е. выполняются условия 
gi*j = 0, и пусть ее тензор кручения SJ

ik равен нулю, т. е. 
1 . 1 , 1 , 
Ytk — Уы = 0. При этом из (1.109) находим, что у\к имеют 
отроение (1.116). 

У т в е р ж д е н и е 4. Если связность Г —риманова и танген-
о 

циальная связность есть индуцированная связность у, причем 
нормально оснащающее поле N(Mm), является ортогонально 

о 

оснащающим, то связность у также риманова. 
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Действительно, т.к. Г — риманова связность, то I?it = Q> 
а в силу того, что у — индуцированная связность из (Г 86) 
следует, что у — симметрическая. Поскольку по предположению 
GjKAiNa = gia = Q, то условия (Г 114) выполняются, т .е . 
у —метрическая связность. Следовательно, у —Риманова. 

Используя соотношения (1.98), (1.101), и (1.102), а также 
соотношения (1.52), получаем 

• QK&^gijAbAL+gatMKNl + ga* (IKNZ + AINZ). (1.117) 
2. С о о т н о ш е н и я м е ж д у к о м п о н е н т а м и Hjft, N%, 

'{alpha}*. Чк- Компонентами объектов #} f t l Н%, ll„k, /рй определены, 
соответственно, в (1.66), (1. 67), (1. 74), (1. 75). Вычисляя ко-

1 2 
вариантную производную в связностях Г, у и у для gai и gap 
получаем: 

galk =-• H'ikga.] + HPA ~ap + litgij + tlkgy + 
-VKiN«QJKLkL

k, (1.118) 
gapi = ga-уЦл + gy^lntl + ga/ ip / + gpi ia / + 

Л-GjK^NiNj. (1.119) 
В частности, если а) связность Г — метрическая и б) нор­

мально оснащающее поле N(Mm) является ортогонально 
оснащающим полем, то QJKC = Q, gai=0, g-afft==0, gaik = 0 и 
мы получаем соотношение: 

lL=-gtJgc^ff%, (1.120) 
обобщающее известное соотношение (см., например, [3]) и 
соотношение 

ga?l = ga.ylpj + gy^rM- (1.121) 
Если в качестве нормальной связности выбрать вертикальную 
связность у (1.54), то /^—0, а из (1. 121) следует, что нор­
мальная связность-—метрическая. Получаем следующее утвер­
ждение. 

У т в е р ж д е н и е 2. Если связность Г —метрическая, ТО 
* 

вертикальная связность у в ортогонально оснащающем рас­
пределении—метрическая связность, ассоциированная тензо-
РУ gap-

Обратное утверждение справедливо только при т = п. Дей­
ствительно, если связность Г—метрическая и нормальная связ-

2 

ность у также метрическая то: gtx,ylli-\-gypl«i = 0. При т = п 
- 4 - 1 2 

отсюда следует, что 1"+и — 0, т.е. связность у —вертикальная 
связность. 
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3. Соотношения для т е н з о р о в кривизны. Если 
связность Г.—метрическая связность, у — индуцированная и 
нормально оснащающее поле является ортогонально оснаща­
ющим полем, то, в силу уравнений (1. 120) и Соотношений 
(l. 107) и (1. 108), уравнения (1.90), (1.91) и (Г 93) принимают 
вид: 

g»QjL6fAWKlM-ri>m ~ gjlSa,Hf[kHlw = 0, (Г 122) 
g^QjiN^Ri^ + Hlmx + H^lUm^O, (1-123) 

gyfiOjtNJNMkm - rlkm + ~Цт] - giJga^UlH^m + 
+ *Mw = 0- ( 1 Л 2 4 > 

Соотношения (I. 92) в метрическом случае совпадают с (Г 123). 

§ 2. КЛАССИФИКАЦИЯ ИНДУЦИРОВАННЫХ СТРУКТУР 
НА ПОДМНОГООБРАЗИИ КОРАЗМЕРНОСТИ 2 

1. Индуцированная (f-|r)p)-структура на подмногообразии 
коразмерности 2. Предположим, что на исследуемом многооб­
разии Mn+l ((n+1) — иечетное число) задана дифференциаль­
но-геометрическая структура первого порядка со структурными 
объектами <р, I, г\, компоненты которых подчинены конечным 
соотношениям: 

Ф д а - - в £ + £ ' 1 1 . - . Ф^А-0, cp j^ -O , ivl7 = l-(2-l) 
и удовлетворяют дифференциальным уравнениям: 

d¥K - Ф1 СО£ + Ф£ со/ = Ф'ла>-\ (2.2) 
dT)^— т].-й)£ =%£Сй£ , (2.3) 

dg;+i4=^X- (2.4) 
Многообразие M„+1, снабженное такой дифференциально-гео­
метрической структурой, называется почти контактным много­
образием (см. [1], [13]). 

В исследуемом многообразии Мп+Х рассмотрим подмного­
образие Мп.х коразмерности 2, заданное уравнениями (1.7): 

а' = Цд1, (2,5) 
причем 

dA^-A^>AX=-/4-0y'- (2-6> 
Пусть касательную плоскость Тх(Мп_х) поверхности Мп_, 

натягивают векторы 

Aj—A-Je/. (2.7) 
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Будем считать, что поверхность Mn_1 в Mn+l (cp£rj) оснаще-
на полем нормальных двумерных плоскостей Nx, определен­
ных системой двух линейно независимых векторов 

Na^N^Z, (2.8) 

причем 6JVa —13 -̂V..J. Формы 6^ являются инвариантными фор­
мами полной линейной группы GL(2, R). Дифференциальные 
уравнения оснащающего поля имеют вид (1.38): 

dNL-NW+NKoJc-NbV. (2.9) 
Т е о р е м а (Основная теорема, см. [10], § 5 ) . Если поверх­

ность Мт, погруженная в дифференцируемое многообразие 
Mn + 1 (ф£т|), нормально оснащена полем плоскостей Nх, то на 
Мт естественным образом возникает (Дт)р)-структура. 

Очевидно, что эта теорема верна и для нормально осна­
щенных подмногообразий коразмерности 2 в Мп+1 (<р£г]). 

Структурные объекты индуцированной (Дт]р)-структуры 
на M„_j. 

//. л?-Члу. лГ°Ь Й - ф . SU>>-
—*• — > — > 

определяются из разложения векторов cpA;, <pNa, g no векто-
—> —> 

рам базиса {Л;, Na}' 
4 A i - = / A + i.T-Va, (2.10) 

9 # P = - ^ A y + p«..Ve, (2.11) 

t=V[n+^j-ff?n+i)Na, (2-12) 
а также из формул: 

V^+2) = y\rA.i, (2.13) 
р(«+2) = Т 1 /^/ . (2.14) 

Компоненты индуцированной (/£т)р)-структуры на подмно­
гообразии M„_j подчинены известным конечным соотношениям 
(см. [6], [9]): 

г г в В~А (2.15) 

РлРв— —-0.4 + 1-1 Цд. 
Дифференциальные уравнения полей структурных объектов 
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индуцированной на M„_. (/£тр)-структуры получаются непо­
средственным дифференцированием уравнений (2.10)—-(2.14) с 
учетом (2.2)— (2.4), (2.6), (2.9): 

d / / - / / 0 / + / / e / = / ' f t e f t , (2.16) 
d l4 -1p8a+ i i 0 j - ^e f t , (2.17) 

U[n+2) +lfB.f2Ye/ = g{B+2)*e*, (2.18) 
*1?-ч"в('' + ВД = л"*в*, (2-19) 

^ ( "+2)_^^ ) 0 i y = - 1 ( ^ ) 0 * , (2.20). 

^ + 2 ) + PU2)0" = PT,;+2)fteA, (2.22) 
<-р£'+2) ~ Pi"+2) б̂  = Р$+2) 6й- (2.23) 

Из дифференциальных уравнений (2.16) и (2.21) следует, 
что величины {//}, {р°;} являются линейными однородными 
объектами (тензорами типа (1.1)), причем {//} присоединен к 
группе QL(ti—\,R), а {р«} —группе QL(2, R). 

Из дифференциальных уравнений (2.19)— (2.20) следует, что 
система величин {-ц?} определяет геометрический объект, при­
соединенный к группе OL(n—\,JR)xGL(2,R). Поле этого 
объекта определяет в каждой точке xQMn_t двупараметриче-
ский пучок гиперплоскостей r\i с общей инвариантной осью т], 
определенной в репере {Л., Na} системой уравнений: 

й * * - 0 , x° = 0. (2.24) 
Ось т] пучка плоскостей т\л в случае максимальности ранга 

матрицы Цг̂ Н (т. е. rang\\r\f || = 3) имеет размерность, равную 
(п.— 4). Таким образом, поле геометрического объекта {ц?} в 
случае максимальности ранга ||i-f|| определяет распределение 
(/г — 4)-мерных плоскостей ц, каждый элемент которого принад­
лежит касательной плоскости Тх(М,г_1) поверхности Mn-.1. 

Системы величин {г\?} и {т,("+2)} определяют самостоятель­
ные геометрические объекты, являющиеся подобъектами объек­
та {x\f}. Поле геометрического объекта {ц?} определяет поле 
однопараметрического пучка гиперплоскостей г,™ в Т (M;!_i) с 
общей инвариантной осью т]'. Ось ц' пучка плоскостей if* в 
случае максимальности ранга матрицы (т. е. rang ЦТ)? || = 2) 
имеет размерность, «равную (п — 3). Таким образом, поле гео­
метрического объекта {ц?} в случае максимальности ранга 
матрицы ||т)?|| определяет распределение {п — 3)-мерных пло­
скостей цг, каждый элемент которого принадлежит касатель-
48 
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ной плоскости Т х (Мп_х). Очевидно, что распределение "п есть 
подрасслоение распределения ir\ т. е. каждый элемент распре­
деления т] содержится в соответствующем элементе распре­
деления Г)'. 

Из (2.10) следует, что образ вектора С = CiA.idTx(Mn^l), 
полученный под действием аффинора Ф, принадлежит каса­
тельной плоскости Тх(Мп^) тогда и только тогда, когда 
координаты вектора С являются решением системы.уравнений 

т}?* — 0, x«— 0. 
Следовательно, элементы распределения ту" натянуты на такую 

—> —> 
систему векторов {С1, С2, . . .} из Тх(Мп_1), что векторы 
{фС1, фС2, . . .} также принадлежат плоскости ГД.(М„_-). Это 
и есть геометрическая интерпретация поля объекта {г\?}. 
Если в каждой точке x6M«-1 Тх(Мп_х)с2цх или 1х0Тх(Мп_1), 
то элемент распределения г\г совпадает с плоскостью 
ММ--1)ПФ-"*(ли). 

Поле геометрического объекта {т].'г+2)1 определяет рас­
пределение (n — 2)-мерных линейных элементов т1('!+2\ каждый 
элемент которого принадлежит плоскости ГЛ.(М„_1). Очевидно, 
что распределение т| является подрасслоением распределения 
г|("+2). Из (2.13) следует, что в каждой точке x6M„_i элемент 
распределения i-('i+2) совпадает с плоскостью пересечения 
касательной плоскости Тх(Мп.х) c элементом распределе­
ния г[х, т .е . T]i"+2)—ХЛ=—ГЛ. (M„_i) П1"!*- Это И есть геометри­
ческая интерпретация поля геометрического объекта {y\\n+2)}. 

Из дифференциальных уравнений (2.17) —(2.18) следует, 
что система величин {\А} определяет геометрический объект, 
присоединенный к группе GL(ti~\, R)XGL(2, JR). Поле этого 
геометрического объекта в случае максимальности ранга 
матрицы || 1.41| (т.е. rang Щл 11=3) определяет распределение 
трехмерных плоскостей £, каждый элемент которого содер­
жится в ГЛ-(М,г_1) и натянут на векторы 

Т А - " Й - (2.25) 
Геометрические объекты {!„! п {CI'H-I-'J.} являются подобъек-

тами объекта [\л\- Поле геометрического объекта |"|«} 
в случае максимальности ранга матрицы II £•-. || (т. e. 
rang||l.-tli== 2) определяет распределение двумерных плоско­
стей!', каждый элемент которого содержится в Тх (M,._t) и 
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натянут на векторы £«. Из (2,11) следует, что в каждой точке 
•x6MB-i элемент распределения 1 ' есть проекция образа нор­
мально оснащенной плоскости q>Nx на плоскость 7"̂ - (Af„_j) 
в направлении Nx. Поле геометрического объекта f̂ ..̂ -, 
определяет распределение , одномерных направлений £о+2)> 

—> 
каждый элемент которого коллинеарен вектору |(л+2)> 

—> 
Из (2.12) следует, что каждый вектор £(Л+2, является проек-
дней вектрра £.. на плоскость Тх(Мп^) в направлении Nx. 

В работе [12] показано, что распределения TJ и | инвариант­
ны относительно действия аффинора / . Известно, что аффи­
нор / действует на векторы, принадлежащие элементам 
распределения rj, как аффинор почти комплексной структуры. 

Н. Д. Поляковым в работе [12] показано, что в зависи­
мости от типа поверхности M„_. элементы распределения \ 
в каждой точке x6M«-i могут быть либо («.•—2)-мерными, либо 
(п — 4)-мерными, а элементы распределения 1 могут быть либо 
одномерными, либо трехмерными. Справедливы следующие 
утверждения. 

У т в е р ж д е н и е 1. Распределение т] является распреде­
лением (/г —2)-мерных плоскостей тогда и только тогда, когда 

а) либо Мп-\ — инвариантное подмногообразие в Mn+-(ФЙЛ); 
б) либо распределение плоскостей А-л- = Т1хП ̂ (Mn- i ) инва­

риантно относительно действия аффинора Ф (при Тх(Мп_х)Фт[х). 
в) либо подмногообразие M„-i является интегральным 

многообразием распределения г). 
Во всех остальных случаях ^-распределение (и — 4)-мерных 

плоскостей. 
В силу этого, ранг матрицы \r\i\\ может быть равным 

либо трем, либо единице. 
У т в е р ж д е н и е 2. Распределение £ является распреде­

лением прямых тогда и только тогда, когда 
а) либо нормальное расслоение инвариантно относительно 

действия аффинора Ф; 
б) либо в каждой точке x6M«-i-плоскости Nx и ф/-/Л. 

пересекаются по прямой tx; 
в) либо нормально оснащающая плоскость Nx содержит 

структурный вектор £,х. 
Во всех остальных случаях ^-распределение трехмерных 

плоскостей. 
В силу этого утверждения, ранг матрицы [ЦлЦ может 

быть равным либо трем, либо единице. 
У т в е р ж д е н и е 3. Ранг матрицы | | / | | индуцированной 

(/grjp) структуры на подмногообразии M„_1 коразмерности 2, 
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понижается на одну единицу, т. е. rang| | / | | — {п. — 2) тогда 
и только тогда, когда выполняется одно из следующих 
условий: 

—> 
1) либо в каждой точке jcGMn-i структурный вектор %л 

принадлежит касательной плоскости ГЛ. (M„_,); 
2) либо подмногообразие M„_1 в каждой точке • x£_Mn-i 

нормально оснащено плоскостью N х, принадлежащей х\х; 
3) либо подмногообразие Мп_х в каждой точке л.бМ,._т 

нормально оснащено двумерной плоскостью N х, пересекающей 
плоскость срТЛ. (/№„_!) по прямой I/. 

Необходимость. Пусть rang|| / | | = (n—2). Это означает, что 
компоненты тензора / / удовлетворяют соотношениям вида: 

-V7---0, ljfS=0, (2.26) 
где не все I1 и, следовательно, не все /,. равны нулю. Рас­
смотрим в плоскости 7\v-(Mn-i) ненулевой вектор 

4 = 1% 
и ненулевой ковектор, определенный объектом /;. Если 
—> —> 
i-—£(,.+2), то из соотношений (2.15) и (2.26) следует, что 
р^г+2)==0. Следовательно, вектор §... принадлежит плоскости 
Tx(Mn„i), т. е. условие 1) выполняется. Если же / ;=-ц\п+2\ 
то из соотношений (2.15) и (2.26), следует, что p("-H->—.0. 
Следовательно, поверхность нормально оснащена полем 
плоскостей, принадлежащих элементам распределения TJг, т. е. 
условие 2) выполняется. 

Предположим теперь, что 11ф\[п+2) и /.7--Ti('--.-2). При выпол­
нении этих условий очевидно, что ненулевой вектор ф/ при-

—> — —> 
надлежит нормальной плоскости Nx: <9l — llr$Na. Последнее 
означает, что в каждой точке x6Mn_i плоскости с?Тх(Мп_1) 
и Nx пересекаются по прямой 1Х с направляющим вектором <fl. 

Достаточность. Если выполняется хотя бы одно из первых 
двух требований теоремы, то либо р£,+2)-=0, либо р£'+2) = 0. 
При выполнении хотя бы одного из выше указанных равенств 
из соотношений (2.15) следует, что rang | | / | | = (/1 — 2). 

Пусть выполняется требование 3) утверждения, т. е. в каж­
дой точке x6M„-i Nx(]^Tx{Mn^) = lx'. Если плоскость Nx пересекается с плоскостью ФТ* (Mn-.1) по прямой I/, то в ка­
сательной плоскости Тх (MB_1) существует ненулевой вектор 
_ > _ > __>. 
l — llAi такой, что его образ ф/. принадлежит нормальной 
плоскости Nx. Tai< как 
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то / ' /У — О. Следовательно, r ang | | / | | — (n--2). Справедливость 
утверждения 3 доказана. 

З а м е ч а н и е . При одновременном выполнении условий 1 
и 2 утверждения 3 ранг матрицы | | / | | остается равным (п.—-2)* 

Для подмногообразия Мп^ в M„+2(ср£г|) нормально о с н а ­
щенного двумерной плоскостью Nх, не принадлежащей э л е ­
менту распределения х\х и такого, что касательная плоскость 
в каждой точке х£Мп_х не содержит структурный вектор tx> 
справедливо следующее утверждение. 

У т в е р ж д е н и е 4, Ранг матрицы ||/||, индуцированной 
(/.|т]р)-структуры на подмногообразии Мп^х коразмерности 2 в 
Mn+i(q>£,r\) уменьшается на две единицы (т. e. rang||f|| = n — 3 ) 
тагда и только тогда, когда в каждой точке xGMn_1 подмного­
образие -Wn-i нормально оснащено двумерной плоскостью Мх. 
принадлежащей плоскости ср(7"̂ (vVf„_ 1)). 

Взаимосвязь рантов матриц ||/|| и ||р|| индуцированной 
(/|т1Р) -структуры на подмногообразии Мп_х в Мп+1(ф|т1) в ы т е ­
кает из следующего утверждения. 

У т в е р ж д е н и е 5. Ранг матрицы ||р|| индуцированмой 
(flf\p) -структуры на подмногообразии Мп-\ в Мп+1(ф1т1) умень­
шается на .s-единиц, т. е. rang||p|| = 3—s (s---l, 2, 3) тогда и 
только тогда, когда ранг матрицы ||f|| уменьшается на s-единиЦ. 

Утверждение 5 доказывается с учетом соотношений (2 .15) . 
Ы. М. Ости а ну в работе [9] были введены понятия ранга и 

коранта (/.-т^р)-структуры. Рангом (/grip)-структуры называется 
ранг матрицы \\f\\, а гарантом— рант матрицы ||р||. 

Из утверждений 3—5 следует, что для подмногообразий к о ­
размерности 2 в Mn+l((plr\) максимальное значение ра.нга р а в н о 
(п—I), минимальное— (п—4) и максимальное значение коран-
га равно 3, минимальное—нулю. 

С л е д с т в и е . Ранг и коранг индуцированной (/grip)-струк­
туры на Mn'_i в Л4„+1(ф|т]) понижаются одновременно на о д н о 
и то же число. 

Из вышеуказанных утверждений вытекает, что индуциро­
ванная (Дт]р)-структура на Мп-\ порождает в касательном 
•расслоении ' Г (Mn-!) два распределения: распределение t] 
и распределение £. Особый интерес представляют те (/&щ))-
структуры, для которых в каждой точке xQMn-i элементы 
распределений ц и | определяют л-структуру (структуру 
почти произведения) в 7,v (M,.-.). Очевидно, что если \ х и 1]Л-
определяют я-структуру в Tx(Mn_l), то rang || 1л |[ = rang || т,/1 | |. 

З а м е ч а н и е . В этой работе рассмотрим только те н о р ­
мально оснащенные подмногообразия Мп_х в Mn+i(9|r|), на к о ­
торых индуцируется такая (/оргструктура, что элементы 
распределений £ и х\ определяют я-структуру в Тх{Мп,)). 

2. Классификация индуцированных (Дт)р)-структур на /W...-. 
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О п р е д е л е н и е . (Дг)р)-структура на дифференцируемом 
многообразии М называется (/|госструктурой рода (k, I, p, q); 
если rang| | / | | -=&, rang|[p|| — q, размерность элементов распре­
деления | равна I и размерность элементов распределения т] 
равна p. 

Из определения следует, что (/|т)р)-структура рода 
(k, I, p, q) является (/£г1р)-сгруктурой ранга k и коранга q. 

Для проведения классификации индуцированных (/Елр)-
структур на подмногообразии M„_1 в Мп+г(Щц), оснащенном 
полем нормальных плоскостей Nx, будем различать три типа 
подмногообразий M„_-: 

1.Тж1Т-(ЛГп-1), Тх(Мп^)Ф^х; 
2. ix£Tx(Mn_J; 

з. гл. (М.-О-лл-; 
и три типа оснащения подмногообразия Мп.х в M,-+i (Ф£Г|): 

ГЪб-Ул-, Nxar\x\ 
2. ix&Nx; 
3. Nxczr\x. 
З а м е ч а н и е . Фактически существует семь различных ви­

дов оснащенных подмногообразий 'коразмерности 2 в 
M--J.4-1 (ф&т!), так как не совместны требования 2 и 2, 3 и 3. 

ИЗ уравнений (2.12) — (2.13) следует, что для подмного­
образий типа 2: р^и_2) — 0, а для M,,.-—типа 3: т]("+2)-=о. 
Аналогичные соотношения справедливы для трех типов осна­
щения. А именно, для оснащения типа 1: 1|я+2)-7-0, p(f+2)ФО, 
для оснащения типа 2: 1|„+2) = 0 , а для оснащения типа 3: 
р̂ 'г+2> -- 0. 

Рассмотрим в отдельности каждый из указанных типов 
подмногообразий коразмерности 2 в многообразии ПОЧТИ кон­
тактной структуры. 

А. Пусть M„_1--подмногообразие типа 1 в M„+i (ф£11). 
В этом случае Ti'j+2=7--0 и Р%1+2)Ф0-

а) Будем считать, что подмногообразие M„_1 нормально 
оснащено полем плоскостей Л/*, не принадлежащих элемен-
ту г)х и не содержащих вектор £л- (т. е. оснащение —типа lj. 
В этом случае, в силу утверждения 1, распределение г\ 
является распределением {п — 2)-мерных плоскостей, если 
распределение плоскостей Хх инвариантно относительно дейст­
вия аффинора ф, а в остальных случаях т)—-распределение 
(п — 4)-мерных плоскостей. Из утверждения 2 следует, что 
распределение t является распределением прямых, если 
в каждой точке х£Мп^ Nx[)q>Nx = tx, а в остальных слу-
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чаях ^-распределение трехмерных плоскостей, натянутых 
—> 

на векторы \ А . 
Так как Мп_{ нормально оснащено полем плоскостей Nx, 

ие принадлежащих г]ж, то эту плоскость можно выбрать так, 
что размерность пересечения с q>Tx(Mn-\) может быть равна 
либо нулю, либо единице. Из утверждений 3—4 следует, что в 
зависимости от размерности пересечения плоскостей Nx и 
<p7,

a:(Mn_1) ранг индуцированной (f£i"p)-структуры на Мп~\ 
может быть равным либо (п—1), либо («—2) и коранг— либо 
трем, либо двум. 

Следовательно, справедлива теорема. 
Т е о р е м а 1. Если подмногообразие Мп-\ коразмерности 2, 

погруженное в дифференцируемое многообразие М„+1(ф.-т]) — 
типа I и нормально оснащена полем плоскостей Nx типа I, то на 
М„_1 естественным образом возникают: 

1) (Дт]р)-структура рода (а— 1, 3, п — 4, 3), если фЯс^?.с, 
dim (Nx П <fNx) = 0 и dim (<рТ. (Ж,....) П Nx) = 0; 

2) (Дт]р)-структура рода (n —2, 3, п — 4, 2), если ц>ХхФ%к., 
dim (TV, П <PN.v) -== 0 и dim (ФТ - (Мп_х) П /V.v) = 1; 

3) (Дт)р)-структура рода («—1, 1, п — 2, 3), если (flx = Xx, 
^ П Ф ^ = ^ и dim( ?r^M„_-)nW v) = 0; 

4) (Дт]р)-структура рода (п — 2, 1, п — 2, 2), если уХх = Хх, 
Кх П 9N* -= *, и dim (ФГ. (M,,^) П Nx) = 1. 

б) Будем считать, что подмногообразие Af„., типа 1 
в -/Ил+1(Ф-|т)) нормально оснащено полем плоскостей Л/Л., содер­
жащих вектор \ х (т. е. оснащение—.типа 2). В этом случае 
%—распределение одномерных направлений (см. утвержде­
ние 2). B данном случае элементы распределений | и ц опре­
деляют я-структуру в ТХ(М,^1), если г]—-распределение 
(/г.—2)-мерных плоскостей в Т(М„_Х). Следовательно, распре­
деление плоскостей Хх инвариантно относительно действия 
аффинора ф. Ранг индуцированной (Дт]р)-структуры на Мп^ 
равен (га—1), коранг —трем, если Шт(фГЛ. (M,._i) П ^ ) = 0 и 
ранг равен (и — 2), коранг —двум, если uim.(^>Tx(M,l_l)(]Nx) — \. 

Следователы-ю, справедлива теорема. 
Т е о р е м а 2, Если подмногообразие Мп-Х коразмерности 2, 

погруженное в дифференцируемое многообразие .Мп+1(ф£т1)— 
Типа 1, и нормальное оснащено полем .плоскостей Nx типа 2, 
то на -M„_i естественным образом возникают: 

1) ( / ^ - с т р у к т у р а рода (и— 1, 1, п — 2, 3), если у%х = Ъх 
и dim(Vrv(M„4)n-VA.) = 0; 

2) (/Оргструктура рода (п—2, 1, «. — 2, 2), если уХх = Хх 
и dim^r, . (M,,_On-V.,)-L 

в) Будем считать, что подмногообразие M„_1 типа 1 в MB+1 (Ф|т1) 
нормально оснащено полем плоскостей Nx, принадлежащих 
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элементу распределения ч (т. е. оснащение —типа 3). Если 
в каждой точке x6M„_- Nxczr\x, то р(^+-) — 0. С учетом (2.15), 
получаем / / T I . " + 2 ) — 0. Следовательно, в случае Nxczr\x, ранги 
аффиноров | | / | | и | |р| | уменьшаются на одну единицу, если 
--У^ФТл (Mn-i) и уменьшаются на две единицы, если Nxcz 
cz!-pTx(Mn_l). Распределение ц является распределением (п. — 2)-
мерных плоскостей (если уЪх = %х), либо распределением (п — 4)-
мерных плоскостей во всех остальных случаях. Распределение 
|—• распределение прямых, если нормальное расслоение N 
инвариантно относительно действия аффинора ср и |—распре­
деление трехмерных плоскостей во всех остальных случаях. 

Таким образам, доказана теорема. 
Т е о р е м а 3. Если 'подмногообразие Afn-i коразмерности 2, 

погруженное в дифференцируемое многообразие Afn+i(cp{cdot}STi) 
типа 1 и нормально оснащено полем плоскостей Nx типа 3, то 
на Л4П_! естественньгм образом возникают: 

1) (/£т1р)-структура рода (n —2, 3, п — 4, 2), если «р̂ -З-А.*, 
dim(cpyV^n-Vx)--0 и d\m^Tx(Mn^)(]Nx)^\; 

2) (/|т,р)-структура рода («- — 3, 3, и — 4, 1), если y%x<£lx, 
dim(cpA^n-V.v) = 0 и dim (Ф7^ (Мп^) (\NX) = 2; 

3) (Дт1р)-структура рода (л —2, 1, " - 2 , 2), если y'kx = %v, 
<WX=NX и Шт(ФГ Л . (М п -1 )П^)=Ь 

Б. Пусть подмногообразие коразмерности 2 в Л1/.+1 («р̂ т)) — 
типа 2, т. е. в каждой точке x6M--i вектор \ х принадлежит 
касательной плоскости Тх(Мп^г). В этом случае pf..+2)—0. 
Из соотношений (2.15) получим //!(л-|-2) —0 . Следовательно, 
на Ж„_, типа 2 не может возникать (/|т)р) —структура макси­
мального ранга и максимального кораига. 

а) Будем считать, что подмногообразие Мп-[ нормально 
оснащено полем плоскостей Nx, пе принадлежащих элементам 
распределения г\ (т. е. оснащение — типа 1). В этом случае рас­
пределение т, является распределением (п—2)-мерных плоско­
стей, если <рХх = \х. Так как для поверхностей типа 2 в каждой 
точке x.G.Mn_1 плоскость <pTx(Mn-i) совпадает с плоскостью 
<рХх, то в данном случае т]—распределение (я—2)-мерных пло­
скостей, если Mn_i инвариантное подмногообразие (ср — инвари­
антное подмногообразие [24]). Верно и обратное утверждение. 

Таким образом, доказано 
У т в е р ж д е н и е 6. На подмногообразии Мп_1 типа 2 в 

многообразии Мп+1(ср|т]) распределение т)— распределение 
(n—2)-мерных плоскостей тогда и только тогда, когда Мп_,— 
инвариантная поверхность. 

Из этого утверждения следует, что если Мп-\ неинва-
риантная поверхность в Mn+. (ф!тО, то т)—распределение (n—4)-
мерных плоскостей.' Распределение .- является распределением 
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прямых, если в каждой точке xeM^i плоскости Nx и <pNx пе­
ресекаются по некоторой прямой и в остальных Случаях 
| — распределение трехмерных плоскостей. В зависимости 
от размерности пересечения плоскостей Ц>Тх(Мп_1) и Nx ранг 
индуцированной (ДтрКтруктуры может быть равным либо 
( Й - 2), либо (л — 3), коранг —либо двум, либо единице. 

Т е о р е м а 4. Если подмногообразие Mn-i коразмерности 2„ 
погруженное в дифференцируемое многообразие М„+. (ф^п.), 
есть поверхность типа 2 и оно нормально оснащено полем 
плоскостей Nx типа 1, то на Мп-г естественным образом возни­
кают: 

1) (/^р)-структура рода (п—2, 3, п—4, 2), если Мп_1 — 
неннвариантаая поверхность, Шт(ф.№*П.Л/*) ==0, сИт(ф~ж(тИп_1)П 
fWx)=0; 

2) (/|"Р)-структура рода (n—3, 3, п—А, 1),_если Л-п_1— 
неинвариантная поверхность, &\m(qNxnNx) =0 , Шт(фТа.(.Мп_1)П 
nN-)=l ; 

3) (fg-np)-структура рода («—2, 1, гь—2, 2), если М„_, — 
инвариантная поверхность и q>NxPiNx=tx. 

•б) Будем считать, что Mn_i нормально оснащено полем 
плоскостей N.., 'принадлежащих элементам распределения ц 
(т. е. оснащение типа 3). 

На таких оснащенных подмногообразиях индуцируется 
(/|-г)р)-структура четырех родов. 

Т е о р е м а 5. Если подмногообразие коразмерности 2, погру­
женное ,в дифференцируемое многообразие -M1l+i (cp-S1!)—ти­
па 2 и нормально оснащено .полем 'плоскостей Nx типа 3, то на 
Mn_i естественным образом возникают: 

1) (fЕ"1Р)-структура рода (n—2, 3, n—4, 2), если Mn_i — 
неинвариантная 'поверхность, d\m(cpNxr\Nx) ==0, сИт(фТ-;(./И„_1)П: 
HNx) =0 ; 

2) (fgrip)-структура рода {п—3, 3, я - 4 , 1), если Mn_i — 
неинвариантная (поверхность, dim({phi}.V-xnN»:) =0 , а1т(фТя(Л1п_1)П 
fW*)=l; 

3) (fl~4P) -структура рода (п—4, 3, п—4, 0), если Мп_1 — 
неин'варпантная поверхность, dim (фЛГ0-ПЛ''а:) =0, Nx<=qTx(Mn-\); 

4) (flrip)-структура рода (п—2, 1, п— 2, 2), если ЛГП_1 — 
инвариантная поверхность, tpNx=Nx (инвариантное оснащение). 

В. Пусть подмногообразие коразмерности 2 в iW„+1 (ф^тт)— 
типа 3, т. е. является интегральным подмногообразием раз 
мерности (п— 1) распределения г\. В этом случае --/

(л+2> = 0 
Из утверждения 1 следует, что ДЛЯ таких поверхностей 
т|—распределение (и.—2)-мерных плоскостей Мх = ц>Тх(Мп_1)[\ 
Г\ТХ(МЛ_1). В данном случае элементы распределений"! и v\ 
определяют п-структуру в Тх(Мп.1), если | — распределение 
прямых. Следовательно, поверхность Мп_г должна быть нор­
мально оснащена полем плоскостей Nх, либо содержащих век-
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тор 1Х, либо удовлетворяющих условию 4>Nxf\Nx--=tx. В за­
висимости от размерности пересечения плоскостей q>fx(Mn_x} 
и Nx ранг индуцированной (/£г]р)-структуры на Мп_х может 
быть равным либо (я.—1), либо (n —2), коранг —либо трем,. 
либо двум. 

Следовательно, справедлива теорема. 
Т е о р е м а 6. Если подмногообразие 'коразмерности 2, 

погруженное в дифференцируемое многообразие JVT„+1 (ф-lri) — 
типа 3 и нормально оснащено полем плоскостей N„ то на 
Mn-i естественным образом возникают: 

1) (Дт)р)-структура —рода (/г — l, l, n— 2, 3), если. 
u\m(yrx(Mn_l)[)Nx) = Q и в каждой точке хвМп.х либо | v 6 
£NX, либо Nx()<pNx=*ix; 

2) (Дт]р)-структура —рода (п. — 2, 1, п — 2, 2), если 
dim (qTx (Мп.х) П Nx) — 1 и в каждой точке х&Мп_х либо L-G-Vv, 
либо ЛГ-ПФЛГ*—*-• 

Таким образом, рассмотрены все типы подмногообразий 
коразмерности 2 в многообразии почти контактной структуры. 
Классификацию индуцированных (Ц;т]р) — структур на осна­
щенных подмногообразиях Мп-\ коразмерности 2 в многообра­
зии почти контактной структуры можно иллюстрировать при­
лагаемой таблицей. 

Из теорем 1—6 следует справедливость следующей теоремы. 
Т е о р е м а 7. (f£r|p)-структура, индуцированная на под­

многообразии коразмерности 2 в многообразии почти контакт­
ной структуры может быть шести родов: (п—1, 3, п—4, 3), 
(л—1, 1, п—2, 3), (n—2, 3, n—4, 2), (л—2, 1, п—2, 2) г (п—З, 
3, п—4, 1), (п—4, 3, п—4, 0). 

Индуцированная (/-Оргструктура на Мп_х будет макси­
мального ранга и максимального коранга, а) если Mn_,— 
типа 1 и нормально оснащена полем плоскостей Nx, не при­
надлежащих плоскостям г\х и не пересекающих плоскость 
ц>Гх(Мп^) (см. таблицу № 1); б) если Mn_i—• типа 3 и нор­
мально оснащена полем плоскостей Nx, не пересекающих плос­
кость уГх(Мп_х) (см. таблицу № 1, 3, 17, 19). Индуцированная 
(ф|11р)-структура на М,^х в МПлХ (ф£т|) имеет максимально воз­
можные ранги матриц | | / / | | , |] |A|I> \\^f\\> llpsll е с л и мп-\ 
типа 1, распределение плоскостей кх неинвариантно относитель­
но действия аффинора Ф и она нормально оснащена полем. 
плоскостей Nх таких, что в каждой точке х&Мп.х 
Шт(ЛГжПФ.^-) = 0, uim(yTx(Mn„x)(]Nx) = 0 (см. таблицу, № 1).. 

3. ПОЧТИ контактное вложение. 
О п р е д е л е н и е . Если на подмногообразии, вложенном в-

дифференцируемое многообразие Мп+1, наделенное почти кон­
тактной структурой, индуцируется также почти контактная 
структура, то такое вложение называется почти контактным 
•вложением в Мп+и 
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Выясним теперь вопрос о возможности почти контактного 
вложения подш-югообравия коразмерности 2 в Afn+i(<p|Ti). Оче­
видно, что на Mn-i индуцируется почти контактная структура 
со структурным тензором f, если rang||f|| — (n—2), распределе­
ние т] является распределением (п—2)-мерных плоскостей, a 
распределение \ —-'распределением 'Одномерных направлений, 
т. е. (/|т|'р) -структура рода (я—2, 1, п—2, 2). Таким образом, 
'справедлива следующая теорема о почти контактном вложении: 

Т е о р е м а 8 (теорема о почти контактном вложении). 
На подмногообразии M,._i коразмерности 2 в почти контакт­
ном многообразии УИп+1(ф1|1-) индуцируется почти контактная 
структура тогда и только тогда, когда 

1) подмногообразие Мп-\ — типа 1, распределение плоско­
стей Хх инвариантно и -M„_i нормально оснащено полем пло­
скостей Nx такими, что а) либо в каждой точке xeMw_i 
NxC\yNs=tx я dim (<pTx(Mn-.l)f)Nx) = l (см. таблицу, № 4 ) ; ли­
бо в каждой точке хШп^ lxeTs(Mn„i) и dim (ф7,

г.(Л1„_1) ПЛ/-;,.) = 
= 1 (см. таблицу, № 6); в) либо нормальное расслоение ин­
вариантно относительно действия аффинора <р и в каждой точ­
ке xGAf„_i dim (фТж(-Мп-1)ПЛ/ж)=1 (см. таблицу, № 9); 

2) .подмногообразие -Vfn_i—.типа 2, инвариантно в Mn+i >и 
нормально оснащено полем плоскостей таким, что а) либо в 
каждой точке хвМп_{ NxC\(pNx = tx (см. таблицу, № 12); б) ли­
бо нормальное расслоение инвариантно относительно действия 
аффинора ф (см. таблицу. № 16); 

3) подмногообразие M„_i — типа 3 и нормально оснащено 
полем плоскостей Nx таким, что а) либо в каждой точке 
-x-SMn-i Тхб-Гд- (M„_1) (см. таблицу №№ 3, 18); б) либо в каждой 
точке xeMH-i Nx(\4Nx = tx (см. таблицу, № 20). 

Из теоремы 8 следует, что если подмногообразие Мп_х — 
инвариантно в Мп+1 (ф£."), то оно несет почти контактную 
структуру со структурными объектами //, \\п+2), ц)п+2)- Это 
утверждение было доказано в работе [10] для инвариантной 
.-«.-мерной поверхности Мт (т — нечетное число) в Mn+1 (ФЕц). 

Пусть подмногообразие Ма_х — неинвариантное подмного­
образие и допускает почти контактное вложение в Мп+1 (Ф г̂)). 
В этом случае Мп_г поверхность либо типа 1, либо типа 3. 

а) Будем считать, что Ж„_.—-типа Г Пусть геометрические 
объекты //, У , Uj являются структурными объектами инду­
цированной почти контактной структуры на Mn-i. Вектор 
—у —> 

'V — Vlh-i в данном случае под действием аффинора ф преоб-
—>-

разуется в вектор ф\Л определяющий прямую пересечения 
плоскости фТд-^л-О с Nx. Очевидно, что в каждой точке 
x6M„_i прямые Уд., направленные по вектору V, являются 
-58 



линейными элементами распределения | . Следовательно, в этом 
случае |д=.РА\Л 

З а м е ч а н и е . Если в каждой точке хеМ„_г нормально 
оснащающаяся плоскость Nx не содержит вектора~%х и не при­
надлежит плоскости t\x, то все Рл отличны от нуля; если Nx 

содержит вектор \х, то P„+2 = 0; если N, принадлежит пло­
скости У\х, ТО Я а = 0. 

В каждой точке .x:6Mn-i структурный ковектор ut опреде­
ляет (п — 2)-мерную плоскость, совпадающую с плоскостью г\х. 
Очевидно, что их = у\х, если r\t = qAul. 

б) Будем считать, что подмногообразие Мп_х, несущее 
почти контактную структуру, является поверхностью типа 3. 
Структурные объекты обозначим через / / , V1, Uj. В этом слу­
чае также справедливы равенства 

TA^PAV, 

где V—\?-Aj. Если оснащающая плоскость Nx содержит 
—> ~ , — 

вектор £_.., то Р,.+2 —0, в остальных случаях все Ял отличны 
от нуля. В каждой точке x6Mn-i структурный вектор Uj опре­
деляет (n —2)-мерную плоскость их, совпадающую с пло 
СКОСТЬЮ НХ = ТХ (М,^) П ЧТХ (Жл„0. 

В работе Е. В. Опольской [8] найдены достаточные анали­
тические условия, при выполнении .которых на многообразии 
Mm {in — нечетное число), вложенном в многообразие почти 
контактной структуры Мп+Ъ естественным образом возникает 
почти контактная структура со структурными объектами / / , 
1(я+2)> чУ'+2). Фактически в цитированной работе [8] в рас­
смотрение включены только подмногообразия типа 1 или типа 2 
(которые указаны в таблице под номерами 4, Q, 12, 16). 

Неинвариантные подмногообразия M„_i коразмерности 2 в 
многообразии почти контактной структуры изучал Канемаки 
в работе [18]. Им доказано, что если Мп-\ нормально осна-

—> 
стить полем плоскостей Nx, содержащих вектор Ъ,х и пересека­
ющихся с плоскостью срТж(уИте_1) по некоторой прямой, то на 
М„_1 возникает почти контактная структура. Фактически Ка­
немаки в работе [18] рассматривал только подмногообразия 
типа 1 и типа 3 (которые записаны в таблице под номера­
ми 6 и 20). 

§ 3. ГЕОМЕТРИЯ ПОДМНОГООБРАЗИЙ КОРАЗМЕРНОСТИ 2 

J. Индуцированные структуры на Мп^ в многообразии 
метрической контактной и метрической почти контактной 
структуры. Пусть задано дифференцируемое многообразие 

59 



Мп+и наделенное метрической почти контактной структурой со 
структурными объектами <р, | , т), G, компоненты которых под­
чинены соотношениям (2.1) и 

С / Л Г Ф М = От - IU.I\M, „ . 

О / ^ - Ш г . ( } 

В работе [10] доказана следующая теорема-
Т е о р е м а ([10], § 5)- На поверхности Мт, погруженной 

в метрическое почти контактное многообразие M„+i{<plr\G) и 
нормально оснащенной полем плоскостей Ns, индуцируется 
метрическая (fgr)p)-структура. 

Очевидно, что эта теорема верна и для нормально осна­
щенных подмногообразий коразмерности 2 в многообразии 
метрической почти контактной структуры. Структурными 
объектами индуцированной метрической (/Оргструктуры на 
подмногообразии являются следующие геометрические объекты: 
/ /> 11

А, ^ , и РВ
А (см. § 2) и 

gi* = PiK&tNU, (3{cdot}3) 
g*t = GfKN'aNf. (3-4) 

Компоненты структурных объектов индуцированной метри­
ческой (Дг|р)-структуры удовлетворяют соотношениям (2,15), 
а также ряду соотношений, связывающих компоненты / / , 
1А• "Пг РА С объектами (3.2)-(3.4) (см. [10] формула (5.28), 
а также (1.22) в работе [14]). 

Классификацию индуцированных метрических (fgi-р) -струк­
тур на подмногообразии Мп-\ в многообразии Mn+i{cpi,r\G) 
также можно иллюстрировать приложенной таблицей. Следо­
вательно, на подмногообразии Л1п_. коразмерности 2 в метри­
ческом почти .контактном многообразии, оснащенном полем 
N(Мп-.х) нормально оснащающих плоскостей Nx в зависимости 
от типа поверхности и от типа ее оснащения, индуцируются 
шесть различных родов метрических (fgrip)-структур: (п—1, 3, 
п—4, 3), (л— I, 1, п—2, 3), (n—2, 3, п—4, 2), (я—2, 1, n—2, 
2), (/1—3, 3, я - 4 , 1), (п—4, 3, п—4, 0). 

В дальнейшем будем считать, что исследуемое подмного­
образие Мп-\ нормально оснащено полем плоскостей N.., орто­
гональных плоскости 7,-(M„_i). Такое оснащение поверхности 
будем называть ортогональным оснащением и обозначать Nx

x. 
При ортогональном оснащении поверхности Af„_i из (3.3) сле­
дует: 

g/u.—0. (3.5 
Очевидно, что если поверхность Мп^ — типа l (см. § 2)-

то в каждой точке xGM-i-i ортогонально оснащающая плос* 
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кость Nx
l не содержит вектора | и не принадлежит плоскости т\х 

(т. е. оснащение —типа 1); если Мп_х — типа 2, то N x
Lczr\x 

(т. е. оснащение —типа 3); если Mn_-— типа 3, то ^czN^-1 

(т. е. оснащение —типа 2). 
При выполнении условий (3.5) компоненты структурных 

объектов индуцированной (fgi-p) -структуры на Мп_. удовлет­
воряют соотношениям (2-15) и соотношениям (получаемым из 
(1-22), приведенных в [14]): 

1. gijfi' + gufi'-V, 

з. gtjfk'f/+g*wW=gH - <+4c"+2) -

6- gtfil=-ga№), 
7 .-,(/1+2).— a „nP 

Рассмотрим распределения i- и g, определенные, соответ­
ственно, полями геометрических объектов т^1 и \'в (см. § 2). 
Как видно из соотношений (3.6), элементы этих распределе­
ний в каждой точке x6M,--.i ортогональны в метрике g, 
а следовательно, определяют тх-структуру в Т(Мп_х). Из этого 
следует, что распределение \ является распределением 3-мер­
ных плоскостей тогда и ТОЛЬКО тогда, когда распределение 
г| —распределение (/г —4)-мерных плоскостей и распределением 
•одномерных направлений тогда и только тогда, когда к- —рас­
пределение («.—2)-мериых плоскостей. 

Из соотношений (2.15) и (3.6) следует, что равенства 
ll

a=0, y\f = 0 выполняются одновременно. Следовательно, 
подмногообразие M„_i допускает ортогональное оснащение 
инвариантное относительно действия аффинора гр, только 
тогда, когда это подмногообразие Мп_х инвариантно в 
M л+1 (Пчй). 

У т в е р ж д е н и е 1. Если подмногообразие M,._i ортого­
нально оснащено полем плоскостей NX

L, TO матрицы | | / | | 
и | |р| | — вырожденные. 

Справедливость утверждения 1 непосредственно следует из 
соотношений (3.6). 

У т в е р ж д е н и е 2. Если в -M„.+1(cp£r|G) подмногообразие 
Mn-i — типа 1 или типа 3, то в каждой точке x6M.,_1 пло­
скость (pTx(Mn_i) пересекается с ортогонально оснащающей 
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плоскостью Nx1- no некоторой прямой L- Если подмногообразие 
Мп_! — типа 2 и не инвариантно, то в_ каждой точке хШп_х 
плоскость Nx

x принадлежит ПЛОСКОСТИ qiTx{Mn-\). 
Из утверждений 1 и 2 следует, ЧТО на ортогонально осна­

щенном подмногообразии -Mn_i не может индуцироваться мет­
рическая (fijrip)-структура максимального ранга и максималь­
ного коранга. Причем если подмногообразие Мп-Х—типа 1 
«ли типа 3, то rang||/||=(n—2) ,и rang||p||=2, если Мп^х— ти­
па 2 и не инвариантно, то rang \\f\\ = {n—4) и rang||p||—0, если 
оно инвариантно, то rang||f||= (n—2) и rang||p|| = 2. 

Следовательно, на ортогонально оснащенных подмногооб­
разиях коразмерности 2 в метрическом ПОЧТИ контактном мно­
гообразии индуцируется (f|i"p) -структура следующих родов. 

Т е о р е м а 1. Если подмногообразие M„_i коразмерно­
сти 2, дифференцируемого многообразия метрической почти 
контактной структуры нормально оснащено полем плоскостей 
/V,.1, ортогональных Тх(Мп_1)> то естественным образом изозии-
кает: 

1) на подмногообразии типа 1 метрическая (f£i-p) -структу­
ра рода (п—2, 3, п—4, 2), если распределение плоскостей 
Xx = Tx(Mn_l)f\r\x неинвариантно относительно действия аффи­
нора ср (см. таблицу № 2) и метрическая (f|T]p) -структура 
рода (п—2, 1, п—2, 2), если распределение плоскостей Хх ин­
вариантно относительно действия аффинора ср (см. таблицу 
№ 4); 2) на подмногообразии Mn-i типа 2 метрическая (fl-i-p)-
структура рода (п—4, 3, п—4, 0) (см. таблицу, № 15), если 
Mn_j — не инвариантно и метрическая (/|rip)-структура рода 
(п—2, 1, /г—2, 2), если Mn-i инвариантно (см. таблицу, № 16); 

3) на подмногообразии Мп_х типа 3 метрическая (№цр)-
структура рода (п—2, 1, п—2, 2) (см. таблицу, № 20). 

Эта теорема и определяет классификацию индуцированных 
метрических (f^G)-структур на подмногообразии коразмерно­
сти 2, ортогонально оснащенном полем плоскостей Nx

x в 
М„+1(ср£л£). 

Классификация индуцированных структур на М„_, в 
.Mn+1(cpgr]G) с другой точки зрения проведена Канемаки в ра­
ботах [19], [20]. 

Предположим, что нормальные векторы Na образуют орто-
нормироваиную систему векторов. В этом случае gap = бар 
Тогда из соотношений (3.6) следуют: 

clef 
D''-Ы-— — о " = Г 

о ( " + - ) = — о" —а к 

•V|-l "(я+2) V' 
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где а, Ь, с — три поля абсолютных инвариантов, заданные 
на Мп^. 

Инвариант 
&—|Лг--+£--+с2, (3.8) 

поле которого задано на Мп~\,- Канемаки [19] называет 
структурным индикатором подмногообразия коразмерности 2 в 
метрическом почти контактном многообразии. Показано, что 
O-C'A-̂ l (см. лемму 2.1 [19]). Ямамото в работе [26] дал сле­
дующую интерпретацию инварианта k. Рассмотрим матри­
цу II -ген: 

Iltf||=l[-^||=!|p.ipg+e2||. (3.9) 
Из соотношений (2.15) следует, что 

II/ЛЫ^Л 
Из (3.6) следует, что элементами матрицы являются ска-

—> 
лярные произведения векторов £д в метрике .§,•,, т. е. 

\\Kl\^gl&yA. 
В работе [26] показано, что собственными значениями 

матрицы К являются следующие инварианты 
А.1-—1, Х2 = Я3=-1—-k2. 

Такова характеристика инварианта k 
Справедлива следующая теорема. 
Т е о р е м а 2. Если подмногообразие УИ-_, метрического-

почти контактного многообразия ортогонально оснапдено парой: 
—> 

полей единичных взаимно ортогональных векторов Na и 
&= Г то т) —распределение (п — 2)-мериых плоскостей и 
if—распределение одномерных направлений. 

Справедливо и обратное утверждение. Этот результат 
получен в работах [20], [26]. 

Из этой теоремы следует, что если k=£0 (т. е. 0<А<1), 
то распределение г\ — (/г — 4)-мерных плоскостей, а 1 — распре­
деление трехмерных плоскостей, причем векторы £д в элемен­
тах распределения | образуют ортонормированную систему 
векторов. 

Из (3.8) следует, что если k = 0, то а = Ь = с = 0, а следова­
тельно, матрица ||р|| —-нулевая матрица. 

Таким образом, справедлива теорема. 
Теорема 3. Если подмногообразие Мп_ь в метрическом 

почти контактном многообразии ортогонально' оснащено парой 
—> 

полей единичных взаимно ортогональных векторов Na, то при 
/г=-1 на -Wn_, естественным образом индуцируется метрическая 
(/grip)-структура рода (п—2, 1, п—2, 2) (см. таблицу, №№ 14, 
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16, 20); при k = 0 на Mn индуцируется метрическая (/.ЕлР)-
структура рода (п—4, 3, п—4, 0) (см. таблицу, № 15) и при 
0 < £ < 1 на Л1п_, индуцируется метрическая (/^ЛР) -структура 
рода (ft—l, 3, п—4, 3) (см. таблицу, № 2). 

Каиемаки в работе [19] ввел в рассмотрение вектор А 
и ковектор а, компоненты которых определены, соответст­
венно, формулами: 

Al= ~c\n+i — &I« + ai(n+2). 

Показано [19], что компоненты геометрических объектов 
/ , A, a, g удовлетворяют следующим соотношениям: 

/A=--0, а(А) = /г2, a(X) = g-(X, A), 
g(fX,Y)=-g{X,fY) 

/ 4 x + (k-+l)/-X + ft2X = a(.Y)A ^ ' 
/ -X + (А2 + 1) / 3 X + tf/X = 0, 

где X, Y — произвольные .векторные поля, принадлежащие 
Т(МП^). Подмногообразие M„-i, оснащенное полями объектов 
/> A, a, g, компоненты которых удовлетворяют .соотношениям 
(3.10), называется подмногообразием реперировашюй квинт-
метрической структурой ранга (п—2) (ем. [19]). Следователь­
но, при 0 < й < 1 на Мп_! индуцируется также реперированная 
квинт-метрическая структура ранга (п—2) [19], [26]. 

Если (/|г)р)-структура, индуцированная на Л1„_1 — рода 
(/г—2, 1, /г—2, 2), то можно определить объекты /Д щ, и-, кото­
рые являются структурными объектами почти контактной 
структуры (см. § 2), если (/.VHP)-структура— рода (п—4, 3, 
я—4, 0), то на Л1п_! возникает /-структура ранга (п—4) со 
структурным объектом /.,•• (ем. § 2). Аналогичный 'результат 
справедлив для метрической (f|i-p)-структуры, т. е. если мет­
рическая (/-|т)-р)-структура на .Mn_i—рода (n—2, 1, п— 2, 2), 
то на ней можно определить метрическую почти контакт­
ную структуру, если же метрическая (/Е^р)-структура па 
•Мп-1 — рода (п—4, 3, « - 4 , 0), то на ней определяется репери­
рованная метрическая /-структура ранга (п—4). 

Следовательно, справедлива 
Т е о р е м а 4 (ем. теорему 2.2 [19]). Пусть -M,,_i -— подмно­

гообразие многообразия Мп+1 метрической почти контактной 
структуры. Если k = 0, то на Mn_i при п>6 индуцируется репе­
рированная метрическая /-структура ранга (n—4); если 
•0</г<1, то на Mn_i индуцируется реперированная квинт-мет­
рическая структура ранга (п—2); если k = \, то на Мп-\ инду­
цируется почти контактная структура. 

2. Контактные метрические и почти контактные метрические 
вложения. 
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1. Многообразие Мп+1 называется [1], [15] контактным мно­
гообразием, если на нем существует 1-форма г\ такая, что 

TiA(dT))"{ne}0 (З.П) 
где dr) —2-форма ранга n. 

Если на многообразии контактной структуры Mn+i задана 
положительно определенная риманова метрика G, то на Мп+\ 
определяются тензоры 

Ф^-= 0'\ 'Kf 

£ - G ' V 
где 

е«=-—((?л1^—-з^). 
Контактное многообразие Мп+и на котором задана римано­

ва метрика О, удовлетворяющая условию 
Gfrt'f^l, Ф^т|.-=0, 

, к , i ( 3 - 1 2 ) 

называется многообразием контактной метрической структуры 
(см., например, [1], £15]). 

Пусть -Wn-i ориентируемое подмногообразие коразмерно­
сти 2 в многообразии Mn+i контактной метрической структуры. 

При выполнении условий (3.11) распределение гиперплос­
костных элементов г| допускает интегральные подмного­
образия Мт, размерность которых гае превышает ,— (СМ-. на" 
пример, [15]). Следовательно, в контактном метрическом мно­
гообразии не существует подмногообразия коразмерности 2, 
являющегося подмногообразием типа 3. Это означает, что 

^("+2Vo, lU+2)^o. (3.13) 
О п р е д е л е н и е 1. Если подмногообразие коразмерности 2 

вложено ЕГ дифференцируемое многообразие Мп+1, наделенное 
контактной метрической структурой и существует пара не­
тривиальных инвариантов р и q таких, что объекты и; — рг\\"+2), 
и gij = qgtj являются структурными объектами контактной 
метрической структуры на M„_i, то такое вложение называется 
контактным метрическим вложением [24]. 

О п р е д е л е н и е 2. Если для каждой точки х подмногооб­
разия Мп-.и вложенного в многообразие контактной метриче­
ской структуры Мп+и выполняется условие (pTx(Mn_i)cz 
сТх(Мп-х), то вложение называется .-.-инвариантным вложени­
ем [24]. 

Из теоремы 3 § 6 [10] следует, что если вложение Mn_i 
есть ф-инвариантиое вложение, то структурный вектор •£* опрн-
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надлежит касательной плоскости Тх(Мп-х), т. е- поверхность 
Mn-i—типа 2. В этом случае, в силу равенств (2.12) и (3.7) 
инварианты а и b тождественно обращаются в нуль, а струк­
турный индикатор k равен с. Необходимым и достаточным усло­
вием ф-ипщариантного вложения -Mn_j в многообразие метри­
ческой контактной, структуры является выполнение условия 

Следовательно, из теоремы 4 и определений 1 и 2 получаем,, 
что если вложение Mn-i в Мп+1 метрической контактной струк­
туры является ф-иивариантным вложением, то оно также яв­
ляется контактным метрическим вложением. 

В работе [24] найдены необходимые и достаточные условия 
контактного метрического вложения подмногообразия коразмер­
ности 2 в метрическое контактное многообразие Mn+i, Эти 
условия имеют вид: 

///«-=-«I'+^^iU,. 
И = gljl(n+2)lU+2) = c o n s t . 

При выполнении условий (3.14) k=l. Условия (3.14) экви­
валентны следующим условиям (см. [24], § 4). 

к —£<у1(«+2,1(«+2) —const, 
_L 

V^-Ьк 2 i („ + 2 „ (3.15) 
1_ 

I/H-1 —ЯИ 2 l{n+2)-
В работе [24] исследованы также нормальные контактные 

вложения. 
2. В § 2 настоящей статьи 'исследован: вопрос о почти кон­

тактном вложении подмногообразий -коразмерности 2 в 
Mn+\(q>lr\). Представляет интерес вопрос о почти контактном 
метрическом вложении. 

Опр ед ел е.ние 3. Если на подмногообразии коразмерно­
сти 2, вложенном в дифференцируемое многообразие Мп+\, 
наделенное метрической 'почти контактной структурой, индуци­
руется метрическая почти контактная структура, то такое вло­
жение называется почти контактным метрическим вложением. 

Будем считать, что подмногообразие коразмерности 2 орто­
гонально оснащено парой иол ей взаимно ортогональных единич­
ных векторов. Известно (см. § 2, п. 3), что' на Мп_1 индуци­
руется метрическая почти контактная структура со -структур­
ным аффинором / / , если rang||f|| = {n—2), распределение ц — 
распределение (П_2)-мерных плоскостей и ^распределение 
одномерных направлений. 

Т е о р е м а 5 (теорема о метрическом -почти контактном 
вложении). Если подмногообразие коразмерности 2, вложенное 
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в дифференцируемое многообразие метрической почти контакт­
ной структуры, ортогонально оснащено парой (полей взаимно 
ортогональных единичных векторов, то на M„_i естественным 
образом возникает метрическая почти контактная структура, 
если 

1) либо поверхность Мп_--—типа 1 и распределение пло­
скостей ЛАХ инвариантно относительно действия аффинора <р 
(см. таблицу, № 4); 

2) либо поверхность -Mn-i — инвариантная поверхность 
(в этом случае Af„_i — типа 2 (см. таблицу, № 16)). 

3) либо поверхность -Mn-i— типа 3 (см. таблицу № 20). 
Структурными объектами индуцированной метрической 

почти контактной структуры на подмногообразии уИ„_1 
в М,иЛ (cpJ,riG) являются следующие объекты: f/, V, tip gtj-, 
где /.—-структурный аффинор индуцированной ( /^^ -струк­
туры на Мп-\ (см. § 2), V— V-Л,— поле вектора, определяю­
щее в каждой точке JceMn-i элемент распределения I, и-— 
поле ковектора, определяющее в каждой точке x£Mn-i элемент 
распределения rj, a gij — метрический тензор на Мп-\ (см. (3.2)). 

Из теоремы 5 следует, что на ©сяком инвариантном подмно­
гообразии коразмерности 2 в метрическом почти контактном 
многообразии естественным образом индуцируется метрическая 
почти контактная структура. 

Теорема о почти контактном метрическом вложении для не-
четномерной от-мерной поверхности доказана в работе [10]. 
Исследованием вложения инвариантных подмногообразий ко­
размерности 2 занимались также Митра [23], Канемаки [19], 
[20], Янамото [26] и др. 

Мишра в работе [23] нашел необходимые и достаточные 
условия при выполнении которых на Мп_х индуцируется мет­
рическая почти контактная структура со структурными объек­
тами / / , Цп-|-2)> Tji"+2), gu (см. теорему 3.1 [23]). Показано, 
что только на инвариантных поверхностях Мп-\ возникает мет­
рическая почти контактная структура со структурными объек­
тами / / , 1(,,+2). i./"+2\ gij- Аналогичная теорема для нечетно-
мерных инвариантных поверхностей Мп в Мя+1 (Ф^О) доказа­
на авторами настоящей работы в [10]. 

Канемаки [19] доказал, что на Мп^х индуцируется почти 
контактная структура со структурным тензором f/ тогда и 
только тогда, когда k = l (см. также теорему 4). В работе [20] 
показано, что при &=т-=0 структурные объекты индуцированной 
метрической (fgi-P) -структуры на -Mn_. можно преобразовать так, 
что преобразованные геометрические объекты я|), A, a, g ста­
новятся структурными объектами почти контактной структуры 
на Мп-\. Формулы преобразования при 0</г<1 имеют вид: 

А' = /е-Ч-с1!«+2)-б1 гЧа1«-и)-
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о- -=- k-i (-.._ Cr\<f+v — b~r)jn + arf+i), 
i|»/=-{A(ft + l)}-1{/ / ' / / + (A2 + A+1) / / ) . 

Аналогичные формулы преобразования получены при А = 0 
(см. [20] п. 4). 

В работе [18] проводятся исследования индуцированных 
структур на подмногообразии Mn_i типа 3 в Мп+1 метрической 
почти контактной структуры, т. е. интегральных подмногооб­
разий размерности (п—1) распределения п, ортогонально 
оснащенных парой полей взаимно ортогональных единичных 

—> 
векторов Na. Эти подмногообразия указаны под номером 
20 в приведенной таблице. Очевидно, что такие подмногообра­
зия являются неинвариантными подмногообразиями в 
•М..+1(ф|т]0). Показано, что на Мп-\ естественным образом воз­
никает метрическая почти контактная структура [18]. 

3. Уравнения Гаусса—Вейнгартена. Тензор кривизны. Тен­
зор Риччи. В § 1 п. 5 были обобщены уравнения Гаусса (1.65) 
и Вейнгартена (1.73) для подмногообразий Мт в многообра­
зии M„+i со связностью- В большинстве работ, посвященных 
исследованию Мт в Мп+1 почти контактной структуры, предпо­
лагается, что в Мп+\ задана •рима.нова метрика G и 'подмного­
образие оснащено п—m+1 полями ортогонально оснащающих 

—у 

взаимно ортогональных векторов Na, определенных дифферен­
циальными уравнениями: 

dN'a±N^'K = NL,3k. (3.16) 
При этом в Mn+i однозначно определяется риманова связ­
ность Г. Тангенциальная связность v, естественно возникаю­
щая при этом на подмногообразии М,„, оказывается индуци-

о 

рованной связностью у (1.53), ассоциированной полям векто-
ров Na- В силу того, что Г —риманова связность относительно 
метрики G, у — также риманова относительно индуцированной 
метрики g (1.98). При этих предположениях уравнения (1.65) 
и (1.73) приобретают более простой вид. 

о 

Иьел = НЧкЫа, (3.17) 
г 

NbZ = lbXi + £kNi, (3.18) 
где греческие индексы указывают на порядковый номер соот­
ветствующего объекта. Функции //?й образуют (ft—m+1) 
симметричных тензоров типа (0, 2) —вторые фундаментальные 
тензоры первого рода, 11

ак образуют (« —т+1) тензоров 
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типа (1.1) — вторые фундаментальные тензоры второго рода, а 
/<х (п — т+\)(п — т) 
-РА— ;-— ковекторов. 

Соотношения (Г 120), (1.121) принимают, соответственно, вид: 
lli=-glkH%h (3.19) 

* р ; - - - - & . (3.20) 
Уравнения (3.17), (3.18) в работах, не использующих метод 

полей геометрических объектов, приводятся в следующем ви­
де (см. например, [22], [23], [3]): 

VAK(AX) = A(VrX) + //a(X ,n-V-„ (3.21) 
VAr.W0 = A(/a(n) + -£(n-Ve, (3.22) 

где V' и V —символы ковариантных производных в связное-
тях Г и у, соответственно, X, У —векторные ПОЛЯ, принадле­
жащие Тх{Мп_,) и А:Тх{Мп_х)-*Тх(МПлХ). 

Покажем эквивалентность уравнений (3.17), (3.18) и (3.21), 
(3.22), соответственно. 

Пусть 

X^XlAi = XJZ, 
где 

XJ = AiXl. (3.23) 
Продифференцировав равенство (3.23) и заменив формы <ик 

и 0/ формами связности а>к (1.39) и Q/ (1.42), получим 

X1 (AJ
U - AfГ^А7 + AJ

k у?/) = (.*/ - XKTJ
KlAf) -

-AiiXf-XJy'j,)- (3.24) 
Свернув (3.24) с У1, получим, с учетом (1.57) и (1.62) 

о 

r.v 
A(X,Y) = 4'Ay(AX)-AS7rX, (3.25) 

где 

(Xi-XKrJ
KL)A$Y^S7Ay(AX) (3.26) 

и 
, def 

(Xl
, + X^yi

Jl)=4rX. (3.27) 
Эквивалентность уравнений (3.17) и (3.21) непосредственно 

следует из (З.25). Эквивалентность (3.18) и (3.22) следует из 
(3.16) и обозначений (3.26) после замены форм а>к формами 
связности aic (1.39) 
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4. Уравнения Гаусса —Кодацци и Риччи. Тензор Риччи. 
Для подмногообразия Mn-i коразмерности 2 а, р, . . . —п, n + 1* 

Соотношения (3.19), (3.20) принимают следующий вид: 
• ib^-g'WZj, ll

nW=-gikmt\ (3.28) 
Ini ——in+iii •••/.(—in-t-iz — 0. (o.29) 

Из уравнений (1.122) (1.123) для M„„. коразмерности 2, ор­
тогонально оснащенной полями двух взаимно ортогональных 

—у —-у 

векторов Nn и 7V-+i, учитывая (1.107) и (3.28), (3.29), полу­
чаем классические уравнения Гаусса —Кодацци (см., напри­
мер, [23], [27], [3]): 

Rt]km — l'i1km. — HjykH\i\m\ — H]\ilH[\\n\=Q), (3.30) 
Rnikm-^r ^7\тН\i\it\ + / / / [ * /|я-(-.|«-1 = 0. (3.31) 

Rn+Ulkm-\- Ч [mH\i\k\ -\r Nt\.khn\m[ = 0- (3.32) 
а из уравнений (1.93) —классические уравнения Риччи: 

-9aa*m+ Vlm.-'lfllft] — gilH U\kH \l\m] — 0. (3.33) 
Свертывая (2.15) c glm получаем связь между тензорами 

def 

Риччи многообразия Мп+1 и подмногообразия Мп_х R,k = 
def def 

= glmRijkm и rJk = glmrlJkm: 
Rjk-r]k-gimH^I^im-g^H)tnHX\^- (3.34) 

5. Mn_j коразмерности 2 специальных классов контактных 
метрических многообразий. Многообразие Мп+[ контактной 
(почти контактной) структуры называется нормальным 
контактным (почти контактным) многообразием, если равен 
нулю тождественно тензор N (см. [1], гл, III, § 3): 

N'KL = Ф? Км - Ч'мк) ~ *% W.M - %и) + ч М - ЧКЦ- (3.35) 
Если Мп+1 — метрическое многообразие контактной структуры, 
то при выполнении условия (3,35) оно называется многообра­
зием метрической нормальной контактной (почти контактной) 
структуры или сасакневым многообразием. 

\. Подмногообразие M„_i коразмерности 2, ортогонально 
оснащенное парой полей единичных взаимно ортогональных 

—> 
векторов Л̂ сс, называется вполне омбилическим, если 
для него справедливы соотношения 

где Hfj — вторые фундаментальные тензоры первого рода, а 
Ка — два абсолютных инвариантна, определенных формулами 
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Вектор средней кривизны подмногообразия Мп_х определяется 
формулами 

Абсолютный инвариант Kl = GJKCJCK называется средней кри­
визной подмногообразия Мп_х в М11+х. Если вектор средней 
кривизны тождественно равен нулю, то M,._, называется ми­
н и м а л ь н ы м подмногообразием. Это условие эквивалентно 
равенству нулю следов аффиноров 

lk
j==H?jgil, (о==л, л + 1 ) . (3.36) 

Если для M„_i выполняется условие 

то Мп_х называется в п о л н е г е о д е з и ч е с к и м . Очевидно, 
что если M,_i минимально и вполне омбилично, то оно вполне 
геодезично. 

Для M,._. коразмерности 2 ортогонально оснащенного па-
рой полей взаимно ортогональных векторов Na выполняется 
условие (см. п. 1): 

/1+1 П п , , " - И п 
Р = Р« ==•— Р«+Ь Р« —Pn+1 —U. 

В работе [25] изучаются вполне омбилические подмногооб­
разия vWn_i в метрическом нормальном контактном многообра­
зии Мп+1. Предполагается, что ковариантная производная век­
тора средней кривизны С подмногообразия M„_i касается 
Мп_!. Доказывается ряд теорем, иллюстрирующих некоторые 
свойства этих подмногообразий. В частности, доказано: 

если функция р не постоянна, то а) градиент р есть спе­
циальное инфинитезимальное концнркулярное преобразование; 
б) M--i изометрично сфере радиуса l/j /Т +(ЛГ")'2 + (К'гН)2 

л-мерного евклидова пространства, где (K")2-\-{Kn+l)— k2; 
если средняя кривизна /г не .обращается в нуль и функция 

р постоянна, то индуцированная риманова метрика gi} гомоте­
тична римановой метрике (п—1)-мерного нормального контакт­
ного метрического многообразия. 

2. По Луддену [22] нормальное почти контактное метри­
ческое многообразие, в котором 2-форма Ф(Х, У) —G(X, срУ) 
замкнута dri —О, называется косимилектичестшм (см. также [1] 
гл. Ш , § 3 ) . 

Косимплектическая структура характеризуется условия­
ми [17]: 

V*"—О, V>i = 0, 
где V — риманова связность, определенная метрикой G. 

Нормальное почти контактное метрическое многообразие с 
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киллинговыми структурными тензорами <р и г) — косимплектиче-
ское (см. теорема 1Л. [17]). Хит, опираясь -на этот факт, дока­
зывает следующую теорему [17]: 

Инвариантное подмногообразие Мп_1 почти .контактного 
метрического косимллектичеакого многообразия Mn+i есть так­
же ПОЧТИ контактное метрическое косимплектическое многооб­
разие, причем выполняются следующие условия 

Н"(Х, VY)=-H>,+1(X,Y), 
H«+1(X,yY) = Hn(X,Y). 

Это же утверждение было ранее приведено в работе [22], а так­
же в [16]. 

В косимплектическом многообразии Мп+\ рассматривается 
гиперповерхность Р ортогонально оснащенная полем единичных 

- - - * • 

векторов Na. Будем считать, что 1&ТХ(Р) в каждой точке хЧР. 
Это свойство назовем свойством (Т). 

Т е о р е м а А [16]. Пусть vW„_i— инвариантное .подмногооб-
разие косимплектического многообразия Мп+1. Если Мп-\ по­
гружено в Mn+i как ориентируемая гиперповерхность гиперпо­
верхности Р, обладающей свойством (Г), и поле единичных 

—> 
нормалей N есть киллингово векторное поле, то Мп-\ вполне 
геодезическое 'подмногообразие многообразия Mn+i. 

Как следствие устанавливается, что при выполнении условий 
зтой теоремы гиперповерхность Р есть келерово многообразие. 

Исследование подмногообразий 'Коразмерности 2 в косимп-
лектическом или почти контактном многообразии проводилось 
также в работе [26], 

Почти контактное метрическое многообразие Mn+i с киллин­
говыми структурными объектами <р .и т] называется п р и б л и ­
з и т е л ь н о к о с и м п л е к т и ч е с к и м. 

Т е о р е м а [17]. Инвариантное подмногообразие Mn-i почти 
контактного метрического приблизительно косимплектического 
многообразия есть также ПОЧТИ контактное метрическое при­
близительно косимплектическое многообразие, причем выпол­
няются условия: 

Н"(Х, ФГ) + / / " (Г, 9X) + 2tf*+1(X, У) = О, 
#" + 1 (X, ФУ) + #' i+1 (Y, Ц>Х) + 2#« (X, Г) = 0. 

3. Известно, что инвариантное нечетномерное подмногообра­
зие Мт сасакиева многообразия Мп+1 есть сасакиево многооб­
разие [10]. Это утверждение справедливо и для подмногообра­
зия коразмерности 2 [16]. В качестве следствия устанавливает­
ся, что инвариантное .подмногообразие Мп-\ сасакиева многооб­
разия Мп+1 есть'минимальное .подмногообразие [16]. 

Для инвариантного 'подмногообразия Мп~\ сасакиева мно­
гообразия Mn+i справедлива теорема, аналогичная теореме А. 

Исследование подмногообразий Мп-\ коразмерности 2 в мно» 
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гообразиях «вазн-сасакиевой структуры [1] ври различных зна­
чениях индикатора k (ем. и. 1) проведено в работе [20]. 

4.__Контактное метрическое многообразие Мп+1 называется 
С - э й н ш тейновым, если компоненты тензора Риччи имеют 
следующее строение: 

RjK=aGjK + b4j4K, (3.37) 
где a, b —постоянные. 

Если 6 = 0, то M„4- называется эйнштейновым много­
образием. 

ЕСЛИ компоненты тензора кривизны RJKCM — GJPRRLM мно­
гообразия M„+1 имеют следующее строение: 

RJKLM — с {GLKGMJ — GMKGLJ), (3.38) 
то Мп+1 называется многообразием постоя нн ной к р и -
в и з н ы с. 

Пусть Мп+1 — многообразие .постоянной кривизны с. Урав­
нения (3.30) — (3.33), в силу (3.38) принимают следующий. 
вид [27]: 

rijkm - с {gkjgml - gmigkl) - Щ[кН«1т - H ^ t f «+|., (3.39): 

у1тя;' ;1А1+я?+;^+1 |т1=о, (3.40) 
V t ^ ^ + ^ ^ g ^ O , (3.41> 

а из (3.34) получаем следующие уравнения для тензора Риччи 
подмногообразия Mrt_i: 

rjb-in-Zicgjb-gtoH^M-gtoHfflH'fa. (3,43) 
Пусть M ,..,• —нормальное контактное метрическое много­

образие постоянной кривизны с, равной единице, и пусть 
инвариантное подмногообразие M„_i —С-—эйнштейново. В силу 
того, что в этом случае M„_i—-минимально (см. [10], § 6), из 
(3.43) получаем для тензора Риччи следующие формулы: 

/> - (п - 2) gJh + ?*Н»пЩк + glmH»+lHl+* 
и в то же время для rJk выполняются формулы вида (3.37)8 

гУА-=яё> + &чЛй- (3'44> 
Если Мп-х — эйнштейново, то в формулах (3.44) b обращает­

ся в нуль. При этом устанавливаем, что все компоненты тен­
зоров Hfj равны нулю и приходим к следующему утвержде­
нию [27]: 
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Инвариантное эйнштейново подмногообразие Мп-Х нор­
мального контактного метрического многообразия постоянной 
кривизны — вполне геодезическое. 

В работе [27] для инвариантных С-эйнштейновых подмно­
гообразий коразмерности 2 нормального контактного метриче­
ского многообразия постоянной кривизны получены некоторые 
соотношения, которым удовлетворяют ковариантные производ­
ные тензоров H{j

a, rijkm и г.... 
Кенмоцу [21] доказывает следующую теорему. 
Т е о р е м а . Пусть Мп-\— инвариантное С-эйнштейново 

подмногообразие коразмерности 2 в сасакиевом многообразии 
постоянной ср-секционной кривизны с. Если с<—3, то Mn_i — 
вполне геодезическое; если с>—3, то Мп-\ — вполне геодезиче­
ское или С-эйнштейново многообразие, скалярная кривизна ко­
торого равна — (п—2) {с(п—2)+3п—10}. 

Лудден [22] доказывает ряд утверждений для подмного­
образий Mn-i коразмерности 2 постоянной ф-секционной кри­
визны; например: 

Если Мп+1 — косимплектическое многообразие постоянной 
п. 

ср-секционной кривизны, то из условия Vx(h)2 — 0 следует 
п 

Улг/"=0 (где й—аффинор, введенный в (3.36), а V—индуци­
рованная риманова связность (см. п. 3)). 

Подмногообразие Mn_i косимплектического многообразия 
Мп+1 постоянной ср-секционной кривизны является вполне гео­
дезическим тогда и только тогда, когда оно также постоянной 
ф-секционной кривизны. 

Если многообразие Мп+\—косимплектическое многообра­
зие ср-секционной кривизны и Мп-\ — инвариантное С-эйнштей­
ново многообразие коразмерности 2, то -M„_i — локально сим­
метрично. 
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