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ВВЕДЕНИЕ 

Теория центральных простых алгебр (сокращенно ц. п. а.) 
относится к классическим направлениям линейной алгебры. 
Возникнув на рубеже XIX и XX веков в работах Фробеннуса и 
Веддербёрна, эта теория получила блестящее развитие в тру­
дах Брауэра, Хассе, Нётер и других, в первую очередь, в связи 
с нуждами теории полей классов. Окончательно рамки новой 
теории оформились к 30-ым годам после появления монографий 
Дейринга [44] и Альберта [29], систематически излагающих 
теорию ц. п. а. над произвольными полями. Новый этап насту­
пил в 60-х годах после появления техники этальных когомоло-
гий. Новая техника позволила не только значительно обобщить 
теорию и перенести ее из контекста полей в необъятную об­
ласть произвольных схем, но и дала возможность по-новому 
понять многие классические результаты. Возникновение в 
60-х—70-х годах алгебраической /(-теории привело к возник­
новению еще большего числа интересных связей и созданию 
новых мощных методов исследования, возможности которых 
еще только начинают проявляться в полную силу. 

Согласно классической теореме Веддербёрна, всякая ц. п. а. 
A/F над полем F однозначно представляется в виде матричной 
алгебры Mn(D), где D — алгебра с делением над / . Это позво­
ляет ввести отношение эквивалентности в множестве ц. п. а.: 
алгебры Л и Л ' называются подобными, если они являются 
матричными алгебрами над одной и той же алгеброй с деле­
нием. Множество классов подобных алгебр является группой 
относительно операции, индуцированной тензорным умножени­
ем алгебр. Эта группа обозначается Br{F) и называется груп­
пой Брауэра поля F. Всякой алгебре Л можно приписать не­
которые численные инварианты: ее степень (degA="j/dinwV), 
индекс (indA = degD, где D — алгебра с делением, подобная 
Л) и экспоненту (е (Л) — порядок циклической подгруппы, по­
рождено!". [Л] в Вг (.£)). Хорошо известно, что е (Л) делит indA 
и эти числа имеют одни и те же простые делители (см. [26]). 
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Классическими и наиболее просто устроенными примерами 
ц. п. а. служат циклические алгебры: если E/F — циклическое 
расширение степени п, а — образующая Gal(E/E) и agE*, то 
символом (E/E, о, а) обозначается алгебра Л, являющаяся 
левым векторным пространством над Е размерности п с бази­
сом е0, . . . , е„-1, таблица умножения которой определяется фор­
мулами erx — xa'ei (x&E), 

е ,е=\еч ПРИ ' + /<'*> 
1 ' b-ei+;-_„ при i + j>n 

— (CM, [5], гл. XIII). В том случае, когда F9i^l =-j и, следова­
тельно, согласно теории Куммера, E = F{\/b) при некотором 
&6E*, алгебру {Е /F, а, а) можно описать так же, как алгебру 
с. двумя образующими § = -\/~Ь и а—е., которые подчинены 
соотношениям |У—й, а" = а, сф = 'фа. Эта алгебра обычно 
обозначается A5 (Ь, а) (см. [18], § 15). В случае полей алгебраи­
ческих чисел теорема Брауэра—Хассе—Нётер утверждает, что 
всякая ц. п. а. является циклической, однако над произволь­
ными полями это уже не так- Тем не менее остается надежда, 
что всякая ц- п. а. изоморфна, или хотя бы подобна тензорно­
му произведению циклических. Эта проблема требует неболь­
шого уточнения. Поскольку экспонента циклической алгебры 
степени п делит п, то и экспонента любого произведения таких 
алгебр также делит п, поэтому более точная формулировка об­
суждаемой проблемы имеет вид: 

С и л ь н а я п р о б л е м а : Верно ли, что всякая алгебра 
экспоненты п изоморфна тензорному произведению цикличе­
ских алгебр степени п? 

О с л а б л е н н а я п р о б л е м а : Верно ли, что всякая ал­
гебра экспоненты п подобна тензорному произведению цикли­
ческих алгебр степени /г? 

Эти проблемы имеют долгую историю, которой мы не будем 
здесь касаться. Отметим только, что сильная проблема была 
отрицательно решена Амицуром, Тигнолом и Роуэном [31], ко­
торые построили пример алгебры Л степени 8 и экспоненты 
два над полем Q.(t), не разлагающейся в произведение трех 
кватернионных алгебр. В случае, когда поле F содержит уТ----^ 
ослабленной проблеме можно придать более удобный вид. Отме­
тим, что функция 9:E*XE*{to}nBr(E), заданная формулой 
(a, b)*r+[Ai(a,b)], обладает следующими легко проверяемыми 
свойствами: Ф(й..а2. Ь) = Ф(а1, &) + Ф(а2, Ь), Ф (а, й1£2) = ф(а, £-.) + 
•-|-Ф(а, Ь2), Ф(а, 1 — а) = 0 (a-7-= 0, 1), и введем в рассмотрение 
группу Kz{F)=(F*®F*)l { а®(\—а) > . Наша функция ф опре­
деляет гомоморфизм R,tiF:K2(F)^nBi (F), называемый гомомор­
физмом норменного вычета. Ослабленная проблема равносиль­
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на вопросу о сюръективности ЭТОГО гомоморфизма. При такой 
постановке проблемы напрашивается еще один вопрос: Чему 
равно ядро R..,j,? Этот вопрос был поставлен впервые Милно-
ром [18], который предположил, что Ker/?„,F==n-/C2(F). Объ­
единяя обе гипотезы вместе, получаем следующий основной 
вопрос, решению которого и посвящена настоящая работа. 

О с н о в н а я п р о б л е м а : верно ли, что Rn,F: 7C2(F)/ 
/n/<2(E)—v„Br(E)? В случае n = 2 эта проблема была решена 
A. С. Меркурьевым [15], который частично основывался на 
результате автора [24]. Общее решение проблемы получено в 
работе А. С. Меркурьева и автора [17]. Развитые в [17] и 
последующей работе автора [75] методы позволили также 
дать решение других, давно стоявших проблем алгебры и ал­
гебраической Д-теории. 

План работы таков: первая глава содержит обзор необхо­
димых результатов и методов /(-теории. Мы не старались сде­
лать этот обзор всеобъемлющим, а включили в него лишь те 
разделы, которые необходимы при изучении норменного вычета. 
По понятным причинам обзор получился довольно беглым. 
Сравнительно более подробно изложена теорема Квиллена о 
сравнении плюс-конструкции и Q-конструкции, отчасти ввиду 
важности результата, отчасти для демонстрации того, как об­
щие принципы действуют в конкретных ситуациях. Последние 
три параграфа главы посвящены изучению ^-когомологий н 
BGO-спектральной последовательности. Ввиду первостепенной 
важности этого материала для основной части работы, изло­
жение в этих параграфах значительно более подробное, чем в 
остальной части главы. 

Вторая глава посвящена доказательству теоремы о 
норменном вычете. Приводимое доказательство следует в основ­
ном тем же идеям, что и [17], однако есть и очень существен­
ные изменения. В первую очередь, это относится к доказатель­
ству теоремы 90 для /(2 и к вычислению Н°(Х, Ж%) Для много­
образий Северн—Брауэра. При изложении этих вопросов мы 
в основном следовали [75]. 

Последняя глава содержит некоторые из наиболее интерес­
ных применений наших методов и результатов. Изложение 
здесь значительно более вольное, чем в основной части работы; 
мы не пытались сделать его замкнутым в себе, многие техни­
ческие утверждения приводятся без доказательства, доказа­
тельства других лишь намечаются. 

Приводимый ниже текст является обработкой курса лек­
ций, прочитанного автором в университете «Париж VII» в пе­
риод с октября 1982 по февраль 1983 г. Мой приятный долг 
выразить благодарность университету Париж VII за гостепри­
имство, а слушателям курса за чрезвычайно деловую и стиму­
лирующую атмосферу. Отдельно хочу поблагодарить О. Габбе-
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ра, предложения которого позволили во многих местах упро­
стить и улучшить изложение. 

Несколько слов об обозначениях. 
Для абелевой группы А символом „A обозначается под­

группа A, состоящая из элементов экспоненты п, символом 
Ators обозначается подгруппа кручения в A, и для простого 
числа I символом A (-tors обозначается /-примарная компонента 
Ators- Другие обозначения объясняются по ходу дела. 

Г лава I 

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ Я-ТЕОРИЯ 
И ГОМОМОРФИЗМ НОРМЕННОГО ВЫЧЕТА 

§ 1. Классическая /(-теория ] 

Термин «классическая УС-теория» относится к теории функ­
торов Ко, К\, Кь которые (в отличие от высших /С-функторов) 
допускают простое алгебраическое описание. Прекрасное изло­
жение теории, краткий набросок которой мы приводим ниже, 
можно найти в книге Милнора [18]. 

Для произвольного кольца Л через & (Л) будем обозначать 
категорию конечно порожденных проективных, (правых) Л-моду-
лей. Классы изоморфных объектов категории & (Л) образуют 
коммутативный моноид относительно операции «прямая сумма», 
символом К о (А) обозначается группа Гротендика этого монои­
да. Таким образом, элементами Л"о(Л) являются формальные 
разности [---]- [Q], где Р, Qe& (Л), причем \Р\ - [Q] = [Я'] - [Q'] 
в том и только том случае, когда P®Q'©SszP'®Q®S при 
некотором S£@ (Л). Легко видеть (см. [18], § 1), что всякий 
элемент из К0(А) записывается в виде [Я] — [Л"] при некотором 
Р'в^ (Л) и натуральном п, кроме того, [Р] -— [Р'\ в том и толь­
ко том случае, когда P@A"ts^P/®Am при некотором т (в этом 
случае Р и Р' называются стабильно изоморфными). 

Приведенное выше определение Ко принадлежит Гротенди-
ку и восходит к его работам по общей теореме Римана—Роха 
(см. [3, 79]). Функтор К\ был определен Бассом [34], который 
основывался на более ранней работе Уайтхеда. На первый 
взгляд это определение имеет крайне мало общего с определе­
нием /Со-

Для произвольного кольца Л будем через ОЬ„(Л) обозна­
чать полную линейную группу /г-ro порядка над Л, через 
Е„(Л) —ее подгруппу, порожденную элементарными матрицами 
eijih) (1<ii=j<n, ЯеЛ). Группы GL„(A) и Е„(Л) образуют 
прямые системы групп относительно вложений QL„ (Л) -» ОЬй+1(Л), 
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Е„ (Л) — EH+1 (Л.)., заданных формулой а •->-1" ° L и символом GL(.\) 
•(соответственно Е (Л)-) мы будем обозначать соответствующую 
•стабильную группу GL(\) — lim GL, (\), E(.\) = lim E,. (.\). 

—> —> 
Матрицы еи{К) удовлетворяют следующим хорошо известным 
соотношениям: 

1.1. a) •3i;.(A).e,-;(!i) = e(.y.(A + |i); 
;в) [Зц(Х), ekl(\i)\ = \ при j^k, i=f=l\ 
•с) [еч{\), ejk(\х)} == е;/((Ар,) при j=£k. 
Последнее из этих соотношений влечет 
С л е д с т в и е 1.2. При n ^ 3 группа Е„(Л) совершенна 

(т. е. совпадает со своим коммутантом). 
П р е д л о ж е н и е 1.3. [E (Л), E (Л)] = E (Л) -= [GL (Л), QL (Л)]. 
Первое из этих равенств следует из 1.2, а второе вытекает 

(см. [18] лемма 3.1) из 
Л е м м а 1.4 (Уайтхед, см, [18], лемма 2.5). Для agGL,. (Л) 

матрица (j? _j) лежит в Е2,,(Д). 
Предложение 1.3 показывает, что E (Л) является нормальной 

dcf 
подгруппой в GL (А) и факторгруппа GL (A)/E (A)=-/Ci(A) абе-
лева. По построению, группа .~fi(\) совпадает с факторгруппой 
труппы GL (Л) по коммутанту, так что определению Ki (Л) 
можно придать следующую эквивалентную гомологическую 
форму (ср. ниже 1.11, 2.8): 

С л е д с т в и е 1.5. ЛГ1 (Л) - Я - (GL(A), Z). 
Определение группы К2 было дано Милнором [18], который 

исходил из работ Стейнберга по теории центральных расшире­
ний алгебраических групп (см. [25]). 

Определим я-ую группу Стейнберга Stn(A) как группу, за­
данную образующими Хц(К) (1{le}t=7--7{le}n, K'A) и соотношения­
ми 1.1), (в которых букву г надо заменить на х). Имеем оче­
видный сюръективиый гомоморфизм <fn : Stri (А) -+£„ (Л), а 
также очевидный гомоморфизм Stn(A){to}Stn+i (Л) (который в 
отличие от рассматривавшихся выше гомоморфизмов GLn(A){to} 
{to}GLn+i (A), E„(A)-{to}E„+i(A), вообще говоря, не является вло­
жением). Переходя к пределу, получаем стабильную группу 
Стейнберга St(A) =limSt„(A) и сюръективиый гомоморфизм 

—> 
Ф : St(A){to}E(A). Группа /С2(Л) определяется как Kerq>. Тот 
факт, что группа /С2 (Л) абелева, содержится в более точном 
утверждении: 

Л е м м а 1,6 ([18], теорема 5.1). Группа /Сг(А) совпадает с 
центром St {А). 

Группа Стейнберга и функтор Къ тесно связаны с понятием 
универсального центрального расширения. Напомним, что цент-
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ральное расширение l{to}A-><3{to}G{to}l называется универсаль­
ным центральным расширением (у. д р . ) , если для любого дру­
гого центрального расширения l{to}A/{to}@/{to}G{to}l существует 
единственный гомоморфизм ©—>©', делающий коммутативным 
треугольник 

Довольно просто доказывается 
П р е д л о ж е н и е 1.7 ([18], § 5). а) Для того чтобы цент­

ральное расширение l{to}A{to}@{to}G-И было универсальным, не­
обходимо и достаточно, чтобы группа © была совершенной 
(т. е. #.(©, Z) =0) и не имела нетривиальных центральных рас-

•ширений (т. е. #2(®, Z) =0) . в) Для того чтобы группа G 
имела у. ц. р., необходимо и достаточно, чтобы она была со­
вершенна. 

Если l{to}A-MS{to}G{to}l—у. ц. р. группы G, и А'-—любая абе-
лева группа, то задать центральное расширение G при помощи 
А' все равно, что задать гомоморфизм A{to}A'. Таким образом, 
H2(G,A') =Hom(A,A /). С другой стороны, поскольку 
#.(G, Z)=0, формула универсальных коэффициентов показы­
вает, что H2(G,A/)=Kom(H2(G,Z),A'). 

С л е д с т в и е 1.8. Если l{to}A{to}@{to}G{to}l—у. ц. р. группы G, 
то A = tf2(G,Z). 

П р е д л о ж е н и е 1.9 ([18], § 5). а) Группа St„(A) со­
вершенна при « ^ 3 ; B)Stn(A) не имеет нетривиальных цент­
ральных расширений при п^5. 

С л е д с т в и е 1.10. Если n ^ 5 и расширение St„(A){to} 
—>-_ ,г (Л) центрально, то оно является у. ц. р. группы Fn(A). 
В частности, l{to}/C2(A)->-St(A){to}E(A){to}l—у. ц. р. группы 
Е(Л). 

С л е д с т в и е 1.11. /<2(A)=#2(E(A),Z). 
Предыдущие конструкции годились для произвольных ас­

социативных колец. В случае, когда рассматриваемое кольцо 
Л коммутативно, возникают дополнительные эффекты. Прежде 
всего, в этом случае определитель задает гомоморфизм 
det : Ki (A){to}A*, который расщепляется при помощи отображе­
ния Л* = GL-(A) — GL(A){to}/d(A). Следовательно, К\(Л) разла­
гается в прямую сумму A,i(A) =A*®SKi(A), где SKi (A) = 
= SL(А)/Е(Л), и SL(A)—стабильная специальная линейная 
группа. Кроме того, в коммутативном случае операция тензор­
ного умножения проективных модулей определяет биаддитив-
ный функтор ® : ^ (Л) Х^(Л)->-^(Л) и, следовательно, били­
нейное спаривание Ко(А)ХКо(А)~^Ко(А). Легко видеть, что 
относительно этого спаривания До (А) является коммутативным 
ассоциативным кольцом с единицей. Точна так же тензорное 
умножение проективного модуля на матрицу позволяет опре-
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делить спаривание Ко (Л) X К\ (Л) {to}/G (Л) (см. [18], § 3), од­
нако наибольший интерес для нас в настоящий момент пред­
ставляет умножение Кх(Л) XК\(Л){to}/C2(Л) ([18], § 8). На­
помним конструкцию этого умножения. 

Если матрицы a,pGE(A) коммутируют между собой, то мы 
можем определить элемент а*реКг(Л) следующим образом: 
выберем прообразы x, z/GSt(A) для а, р и положим а*Р=-
~[х,у]. Ясно, что это определение не зависит от выбора х, у,. 
кроме того, операция * обладает следующими свойствами 
(операция в К2 записывается аддитивно): 

1.12. а) (се1а2)*р = (а1*Р)+-(а2*Р), если «1, а2 коммутирует с Р 
в) a?*$v = a*$; 
с) а*р= — р*а. 

Пусть теперь aeQLOT(A), P6QL„(A). Матрицы diag(a®l„, cr>®l,.r 
lm„) и diag(lm®p, l,„„, \тЩ~]) лежат в Eamn (А) согласно 1.4 
и очевидно коммутируют, так что мы можем определить эле­
мент {а,Р}б.йС2(Л) формулой {а, р} = diag(a®l„, a"1®!,,, lm„)* 
*diag(lm<g>p, \mn, lm®p_I). Легко проверить, что {а, p} не меняется 
при замене а и р их образами в GLm+i (А) и GL„+i(A), так что 
возникает спаривание GL(A) XGL(A){to}./<2(A); кроме того, это 
спаривание бимультипликативно и кососимметрично. Из этих 
свойств очевидно, что E (А) = [GL (А), GL (А) ] лежит в ядре-
спаривания, и в итоге получаем нужное нам умножение 
id(A)X/Ci(A){to}/C2(A). 

Если F — некоторое поле, то полугруппа классов изоморф­
ных объектов из &(F) канонически отождествляется с полу­
группой натуральных чисел и, следовательно, Ko{F)—X. Далее, 
хорошо известно, что всякая матрица из S>L(F) разлагается ъ-
произведение элементарных и, следовательно, определитель за­
дает изоморфизм K\(F) —F*. Построенное выше умножение 
KiXK\-+K2 определяет гомоморфизм F*®i?!|!-{to}/C2(F), и спра­
ведлива (см- [18], § 12) 

Т е о р е м а 1-13 (Мур [65], Матсумото [61]). Гомомор­
физм F*®F*^>-K2(I') сюръективен и его ядро порождено эле­
ментами а®(1—а), где a{ne}0, 1. Иначе говоря, группа KziF) 
задается образующим {а, Ь) (a, 6GF*), которые подчинены со­
отношениям 

1.14.1. {аха2, Ь} = {аи Ь} + {а2, Ь}\ 
1.14.2. {a, blb2} = {a, b{} + {a, b2}; 
1.14.3. {а, 1—a}=0. 
Если С—абелева группа, то задать гомоморфизм i(2(F){to} 

->-С все равно, что задать билинейное отображение cp:F*X 
X-P*{to}-C, удовлетворяющее соотношению Стейнберга ф(а,. 
1—а) = 0. Такие отображения часто называют коциклами 
Стейнберга. 
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Нам потребуется также информация о /(-группах алгебр с 
делением. Прежде всего, для любого тела D размерность вновь 
-определяет изоморфизм Ko{D)^.Z. Теорема Дьедонне о неком­
мутативном определителе (ем. [1]) позволяет построить гомо­
морфизм GL(D)->D*/[D*, D*]. Группа E(D), очевидно, лежит 
в его ядре, так что получаем гомоморфизм /С. (D){to}D*/[D*, 
•D*] - Легко видеть, что это, в действительности, изоморфизм, 
обратный к которому индуцирован гомоморфизмом D* = 
= GL,(D){to}GL(D)--W(i(D) (см. [2], гл. V, § 9). В том случае, 
когда D — конечномерная алгебра с делением над полем F, 
имеется гомоморфизм редуцированной нормы NrdD/J-: Ki(D) = 
=D*/[D*, D*]{to}.F*. Ядро этого гомоморфизма обычно обозна­
чается SKj(D), таким образом, SV.(D) =SL-(D)/[D*, D*], где 
SLj (D) = {XGD : Nrd x= 1}. До последнего времени оставалась 
открытой проблема, восходящая к Таннака и Артину, сущест­
вуют ли алгебры с нетривиальной SKi. Примеры таких алгебр 
и систематический метод вычисления групп SKi(D) были по­
строены в известном цикле работ В, П. Платонова — см., на­
пример, [21]. Нам потребуется в дальнейшем лишь следующий 
классический результат. 

Т е о р е м а 1.15 (Вант [83], см. также [21]). Если индекс 
алгебры D является бесквадратным числом, то SKi(D)-=-0. 

Довольно сложно обстоит дело с вычислением группы 
/<?(D). По существующему в настоящее время убеждению, эту 
группу в общем случае нельзя задать образующими и соотно­
шениями наподобие того, как это было сделано для полей. Пра­
вильное обобщение теоремы Мура—Матсумото на случай тел 
было найдено Рейманом [70]. 

Для любого кольца Л обозначим через St- (Л.) прообраз 
C.Li(A)-=A* при проекции St(A){to}QL(A). Для любых и, г>бЛ* 
положим Wij (и) = Xjj (a) xjt (— tr1) xi} (it), htj (и) — чюч (и) wtj( —• 1) 
(см. [18], § 9) и с(в,щ) = [*!-(«). A ^ l G S t ! (Л). Группа St-, (Л) 
связана с К2(Л) при помощи точной последовательности 
1{to}-.̂ 2(.\){to}Stj(A){to}A*nE(A){to}l. Если Л является телом, то, 
согласно теореме Дьедонне, Л* ПЕ(Л) = [Л*, Л*], кроме того, 
имеет место 

Т е о р е м а 1.16 (Рейман [70]). Если Л —тело, то группа 
Stj (А) задается образующими с (и, -о), {и, VQA,*) и соотношениями 

a) c(itiii2, v) = c("4i2, u"v)-c(uu v); 
b) с (и, ViV2) — с (и, Vi) • с ("•«, v*v2)\ 
c) с (и, -в), с (о, и) = \; 
•d) с (а, 1 — и) = \ (иф\). 

§ 2.+конструкция 

Подробное изложение результатов и конструкций этого па­
раграфа можно найти в работе Лодея [59] или книге Беррика 
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[36]. Все рассматриваемые ниже топологические пространства, 
пары . . . имеют гомотопический тип CW-комплексов. 

Т е о р е м а 2.1 (Квиллен). Пусть (X, х) •—линейно связ­
ное пунктированное пространство, Nc:ni(X, х)—совершенный 
нормальный делитель. Тогда существует непрерывное отобра­
жение f: (X, х)-*(Х+, х+) такое, что 

a) Имеет место точная последовательность 
f* 

{to}N {to} щ (X, х) {to} я.. (Х+, ху) {to} 1. 
b) Для любой локальной системы коэффициентов L на Х+ 

f индуцирует изоморфизм групп гомологии H.,.(X,f*L)-> 
~>H,.(X+,L), 

Пространство Х+ можно получить из X приклеиванием не­
которых двумерных и трехмерных клеток, его (или, более точ­
но, отображение f) часто называют квилленизацией X (отно­
сительно N). Следующее утверждение является тривиальным 
упражнением по теории препятствий, оно показывает, в част­
ности, что Х+ определено однозначно с точностью до гомото­
пической эквивалентности. 

П р е д л о ж е н и е 2.2. Если g: (X, x){to}(Y, у) —такое отоб­
ражение, что N содержится в ядре гомоморфизма ni(X, х)-*-
{to}x. (У, у), то существует единственное, с точностью до гомото-
пии, отображение h: (X+, jc.+){to}(y, у), делающее гомотопически 
коммутативным треугольник 

(Х,х ) f > (XV) 
?\ А 

П р е д л о ж е н и е 2,3. В обозначениях 2Л пусть (X, х)-> 
{to}(X\ x) — накрытие, отвечающее подгруппе N, (X+, x+){to} 
-~>(АГ+, х+) —универсальное накрывающее пространство и 
/: (X, х) {to} (Х+, ^ ^ — (единственное) поднятие / . Т о г д а / яв­
ляется квилленизацией X. 

П р е д л о ж е н и е 2.4. Пусть /\ : {Хи x1){to}(X1
+, Х..+), f2: (X2, 

X2)~^(XQ+, Х%+)—квилленизации Xi и Х2 относительно совер­
шенных нормальных подгрупп Ni и .V-. Тогда f\Xf2- (X1XX2, 
xiXx?)->-(Xi+XX2+, хг

+хх2
+) является квилленизацией X1XX2 

ОтНОСиТеЛЬнО N i X N 2 — J t i ( X , X X 2 , Xl+XX2
+). 

Для произвольной дискретной группы G будем символом 
BG обозначать классифицирующее пространство G, т. е. пунк­
тированное пространство (отмеченная точка в обозначениях 
обычно опускается), фундаментальная группа которого совпа­
дает с G, а старшие гомотопические группы равны нулю. 

Пусть Л—произвольное кольцо, группа Е (Л) является со-
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вершенным нормальным делителем в G L ( A ) - - - n i ( B G L ( A ) ) . 
СИМВОЛОМ BGL(A) + мы будем всегда обозначать квиллениза-
цию BGL(A) относительно этой совершенной нормальной под­
группы. 

П р е д л о ж е н и е 2,5. Обозначим через FA гомотопический 
слой квилленизации BGL(A){to}BGL(A)+, тогда: 

a) пространство FA ациклично, т„ е. Н.ь (FA, Z)-=-0; 
b) jt1(EA) = St(A), 
c) F A просто в размерностях > 2 (т. е. действие nj(EA) на 

Щ (FA) тривиально при I > 2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Утверждение а) сразу следует из 

спектральной последовательности Серра, отвечающей расслое­
нию EA{to}BGL (A){to}BQL(A)+ (см. [36]). Положим n1(FA) = G и 
рассмотрим универсальное накрывающее FA пространства ~д-
Спектральная последовательность Я . (О, H y ^ A ^ - ^ H i + A F A ) 
имеет вид 

н3 ( 6 ,1) v 0 * 
Н2(&, 2) \ 0 , * 

• н- (в, I) 
н 0 ( а , 2 ) о \(&,H2(FA)). 

Ввиду свойства а), мы заключаем, что Я - (О, Z) — Я 2 ( 0 , Z) == О 
и H3(G, 2)->FI(t(G, Я 2 (EA))- Точная последовательность гомо­
топических групп, отвечающая нашему расслоению, дает изо-
морфизмы d:nlhl (BGL (i\)'') ~> щ (FA) при f > 2 и короткую точ-

д 
ную последовательность 0 -> п2 (BGL (А)+) {to} О {to} Е (А) ->-1. По­
скольку действие фундаментальной группы слоя на образе с? 
всегда тривиально, то мы получаем утверждение с) . To же за­
мечание доказывает центральность расширения G{to}E(A){to}l, a 
поскольку / / . (G , Z ) = # 2 ( G , Z ) = 0 , то критерий (1.7) показы­
вает, что это расширение является у. ц. р. группы Е ( А ) , т. е. 
G = S t (A) . 

С л е д с т в и е 2.6. m ( B G L ( A ) + ) ---/(1(A), j t2(BGL(A) + ) = 
= /(2(A),n3(BGL(A)+)=#3(St(A),Z). 

Полученное следствие является некоторой мотивировкой для 
О п р е д е л е н и е 2.7. Кг(А) = n.(BGL(A) + ( t> l ) . 
С л е д с т в и е 2.8. Къ(А) -=#3(St(A), Z). 
Таким образом, группы Я, (А) возникают как гомотопиче­

ские группы пространства, гомологии которого совпадают с 
гомологиями BGL(A), т. е. с гомологиями группы GL(A). Это 
определяет гомоморфизмы Гуревича 7<,(A){to}#.(GL(A), Z), ко­
торые очень полезны во многих случаях (ср. § 8). 
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Для произвольных матриц a, (36GL(A) будем через а©р 
обозначать матрицу, элементы которой даются формулой 

[ 0, если i + / ^ 0 m o d 2 ; 
(а©р)г — \akl, если i=2k — 1, j = 2l—\; 

ф--,, если i-=2A, / = 2£. 

Таким образом, получаем гомоморфизм ©:GL(A)xGL(A){to} 
->GL(A), переводящий Е(Л)ХЕ(Л) в E (Л) и, значит, в силу 
(2.2), (2.4), определяющий отображение ©:BGL(A)+XBQL(A)+{to} 
{to}BGL(A)+. 

П р е д л о ж е н и е 2.9 (Вагонер [81], Лодей [59]). Постро­
енное выше отображение превращает BGL(A+) в гомотопиче-
ски ассоциативное и коммутативное Я-простраиство. 

Закончим этот параграф конструкцией умножений в высшей 
/С-теории, принадлежащей Лодею [59]. Зафиксируем биекцию 
<P:NxN->N (выбор биекции не играет роли, так как действие 
группы подстановок N на BGL+ гомотопически тривиально —см. 
[59]). Если Л и Л —два кольца, agGL (Л), a'GL(A'), то выбор 
биекции ф позволяет превратить тензорное произведение a®a' 
в «обычную» матрицу из GL(A®A'). Возникающий гомоморфизм 
GL(A)XGL(A')->GL(A®A') переводит Е(Л)ХЕ(Л') в Е (А®Л') 
и, следовательно, определяет отображение g:BGL(A)+X 
XBGL(A')+-vBGL(A®A/)+{cdot} Обозначим через x0 и x0

f отмечен­
ные точки в BGL(A)+ и BGL(A0+ и рассмотрим новое отобра­
жение g:BGL(A)+xBGL(A')+->BGL{A®A')% заданное формулой 
g(x, x') = g(x, x')~- g(x0, х') — g(x, х0') (минус понимается в 
смысле /-/-структуры на BGL(A®A')+). Отображение g гомо­
топически тривиально на букете BGL (А)+ X х0' IJ xQ X BGL (А'Г\ 
и, следовательно, существует единственное, с точностью до 
гомотопии (поскольку BGL(A®A')+ является Я-пространством), 
отображение h, делающее треугольник 

В&ЦА)+ * B&L(A')+ -8&L(A)+ABGL(A')+ 

BGL(A®A')+ 

гомотопически коммутативным. Отображение h индуцирует 
билинейные спаривания /Г. (Л) X Ks (А') •== щ (BGL (Л)+) X 
X я, (BGL (Л.Т)-+Щ+] (BGL(A)+ABGL {А'У)^Щ+] (BGL (Л®А')+) = 
— А!,:., ДА® А'). Точно так же тензорное умножение проектив­
ного модуля на матрицу позволяет определить умножения 
/С.(Л)Х/СДА')-^-Г<'-г+ДЛ®Л/) при i = 0 или /==0. Если кольцо Л 
коммутативно, то, комбинируя внешнее умножение Ki(A)X 
XKj(A)->Ki+j(A.®A) c гомоморфизмом /<",. (A®A){to}/C!„(A), 
индуцированным гомоморфизмом колец Л®Л->Л, получаем 
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внутреннее умножение /(.(Л) X#,(A){to}Ki+i(A). В малых раз­
мерностях это умножение совпадает с умножением, рассмат­
ривавшимся в § 1 (см. '[591), кроме того, легко видеть [59], что 
относительно этого умножения Л* (Л) превращается в градуи­
рованное ассоциативное (анти) коммутативное кольцо. 

§ 3. Классифицирующее пространство малой категории 
Хотя +конструкция вполне удовлетворительно решает 

проблему построения высшей /-(-теории в рамках теории колец, 
она не пригодна во многих важных более общих случаях, на­
пример для построения /(-теории произвольных схем. Эту за­
дачу решает другая конструкция, также принадлежащая Квил-
лену. -^-конструкция Квиллена, ввиду своей функториальности 
и гибкости, чрезвычайно удобна, как правило Q-конструкция 
предпочтительней -(-конструкции даже в тех случаях, когда 
последняя применима. В этом и следующем параграфах мы, 
следуя работам Квиллена [68, 50], излагаем основные факты 
о -^-конструкции и ее связи с + конструкцией. 

Для произвольной малой категории ^ символом N& обо­
значается ее нерв, то есть симшшциальное множество, ^-симп­
лексами которого служат последовательности Xo{to}Xi->- . . . {to} 
-{to}Xp объектов и морфизмов <в, причем i-ая грань (соотв. J-oe 
вырождение) подобного симплекса получается выкидыванием 

d 
Xt (соответственно, заменой Xt на X.-{to}X.). Классифицирующее 
пространство BW категории 1-F определяется как геометриче­
ская реализация .W. При этом N я В, очевидно, являются 
функторами из категории малых категорий в симплициальные 
множества и топологические пространства соответственно. 
Функтор В позволяет переносить различные топологические 
понятия на категории, в частности можно говорить о стягивае­
мости категорий, о том, что некоторый функтор <&-^(ё" являет­
ся гомотопической эквивалентностью, о гомологических и го­
мотопических группах категорий... Если 9? и 9"— малые 
категории, то NiffXtf') ^NWXN'S" и естественное непрерывное 
отображение В(Фх<§")-+В<ё'ХВф' является биективным, оно 
даже является гомеоморфизмом, если одно из пространств BW 
или 5 $ " локально компактно, или если на В'&ХВ'З" ввести 
компактно порожденную топологию (ср. [6, 62], гл. III) . 
В любом случае это отображение является .гомотопической эк­
вивалентностью (это следует из результатов Милнора [64]). 

Возьмем, в частности, в качестве W частично упорядоченное 
множество {0<1}. Пространство 5({0<1}) совпадает с еди­
ничным отрезком /, и, в силу компактности этого пространства, 
мы видим, что 5 ( ^ X { 0 < l } ) = 5 ' g ? X / . Функтор ^X{0<l}{to}.2> 
можно отождествить с тройкой, состоящей из функторов 
U 8 '• ЯИ-^-Ф и естественного преобразования F : f{to}g\ Из этих 
замечаний следует 

126 



П р е д л о ж е н и е 3.1. Если между функторами /, g : {̂to}.©1 

существует естественное преобразование, то Bf и Bg гомотоп­
ны. 

С л е д с т в и е 3.2. Если f :'§'-*• 2D имеет левый или правый 
сопряженный, то f—• гомотопическая эквивалентность. Если "g7 

имеет начальный или конечный объект, то она стягиваема. 
Л е м м а 3.3. Пусть {$.}.g/ — направленное семейство кате­

горий и 4S==\\m4gh пусть, далее, заданы объекты Х^и пере-
—> 

ходящие друг в друга, и пусть X6r<f —-их общий образ. Тогда. 
jx.4(«,X) = l Imn. . , (^ 1 X , ) -

—> 
Фундаментальную группу и группы гомологии пространства 

В% легко описать в чисто категорных терминах. Пусть р : £{to}-
—•.B'.F — некоторое накрытие. Для любого Х^ё обозначим через 
Е(Х) слой p над X. Каждая стрелка X{to}X' в категории W 
определяет путь из X в X' в пространстве В%? и, следовательно, 
биективное отображение Е (f) из E(X) в Е(Х'). Таким обра­
зом, по накрытию p-.E-^-B'F мы получаем функтор E:'g'-^Sets, 
переводящий каждую стрелку в биекцию. Наоборот, если 
E:<i_?{to}Sets— подобный функтор, то образуем новую катего­
рию 9", объектами которой служат пары (X, xGE(X)), а мор-
физмами из (X, х) в (X', х') служат f: X{to}X' такие, что 
E(f) (x) = х'\ Естественный функтор ^'-^-Ч? индуцирует непре­
рывное отображение BW-^-Bfe, которое, как легко видеть, яв­
ляется накрытием. Несложно показать, что приведенные выше 
конструкции взаимно обратны, таким образом, получаем 

П р е д л о ж е н и е 3.4. Категория накрытий пространства 
BW эквивалентна категории функторов 'g'-^-Sets, переводящих 
стрелки W в бнекции. Для объекта ХЩ? группа m(B^, X) сов­
падает с группой автоморфизмом Hom(X, X) объекта X в ка­
тегории '^[Arr'g'r1, полученной из *ё формальным обращением 
всех стрелок. 

Пусть М-.Ъ-^^Ъ — некоторый функтор. Определим гомологии-
Н^ф, М) как гомологии комплекса 

C t ( # , A0 = (iiM(X)-«- i±M(X0)<- и Ж ( Х 0 ) ^ . . . ) , 
A'gC Xt+Xt Х<,-+Х,-*Хг 

дифференциал которого определяется очевидным образом. ̂  Если 
М превращает любую стрелку CS в изоморфизм, то М опреде­
ляет локальную систему коэффициентов на В'З и, очевидно, 
#...(#, M) = H*{B4g, M). 

Если /:${to}25— некоторый функтор и Fg®, то символом 
//.К (соответственно Y \ / ) будем обозначать категорию, объек­
тами которой служат пары (Xec^, •o:/(X){to}Y) (соответственно, 
(Х{?ё, v:Y-+f(X))), и морфизм из (X, -о), в (X', -г»') есть такой. 
морфизм и:Х->Х', что v'f (и) = v (соответственно, f (и) V =v). 
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Рассмотрим следующий бикомплекс 

A P ?= 1L 2 

и две его спектральные последовательности. Взяв сначала 
гомологии в p-направлении, получим _ц Ffp(f(Xv)\3)). 

Хц-i-...-t-X 
Категория f(Xi,)\3) имеет начальный объект и, следовательно, 
стягиваема. Тем самым, рассматриваемая спектральная после­
довательность вырождается, и мы заключаем, что Н^(А..) = 
— H^^g, Z). Рассматривая вторую спектральную последователь­
ность нашего бикомплекса, получаем 

П р е д л о ж е н и е 3.5. Имеется функториальная спектральная 
последовательность Ej^—Hр(3), Я ? ( / / — ))=*НР+Ч (&)• 

Полученный результат тесно связан со следующими важны­
ми теоремами Квиллена (см. [68], теоремы A и 5 ) . 

Т е о р е м а 3.6. Пусть f : W-^S) — такой функтор, что для 
любого УбЮ категория f/Y (соответственно Y\ / ) стягиваема. 
Тогда / — гомотопическая эквивалентность. 

Обозначим через i очевидный функтор f/Y-*•<&, тогда v оп­
ределяет естественное преобразование из fl в постоянный 
функтор Y и, в силу 3.1, задает каноническую гомотопию от 
Bf-Bi=B(f-i) к постоянному отображению. Тем самым, воз­
никает непрерывное отображение из В (f/Y) в гомотопический 
слой (см. [23], гл. 11, § 8) Fr морфизма Bf над У. Следующий 
результат дает условия для того, чтобы это отображение было 
гомотопической эквивалентностью. Поскольку гомотопические 
СЛОИ над точками из одной компоненты гомотопически эквива­
лентны, то естественным условием, необходимым для этого, 
является требование, чтобы отображение В (f/Y)-+В (f/Y'), ин­
дуцированное произвольной стрелкой Y-*-Y', было гомотопиче­
ской эквивалентностью. Это условие является и достаточным. 

Т е о р е м а 3.7. Предположим, что для любой стрелки 7->У в 
.3) индуцированный функтор f/Y-*-f/Y' (соответственно, Y'\f-*-
{to}7\f) является гомотопической эквивалентностью. Тогда для 
любого Y^Sb естественное отображение B(f/Y)-+FY (соответст­
венно, B(Y\f)-+FY) есть гомотопическая эквивалентность. 
. Предыдущие результаты допускают значительное упрощение 

для расслоенных или корасслоенных функторов. В той же 
ситуации, что и выше, будем через f'l(Y) обозначать подкате­
горию % с объектами X, для которых / (X) =--• Y, и морфизмами 
и, для которых f(u) = \y. Функтор / называется предрасслоен-
ным (предкорасслоенным), если для любого УвЮ вложение 
у - 1 ( У ) с . . у \ / (соответственно, /^(У)^ f /У) имеет правый 
•(левый) сопряженный. Обозначая сопряженный функтор через 
•(X, v)>~*v*X (соответственно, (X, v)->v.j.X), мы для любой 
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стрелки v:Y->Y' получаем функтор •г,*:/-1(У')->/~1 (Г) (соот­
ветственно, я * : / " 1 (-П-*-/"1 (-")). называемый функтором замены 
базы (козамены базы) посредством v. Функтор / называется 
расслоеньш (корасслоеным), если дополнительно для любой пары 
композируемых морфизмов v, w естественное преобразование 
ia*v*-±lvw)* (соответственно, ('Vwj^-^-v^w.J является изомор­
физмом функторов. Для предрасслоенных функторов, в силу 3.2, 
получаем 

С л е д с т в и е 3. 8. Если / : 9{to}.® — предрасслоенный (пред-
корасслоенный) функтор, и для любого Уб.2> категория /""-(У) 
стягиваема, то / — гомотопическая эквивалентность. 

С л е д с т в и е 3.9. Если / : {̂to},® — предрасслоенный (пред-
корасслоенный) функтор и для любой стрелки v категории 3) 
функтор v* (соответственно v,) является гомотопической экви­
валентностью, то для любого Y&2D естественное отображение 
•B(f~1(Y))-+FY является гомотопической эквивалентностью. 

§ 4. Q-конструкция 

Пусть «я.- — абелева категория к ? - е е полная аддитивная 
подкатегория, замкнутая относительно расширений (т. е. если 
в точной последовательности 0{to}X'{to}X{to}X"{to}0 X' и X" лежат 
в <8, то X изоморфен объекту из Щ, Последовательность объ­
ектов и морфизмов в <& будем называть точной, если она точна 
в зФ, через Ш будем обозначать класс коротких точных после-

v J 
довательностей в '&, если 0{to}X'{to}X{to}X"{to}0— последователь­
ность из -F, то i называется допустимым мономорфизмом (обо­
значение >-* ), а / — допустимым эпиморфизмом (обозначает­
ся {to}>), Несложно выписать (см. [68]) ряд свойств класса $', 
которые позволяют описать эту ситуацию внутренним образом, 
т. е. если заданы аддитивная категория <& и в ней класс If, 
удовлетворяющий этим свойствам, то Ч? можно вложить в ка­
честве полной, замкнутой относительно расширений, подкате­
гории в абелеву категорию s4- так, что & совпадает с классом 
тех последовательностей, которые точны в М-. Аддитивная ка­
тегория Я$ вместе с подобным классом & называется точной 
категорией. Всякая абелева категория естественным образом 
является точной, всякую аддитивную категорию можно сделать 
точной, взяв в качестве 8 класс расщепляющихся последова­
тельностей. 

ЕСЛИ $ —точная категория, такая что классы изоморфных 
объектов Ч§ образуют множество, то мы можем определить 
К0(с&) как абелеву группу с образующими [X], где Х(?8, и 
соотношениями [X] - \Х1\ + [X"], если (0{to}X/{to}-Y{to}X"{to}O)ef. 
Если Л кольцо, то, очевидно, 1<0(А) = К0(^ (Л)). Для построе­
ния высшей АГ-теории Ч£ поступим следующим образом: обозна-
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чим через QCS новую категорию с теми же объектами, что и 
в $, но в которой морфизм из X в Y задается диаграммой 
X<<-Z>->¥, причем две такие диаграммы задают один и тот же 
морфизм, если существует изоморфизм Z~>Z', делающий ком­
мутативной диаграмму 

Композиция морфизмов X*<~Z}->Y и Y<-^V>->T задается при 
помощи диаграммы 

Z > — ~ Y 

t. I . 
Z Y " V > - { t o } V > — Т 

I 
Всякий допустимый мономорфизм X)~>Y категории % определяет 
морфизм i\\X->Y в Q$, аналогично всякий допустимый эпимор-

1 
физм X--K определяет морфизм j l :X-*Y в QCS- По определе­
нию, всякий морфизм в Q4? однозначно с точностью до изомор­
физма записывается в виде . .// ' .Легко видеть, что для любого 
морфизма в Qff существует и единственно также разложение 
вида / 'ii. 

Для любого Y&4P имеем морфизмы iY:0>-*Y, /у : У-+--0., 
которые определяют две стрелки из нуля в У в категории QW 
и, следовательно, петлю в BQ<@. 

П р е д л о ж е н и е 4.1 ([68], стр. 94). Сопоставляя каждому 
Y&g класс соответствующей петли в BQ'S', мы получаем изо­
морфизм /C0(̂ ){to} ni(BQ<&, 0). 

Этот результат служит первой мотивировкой, для следующе­
го определения: 

О п р е д е л е н и е 4.2. Kt{V) =я.+1 (BQV, 0). 
З а м е ч а н и е 4.3. Формально предыдущее обсуждение при­

менимо лишь к малым точным категориям. Для произвольной 
точной категории, классы изоморфных объектов которой обра­
зуют множество, надо предварительно эту категорию заменить 
эквивалентной малой категорией. 

Для сравнения Q-конструкции с -|- конструкцией нам потре­
буются некоторые дополнительные понятия. Напомним (см. [50])., 
что симметрической моиоидальной категорией (сокращенно 
см.к.) называется категория 9> вместе с функтором ©iS^X 
у^&^-У, объектом Ogs? и естественными когерентными изомор­
физмами 0®Х^Х (Хе&)т X®YsiY®X {X,Ye<?), X®(Y®Z)sz 
ss (X®Y)®Z (X, Y, Z&>). Действием 9 на категории CS назы-
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вается функтор ®\9,Y,%^% вместе с естественными KorepeHT-
ными изоморфизмами 0©A =s A (A@g), (Х®У)®А £иХ®(У@А) 
(X, Y&9, А^ё), Моноидальным функтором из с. м. к. 9 в с м . к. 
_ называется функтор f:9-*if вместе с естественными коге­
рентными изоморфизмами / (Х@У) ==. / (X)©/ (Г) (X, Y£9>), 
Аналогично вводится понятие бифунктора из одной категории, 
снабженной действием 9, в другую. Говорят, что 9 действует 
на <& обратимо, если для любого X(fS функтор трансляции 
Х®?:гё~>4§ является гомотопической эквивалентностью. 

Если 9 действует на <В> то символом { 9, Чв ) обозначается 
категория, имеющая те же объекты, что и с$, но в которой 
морфизм из Л и 5 представляется набором (XQ9, Ч>:Х®А-+В), 
причем (X, ф) и (X', ф') задают один и ТОТ же морфизм, если 
существует изоморфизм к:Х^Х' такой, что ф = ф/(Л,®1л)-

Л е м м а 4.4. Пусть W и .25 — категории, снабженные дейст­
вием ._?. Будем рассматривать на ^ХЗ) диагональное действие 
9'. Предположим, что все стрелки в .2) инъективны и для любо­
го -F6.2) функтор }®F : SP-+3!) является строгим. Тогда проекция 
<.?, '^Х.ЗЬ^^-ф', 2D) является корасслоениым функтором, его 
слои отождествляются с с&, а функторы козамены базы — с 
функторами трансляции. 

Действие 9> на $ Х 25 по первому (соответственно, второму 
сомножителю определяет действие 9 на < 9, %! X 25} , причем 
легко видеть, что возникающие действия гомотопически обратны 
(поскольку в {9,%хЗ)) для любых Е$&, E6.25, Хф имеется 
канонический морфизм E XE->(X©E)X(X©E) и, благодаря 
3.1, функтор ExF^(X®E)X(X®F) гомотопен тождествен­
ному). В частности, действие 9 на 9~133 = (9,9Х.2)) по вто­
рому сомножителю обратимо. Категория 25 естественным обра­
зом вкладывается в 9~13) (E .->-О X E). и это вложение согласо­
вано с действием 9, 

Будем в дальнейшем предполагать, что все стрелки в 9> 
являются изоморфизмами и функторы трансляции строгие. 

П р е д л о ж е н и е 4.5. Для того чтобы вложение 2Ь<^-+9>~Х3) 
было гомотопической эквивалентностью, необходимо и доста­
точно, чтобы действие 3? на 2D было обратимо. 

Поскольку действие 9 на 9)'lS) обратимо, то условие, оче­
видно, необходимо- Если оно выполнено, то из 4.4 и 3.9 следует, 
что последовательность B3>->B(9'-XS))^'B{9'> £Р) является рас­
слоением с точностью до ГОМОТОПИИ. Категория (9*, 9>) имеет 
начальный объект 0 и, следовательно, стягиваема, таким об­
разом, B2D-+B {gP^Sb)—гомотопическая эквивалентность. 

П р е д л о ж е н и е 4.6, Предположим, что в категории 25 все 
стрелки инъективны и для любого E625 функтор ?©E:.2{to}25 
является строгим. Если категория {9,3)) стягиваема, то для 
любого E625 функтор 9-19->9-l2):(X,y)^(X,y®F) является 
гомотопической эквивалентностью. 
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Согласно 4.4, функтор 9>-13)-+ ( 9>,3)) является корас 
слоенным со слоем .". Действие 9 на 9'13) по первой коорди­
нате является послойным и козамены базы согласованы с этим 
действием. Локализуя, получаем корасслоенный функтор 
-I?"1 [5Р'1ЭУ) {to} < 9, 2) > со слоем 9~19, Так же, как и выше, 
используя 3,7, заключаем, что для любого E62J функтор 9~19->-
_-.5-.-i (д>-щ: (х, Y) {to} (X, (Г, E)) является гомотопической экви­
валентностью. С другой стороны, действие 9 на 9~12) обратимо 
и, значит, вложение 9'13)<^9~1 (9'1Э)) есть гомотопическая 
эквивалентность. Осталось заметить, что диаграмма 

трест. (У / 

У"1-0 У " У & ) 

гомотопически коммутативна, как легко следует из (3,1). 
4.7. Ext-конструкция. Пусть и3 —точная категория, в кото­

рой все короткие точные последовательности, расщепляются. 
Положим .5Z7-Iso(^>)—категория изоморфизмов &>. & является 
с м. к, относительно операции прямая сумма. Для любого 
XGfP обозначим через &х категорию коротких точных последо­
вательностей 0-{to}Z.{to}y-->Z{to}0 с изоморфизмами, тождественны­
ми на X, в качестве морфизмов. Образуем далее категорию е?> 
расслоенную над Q&* со слоями $ х, взяв в качестве функторов 
замены базы следующие. 

4.7.1. Для морфизма /i:X'{to}X в качестве замены базы 
выступает обычный функтор замены базы в расширении 
E=(o{to}z{to}r{to}X{to}o){to};*E. 

4.7.2. Для морфизма /:X '{to}X (где J-.X-++X') положим 
/!)*(0{to}Z{to}r->X{to}0) = (0{to}Ker(y^){to}F{to}X'{to}0). 

Иначе говоря, объектами %> служат короткие точные по­
следовательности и морфизмом из (0{to}Z'{to}y — X'{to}0) в 
(О—>Z->У—>Х~>-6) служит класс (относительно изоморфизмов, 
тождественных на крайних строчках) коммутативных диаграмм 
вида 

О — - z ' Y 1 X 1 — - О 

II X I 
о — г —«-Y — - х —-о 

Имеется естественное послойное действие S на ^ : 
A©(o{to}X{to}r{to}z{to}o)=(o{to}A©X{to}A®r{to}z{to}o). 

П р е д л о ж е н и е 4.8. Для любого Xe^3 категория (S, &хУ 
стягиваема. 
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Для доказательства заметим, что В { S, Шх ) является 
связным //-пространством (Я-структура индуцирована функто­
ром &хХ%х-~>8х:(Е, Е')^{Ах)*(Е@Е')), в котором возведение 
в квадрат гомотопно тождественному отображению, поскольку 
для любого E = (0{to}K->Z->X-->0)6.lx имеется функториальный 
изоморфизм Y®E~>(&x)* (E©E). 

Локализуя послойное действие S на $, получаем расслоен­
ный функтор S'4-^Q^ со слоями S'leX- Ввиду 4.8 и 4.6, все 
слои гомотопически эквивалентны S'lS = S~]%0 и легко видеть, 
что замены базы согласованы с этими эквивалентностями. Тем 
самым применимо 3.9 и мы имеем расслоение B(S~lS)-*-

П р е д л о ж е н и е 4.9. Категория S~l& стягиваема. 
Для любой категории <& будем символом Subf обозначать 

категорию, объектами которой служат стрелки *<?, и морфизма-
ми из / в g служат коммутативные диаграммы 

/ 

О 
g 

Функтор Sub'?'-><&', сопоставляющий каждой стрелке ее конец, 
является корасслоенным, его слой над объектом ХвЧР совпа­
дает с C^VX)0-5 и, тем самым, стягиваем, так как имеет началь­
ный объект. В силу 3.6, Sub1j?{to}lg' — гомотопическая эквива­
лентность. Из приведенного выше описания & очевидно, что 
эта категория эквивалентна Sub(lnj5zl), где \r\\SP—категория, 
имеющая те же объекты, что и Ф, и допустимые мономорфиз­
мы в качестве морфизмов. Категория I n j ^ имеет начальный 
объект и, значит, стягиваема, следовательно, стягиваема и ST. 
В силу стягиваемости &, действие 93 на ней обратимо и вло­
жение <%С—>9>~К(§ — гомотопическая эквивалентность. 

С л е д с т в и е 4.10. Имеется каноническая гомотопическая 
эквивалентность QBQ^>^B9>~'i9>. 

Теперь нам осталось выяснить связь между дс^Э' и + конст­
рукцией. 

Пусть снова 9* — произвольная с. м, к. и 9* действует на 'g'. 
Применим предложение 3.5 к функтору проекции 9p~lW-^-
~*-(,9>, У). Учитывая 4.4, получим спекртальную последователь­
ность Hv{(9, 9>У, Hq{<$))^Hv+4(9>-^) (где tfg(^) есть 
функтор, который на морфизме (A, A®i5{to}D/) совпадает с 
гомоморфизмом, индуцированным трансляцией на A). Имеется 
естественное действие 91 на бикомплексе, из которого произош­
ла наша спектральная последовательность. Это действие опре­
деляет действие яо(.9?) на спектральной последовательности, 
причем действие на пределе, очевидно, обратимо (так как S" 
действует обратимо на i ? - 1 ^ ) . Локализуя, получаем новую 
спектральную последовательность Нр((9',9''),по(9})~1Н(1(Щ)=>-
^Hp+qi^ff). Слева стоят гомологии стягиваемого прост-
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ранства В{9', 5?> с коэффициентами в локальной системе 
яо^-ШдСО?), которые обращаются в ноль при р>0-

П р е д л о ж е н и е 4.11. # * (.?-'$) =-л0(.9')"'1Я* ($). 
Возвращаясь к рассмотренной выше ситуации, будем счи­

тать дополнительно, что •5Э = .5Э (А), где Л—-ассоциативное 
кольцо. Категория 9 в этом случае есть дизъюнктная сумма 
категорий Aut(-P) (Р^Р {К)) и, следовательно, В9> есть 
дизъюнктная сумма пространств BAut(P),. Полугруппа щ{9') 
есть полугруппа классов изоморфных проективных модулей. 
Локализуя Нл(9') по я- (;>•"), мы, очевидно, получим прямую 
сумму /Со (Л) экземпляров lim//,. (E AutP) — HmH.,. (BOL„ (Л)) = 

—> ' —> 
р и 

= H.A.BGL(A)„ Более подробно: B(ff''l9') является //-группой 
с л0, равным /С0 (А), для любого Р££Р (А) имеем вложение 
Aut Р<-~3":-д>-хд>,, Сдвигая его так, чтобы попадать в компоненту, 
содержащую ноль, приходим к , функтору AutP{to}-9,"1.s?:.P{to} 
^(Р, P), w--(]p,u). В частности, получаем непрерывные отобра­
жения BGL„(A)-f-(J8.?,4.?')ij. Применив телескопическую конструк­
цию, получим отображение BGL(A)->-(B9:!''iff')o, которое в си­
лу наших предыдущих рассмотрений, является гомологическим 
изоморфизмом. В силу универсального свойства + конструк­
ции, возникает отображение BGL(A)+->(B9'~l5,')o, которое 
снова является гомологической эквивалентностью. Поскольку 
оба пространства яаляются //-группами, то это гомотопическая 
эквивалентность и окончательно получаем: 

Т е о р е м а 4.12, ЙЯ<Э.-(Л) =£(SP-'£P) =/Co(A) XBGL(A)+. 

§ 5. Общие принципы высшей /С-теории 

В предыдущем § 4 для любой точной категории & мы оп­
ределили ее /(-группы Kt(^) = ni+\(BQ&>, 0). Если F :&-*-&'' — 
точный функтор, то он определяет функтор QF: Q^-^-Q^"' и, 
следовательно, гомоморфизмы F*: Kti^-f-KtitP'). Рассмотрим 
категорию & коротких "точных последовательностей в !Р, ее 
можно естественным образом превратить в точную категорию 
таким образом, что функторы s, t, q:<§~^-SP, переводящие Е — 
= (0{to}X{to}y{to}Z{to}0) в X, Y и Z соответственно, будут точны. 

Т е о р е м а 5.1 [68]. Функтор (s, q) : Qg^-Q&XQtf является 
гомотопической эквивалентностью. 

С л е д с т в и е 5.2. itt = s^-\-q^.Ki{S)-*-Kl{^). 
С л е д с т в и е 5.3. Если 0{to}E7{to}E{to}E"{to}0 —точная после­

довательность точных функторов из 2Р в £Р', то F... = (/г/)* + 
+ (E'0*. 

Будем говорить, что на функторе F-.SP^-ty' задана допус­
тимая фильтрация, если даны подфуикторы 0 = E 0 c F i C . . . 
. . .CE„-=E , причем для любого р и любого Х^& FP_X(X)~+ 
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-*-Fp(X) есть допустимый мономорфизм. В этом случае вложе­
ние Fq(X)->Fp(X) является допустимым мономорфизмом при 
любых <7<p и, следовательно, определены факторфункторы 
-•VFV 

С л е д с т вие 5.4. Если все функторы FplFp_x ТОЧНЫ, то 
точны вообще все факторфункторы Fp/Fq и, в частности, F. 

п 
При этом F * = 2 (-VjVi)*-

.-=1 
С л е д с т в и е 5.5. Если задана длинная точная последова­

тельность точных функторов 0{to}E0{to} . . . {to}E„{to}0, то 
п 

_2(--im)*=o. 
Пусть .>#•—точная категория и ^ — полная аддитивная под­

категория Ж, замкнутая относительно расширений. В этом 
случае !? имеет очевидную структуру точной категории, причем 
функтор вложения 5Р<-~М является точным. Следующий важный 
результат является обобщением классической теоремы о редук­
ции по резольвенте ([2], гл. VIII).. 

Т е о р е м а 5.6 [68]. Предположим, что 
а) Если в точной последовательности 0 {to}-^'{to} M {to}/И" {to} О 

объекты М и М" лежат в ^ , то Л ' изоморфен объекту из .5я. 
в) Для любого М&М существует конечная резольвента 

<Q^M*-PQ^,..^-Pn^0, где Р&&. 
Тогда вложение Q&^QM является гомотопической экви­

валентностью. 
Сле д е т вие 5.7. Пусть Т--={Г,, г>1} —точная связанная 

последовательность функторов из точной категории Ж в абе-
леву категорию s& (т. е. для любой точной последовательности 
0{to}M'{to}./W{to}./W"{to}0 заданы функториальные связывающие 
гомоморфизмы d-.T^M'^-^T^lM'), и последовательность 
. . . {to}Г, (М') {to}Г. (М)->Ti (М")~>Т^ (/И'){to} . . . {to}71 (М") точна). 
Пусть Фс•# —полная подкатегория Г-ацикличных объектов. 
Если для любого МаЖ существует допустимый эпиморфизм 
Р~»М (Р^ё?) и Тп(М) = 0 при больших п, то вложение Q.53 — 
—Q,# является гомотопической эквивалентностью. 

Пусть «.«£ — абелева категория и [Я — ее непустая полная 
подкатегория, замкнутая относительно образования подобъектов, 
факторобъектов и конечных прямых сумм. Категория 33, оче­
видно, является абелевой, и вложение Йэ---^, очевидно,—точ­
ный функтор. 

Т е о р е м а 5.8 (откручивание). Предположим, что любой 
объект М^зФ имеет конечную фильтрацию 0 = М-с;-Miс. • • 
. . .сМп = М, в которой все последовательные факторы 
MjMi.x лежат в 53. Тогда Q33 {to} Qs& — гомотопическая экви­
валентность (и, следовательно., Kx3i = Ki^)-
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В той же ситуации, что и выше, предположим дополнитель­
но, что 38 замкнута относительно расширений в М (в этом, 
случае ЗИ называется подкатегорией Серра в s&). 

Т е о р е м а . 5.9 (локализация). Пусть .53 — подкатегория 
Серра в s&, и пусть ^ /53 —соответствующая факторкатегория 
(см. [46, 77]). Обозначим через e:3?,<^s£ и s:s&-+s&l33 канони-

BQe BQs 
ческие функторы. Последовательность BQ33->• BQst->• BQ {s&/33)> 
является гомотопическим расслоением (то есть естественное 
отображение BQ33 в гомотопический слой BQs над нулем есть 
гомотопическая эквивалентность) и, следовательно, имеется 
функториальная длинная точная последовательность 

...^Kt(3d)-+Ki{s*)-+Ki{s*l53)^Kt-i(3B)->-... 
...-+K0{33)^KQ(<&)->K0(<&/33)->0 

(называемая точной последовательностью локализации). 
Умножения. Пусть £&, 33, 'g-точные категории и F:sfcX 

X 33 {to} % - биточный функтор (то есть при любых А ^ , BG3B 
функторы F(A, -):№->% и F( —, 33):Ж->% точны). Функтор F 
определяет очевидное билинейное спаривание Кй(ЩхКй(33)^-
-^KoCS): {A]X{B]^>[F(A,B)\. Естественно ожидать, что это 
спаривание является частным случаем общего спаривания 
Kt [Щ X К] (33) {to} Ki+j ($). Поскольку речь идет о спаривании 
гомотопических групп, то. оно «должно» происходить из спари­
вания классифицирующих пространств BQ&t-/\BQ33->t, при 
этом, поскольку Ki(s£) = m^(BQs£), Kj(33)^nJ+l(BQ33), то 
Ki+ji'e) «ДОЛЖНО равняться» rcui+2(?). то есть? должно быть рас-
петливанием пространства BQ%. Эта программа реализована 
в работе Вальдхаузена [82]. По любой точной категории % 
Вальдхаузен строит бикатегорию (см. |60]) QQ<$ и каноничес­
кую гомотопическую эквивалентность Q BQQce~BQ'%. БИТОЧ­
НЫЙ функтор E:^X.33{to}^ определяет функтор между бикате-
гориями Qs& X Q33{to} QQ4S и, следовательно, непрерывное 
отображение BQ&!-xBQ33->BQQ(e, которое тривиально на бу­
кете BQs£\/BQ33 и, тем самым, дает искомые спаривания 
BQMABQ33^BQQ(S, Kt(J>l)XK]№)-+KU}№). Поскольку по­
строения Вальдхаузена довольно длинны и сложны технически» 
то мы не будем приводить деталей, а ограничимся сводкой 
основных свойств этих спариваний. Для наших ближайших 
целей удобно заменить пространство BQs£ на его пространство 
петель; итак, ПОЛОЖИМ К (s&) = Q.BQs4-, так что /.Г,-(.5$)---= 
= л.К (.5$). Умножение Вальдхаузена определяет спаривание 
К(&)лК(ЗЭ)-±К(Щ. 

Т е о р е м а 5.10 [82, 51, 84]. Полученные спаривания обла-
. дают следующими свойствами: 

а) Если j ^ = ^ ( д ) , <В*=&(А.')> %=>.^(Л-ЗА'), то умножение 
Вальдхаузена совпадает с умножением Лодея (см, § 2). 
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в) Коммутативность. Если диаграмма функторов 

li >« 
ЯМ 

коммутативна с точностью до естественного изоморфизма, то» 
K U ) A K ( S ) - . 

II J>K(s) 
к (я) л к ( я ) - ^ 

коммутативна с точностью до гомотопии. 
c) Ассоциативность. Пусть заданы точные категории \$Ф, <%,. 

<&, 2>, 8, F и биточные фукторы МХЗ§-+&, SftX'&'+Sb, &XW-+-
{to}F, $ФX-2){to}F, причем диаграмма функторов 

i< II 
•я* X № Х^) ->^X25{ to }# " 

коммутативна с точностью до естественного изоморфизма, то» 
.диаграмма 

(К (.^)ЛК ( ^ ) )ЛК (^){to}K (<¥)лК (^) {to} К (ST) 

К ' ^ ) Л (К ( ^ ) Л К (<§)) {to}K И ) Л К (25) -у К (Я 
коммутативна с точностью до гомотопии. 

d) Естественниость, Если заданы точные функторы £&-±зФ', 
:53{to}.53', %-*•%', причем диаграмма 

^ Х 5 3 {to}<g 

• я ^ Х - З З ' - ^ ' 
коммутативна с точностью до естественного изоморфизма, то 
диаграмма 

К(.-^)ЛК(5В) -->К(Я) 
к^олк^о-^ксё') 

коммутативна с точностью до гомотопии. 
e) Пусть .i^1-->®1{to}^1, s&2-+332-><e2, .-^ {to} ®{to}^ —последова­

тельности точных функторов такие, что композиции равны ну­
лю и возникающие последовательности топологических прост­
ранств K(.i.s--){to}K($)-••КС?') . . . являются расслоениями с точ­
ностью до гомотопии. Пусть заданы далее биточные функторы 
®\Y.$r+$, ^хХ^Фт+Ж, •9£iX<gV>-.- )̂ WiXtfr+'i? и следующие 
диаграммы коммутативны с точностью до изоморфизма: 
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4 I \ I 
^ x J B 2 £ S., x 3B2 93 

# . x Я •*- £ 

I I 

Тогда для любых x-5/CiC.Fi), yGKjC&n) выполнена формула 
д{ху)=д(х).у+(—\)<х-д(у). 

Особенно часто используется следующий частный случай 
последнего свойства (соответствующий случаю s4-% = 0, J?2 = 

С л е д с т в и е 5.11. Пусть заданы спаривания $?i X.25{to}53, 
• $&хX3){to}^, c£iX&->c&, причем диаграмма 

•î i X S {to} S-, X $ ^ i X ® 
I V V 

^ ^ • # 

коммутативна. Тогда для любых x£Kt (Si), y&Kj(3)) д(ху) = 
= д(х)-у. 

§ 6. К-теория схем 

Для произвольной схемы X будем через 2Р [X) обозначать 
точную категорию векторных расслоений над X ( — локально сво­
бодных Ол'-модулей конечного типа), если X локально нётерова, 
то через JL {X) будем обозначать абелеву категорию когерент­
ных Олг-модулей., Положим Ki(X) = Ki{^> {X)) и (если X.— ло­
кально нётерова) К/(X) = Ki{M(X)). Естественное вложение 
S3 (X)--^ (X) индуцирует гомоморфизмы Kt (Х)-+К/ (X); если 
схема X нётерова и регулярна, то всякий когерентный Олт-мо-
дуль имеет конечную локально свободную резольвенту ([79], см. 
также [13]) и в силу 5,6 AT. (X)->Ki' (X). Аналогично для (не­
обязательно коммутативного) кольца Л символом .5s (Л) будем 
обозначать точную категорию конечно порожденных проектив­
ных правых Л-модулей; если Л нётерово справа, то символом 
Ж (Л) будем обозначать абелеву категорию всех конечно порож-
енных правых Л-модулей; наконец, положим /С. (Л) = Л'; (-^(Л)), 

Ki {k)==Ki{-M{K)\ Естественное вложение & (Л) - М (Л) инду-
щирует гомоморфизмы /<,.(A){to}AT/ (Л), которые будут изомор­
физмами, если Л регулярно справа (и нётерово справа). Группы 
Ki (Л), определенные выше, совпадают с группами, введенными 
в §§ 1, 2, в силу 4,12. Для коммутативного кольца А, очевид­

но, ^( .A)=A"i(Spec Л), /С/(.А) •=-#,•'(Spec .Л), в последней фор­
муле А предполагается нетеровьш. 
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Из нашего нынешнего определения групп Kt (Л) очевидно, 
что Kt (Л) = Кt (А.'), если кольца Л и Л' Морита-эквивалентны 
(см,. [2], гл.. 11), в частности, Kt (А) = Ki (M«(A)) (изоморфизм 
задается точными функторами ®лУ: & (A) {to} SP (Мп (А)), 
®AJn(A)V :̂̂ >(M„(A)){to}^,(A), где V — бимодуль строк длины п. 
над Л и W — бимодуль столбцов высоты п над А). 

Для произвольной (соответственно, локально нётеровой) схе­
мы X тензорное умножение определяет биточный функтор 
9 {X) X & (X) {to}&> (X) (соответственно, 3я (X) X Ж (X) {to}Ж (X)) 
и, следовательно, умножение Kt (X) X Kj{X)->K1+j{X) (соответ­
ственно, Ki(X)xKj'{X)-+K'i+j(X)). Относительно этого умно­
жения, Кь(Х) является градуированным ассоциативным (анти) 
коммутативным кольцом (соответственно, К#'(Х) является гра­
дуированным К* (-ЛГ)-модулем). Если A —коммутативное кольцо 
и А — некоторая А-алгебра, то аналогично определяется умно­
жение /<':1;(A)XA'.j!(A){to}A'..!(A), превращающее •/<".•. (А) в гра­
дуированный AT,.. (А)-модуль. 

Функториальные свойства- Всякий морфизм схем f:X->Y 
определяет точный функтор /*:!? (K){to}^ (А') и, следовательно, 
гомоморфизм /*:К# (Y) {to}К*(Х), который, очевидно, согласован 
с кольцевой структурой (см. 5,10.d), Предположим, что X и Y 
локально нётеровы и / имеет конечную Tor-размерность. Обо­
значим через 9 (К, / ) полную подкатегорию Ж (Y), состоящую 

Оу 
из пучков F таких, что Tor, (Ox, F) = 0 при i > 0 . В силу 5.7 
К*'(Y) = K#(0>(Y, f)), так что возникает гомоморфизм 
/*:АГ./(К) = л'!!;(53(Г,/)){to}A'!|i,(X), индуцированный точным 
функтором /* : & (Y, / ) {to} Ж (X). Гомоморфизм /*': К% (К) {to} 
{to}AV(Ar) является гомоморфизмом модулей над гомоморфизмом 
колец f*:K*(Y)-+Kb(X) (см, 5.10.6). 

Предположим, что / — собственный морфизм нЁтеровых схем, 
тогда функторы R'fH. переводят когерентные модули в коге­
рентные, кроме того, Я1/* = 0, если i достаточно велико (см. 
[53]). Обозначим через iF(X,f) полную подкатегорию Ж (X), 
состоящую из /-ацикличных модулей М (т. е. Rlf... (М) = 0 при 
i > 0), Если всякий когерентный модуль можно вложить в 
/-ацикличный, то выполнены условия 5.7 (точнее, двойственного 
утверждения) и, следовательно, К/ {X) = Ki{^r{X, /)). В этом 
случае точный функтор /^-.^(Х, /)~>Ж (Y) индуцирует гомо­
морфизм прямого образа /„,:ЛГ/ (X) = Ki{,3T {X, /))->-AY (К)-
Условие вложимости всякого когерентного О д.-модуля в [-ацик­
личный выполнено, например, в следующих случаях: 

a) f — конечный морфизм (всякий модуль является f-ацик-
личным). 

в) На X имеется обильное линейное расслоение [68]. В лю­
бом случае, рассматривая естественное действие категории 
@(У) на ST{X, f) и Jt{Y) и используя 5.10. d, получаем: 
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Предложение 6.1 (формула проекции). Для любых 
•Яб-ЛГ* (Y), У&К/ (X) справедлива формула Д. (/*(.x)-#) = x - /* (у). 

Замечание 6.2. Фактически, гомоморфизм прямого образа 
можно определить для любого собственного морфизма / (см. [85]). 

Предложение 6.3. Предположим, что в декартовой 
диаграмме нётеровых схем 

X'{to}X 

Y'XY 
морфизм / является собственным, g— конечной Tor-размерности 
и X, У Тог-независимы над V (т. e. lox°y (Ox, CV) — 0 при 
i>0). Предположим, кроме того, что либо / конечен, либо X 
и X' имеют обильные линейные расслоения. Тогда g * / * -
= /*'g'*:-V(A')-+-V(n-

В том случае, когда морфизм f:X-+Y является конечным 
и плоским, гомоморфизм прямого образа f*'-K!f.'(X)~>Kt,'(Y) 
часто обозначается NX/Y И называется гомоморфизмом пере­
носа. В этой ситуации точный функтор /^.Ж (Х)^-Ж (Y) пере­
водит @{Х) в SP (К), что позволяет определить также гомоморфизм 
переноса NX/Y :K* (X)-^K%(Y) (для построения этого гомо­
морфизма нет необходимости требовать нетеровость схем X и 
Y). Композиция Nx/Y°f* (как в УГ-теории, так и в /."'-теории) 
индуцирована точным функтором f.^{Ox)®oY и, следовательно, 
совпадает с умножением на [/* (Одг)]6^о(Y)- Е с л и f:X-±Y— 
этальиое накрытие Галуа с группой и, то из предложения 6.3 
немедленно получаем 

Следствие 6.3.1. /*-Л/*/3- = 2 а*. 

Не пытаясь достичь максимальной возможной общности, 
будем в дальнейшем считать, что все рассматриваемые схемы 
нётеровы. 

Замкнутые подсхемы. Пусть Z —'замкнутая подсхема X, 
i:Z<^-X — вложение и / с Ох -- когерентный пучок идеалов, опре­
деляющий Z. Функтор г,., позволяет отождествить .#(2) с пол. 
ной подкатегорией Ж (X), состоящей из пучков, аннулируемых / . 

Предложение 6.4. Если / нильпотентен, то i.A.:K./ (Z)Z-
->К.>/ (X). В частности, К../ (X TSU) = К :и' {X), Это следует из 5.8. 

Обозначим через U дополнение к Z я через j : U^X — со­
ответствующий морфизм вложения. Хорошо известно [46], что 
f-.Ж (X) -+Ж (U) индуцирует эквивалентность Ж (Х)/ЗЗ^Ж(и), 
где .©-подкатегория Серра в Ж(X), состоящая из пучков 
с носителем в Z. Согласно 5.8, К^' (Z)=K"t.(fB) и в силу 5.9 
получаем: 
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П р е д л о ж е н и е 6.5. Имеется функториальная точная по­
следовательность 

. . . {to} К/ (Z)±Kt
f (X^Ki' (и)->К\_х (Z) {to} ... 

Связывающий гомоморфизм д, встречающийся в этой точ­
ной последовательности, обладает очевидными функториальны-
ми свойствами; кроме того, он, как сразу следует из 5.11, яв­
ляется К*(Х) -линейным: 

П р е д л о ж е н и е 6.6. Для любых xGKi'(U), ybKj{X) спра­
ведлива формула d(x-j*(y))~d(x)-i*(y). 

Рассмотрим, в частности, случай, когда X = SpecA есть 
спектр одномерной нётеровой локальной области. Обозначим 
через F поле частных А и через k ее поле вычетов. Положим 
Z = Spec& — замкнутая точка X, тогда £/==SpecF есть общая 
точка X и возникает связывающий гомоморфизм 

d;F* = Ki(F)=Ki'(U)-+Z = K0' (Z) = Ко (k). 
П р е д л о ж е н и е 6.7 [68, 71]. Гомоморфизм д : F*{to}Z 

совпадает с гомоморфизмом ord, где ord(t) = length(A/tA) при 
/6A—0. 

Специализируя ситуацию еще больше, допустим, что А — 
кольцо дискретного нормирования; тогда д: F*{to}Z совпадает 
с нормированием v, кроме того, имеет место 

П р е д л о ж е н и е 6.8. Гомоморфизм d:K2(F)-+IlC1(k) = k* 
отличается знаком от ручного символа (см. [18], § 11), заданного 

формулой {х, у)•-»•(—- l)1'-*)-'-» (-——I (черта означает редукцию 
A*-+k*). 

Действительно, легко видеть, что группа ."-С2 (F) порождается 
символами {х, у), где у&А*; для такого символа в силу 6.6 и 
6.7 имеем: д ({х, y})=y-vi*K 

Продолжая считать, что А— кольцо дискретного нормирова­
ния с полем частных F и полем вычетов k, определим гомо­
морфизмы специализации /Сл. (F){to}.t-C.|.(k). Для этого выберем 
простой элемент пбА и определим 8п:К^(^)->К.^(к) формулой 
5„(и)=--5(/(п).и), где ^(n)€ATi(F).— F* —элемент, соответствую­
щий л. Ограничение s„ на К*(А) совпадает, как видно из 6.6, 
с естественным гомоморфизм K.i.(A)^Kt.{k), индуцированным 
проекцией A->k. 

Аффинные и проективные расслоения. 
Т е о р е м а 6.9 (гомотопическая инвариантность). Пусть 

/ : Р {to} X —• ПЛОСКИЙ морфизм, слои которого являются аффинны­
ми пространствами. Тогда f*:K^'(X)^K^' (Я). 

Т е о р е м а 6.10. Пусть E—-векторное расслоение постоян­
ного ранта г над X, F = P ( E ) —Pro] (SE) —соответствующее 
проективное расслоение, / : F {to}X —структурное отображение 
и ZQKQ(P)-~класс канонического линейного расслоения 0 (—1). 
В этом случае отображения 
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К*' (X)'-*tfV (Я), К* (XY-+K., (P):(x,)0<*<--i~2V/* (хд 
являются изоморфизмами градуированных /̂ ...(АО-модулей. 

§ 7. Спектральная последовательность 
Брауна—Герстена— Квиллена 

Для схемы X будем обозначать через Жр(Х) подкатегорию 
Серра в Ж(Х), состоящую из пучков F таких, что 
codimA'SuppE>p. Факторкатегория Ж р (X) / Ж р+1 (X) эквива­
лентна II Ж/1(Ох,х)> где Ж ft — категория модулей конечной 

XGX
P 

длины и Хр~-подпространство X, состоящее из точек кораз­
мерности р. В силу 5.8 и 3.3, мы заключаем, что 

К1{Жр{Х)и(р+ЛХ)) = Л Kt(k(x)), 
Согласно теореме о локализации 5.9, мы имеем точные после­
довательности 

. • • - # , И,-+1 (X))^Kt (Жр (AT)){to} 
-+Ki {ЖР(Х)1ЖР^ (Х))->К^ (ЖрА (Х))-> ..., 

которые определяют точную пару 
К,(Ж,:{Х))^К.,{Ж,{Х)) 

К.ЛЖ,(Х)/Ж,+1(Х)) 
и, следовательно, спектральную последовательность. 

Предложение 7.1. Имеется когомологическая спектраль­
ная последовательность E (X) третьей четверти с первым членом 

EHAO== il K-p-9(k(x)) № ( — ) = 0 при ;<0). 
Если X имеет конечную размерность Крулля, то E(X) сходит­
ся к K'-P-q(X), 

Фильтрация, определяемая этой спектральной последователь­
ностью на группах К/ (X), имеет вид: 

К/ (X)" = Im (К, (Жр (X)){to}/C/ (X)) = 
= 1 1т(К/(У)->К/(Х)) 

codlra/fK>Jp-
и называется топологической фильтрацией. Дифференциал 
d- спектральной последовательности Е (X) переводит 
. Я K-p-q{k{x)) в я K-n-q-\(kly)), его (x, у)-компо-
нента равна нулю, если у$х, и совпадает со связывающим го­
моморфизмом д, определенным локальной одномерной областью 
0-у (см. § 6), в противном случае—[71]. 
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П р е д л о ж е н и е 7,2. Следующие условия равносильны: 
а) Для любого р>0 вложение .#р+1 (А") — Ж р (X) индуци­

рует нулевые гомоморфизмы на /С-группах-
в) E§?(X)=-0 при p > 0 и краевой гомоморфизм ATl-(X)-> 

{to}E2?(X) является изоморфизмом (второе условие следует из 
первого, если X имеет конечную размерность Крулля). 

с) Для любого n > 0 последовательность 

0 - Л У (X){to}Л Kn(k(x))->JL Kn-,(k(x))^>... (7.2.1) 

точна. 
Это утверждение сразу следует из конструкции спектраль­

ной последовательности. Если выполнены равносильные усло­
вия, сформулированные в 7.2, то схема X называется очень 
чистой. Обозначим через Ж v (соответственно, Жр') пучок в то­
пологии Зарисского схемы X, ассоциированный с предпучком 
U»KP(T(U, Ох)) (соответственно, U^K/{T(U, 0Л-))). 

П р е д до ж е н и е 7.3 (Герстен [47]). Предположим, что все 
локальные кольца Ох,х схемы X являются очень чистыми. Тогда 
имеются канонические изоморфизмы ЕР,"{Х) — НР(Х, W_q)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Последовательности (7.2.1), рас­
сматриваемые для различных открытых подмножеств X, опре­
деляют некоторую последовательность предпучков на X, от-
пучковывая которую мы получаем последовательность пучков 

О {to} ЛС„'-> я (У* (Кп (k(x))) {to} 11 (У* (Кп-1 {k (x)))^ • •. (7.3.1) 

Слой последовательности (7.3.1) над точкой х£Х совпадает c 
последовательностью (7.2.1), построенной для локальной схемы 
Spec(Олг.л-) и, следовательно, точен. Тем самым (7.3.1) есть 
вялая резольвента пучка СКп' и, значит, 

ПР(Х, Ж„') = НР(З^Т(Х, ц(1х),(К9-аЩх))))~ 

= HP(s -+Е\--ч (Х)) = ЕР'-« (X). 
Т е о р е м а 7.4 (Квиллен). Пусть A—• регулярное локальное 

кольцо, являющееся локализацией алгебры конечного типа над 
полем F. Тогда A является очень чистым. 

Общий случай легко сводится к случаю, когда F бесконечно 
и A есть локальное кольцо неприводимого гладкого многообра­
зия X/F в точке х (только этот случай нам и будет нужен в 
дальнейшем), см. [68, 49]. Из предложения 7.2 видно, что нам 
достаточно доказать следующее утверждение: 

7.4.1. ДЛЯ любого дивизора YcX существует открытая 
окрестность U (х) такая, что вложение Мр (¥)<^-Мр+1 (Х)-~ 
<~MP{X)->MP(U) дает нулевые гомоморфизмы на /Г-группах. 

143 



Лемма 7.4.2. Пусть YczX' — дивизор, UczX' — открытое 
подмножество. Предположим, что IY\u ==(/)> гДе /6Г (U. ОлгО — 
не делитель нуля, и существует ретракция r:X'{to}F, ограни­
чение которой на U есть плоский морфизм. Тогда функтор 
JCp(X)->J{p{X')~>Jlp(U) индуцирует нулевые гомоморфизмы 
иа д-группах. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ретракция г превращает Ох- в От-
алгебру, и для любого РвЖ (Y) имеем точную последователь­
ность Ox-модулей 

О {to} /к®oYF -> О*. ®0},E {to} i„ (E) {to} 0. 
Ограничивая эту последовательность на U и пользуясь тем, что 
1у \usiOu, получаем 

0 {to} Ou®oyF {to} Ou®ovF {to} it (F) \u {to} 0. 
Поскольку Ои является плоской О^-алгеброй, то тем самым 
получаем точную последовательность точных функторов ЖР(У)-*-
->jrp(U): 

0{to}Oy®or >Ои®0у >-i#( —) |у->0. 

и доказываемое утверждение следует из 5.3. 
7.43. Возвращаясь к доказательству пункта 7.4.1, мы можем 

считать, что X лежит в аффинном пространстве А%. Поскольку 
поле F бесконечно, мы можем выбрать линейную проекцию 
vp:X{to}A r̂I, где «. — dimX, со следующими свойствами: 

a) p\Y\Y-±кп-\ — конечный сюръективный морфизм, 
b) p является гладким в точке х. Положим Х' = ХХ л-1-/Г. 

АР 
i' = (i, \y):Y*~X', / ' — пучок идеалов, задающий Y в X', и 
рассмотрим декартов квадрат 

X'{to}F 

X{to}An-1 
р 

Морфизм г является гладким коразмерности один в точках из 
S = q'l(x), и ir является сечением для г. Поскольку q является 
конечным, мы можем найти U (х) такую, что г— гладкий кораз­
мерности один на U' = q'l(U) и идеал 1'\ч-чу) является главным 
идеалом, порожденным не делителем нуля. В силу 7.4.2 функ-

'* тор Ж р(у)-±Ж р{Х')-+Ж P(U') дает нулевые гомоморфизмы, и 
осталось заметить, что интересующий нас функтор Mp(Y)-> 
-+Jtp{U) есть композиция функтора Жр(К){to} MP{U') и функто­
ра" •у.,:.**, (£/')-»..4Гр(.»У). 
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С л е д с т в и е 7.5. Если XlF — регулярная схема конечного 
типа, то 

0{to}.̂ rt{to} я (IX (Кп (k (х)))Л R [ix)t (Кпл (k(x)))^ .. . 

есть вялая резольвента пучка Мп. Кроме того, Ep
%

q (Х) = 
^НР(Х, С№,„). 

С л е д с т в и е 7.6. В условиях 7.5 НР(Х, ffCq)=Q при p>q, 
группа НР(Х, Жр) совпадает с группой СНР(Х) классов циклов 
коразмерности р относительно рациональной эквивалентности. 

Группы АТ-когомологий НР(Х, Ж„) являются контра вариант­
ными функторами схемы X: если /:Y{to}X—-произвольный мор­
физм, то имеется очевидный гомоморфизм пучков ЗСЧ(Х)-*-
-+f*(Wg(Y)), который определяет гомоморфизмы групп кого-
мологий H-°(X, Wg)-*-HP(Y, CfC„). Эти группы ведут себя кова-
риантно по отношению к конечным плоским морфизмам: если 
/:Y{to}X—-конечный плоский морфизм, то прямой образ опреде­
ляет гомоморфизм пучков /„. {Cf£q{Y))~*-Xq(X) и, следовательно, 
гомоморфизм групп когомологий 

HP (Y, Ж, (Г)) - Н Р (X, fjpc, (Г))) {to} HP (X, Xq (X)). 
Если t:Y—X — замкнутое вложение неприводимых регуляр­

ных схем конечного типа над полем, то, используя канонические 
вялые резольвенты пучков №P(Y), ЖР(Х), построенные в 7.5, 
получаем гомоморфизмы iit.:HP(Yi CfCq)->HPVd (X, Жя+а), где 
d —codinuK, Более общим образом, используя канонические 
вялые резольвенты, можно определить гомоморфизмы прямого 
образа / » : НР {У, CfC„) {to} W** {X, Жш) (где d = dim X — dim Y) 
для любого собственного морфизма /:K{to}X неприводимых 
регулярных схем конечного типа над полем [48, 27]. 

Если /:K{to}X—произвольный морфизм гладких квазипроек­
тивных многообразий над полем, то /*:СНР(Х) = НР (X, №р)-*-
->HP(y,£Kp) = CHp{Y) совпадает с обычным гомоморфизмом 
обратного образа для групп Чжоу [51], Если морфизм / собст­
венный, то (как сразу видно из определения) f.A.:CHp{Y) = 
-=/- /P(K, Mp) + HP+d(X, Жр+а) = СНР+а(Х) совпадает' с гомомор­

физмом прямого образа для групп Чжоу. 
Предположим, что /:F{to}X —плоский морфизм, тогда функ­

тор /*:Ж(X){to}.# (К) переводит категорию Жр(Х) в ЖР(У) 
и индуцирует" точные функторы Ж р(Х) / Ж Р+1(Х)-+Ж P(Y) IЖ p4l(Y). 
Таким образом, возникает гомоморфизм спектральных последо­
вательностей f*:E (X){to}E (Y); на Et-членах этот гомоморфизм 
имеет вид 11 Kq(k(x))-y Я Kq{k(y))\ его (х, у)-компонента 

равна нулю, если /(у)фх, и совпадает с гомоморфизмом, 
индуцированным вложением k(x)*~k(y), если f(y) = x (см. 
|71]). В том случае, когда X и Y —-регулярные схемы конечного 
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типа над полем, гомоморфизм ^-членов, после отождествления 
Е1Ч (К) = HP (Y, X_q), EP« (X) = НР {X, Ctt_q), превращается 
в естественный гомоморфизм групп /С-когомологий, обсуждав­
шийся выше. 

Лемма 7.7. Пусть f:Y{to}X — конечный плоский морфизм 
неприводимых регулярных схем конечного типа над полем-. 
Тогда композиция f .J* :Е (Х)-+Е (X) совпадает с умножением 
на deg(/)„ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть гомоморфизм 
Ягчленов„ Ввиду явного описания гомоморфизмов /„. и ./* 
на E.-членах, приведенного выше, достаточно доказать, что 
если E c E —конечное расширение полей, то композиция K$(F){to} 
-> К# (Е)-+К * (F) совпадает с умножением на [E:F], но это-
частный случай формулы проекции (см. 6.1). 

Л е м м а 7.8 (вырезание). Пусть X — регулярная схема ко­
нечного типа над полем, ZczX — замкнутая подсхема, U=X—Zy 
d = coiimxZ. Тогда гомоморфизмы ограничения НР(Х, ЖЧ)^-
~*-HP{U,Xq) являются изоморфизмами при p<rf—1 и мономор­
физмами при p=d—I. 

В заключение отметим мультипликативные свойства групп. 
ЛГ-когомологий. Умножение в /<-теории определяет спаривание 
пучков Wp®Mq-*-fflp+q и, следовательно, индуцирует спаривания 
групп котомологий Н1 (X, (Кр)®Н1 {X, Х0) {to} Н*> (X, ЯС^ 
Относительно этого умножения, Я* (X, СК^) является биградуи-
рованным ассоциативным (анти) коммутативным кольцом. Для 
любого морфизма /:K{to}X гомоморфизм /*:Н*(Х, Ж^-*-
{to} Я* (К, S.J.) является гомоморфизмом колец. Если X —гладкое 
квазипроект'ивное многообразие над полем, то умножение 
СНР(Х)®СНЦХ) = НР(Х, ЖР)®Н1{Х, M'q)^FlP+'!{X, # Р + » Н 
— СНР+(!(X) совпадает (с точностью до знака) с обычным; 
умножением, индуцированным пересечением циклов (см. [51])-

§ 8. Классы Чженя 
Классические классы Чженя—Гротендика [52] представляют 

собой естественные преобразования с{: К0(Х)-+СН*(Х). На­
помним их построение вкратце. Все схемы, рассматриваемые в. 
этом параграфе, предполагаются гладкими многообразиями 
над полем. 

Группа СН1 (X) канонически отождествляется с группой 
классов изоморфных линейных расслоений над X, и для линей­
ного расслоения L символом Ci(L) обозначается элемент, соот­
ветствующий L при этом изоморфизме (с. (L) = (/), где / — лю­
бое рациональное сечение L). Основой для построения теории: 
классов Чженя служит 

Т е о р е м а 8.1 (Гротендик [52, 861). Пусть Е — векторное-
расслоение над X ранга п, Р = Р(£) =Proj(S(E)) —его проек-
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тивизация и L—Op(—1)—каноническое линейное расслоение 
на Р. Положим 1 = Сх(Ь)еСН1(Р). Тогда СН*(Р) является сво­
бодным СН*(Х) -модулем с базисом 1, £ , . . . , i""1. 

Из этой теоремы сразу следует существование однозначно 
определенных классов ci = ci(E)&CHi(X) ( i= 1, . . . „ n) таких, 
что ln + Ciln~l+ . .. + с — 0; дополнительно положим c0(E) — 1, 
с4(£)=0 при i>n. Полный класс Чженя с(E) ==co(E)+•-•(£) + 
+ .. .GCH(X)* обладает свойством мультипликативности: если 
0{to}£v{to}E{to}E"---0 — короткая точная последовательность век­
торных расслоений, то с(Е) =с(Е') •с(Е / /). Это свойство позво­
ляет определить гомоморфизм групп с: КО{Х)-УСН (X)*, одно­
родные компоненты которого с.: Ka{X)-^CHi(X) и называются 
классами Чженя—Гротендика. Заметим, что с,., вообще говоря, 
не являются гомоморфизмами групп (за исключением е.), на­
пример, с2(х+у) = c2(x) +с2(у) +С\(х) -Ci(y). Чтобы обобщить 
классы Чженя на высшую /(-теорию, нам потребуются G-экви-
вариантные классы Чженя для векторных G-расслоений. 

Если G — дискретная группа, действующая на топологиче­
ском пространстве X, и F—абелев G-пучок на X, то через 
НР(Х, G; F) мы будем обозначать соответствующие группы 
эквивариантных когомологий [7]. Для произвольной G-схемы Х 
группа #'(X, G; Ж\)=НХ (X, G; Ох*) канонически отождеств­
ляется с группой классов изоморфных линейных G-расслоений 
на X. Как и выше, для любого линейного G-расслоения L на X 
будем через c\(L)GHl(X, G; Ж\) обозначать элемент, соответст­
вующий L при этом изоморфизме. 

Т е о р е м а 8.2 (Шерман [71, 72], Шехтман [27], Жиллет [48]). 
Пусть Е — векторное и-расслоение над G-схемой Х ранга п, 
P = P(E), L = Op(—1). Действие G на X и Е определяет 
естественное действие G на Р и L; положим 5 = Ci(L)6 
6Я1 (Р, G; С№х). Биградуированное кольцо Н* (Р, G; Ж.^ является 
свободным Н* (X, О; $Га.)-модулем с базисом 1 ,5 , . . . , bj1'1. 

С л е д с т в и е 8,2.1. Пусть Р= Р £ _ \ тогда 

НЦР - ч f0 W*l>J "РИ ' > * • 
{ ' i}~Vi!-KH(F) при i < / t - 1 , i<j, 

где ШН1 (Р, .^.) — СН1 (Р) — каноническая образующая. 
Действуя так же, как и выше, мы сопоставим векторному 

G-расслоению Е классы Ci(E)Q.Hl (X, G; C/£t) такие, что с0(£)-1. 

ci(E) = 0 при i > л и 2 с г ( £ ) Г ' = 0. 
1=0 

П р е д л о ж е н и е 8.3. Предположим, что действие группы G 
на топологическом пространстве X тривиально и F — триви­
альный G-пучок. Тогда имеется естественная точная последова­
тельность: 
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0-> ; + .Я_ 1 Ext (Я, (О, Z), HJ(X, F))->HP{X, G; E){to} 

{to} . ii= Horn (H, {0, Z), Я-/ (X, E) {to}0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через С* (G) стандартный 
комплекс группы О и через /*—какую-нибудь инъективную 
резольвенту/7. Определим G-пучки 1Р" формулой Г (U, Ipq) = 
=Hom(Cp(G), Г (U, I")). Легко видеть, что бикомплекс /** 
является G-инъективной резольвентой F и, следовательно, 
Я * (X, G\F)-H* (Нот (С, (G), Г (X, /*))°) = / /« . (Нот (С, (G)0, 
Г (X, /*))), Так что утверждение следует из формулы Кюннета. 

Предположим, что G тривиально действует на схеме X и 
Е— векторное G-расслоение на X. Согласно 8.3, эквивариант-
ные классы СР(Е)£НР(Х, G; Жр) определяют при каждом Кр 
гомоморфизмы сир(Е) ; Ht(G, Z)-^-Hv~i(X, Жр). Рассмотрим.в 
частности, следующий случай: пусть X = SpecA — аффинное 
многообразие, G — GLn(A), Е = Ох

п с очевидным действием G. 
Согласно предыдущей конструкции, возникают гомоморфизмы 

сЛ/,-(Ап)----С/.ЛО^):ЯЛО---И), Z)^HP~1(X, Xp), 
Легко видеть, что диаграмма 

коммутативна, так что, переходя к пределу по п, получаем 
гомоморфизмы с.,р(А0О):Я ;(0Ь(Л), Z){to}НР-1 (X, Жр). Компонируя 
этот гомоморфизм с гомоморфизмом Гуревича 

Kt (X) = Ki (А) = щ (BGL (А)+) {to} Я . (BQL (A)+, Z) = 
= ^ (GL (A) ,Z) . 

мы получаем высшие классы Чженя citP:Ki (X){to}НР- 1(Х, ЖР). 
Конструкцию гомоморфизмов си р.; Д, (X)—>-Яа-_-(X, Жр) 

можно обобщить с аффинных на любые квазипроективные мно­
гообразия три помощи трюка Жуанолу [55]. 

П р е д л о ж е н и е 8.4. Для любого квазипроективного мно­
гообразия X над полем F существуют аффинное многообразие 
Р и морфизм / : Р^-Х, локально по X (в топологии Зарисского) 
изоморфный проекции А£ XX{to}X. 

Согласно 6.9, К -теории X и Р совпадают, то же самое 
верно для ЛГ-когомологий [71], и мы можем определить гомо­
морфизм Ci,p:Ki(X)^-HP'l(X, Cf£p) из коммутативной диаграммы 

Г\\ сир W 
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Несложно проверить, что это определение не зависит от выбора 
Р и / . 

Т е о р е м а 8.5 [27, 48]. Классы Чженя ciip:/Ci(X){to} 
{to}#p-»(X, Ж-р) обладают следующими свойствами: 

а) е., v ~ гомоморфизм групп при t>0. 
в) Естественность. 
c) если ае/С, (X). Petf-(.X), г, у > 0, то с ,+ ; >(сф)=-

= - 2 (--Vd-Dr^-Wgy^). 
r+s=pч ' ' 

d) Гомоморфизм chi:Ki{X)->H°(X, ЗУ-) совпадает с естест­
венным. 

Рассмотрим случай, когда X совпадает с SpecE, где 
F — поле. В этом случае Н1(Х, 9СР) = 0 при i > 0 и F/°(X, Лр) = 
— KP{F), Единственным нетривиальным классом Чженя в этом 
случае является Cp,p:Kp{F)-^H°(X) CKp)==Kp(F), Согласно 8„5„d, 
гомоморфизм С\Л:К\ (F)-+Ki (F) является тождественным. Из 
этого и из формулы произведения, которая в данном случае 
принимает вид ci+jM+J{cdot} («Р)--=- — ^^[^_Х){ с%л (a.) c3,j (ft), сле­
дует, что ограничение ср,р на символьную часть KP{F) (т. е. 
на образ Ki(F)®>.. .<8>Ki(F)-^-Kp(F)) совпадает с умножением 
на (— l)P"*-(p.— l)!. Поскольку Ki{F) в силу теоремы Мура — 
Матсумото состоит из символов, то мы получаем 

С л е д с т в и е 8.6. а) Гомоморфизм с2>2: K2{F) ~*-Ks,{F) сов­
падает с умножением на минус единицу. 

в) Для любой схемы X/F гоморфизм с2л • К2{Х)-*Нй(Х, Ж2) 
с точностью до знака совпадает с естественным. 

Второе утверждение следует из первого и коммутативной 
диаграммы 

I - Ч 
К2 (F (Х)р*Н° (SpecF (X), CW,) = К2 (F {X)), 

Вопреки ожиданиям, гомоморфизм ср, р : KP{F)-^KV{F) при 
р>2 не является умножением на (-— I)- ' - 1- (р—1)!, более того, 
образ ср,р всегда содержится в символьной части KP{F) 
(см. [76]). 

Важную роль в наших вычислениях будет играть теорема 
Римана—Роха [54, 27, 48]. Мам потребуется только следующий 
частный случай. 

Т е о р е м а 8.7. Пусть i: Y_.--,X — замкнутое вложение глад­
ких неприводимых многообразий. Предположим, что конор-
мальное расслоение тривиально, и положим d = codim.--y{cdot} Для 
любого у^Кт(У), r^= 0, справедлива формула: ., 

сг.9(К(у))-(--)"(?
(!^1)гУ*Щ,9-*(У))- ; ,; 
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З а м е ч а н и е 8.8. При q = d в формуле Римана—Роха воз­
никает выражение (—1)!, которое надо считать равным — 1 , 

§ 9. Вырождения BGQ спектральной последовательности 

Для произвольной схемы X фильтрация Ж(X) — J?0(X)D 
ZD-Jf- (А')э. .. инвариантна относительно действия ^(X) 
посредством тензорного умножения. Это показывает, что спект­
ральная последовательность Е {X) является А!"... (Л')-модулем и 
все дифференциалы /.Г* (А^-линейны. Действие К,Ь(Х) на Е\" = 
=-= IL К.ч {k (x)) индуцировано гомоморфизмами К% (X) {to} 

~*Kt,(k(x)) и умножением в Л"-теории поля к{х). Из этого, 
очевидно, следует, что (для регулярной схемы над полем) 
действие К*{Х) на E2"7-— HP(X, Ж_„) индуцировано гомомор­
физмом КЯ,- (X) ~>Н° (X, С№.м) и умножением в АГ-когомологиях. 

П р е д л о ж е н и е 9Л. Пусть Х = Р'р~\ Все дифференциалы 
dr (r>2) в спектральной последовательности E (X) равны 
нулю. Топологическая фильтрация на Kt (X) имеет вид: 
7C,.(A7'-(l-2) '--r. ,(X). где г = [О(-\)]еК0(Х). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Согласно 8.2.1 Н*{Х,Ж^) является 
свободным Kt (Р)-модудем с базисом 1, . ; , . . . , j-j"-1, где 
fj = Ci (0(— 1))бЯ1(Х, -ЗУ1). Все дифференциалы d, обращаются 
в ноль на 1, ....f,""1 по соображениям размерности. Поскольку 
dr ЯВЛЯЮТСЯ /С* (./^-линейными, то они равны нулю. Элемент 
(l — z)1 совпадает с (— 1)' [Оу ( — i)], где YczX — линейное под­
пространство коразмерности I, и, следовательно, (1—- г)1£Ко{Ху. 
Поскольку топологическая фильтрация К,.. (АО-инвариантна, то 
(1-z)'-AT,(X)c/ir* (X)'. Изоморфизм K!!:(X)i/w = ElS=Ei'* = 
— Н1{Х, Ж^) является /Г * (Р)-линейным и переводит (1—-г)' 
в Ь,1. Из этого обратной индукцией по i заключаем, что 

Рассмотрим теперь дифференциалы в BGQ спектральной 
последовательности для любого гладкого квазипроективного 
многообразия X. Приводимые ниже результаты принадлежат 
В. В. Шехтману [27]. Краевой гомоморфизм в BGQ спектраль­
ной последовательности СН{(Х)^Ко(Х){Н+1 задается форму­
лой [YJ-^'tGy'], где У — произвольное неприводимое подмного­
образие коразмерности I. Этот гомоморфизм, очевидно, сюръ-
ективен. 

Л е м м а 9.2. При всех i, г > 0 отображение сГ,г.Кг(Х)^-
->Н1-Т{Х.,С№?) равно нулю на Kr(Xy-r+1. Ограничение ct = c0,i 
на К0 (X)1 является гомоморфизмом групп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если У^-Х — замкнутая подсхема 
коразмерности >i — r + 1 и teKr(Y)> то cr,iU^(t))\x-Y=0 и, 
следовательно, г̂,< (у*"(0>=—°» поскольку Н1~Г(Х, Ж^ 
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.--.#•-'• (X — Г., X,) согласно (8.7). Если и, г>еАГ0(.ЛГ)', то по уже 
доказанному, ск{и) = ск(х>) = 0 при 0 < / s < t и, следовательно, 
, ф + г,) = с(и).ф) —(1 + с ^ ) + ...)(1 + с , ( т ) )+ . . .)•--= 1 +с . (и ) + 
+ - ! ( - ) + • • • . т. е. с; (и + v) = с, (и) + сг (t"). 

В силу леммы 9.2, возникает гомоморфизм c,:Kn(X)i/i+1-+ 
-+СН1(Х). 

П р е д л о ж е н и е 9.3. Композиция СЯ'(А')->А'0(Х)' / ' '+1-,1 
'ЛСН1(Х) совпадает с умножением на (—l) b I (i —1)!. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что поле F 
.совершенно. Пусть YcrX— неприводимое подмногообразие ко­
размерности L В силу совершенности F найдется собственное 
подмногообразие ZczY такое, что У—Z гладко и конормальное 
расслоение Y—Z тривиально. При доказательстве формулы 
-с1([Оу]) = (—l) , - 1(i—I)!'!- '] мы можем заменить X и У на 
X—Z и Y—Z (поскольку CW (X) -> CW (X—Z)) и считать, что 
У гладко и его конормальный пучок тривиален. Обозначим 
через / : YC->X естественное вложение. По формуле Римана— 
Роха (см. 8.7) получим 

cd{0r}) = c.dj\Aly))-(-ViJ^-JAr) = (-l)i-1(i-Wir\-
Для рассмотрения общего случая отметим, что все наши 

функторы очевидно коммутируют со взятием обратных преде­
лов в категории схем, и воспользуемся следующим: 

Л е м м а 9.4. Если X — схема конечного типа над полем Fx. 
то X можно представить в виде X=limX., где Х4 — схема конеч-

«— 
лого типа над простым полем Fo. Если X — гладкая схема, то 
я все Xj можно взять гладкими. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно, очевидно, считать, что поле 
F конечнопорождено и, следовательно, F — F0(U), где U— 
гладкое аффинное многообразие над простым подполем Fo 
поля F. Структурный морфизм р: X-^SpecF молено продолжить 
до морфизма конечного типа р': X'{to}U такого, что р совпадает 
с общим слоем р'. Если р был гладким, то и р' можно выбрать 
гладким. Теперь достаточно выбрать фундаментальную систему 
аффинных окрестностей Ut общей точки U и ПОЛОЖИТЬ X.= 
= (РГЧ-Л). 

С л е д с т в и е 9.5. Все дифференциалы dT {r>2) в спект­
ральной последовательности Е(Х}, входящие в член £-, "~\ 
аннулируются умножением на (i—1)1. 

Положим п = й\тХ и рассмотрим локализованную спектраль­
ную последовательность E (X) ,- J^.,,-"]. Все дифференциалы, 
начинающиеся в Е1'~1~~х членах, приходят в E''~J члены и, сле­
довательно, равны нулю. Таким образом, получаем сюръектив-
иые гомоморфизмы 
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1 1 r-i,-t-l \ „ ( ,_ /_! // ' .(.*, # i + I) [-—i-- j - = ^ - ' - 1 {to}^"'-1 ~Кг (X) 

П р е д л о ж е н и е 9.6, Композиция 

i/i+г _ J _ 1 " 
(л—1)1.," 

1 1 " „ , - , ч , , , , , Г 1 "I - . • • + -

~+i/-//(,Y,^+1)r ' .(-г-1)! 
совпадает с умножением на (— 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Группа Н1 (X, CfCi+x) совпадает с 

Кег (Л F{xf-> J± ZWImf Л K2(F(z))-+ 11• F (х)*). 

Пусть t£tll(X,Xul) представлен семейством {*<V€E (x-)*}^=1. 
Положим T r — x , —неприводимое подмногообразие X коразмер­
ности г. Поскольку Hl{X, CVM)^FIl(X — Z, Жих) для любого 
подмногообразия Z коразмерности > ( i - f l ) (см. 7,8), то при 
доказательстве формулы Ci,i+i(s(t)) = (—l)4\t мы можем выбра­
сывать из X любые подмногообразия коразмерности > L Кроме 
того, используя 9.4, мы можем считать, что F совершенно. 
Уменьшив X, будем считать, что 

a) К,.-—гладкие подмногообразия с тривиальным кскср^а/ь 
ным расслоением; 

b) Y r попарно не пересекаются; 
c) ufiF[Yrrc:Ki(rrl 

/V 
В этой ситуации /-=,_- '*, где tt представлен одноэлемент-

( - 1 

ным семейством ufi_F(XiY\ и, тем самым, достаточно рассмот­
реть случай N==i. Ясно, что s(t) = j,^ («)mod/<,{cdot}. (X)l+\ где 
j\Y*~X. Согласно формуле Римана—-Роха 8.7, имеем: 

С л е д с т в и е 9.7, Bee дифференциалы в Е (X), входящие 
или выходящие из членов Еи~1 и Е*'~1~\ аннулируются умно­
жением на я!, где п = й1тХ. 

З а м е ч а н и е 9.8, Существенным моментом в доказатель­
стве 9.6 был тот факт, что С\,\\К\ (У){to}//°(К, £КХ) совпадает 
с естественным гомоморфизмом. Процесс, начатый выше, можно 

-продвинуть еще на один шаг: в силу 8.7 получаем канонический 
сюръективный гомоморфизм FF(X, ffli+2)\ - г -^ А'г (X)'7''+1 I -[ . 

"Композиция этого гомоморфизма с с2./+2.-гС2(-50'/'~1"1 —г "->• 

-vH'(X, ^ + 2 ) [•-—1 совпадает с умножением на (.— l)-'+1(i-f-1)!» 

162 



В частности, все дифференциалы, входящие в £г'_/_2-члены5. 
аннулируются умножением на (/г-|- 1)1. Эти результаты доказы­
ваются дословно так же, как приведенные выше. Однако сле­
дующий шаг уже не проходит, поскольку Сз,з для полей не со­
впадает с умножением на число. 

Глава II 

ГОМОМОРФИЗМ НОРМЕННОГО ВЫЧЕТА 

§ 10. Многообразия Севери-Брауэра 
Пусть Л—конечномерная алгебра над полем F и п — на­

туральное число. Рассмотрим многообразие Грассма'на G (п, Л) 
/г-мерных подпространств векторного E-пространства Л. Функтор-
точек многообразия О (п., Л) имеет вид: G (п, Л) (А) — {множество 
прямых слагаемых А-модуля А®рА, имеющих постоянный 
ранг /г} —ср. ([12], §5). Рассмотрим теперь следующий под-
функтор этого функтора; А <-»• множество прямых слагаемых 
А-модуля А®рА ранга п, являющихся левыми идеалами. . По­
скольку свойство быть левым идеалом задается системой 
алгебраических уравнений на плюккеровы координаты, то этот 
подфунктор определяет замкнутую подсхему X (п, A)czG (n, А).. 
Через / будем обозначать ограничение канонического вектор­
ного расслоения над G (п, Л) на X {п, Л). По расслоению, I 
является левым Л®.рОл.-модулем. Если F'^F — расширение 
полей, то, очевидно, X (/г, A®pF') — X (п., A)®FF'. 

Лемма 10.l. Пусть V — векторное пространство над F\. 
n = dim1/, A = EndF(K). Тогда X(n,A) = P(V), / - V ® F 0 { - \ ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Р&Р (V) (А) — прямое слагаемое 
ранга один в l/х, то VA®PCZVA®VA = AA является левым 
идеалом ранга п. в Ад и легко видеть, что любой левый идеал,. 
являющийся прямым слагаемым ранга п. в Лд, имеет такой вид 
(Р восстанавливается по идеалу 3(сЛд как образ гомоморфизма 
VA®A%->VA). 

Следствие 10.2. Предположим, что Л —центральная 
простая E-алгебра степени п (т. е. dim А—л2), Х = Х (д. А). Тогда 

а) X является формой проективного пространства P'JT1. 
в) Естественный гомоморфизм A®y-0 {̂to}Endoje-(-/) являете.» 

изоморфизмом. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F — алгебраическое замыка­

ние F, тогда̂  A®FF ==. Ма (F) и, следовательно, X (п, A)®pF = 
— X(ti, Mn(F)) ss P^F1. По тем же соображениям гомоморфизм 
А®рОх->Епйох{Л становится изоморфизмом после расширения 
скаляров до F, а значит является изоморфизмом с самого начала.. 
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В условиях 10.2 многообразие Х(п, Л) называется многооб­
разием Севери—Брауэра, отвечающим алгебре Л; мы будем 
обозначать его в дальнейшем X(A). 

С л е д с т в и е 10.3. В условиях 10.2 поле F(X) является 
полем разложения для Л. 

Следующая важная теорема, принадлежащая Квиллену 
[68], дает вычисление К-теории многообразий Севери—Бра­
уэра. 

Г е о р е м а 10.4. Пусть Л —центральная простая алгебра 
степени п над полем F, Х = Х(Х), При 0 < г < / г — 1 рассмотрим 
точные функторы 5s (Л®l)-^£P (X):V^-V® ®,./ . Эти функторы 

индуцируют изоморфизмы 11 К#(\ ){to}A* (-АГ). 
З а м е ч а н и е 10.5. Если h—Mn(F) — тривиальная алгебра, 

•TO A®'--=.M,!r.(E) также тривиальна и, следовательно, К#(А. ) = 
= Кь(Р). Кроме того, в этом случае X — РР~1 и несложно про-

л - 1 

.верить, что изоморфизм теоремы 10.4 11 Кч {F)--;К*{Х) совпа­
дает с изоморфизмом теоремы 6.10. 

П р е д л о ж е н и е 10.6. Пусть Л — центральная простая 
F-алгебра простой степени /, X=X(A). Все дифефренциалы в 
спектральной последовательности Е(Х), входящие или выходя­
щие в £'* " ' и в Е*' -*-1-члены, равны нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно 9„7 все эти дифференциалы 
аннулируются числом (dim X)! =-=(/—1)1. С другой стороны, 
найдем поле разложения F' для Л степени / над F и положим 
X' ••=X®PF'. Поскольку X' -s P'F~l, то все дифференциалы 
в Е (X') равны нулю согласно 9.1. Кроме того, имеем естест­
венные гомоморфизмы спектральных последовательностей 
В (X)—:>Е (Х')-Л-Е (X) (где /:Х'{to}X), композиция которых равна 
умножению на I (см. 7.7). Это показывает, что все дифферен­
циалы в Е (X) аннулируются умножением на I и, поскольку / 
и (Z— 1)! взаимно просты, интересующие нас дифференциалы 
>равны нулю. 

С л е д с т в и е 10.7. В условиях 10.6 естественный гомо­
морфизм К2 (F) © К2 (А)©.... ®К2 (Л®('_1)) =К2 {Х)-*Н* (X, Х2) 
сюръективен. Наша ближайшая цель — вычислить группы Чжоу 
многообразия X, а также группы Hl (X, Cf£iJrl). Сделаем сначала 
несколько простых замечаний алгебраического характера. Для 
любой центральной простой алгебры A=M„(D) (D —алгебра 
с делением) группа -"Со (А) является свободной циклической, 
порожденной простым Л-модулем D". Размерность этого модуля 
над E_paBHa n.degD2 —deg A-degZ) —deg A.indA. Обозначим 
через F алгебраическое замыкание поля F. Алгебра Aj? является 
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матричной алгеброй над полем F, и размерность (над F) простого 
Ар-модуля равна degA. Таким образом, получаем: 

Лемма 10.8. Естественный гомоморфизм .-C0(A)=-=Z-> 
{to} К0 (Л—) -=-= 2 совпадает с умножением на indA. 

Для произвольной алгебры А будем через Л/Л обозначать 
группу значений редуцированной нормы Nrd; Л* {to} E*. Если 
Л== Мп (D), где D — алгебра с делением, то, очевидно. Л/л — 
= ND. Для алгебры с делением D группу А/о можно описать 
так же, как подгруппу E*, порожденную (фактически состоящую 
ИЗ) нормами из максимальных подполей D. Поскольку макси­
мальные подполя D — это в точности поля разложения для А 
степени indA = degD над E, то А/л совпадает с подгруппой E*, 
порожденной нормами из полей разложения А степени indA 
над F. 

Л е м м а 10.9. Если i — натуральное число, взаимно простое 
с indA, то -VA®; = А/л-

Действительно, как индексы, так и поля разложения для 
алгебр А и А совпадают. 

Л е м м а 10.10. Если D — алгебра с делением над E, то ND 
порождается нормами из максимальных подполей D, сепара-
бельных над F. 

Действительно, если xgD* и y$D* — «общий» элемент, то 
xyfrD* также является «общим». Следовательно, у и ху порож­
дают сепарабельные максимальные подполя и Nrd^ = 
= Nrd {ху) • Nrd (у)-1 -=- NF{xy)/F (xy) • NPl„)fF (у)'1. 

Пусть снова А —центральная простая алгебра над F, и 
пусть F'—-ее сепарабельное поле разложения конечной степени 
над F. Рассмотрим декартову диаграмму 

X (A) ®F (F' ®FF) {to} X (A) ®PF = P^"1 

f'\ g \f 
P£T. = X {\)®FF' {to} X (Л). 

Лемма 10..П. Гомоморфизм f*gt:Kt^F~l) = Ki{Fr)® ... 
. .. ®Ki{F')^Ki {V'lfx) = Ki {F)@ ...®Ki (F) совпадает с пря­
мой суммой ti копий гомоморфизма Ki(F')-+Kt(F), равного 
сумме гомоморфизмов, индуцированных всевозможными вложе­
ниями F — F над F. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно 6.3 /*••?*— (g')*(/0*-. Алгеб­
ра F'®FF изоморфна прямому произведению т копий F 
{где tn = [F':F]), и при этом изоморфизма вложение F — F'<8>FF 
преобразуется в (A, ...,jm), где /A :E-E—всевозможные вло-

т. _ 
жения F' в F юн F. Таким образом, X®F(F'®pF) = ^Х®рР, 
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каждое слагаемое при мор(|изме g' тождественно отображается 
_ т 

на X®FF, а морфизм / ' совпадает с Я lx^ig^Spec/,.,. 
Теорема 10.12. Пусть А —алгебра с делением простой 

степени I над полем E, Х — Х (Л) — соответствующее многооб­
разие Севери —Брауэра. Обозначим через F алгебраическое 
замыкание поля E, через_ X — многообразие X®PF (т. е.' 
X^P'f1) и через /:X{to}X—естественную проекцию. 
При l _ < i < / - 1 гомоморфизмы f*:CH1(X) = Ni(X, #,)-•-
->H4X. Xt) = CHl(X) = Z, /*:Н'(Х,Жи1)-+НЧХ, ^.+I) = E* 
отображают Н'(Х,Ж,) и Nl(X,Xt+l) изоморфно на 1-2 и 
N — NA соответственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно 10.6, все дифференциалы 
dr (r>2) в спектральной последовательности Е (X), входящие 
или выходящие из членов Е1>-1-& (8 = 0, 1), равны нулю. Сле­
довательно, Ht(X, Ж1+е)=Е1

2'-1-Е=Е'^~г =Кв(ХУ'1+К Сог­
ласно 10.4, теореме Ванга (см. 1.15 и 10.9) имеем: Ко(Х) = 
=-Z©.. . ©Z, Кг (X) = F*®N® ... ®N. В силу 10.8 гомоморфизм 
/*:Ar

0(A')-ze...©Z{to}/Co(X)=Z©...©Z имеет вид (п0,пь... 
• • •• «/-i)^(^o> ^ni>. •.. 1гЧ-\),_ъ то _время как /*;К1(Х)=, 
=F*®N@.. ,@N~+Ki (X)=~F*@.. .©E* совпадает с естествен­
ным вложение^ Отождествим К& (X) при помощи / * с под­
группой в КВ(Х) (s = 0, 1). 

10.12.1. Топологическая фильтрация на Ка {X) и /<, (X) инду­
цирована топологической фильтрацией на К0(Х) и К:(Х). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Поскольку морфизм / является плос­
ким, то / * сохраняет фильтрацию и, следовательно, КЕ(Х)1с 
аКе.(Х)Г\Ке{Ху. Обозначим, как всегда, через z£K0(X) класс 
пучка О (— 1), в наших теперешних обозначениях 2 = (0, 1,.. .,0) 
и z> — (0,..., 1,..., 0) (1 на /-ом месте). Согласно 9.1 

KQt(X)- = Z • (l - zy+ ... + Z. (1 - zY'1 

и, следовательно, 
K0(X)nK0(xy*~(Z-l + l-Z-z+..,-\~l-Z-zt-1)n(Z-(l-zy+... 

...+Z{cdot}(l-^y'I) = /.Z-(l — z)4{cdot}..+/Z(l-^-1 — 
=i-K0(xy \t>i).' 

Аналогично 
K1(X)nK1(xy*=(F*-l + N-z+...±N-z^)r)(F*-(t-zy+... 

. .. .+F,(l~~zy-}) = N-(l-:zy+ ....' + N.(\ — zy-i. 
Пусть . F ' c A - сепарабельное максимальное подполе. Обозначим 
гчерез g:X.-.<{to}X естественную проекцию; Поскольку морфизм 
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g конечен, он сохраняет топологическую фильтрацию и, следо­
вательно, g#(/Ce(Xi-')') —/.Гв {К)1. Из леммы 10.11 видно, что 

/*g»:.M.AT.r)=ze...®z{to}.M.^-ze...©z 
совпадает с умножением на l = [F':F], в то время как 

/*g*:/Ci(Xp.) — E ' * ® . . . © F / * - > - T 1 ( X ) - E * e . . . © E * 
совпадает с гомоморфизмом, индуцированным NF>jF-F'*-+-
->F*czF*\ Таким образом, 

К0(А')Ь/ (Z- (1 - 2)' + . . . + Z • (1 - z)^) = Кй (X) n К0 (ХУ 
и 

К, (X)^NF./F (E'*). (1 - 2 ) 4 . . . + NP4F (E'*)(l - .г)'--. 
Меняя поле F' и пользуясь 10ЛО, заключаем, что 

Kl(Xy^N(\^zy^...+N(\-zy-^Kl(X)C\K,{Xy, 
10.12.2. Коммутативные диаграммы 

H<(tf,#0{to}.Ko(X)'/'+1 tf.(X, Ж^К^Х)"^ 
f* У \Г* J* \ i f* 

Ж (X, ffCt) ~ K0 (.X)'"+. Я < (X, Xul) ~ Кг (*)'•"+• 
вместе с 10.12.1 показывают, что гомоморфизм f*:Hl(X, ffli+e)~> 
->Hl(X, yci+e) инъективен, а его образ равен образу КЕ(Х)1 

в Кг(ху'1-^=Н1(Х, Wi+U). Вычисление группы КА.Х)1, прове­
денное при доказательстве 10.12.1, завершает рассуждение. 

С л е д с т в и е 10.13. В условиях 10.12 если E<=F—любое 
расширение полей, то гомоморфизмы НЦХ, Жг+е,)-*-Н{(Xs, Жл+е) 
инъективны при любых t = 0, 1 , . . . , / — 1 ; 8 = 0,1. 

З а м е ч а н и е 10.14. Было бы интересно вычислить группы 
Чжоу для произвольных многообразий Севери — Брауэра. Име­
ются довольно веские основания полагать, что для любого много­
образия Севери — Брауэра X группы CHi(X) не имеют круче­
ния и, следовательно, инъективно отображаются в CHi{X) = 
= Z. В случае алгебр бесквадратного индекса это утверждение 
доказано Паниным [20], в общем же случае это верно для 
дивизоров (см., например, [32]) и для нульмерных циклов (не 
опубликовано). 

§ 11. Теорема 90 для функтора Кч 

Т е о р е м а 11Л.. Пусть EjF — циклическое расширение 
полей простой степени I, о —образующая группа Gal (E//•"). 

1—а N 
Тогда последовательность K<i(E)->K<i{E)-+Kz(F) точна. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о разобьем на несколько шагов. Если 
.А—любая E-алгебра, то положим V (Л) —Ker (K2(FwFA)-> 
N 
->АГ2(Л))/(1—:а)А'2 (E®FA). Таким образом получаем функтор 
V, определенный на категории E-алгебр (фактически, мы будем 
рассматривать V лишь на категории полей, содержащих F). 
Алгебра E®FE изоморфна прямому произведению / копий Е, 
при этом а циклически переставляют сомножители. Из этого 
легко следует, что V (E)=-0. Если F'z>F"z^F, причем расшире­
ние E'/E"KOHe4HO, мы имеем коммутативную диаграмму 

l - f f NEftpF'Jp' 
Кг (E®FF')-+K2 (E®FF>)— -Kl(F') 

NE^pF'/Ei^pF" 

* 1-a 

NE$)PF4E<%FP' \Np4F« 

KBi%pF"/F" + 
K2 (E®FF") {to} K2 (E®FF") — -*K2 (F"), 

и, следовательно, возникает индуцированный гомоморфизм 
Np'/p* 

Np4p-:V {F')->V (F"), причем композиция V (F"){to} V {F')—-— 
Np'jp; 

*V (F") совпадает с умножением на \F'\F"]. Из этих наб­
людений получаем: 

11.1.1. Группа V (F) имеет экспоненту.?. Если E ' / F —конеч­
ное расширение степени, взаимно простой с /, то V (E)-~I/ (F'), 

П.1.2- Обозначим через Л циклическую алгебру (E/F,o,d), 
где a£F*, и через Х = Х(Л)— соответствующее многообразие 
Севери—-Брауэра. Гомоморфизм V (F) {to} V (F (Л*)) инъективен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поле Е расщепляет Л, и, следовате*ль"-
но, ХЕ = Р'1Г1- Если xQX, ТО через Е (х) мы будем обозначать 
.^(х)-алгебру Галуа E®FF (х)=-- П Е (у). Если v£K2 (Е (X)) 

yQXE, y\x 

и xGX — точка коразмерности один, то положим dx(v) = 
— Иду (v)eE(x)*. Предположим, что иеКег (Л/г/.--: Af2(E){to} 

-+K2(F)) и UE(X)—(1 -a)-а для некоторого v£K2 (E (X)). Для 
любой точки xQX коразмерности один имеем: (1 — а) дх (v) — 
= dx((\—a)v) = dx(u)=0. Гаким образом, dx(v)eE (x)*a=F{x)*. 
Из коммутативной диаграммы 

-*"2(F(*)){to} я F ( x ) * ^ i i Z 
j codlmjfj;-=l codim.y-r-=2 
i д -J, д f 

K2(E(X))^ я Е(у)*^ я Z 
coulmxB!/=2 со<11тхЕУ=2 

мы получаем, что {дх(ъ)}сой1тхх=11 является циклом комплекса, 
стоящего в верхней строке, превращающимся в границу в ниж-
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ней строке. Поскольку индуцированный гомоморфизм на гомо-
логиях Hl(X, CfC2)->Hl(XB, .-#2) инъективен согласно 10.13, то. 
мы заключаем, что существует v0(2 (F {X)) такой, что 
дх('°й} = дх(р) для любой точки х£Х коразмерности один. Заме­
няя ю на V — vQ, МЫ можем тем самым считать, ЧТО dx(v) = 0 
при любой хеХ, т. е. г-еЯ-(X я> Ж2). Поскольку XE*=V'f\ то 
К1{Е)^Но(ХЕ,№'2) (см. 8.2.1) и, следовательно, и£(\ — о)К2(Е). 

11.1.3. Обозначим многообразие, построенное в 11.1.2, через 
Ха. Рассмотрим, далее, поле F', являющееся композитом всех 
полей F(Xa), и поле Fu являющееся максимальным алгебраи­
ческим расширением F' степени, взаимно простой с I. Посколь­
ку V коммутирует с прямыми пределами, то из 11.1.1 и 11.1.2 
заключаем, что V (E)—V (Ei). При этом все циклические алгеб­
ры (E®FFi/F\, а, а) (где a6E*) тривиальны и E- не имеет 
конечных расширений степени, взаимно простой с /. Итерируя 
эту конструкцию, получим башню полей FcF^F^cz...; поло­
жим E-o = limEi. По построению, поле EM обладает следующими 

—> 
свойствами: 

a) Для любого a6Eoo циклическая алгебра (E-o/F--, a, a) 
(где E„ = E®FEoo) тривиальна. Иначе говоря, гомоморфизм 
нормы -V:E^->E^ сюръективен. 

b) Eoo не имеет конечных расширений степени, взаимно про­
стой с I. 

c) V ( F ) - V (Eco). 
В силу свойства с), мы можем заменить F на E,*, и считать,. 

что уже F обладает свойствами а) и Ь). 
11.1.4. В условиях теоремы 11.1 допустим, что норма 

NB/F'-E* {to}E* сюръективна, тогда NEJF'-K2{E)/(^ — O)K2(F)-^ 
{to}A"2(E) — расщепимый эпиморфизм. Если, дополнительно, F 
не имеет расширений степени, взаимно простой с /, то. 
NB/P: К2 (E)/ (1 - а) К, (Е)~>К, (F). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим сечение АГ2(E) {to} 
{to}/C2(E)/(l—- о)К2{Е). ДЛЯ этого рассмотрим функцию ф:^*х 
XE*{to}Ar2(E)/(l—-o)K2{E), определенную формулой ф (а, 6) = 
=={а, 6}mod(l — а) К2(Е)> где a£E* таков, что N (а) = а.. 
Согласно теореме 90 Гильберта, элемент а определен с точностью 
до элементов вида р1-0 и, следовательно, ф определена кор­
ректно; функция ф, очевидно, бимультипликативна -и, как сле­
дует из 11.1.5, удовлетворяет соотношению Стейнберга:. 
ф(а, 1 — а) = 0. Тем самым, ф определяет гомоморфизм /C2(F)-> 
{to}/<"2'(E)/(1 —a)/*r2(.E),. который, очевидно, является сечением 
для NE/F. Если E не имеет расширений степени, взаимно про­
стой с I, то, согласно лемме Басса —Тейта (см. [35]), группа 
К2{Е) порождается символами вида {a, b) (aeE*, #6E*). следо­
вательно ф сюръективен, и значит ф и NE/F — взаимно обрат­
ные изоморфизмы. 
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П.1.5. Лемма. Пусть E/F — циклическое расширенна про­
извольной степени ti, cr —образующая группы Qal(E/E). Если 
«6E* и NB/FW^I, TO {a, l-NEU,{a))e{\—a)Ki(E). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разложиvt многочлен Тп — NEJF(O)Q 
и 

QE[T] на неприводимые сомножители: Тп — NE/P(a) = I I pfi. 

Пусть P.GE —корень ph и Е1=Еф1), E^E®..*/7 .—.алгебра 

Галуа над Ft, Имеем: 1 — NEip{a) = Пр;(1)" г=-П -V,, / F x 
X (1 —Pi)"- и, следовательно, {а, 1 — Л^//-(а)} — ^ nr-V-syeX 

X{a, l - ;P J }-2 ' l ' - - v -5 i / - - (^ . - -Pi}- Поскольку Л / ^ ( ^ - -
NpIF(a) „ 

==•——2—— 1, то согласно теореме 90 Гильберта —• — у'-0' при 
некотором Y;GE.- Окончательно получаем: {а, 1 — Л^/- (а)}-==•• 

= (\~o)-\%til-NEilE{4h 1._ p.}j6(l-а) i<f2(E). 
Теорема 11.2. Предположим, что поле L содержит прими­

тивный корень д-ой степени из единицы g. Тогда всякий эле­
мент экспоненты п в группе iC2(E) имеет вид {rj, я}, где х&*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Предположим сначала, что ti = l-m и 
теорема справедлива как для I, так и для т. Если ueK2(L) 
имеет экспоненту п, то Ы имеет экспоненту т и, следователь­
но, 1и =={{/, x} при некотором x6L*. Элемент «—{<•, x} имеет 
экспоненту I и, следовательно, и— {§, л:}-=-{§•"•, г/} и «•-=-{£, ху"1}. 
Таким образом, достаточно разобрать случай, когда » = !--
простое число. Рассмотрим «универсальное» расширение Кум-
мера E~L(X)ZDF~L(X1), гДе X трансцендентен над L; обоз­
начим Xr через Y и через а —образующую Gal(E/E), пере­
водящую X в ?;АГ. Ограничение NE/F'-K2(E)-+K2(F) на -AT2(L) 
совпадает с умножением на /, и, следовательно, -A"2(L)=--
= /<2(.-')nKer(A^£//-:-Ar2(E){to}Ar2(E)). Наше утверждение выте­
кает, таким образом, из теоремы 11.1 и 11.2.1. В вышеприве­
денных обозначениях Л"2(£)П(1 — a)K2(E) = {£, L*}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим морфизм /:Ai~>Ai, 
соответствующий вложению координатных колец L [-KJ--.-L [X]: 
:Y^*Xl. Морфизм / является конечным и плоским, он нераз-
ветвлен всюду, кроме ТОЧКИ у0, заданной уравнением У—0. 
Для любой замкнутой точки уфуй кольцо I (f~l (у)) = IIL(x) 
является циклической алгеброй Галуа на L (у). Если 
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~6-V2 (L (X)), и y£h\ отлична от у0, то через ду (v) будем обоз­
начать элемент П<3Л(э)б£(/-1(£/))*. Предположим, что u=(\—a)v, 

Aw 
где v£K2{E), u£K2(L). Для любой точки уфу$ имеем 
(1-о)а у(-э)-=а,(а) = 0, т. е. dy(-o)&L{f-'(y))^ = Htf)*. Мы 
можем найти (см. 11.3) элемент "o6j\2(F) такой, что dy (a) = 
= dy(vQ) при уфуй. Заменяя ю на •г) —1)0, мы можем считать, 
что «Зу(t)) =—0 при у^у0. Единственной точкой, лежащей надг/0, 
является точка xQ, заданная уравнением X —0, и при xi=x0 
по построению dx(v) = 0. Положим dXa('o) = c(iL(xQ)*—L*. Все 
локальные инварианты элемента v — {X, с} тривиальны и, сле­
довательно, v — {X,c}QK2(L) (см. 11.3). Таким образом, 
u = (\-o)v = (\-e){X, ^^{X 1 - 0 , с}-={с, I}. 

Л е м м а 11.3. Пусть V = A|-,1 — аффинная прямая над L. 
Точная последовательность локализации для многообразия V 
разрезается па расщепляющиеся короткие точные куски 

0->/С. (L) = Kt (V)^Kt (L (V))4_ATI..1 (L (Jc)){to}0, 

где прямая сумма справа берется по всем замкнутым точкам 
JC6V. 

Действительно, гомоморфизм Ki(L) = Xi(V){to}."vi(L(V)) 
расщепляется гомоморфизмом специализации (ем. § 6) в лю­
бой рациональной точке V. 

Т е о р е м а 11.4. Если L — поле характеристики р, то груп­
па K2{L) не имеет р-кручения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим «универсальное» расши­
рение Артина —Шрайера Е =L(X)z>F — L (Х? — X) и обозна­
чим Хр — Х через Y. Так же, как и в доказательстве 11.2, мы 
видим, что pK2(L)=K2(L)r}Ker(NEiF:K2(E)->K2(F))=--K2(L)n 
П(1 — о)К2(Е), где а —образующая Gal(E/E). На сей раз 
морфизм /:Ai{to}Ai, соответствующий вложению координатных 
колец L \Y\t~L [Х\, всюду неразветвлен, и то же рассуждение, 
что и в 11.2.1,показывает, что К2 (L)n(l — -О К2 (E) = 0. 

З а м е ч а н и е 11.5. Теорема 11.1 справедлива ДЛЯ цикличе­
ских расширений любой степени. В случае циклических расши­
рений степени, взаимно простой с р = char F, ЭТОТ результат до­
казан в [17]. Для р-примарных расширений теорема следует 
из 11.1, 11.4 и теоремы Като — Блоха — Габбера (см. [56]). 

З а м е ч а н и е 11.6. Решающим моментом в доказательстве 
11.1 является вычисление группы #i(X, Ж2) для многообразий 
Севери — Брауэра, отвечающих алгебрам с делением простой 
степени. Вычисление этой группы (проведенное в § 10) факти­
чески использует только классические классы Чженя — Гротен-
дика и классическую теорему Римана — Роха (см. [54]). 
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§12. /-адический символ Тейта 

Если F — некоторое поле, то символом GF мы будем обозна­
чать группу Галуа Gal(Fs/.F), где Fs— сепарабельное замыка­
ние F. Группа GF является топологической (проконечной) груп­
пой. Если М — топологический G .---модуль, то символом 
H*(F,M) мы будем обозначать соответствующие группы не­
прерывных когомологий H*(GF,M). В том случае, когда мо­
дуль Ж дискретен, подробное изложение основных свойств-
групп когомологий H*(F,M) содержится в книге Серра [22]. 
Определение и некоторые простейшие свойства этих групп для 
произвольного топологического модуля М можно найти в 
статье Тейта [78]. Напомним некоторые из этих свойств, ко­
торые потребуются нам в дальнейшем. 

Л е м м а 12.1 [78]. Пусть М — конечнопорожденный Z.-мо-
дуль с естественной топологией (Z- — кольцо целых /-адиче-
ских чисел) и G — топологическая группа, непрерывно дейст­
вующая на М, причем действие G Z.-линейно. Тогда имеется 
естественная короткая точная последовательность 

O-^Jlra-H'-^G, M/lllM)-*Hl{G, yW)->lim#-(G, M/lnM)-*-0. 
<— < -

Л е м м а 12.2 [78]. Пусть G — топологическая группа и 
а р 

0{to}M/'{to}M->M"->0-— точная последовательность топологиче­
ских G-модулей. Предположим, что топология М' индуцирована 
топологией М и гомоморфизм |5 имеет непрерывное сечение (не 
обязательно гомоморфизм). Тогда имеется естественная длинная 
точная последовательность групп когомологий 

. . . ->Hl(G, M')^W(G, yw)->tf*(G, М")Хнт (G, /И')-> ... . . 
Нам потребуется в дальнейшем также спектральная после­

довательность Хохшильда — Серра для непрерывных КОГОМОЛО­
ГИЙ. Пусть G — компактная группа, Яс-G — замкнутый нор­
мальный делитель и М — топологический G-модуль. Предполо­
жим, что проекция G{to}G/# имеет непрерывное сечение (не обя­
зательно являющееся гомоморфизмом), это всегда так, если 
группа G проконечна (см. [22]). Обозначим через 2D*(G,M) 
комплекс, у которого 

З)1 (G,yW)-= (множество непрерывных отображений Gi+1->M) 
и дифференциал задан обычной формулой df(g0,...,gi+x) — 

= 2i (—-V/(goi •••>•?;,. •••gV+i)" Группа G естественным обра-
зом действует на 25* (G, M) по формуле (g/) (g0 , . . . , gt) -=. 
— g-f(g~lgo>- • ;g~lgi)> и подкомплекс инвариантов 3)*(G,Mf 
совпадает со стандартным комплексом C*(G,M) (дающим ко-
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гомологии G со значениями в М). Сечение s : GJH~^G позво­
ляет построить Я-эквивариантный гомоморфизм комплексов 
Ф-: Й):|:(Я, M)-^-SD* (G, М), так что ср- и гомоморфизм ограни­
чения 3)*(G,M)-+k)*(H,M) являются взаимно обратными 
Я-эквивариантнымн гомотопическими эквивалентностями 
(обычные формулы применимы в нашей ситуации за счет не­
прерывности s). Таким образом, Н*(Н,М) совпадает с гомо-
логиями комплекса 3)* (G, М)п. Обозначим комплекс 
&>*(G,M)H через К'*. Имеется естественное действие группы' 
G/H на К*, и гомологии K,*GIH — <2>*(G, M)G совпадают с 
H*(G,M), Снабдим группы 

/(—(множество Я-эквивариантных отображений G'+1{to}M) 
компактно-открытой топологией. Тогда К} становятся тополо­
гическими G/Я-модулями, причем эти модули индуцированы, 
т. е. имеют вид Нотт0р (G/Я, A), где A — некоторая топологи­
ческая группа, и Ноштор берется с компактно открытой топо­
логией (это получается применением экспоненциального закона 
(см. [23], стр. 15), который применим, поскольку G, Я и G/H 
компактны). Легко видеть, что все когомологии, кроме нуль­
мерной, с коэффициентами в индуцированном модуле равны 
нулю (см. {41]) и, следовательно, первая спектральная после­
довательность бикомплекса Cl{G/H,Ki) вырождается, показы­
вая, что гомологии этого бикомплекса равны H*(G,M). Рас­
смотрим вторую спектральную последовательность. Член Е\ 
имеет вид: 

E[j = HomTop((G/HY, Zi)!\m(UomTop((GiHY, К'~Ъ 
где Z' с К' — подмодуль коциклов с индуцированной топологией. 
В частности, 

и 

E{° = HomTop ((G/NY.Ho (К*)) = C'(G/H, M!/). 
Дифференциал d1:E?-'-->E\' индуцирован отображением Z-{to} 
->-Нот-гор (G/-/^, ZJ), переводящим z$Zj в fz:G/H-+ZJ (/2(g)-= 
= gz — z). Если fz поднимается до отображения в АГ;.г, то все 
значения fz лежат в группе границ В> и, следовательно, 
zmodBKzH1 (Я, М)а/И. Таким образом, ЕУаН' (Я, Ж)0 / / / , кро­
ме того, очевидно, E2° = Hl(G/H, MH). Из полученной спект­
ральной последовательности извлекаем пятичленную точную 
последовательность. 

П р е д л о ж е н и е 12.3. Пусть О —- компактная группа, 
HczG — замкнутый нормальный делитель, причем G-^-QjH имеет 
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непрерывное сечение. Для любого топологического G-модуля М 
имеем точную последовательность 
0->Hl(G/H, MH)-^Hl(G, M)->?->FP(G/H, М")-*НЦО,М), 
где ? с Я ' ( Я , М)°'н. 

Возвращаясь к полям, предположим, что / — простое число, 
отличное от charE. Обозначим через ц л группу корней /"-ой 
степени из единицы в Fs и положим —/ (1) —= lim |J. «, где гомо-
морфизм [Л,Н-^1Х,Н-1 есть возведение в 1-ую степень. Z,(l) с 
естественной топологией является топологическим Ср-модулем, 
который как топологическая абелева группа изоморфен Zt. По­
ложим Z-(i) = Z-(l)®z ...®z,Z;(l)i и Для любого 2.,-модуля М, 
на котором непрерывно Zj-линейно действует группа GF, поло­
жим M{i) = M®zlZi(i). Согласно 12.1 имеем точную последова­
тельность 

0-»limW°(E, р,.»)-•>#-(./. lt{\))-+UmHx(F, iy)-+0. 

Поскольку H0(F,[>un) конечны, то левый член последователь­
ности равен нулю, и, используя изоморфизм Куммера Нх (F, \im)s£ 

•szF*lF*m, получаем Hl(F, Z1(\)) = \imF*/F*1'1 = F" (i-адичес-
кое пополнение), Это дает нам канонический гомоморфизм 
X:E*->tf-(E,Z-(1)). 

П р е д л о ж е н и е 12.4 (Гейт [78]). Если agE*, аф\, то эле­
мент х (я) U X 0 — -Z)6H-(E, —/ (2)) равен нулю. 

В силу 12.4-функция {a, b)^*% (a) IJ % (b) 6H2 (E, Z/ (2)) являет-
• ся символом Стейнберга и, значит, определяет гомоморфизм 
Kv(F)->H2(F, Z;(2)), называемый i-адическим символом Тейта. 

Т е о р е м а 12.5 (Тейт [78]). Если F — поле алгебраических 
чисел, то гомоморфизм K2(F)-^-H2(F, Zz(2)) является изомор­
физмом на /-примерных компонентах. 

§ 13. Z-адические вычисления 

Зафиксируем простое число I. Все поля, рассматриваемые 
в этом параграфе, будут иметь характеристику -£/. Для про­
извольной абелевой группы А положим A=-Hrn A/ /M, 7(A) = 
*--lim,.-.A. Следующее утверждение тривиально. 

Л е м м а 13.L Пусть 0{to}.A'{to}.A{to}A"{to}0 —точная последо­
вательность абелевых групп, тогда 

a) Если А' — /-делима, то А~>А". 
b) Если А" конечнопорождена, то Т(A')Z-T(A). 
c) Если А не имеет /-кручения, то имеется точная последо­

вательность 0->Г(Л")->-Л /-»-Л. 
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Лемма 13.2. Пусть М — свободная абелева группа с ба­
зисом mt, и а — автоморфизм M, переставляющий т{. Предпо­
ложим далее, что о-орбита каждого т{ конечна. Если qQZ:* не 
является корнем из единицы, то q не будет собственным чис­
лом а на М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Z/-модуль М вкладывается в прямое 
произведение llzrmu поэтому достаточно проверить, что q не 

i 

является собственным числом а на последнем модуле. Предпо­
ложим, что а-пХа^Л — q • (11 а^тХ где aj6Z,. Тогда, при 
всех i, ai<=q-aa(i). Если г- есть порядок ст-орбиты ть то из 
предыдущей формулы получаем, что at — дг'а{ и, следователь­
но, a. — 0. 

Следствие 13.3. Пусть X — нормальное проективное 
многообразие, определенное над совершенным, конечнопорож-
денным полем F. Обозначим через F алгебраическое замыкание 
поля F, положим X = X®FF и рассмотрим группу дивизоров 

_ / \ _ 
Вейля DivX. Тогда Div(X) (1)^ = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Р.» поле F ({mu},») и 
через G--группу Галуа Gal(EM/F). Имеется каноническое вло­
жение Gt-*-Autz/(Z/(1)) —Z,*. Поскольку поле F конечнопорож-
дено, то G бесконечна и найдется a(<GF, образ которого при 
гомоморфизме G/-->G->Z,* не является корнем из единицы. 

/ \ _ 
Из леммы 13.2 следует, что DivX(l)° = 0. 

Предложение 13.4,. Пусть А — абелево многообразие, 
определенное либо над конечным полем, либо над полем алгеб­
раических чисел F, Тогда Т (Л (E)) (1) F = Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что поле Г-
конечно и состоит из q элементов. Группа GF порождена авто­
морфизмом Фробениуса 0, причем действие а на Z-(l) задается 
умножением на q. Наше утверждение означает, что q~x не яв­
ляется собственным числом а на T(A(F)), но это следует из 
теоремы Вейля (см. [11, 58]), утверждающей, что собственные 
числа а на T(A(F)) равны по модулю qi/2. 

Предположим теперь, что F является полем алгебраических 
чисел. Положим F„ — E(|i,«) и обозначим Gal(E--/E) через G. 
Поскольку GF„ тривиально действует на Z/(l) и T(A(F)) °°--= 
= Т (A (E„)), то Т (A (F)) (\)°F = T (A (Ec-)) (1)°. Существует ко­
нечное множество S точек поля F, содержащее все архимедо­
вы точки и все делители I, такое, что А можно продолжить до 
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абелевой схемы (которую мы по-прежнему будем обозначать 
через A) над КОЛЬЦОМ S-целых элементов R (см. [14]). Обозна­
чим через Roc целое замыкание R в поле Fx. Кольцо /?м не-
разветвлено над R, если Р — простой идеал в R, поэтому су­
ществует лишь конечное число простых идеалов ))„,,,• кольца R„, 
лежащих над Р, причем О транзитивно переставляет -?«,,,•, и 
если G0 — подгруппа разложения рм,о, то G0^-Ga\(k(yco,o)/k()>)y, 
кроме того, &(-pM,o) = k(p)(fA/M)=k(P)«>. Ограничение на общую 
точку определяет изоморфизм группы Rcc-гочек абелевой 
схемы А и группы E-o-точек. Обозначим через Л0 редукцию А 
в точке р; таким образом, А0 является абелевым многообра­
зием над конечным полем k 0>). Умножение 1п:А-^-А является 
этальным морфизмом и, следовательно, слой этого морфизма 
над единичным сечением A, т. е. замкнутая подсхема .лЛс-А, 
является этальной схемой над Spec/?. Если две /?оо-точки f,g: 
Spec/?„{to}.rtA. совпадают в pMlo, то поскольку Spec/?»- связна, 
а ,пЛ этальна над Spec/?, то они равны (см. [63], гл.. 1). 
Таким образом, гомоморфизм ограничения ,-Л (#co){to}/KAo(̂ (-,-<>,o)) 
инъективен, и, следовательно, инъективен гомоморфизм 
Т{А (F„)) -= T(A(R„)) {to} T(A0(k(P^o))), Отсюда получаем: 

Т {A (FJ) (1)°сГ (A (FJ)) (1 )° -Г (A0 (А (р)м)) (1)G° = 

= Г(.40(1(Р)))(1)Ч) = 0. 
Т е о р е м а 13.5. Пусть F — конечнопорожденное поле, 

FQCF — подполе констант (т. е. алгебраическое замыкание в F 
простого подполя). Обозначим через О группу GFo, тогда 
.ff1(.FI--.Z,(2))° = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть XlF0 — проективная нормаль­
ная модель поля F (т. е. F0(X) = F). Обозначим Х? через X, 
и через Div(X), p.Div(X), Plc(X), NS(X), А обозначим соот­
ветственно группу дивизоров, главных дивизоров, группу Пика-
ра, группу Нерона —Севери и многообразие Пикара (все эти поня­
тия берутся в смысле Вейля (см. [58])). Из точных последова­
тельностей 

О {to} TV -> Eo (-'О* {to} p • Div (X) {to} 0 
0{to}/?.Div(.*){to}Div(*){to}Pic(X){to}0 

0{to}4(/r~){to}Plc(*){to}NS(X){to}0 
мы, на основании 13.1 и конечнопорожденности NS(.X), полу­
чаем точную последовательность 0{to} Г (Л (F0))(l)-*-Hl (F°(X), 

Z/(--))—Eo(X)*(l)-^Div(X)(l). Теперь теорема следует из 13.3 
й 13.4. 
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С л е д с т в и е 13.6. В условиях 13.5 
W(F0, Z,(2)):>tf. (F, Z,(2)) и H-(F0 , Z . ( 2 ) ) - ^ ( F , 2,(2)). 

Утверждение следует из 12.3 и 13.5. 
С л е д с т в и е 13.7. Если c h a r F > 0 и Fo— конечное поле из 

щ элементов, то Hl(F, Z- (2)) = Ht(FQ, Zl{2)) = Zl(2)/q2~l есть 
конечная циклическая группа. 

§ 14. Кручение в Kz 

Т е о р е м а 14.1. Предположим, что поле F содержит перво­
образный корень m-ой степени из единицы | . Обозначим через 
Fo подполе констант в F, тогда для fGf* следующие условия 
равносильны: 

a) {l,F}=0GK2(F) 
в) f-=f„{cdot}£"\ где g*F*, f&Fo* и {S,fo}=0 в K2(Fo). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что в) влечет а). При доказа­

тельстве того, что а) влечет в), мы можем считать, что поле F 
конечнопорождено и т — 1п, где I — простое число. Рассмотрим 
коммутативную диаграмму с точными строками 

Я1 (/-о, Z.(2)){to}H-(F0. Q,(2))=-=H-(F0, ZZ(2))®Z/Q,-

Я 1 (Ef Z,(2))- .Я1 (F, Q, ( 2 ) ) - Я ' (E, Zt (2))®2,Q,^ 

{to}//1 (Fo, Q//Z, (2)) Д я - (E0, Zl (2)) 

{to}H4F'.b,/Z/(2))--VH-(F,Z/(2)). 
Элемент %(lj)6-c-rl (F. Z£(l)) совпадает б(|), где б —связывающий 
гомоморфизм в точной последовательности когомологий, отве­
чающей точной последовательности О^-модулей 

0{to}Z^l){to}Q^l){to}Q,/Z;(l)-^M{to}0. 

Из условия а) выводим: 0-=x(,,)UX(/) = S (,)UX (/)-=6QU .<(/)). 
и, следовательно, элемент eUxl/JGH1 (F\ Q,/Z,(2)) лежит в 
образе Hl(F, Q,(2)), Из приведенной выше диаграммы заклю­
чаем, что ,;Ux(/) лежит в образе Я 1 (F0, Q,/Z,(2)){to} 
{to}Я1(F, Q//Z,(2)). Диаграммный поиск показывает, что послед­
ний гомоморфизм инъективен и, следовательно, JjUxOO лежит 
в образе nHl(F0, Qz/Z,(2)). Рассмотрим еще одну диаграмму 
с точными строками: 

в /" 
H'(F„, Q./Z,(2))-vtf'(^o, y.fn2)±HHFt, QilZl(2))^Hl(P0, Q,/2/ (2)) 

•Я- (F, Q./Zi(2)) -+НЧР,1ф) -+Hi(F,QlIZl (2)) -.>№ (F, Q./Z. (2)). 
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Обозначим через i[H:F*IF*1'1 ~>Hl(F, р,,„) i''-ый изоморфизм 
Куммера. Образ элемента SUXfi.OOeH'CF, vf?) в H\F, Q,/Z(2)) 
совпадает с Шх(/ ) и> поскольку этот элемент лежит в образе 
Н1 (F0, Q//Z/ (2)), легкий диаграммный поиск показывает, 
что i j U v f / ^ ' ^ ' f 1 ® ^ ^ * ^ * ' " л е ж и т в образе 
ЯЧ^с 1-/®2)-=1-/я®(-ч,о*//ГЛ т.е. /GF^-F*'", Для доказатель­
ства второго утверждения из в) достаточно заметить, что 
^2(Ео)->К2(Е) инъективеи на /-примарных компонентах, как 
следует из 13.6 и теоремы Тэйта 12.5, 

Следствие 14.2. Если F содержит сепарабельно замкну­
тое подполе, то lnK2{F) — \},m®F* для любого т, взаимно про­
стого с char F. 

Теорема 14.3. Предположим, что поле F алгебраически 
замкнуто в своем расширении E. Тогда К2 (F) <- К2 {Е). 

Доказательство . Если E/F--произвольное конечно-
порожденное расширение, и tu ..., tn — базис трансцендентности 
для E/F, то Е является конечным расширением F(tx, .. .,tn). 
Композиция 

N El Fit, t ) 
K2(F(iu .. .,ta))-+K2(E) ^K2(F(tu . ..,tn)) 

совпадает с умножением на [E : F (tu . . . , tn)], и следовательно 
ядро гомоморфизма K2(F(ti .*n)){to}/<2(F) состоит из эле­
ментов кручения. Поскольку гомоморфизм K2(F)-+K,2(F{t\,... 
...,tn)) инъективеи (ем. 11.3), .то и ядро гомоморфизма 
K2{F)~*-K2(E) состоит из элементов кручения. Поскольку 
Д'-группы коммутируют с образованием прямых пределов, то 
тот же вывод справедлив для любого расширения F<=E. Для 
доказательства теоремы мы, таким образом, должны проверить 
инъективность iK2(F)~^iK2(E) для любого простого /. Если I — 
= char.F, то это следует из 11.4, если /{ne}char.F и F^\x,i, TO эта 
следует из 11.2 и 14.1. Предположим, что /{ne}charF, но F^>in. 
Рассмотрим коммутативную диаграмму 

/jMF0i/))-^2(E(!-i/)). 
Нижний гомоморфизм инъективеи по уже доказанному, левый 
гомоморфизм инъективеи, поскольку его композиция с NF^^JP 
совпадает с умножением на [F (у,,): F] < I. Тем самым и верхний 
гомоморфизм инъективеи. 

§ 15. Группы Ki для центральных простых алгебр 
Пусть Л/E —алгебра с делением простого индекса I и 

Х== X (Л) — соответствующее многообразие Севери—-Брауэра-
Для доказательства теоремы о норменном вычете нам необхо 
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димо вычислить группу Н°(Х,Ж2). Согласно 10.7 естественный 
гомоморфизм К2 (F) ® К2 (Л) © . . . © К2 (Л®и_1)) = К2 {X) {to} 
{to}#°(X,-Х-.) сюръективен. С другой стороны, теорема 14.3 
показывает, что гомоморфизм К2 (F){to}#°(X, Ж2)аK2{F(X)) 
инъективен,. Нашей ближайшей целью является доказательство 
того, ЧТО при всех i образ /С2(Л®') в Нй{Х,Ж2) содержится 
в образе K"2(F) и, следовательно, К2 (F) --5- № (X, СК2). Из опре­
делений очевидным образом следует, что гомоморфизм К2 (Л ) ->• 
-+К2{Х)-+Н°(Х, Cf£2)<^K2(F(X)) индуцирован точным функто­
ром ®A/I, где Для упрощения обозначений мы положили 

)t А. = А , и где /.-—слой пучка J в общей точке. Алгебра 
(Aj)F(AT) тривиальна, и Jt является простым (Лг)^(А')-модулем, 
см. 10.2. Ь. Таким образом, гомоморфизм /C2(A.J){to}.~('2(E(X)) 
совпадает с гомоморфизмом gF(X) из следующего определения. 

О п р е д е л е н и е 15.1. Пусть Л / F —произвольная централь­
ная простая алгебра, L/F— конечное расширение и E/F — 
произвольное расширение полей. Обозначим через Q (соответ­
ственно Р) простой правый (соответственно левый) AL (соответ­
ственно Ле)-модуль. Гомоморфизмы /С-групп, индуцированные 
точным функтором ®LQ• & (L)-*& (А) (соответственно ®л-°: 
:Ф (Л) {to} Ф (E)), будем обозначать через QL (соответственно рЕ) . 

Л е м м а 15.2. а) Гомоморфизм pEQL равен произведению числа 
NL/F 

indAi-indA^Ha гомоморфизм K*{L)—>K*{F)~>K*(E). b) Если 
L-DL —конечные расширения F и E 1 3 E —произвольные расши­
рения F, то имеют место коммутативные диаграммы 

мд---~кли МАК LodAE 
-ч X А '-/ VRd AE1 1 

К»(Е) ~ "«CM 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Гомоморфизм psBi индуцирован точным 
функтором ®L (Q®AjD)3 где Q и Я такие же, как в 15Л. Рас­
смотрим (£~-£)-бимодуль Q®A-°. Если ПОЛОЖИТЬ degA/indA.-=m, 
degA/inu Ля —n, то Q m sAi , PIIS±AE- Следовательно, 
(Q ®AP)m" sAz ®ЛЛя £-- (L ®^E) ®^Л s (L ®.-E)dlmA. Поскольку 
кольцо L®FE артиново, то мы заключаем, что Q®A-° -•--• 
z=z (L®FE)lauAl'MAE- Осталось заметить, что гомоморфизм Л"-групп, 
индуцированный тензорным умножением на L®/.E, совпадает 

NL/P 
с композицией K*(L)—>AT...(F){to}/C!..,(E). Аналогично доказы­
вается утверждение Ь). 
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Из 15,2 следует, что образ при гомоморфизме рЁ:К* (Л){to} 
{to}AfH, (E) группы lm( _1L AT.., (£) -> /Г „.(Л)) содержится в образе 
К ^{F)-^K^.{E). Этот факт мотивирует введение следующих 
групп. 

_ ---£ 

Определение 15.3. Л"г (Л) = Coker ( 1L ^ Kt(L)-» 
£—поле разло­

жения для Л 
,59, 
- / Г , (Л». 

Для удобства дальнейших приложений мы ограничились 
только полями разложения для Л; несложно показать, что ес­
ли разрешить L пробегать все конечные расширения JF, то по­
лучатся те же группы Л, (вообще гомоморфизмы QL и рщ инте­
ресны только в случае, когда L и Е расщепляют Л). Наша, 
цель доказать, что для алгебр простого индекса группа Kz 
равна нулю. Доказательство будет проведено в § 17, а в этом и 
следующем примерах мы проведем необходимую подготови­
тельную работу. 

Если A~M„(D), где D — алгебра с делением, то для любого 
поля L, конечного над F, диаграмма 

к*М 

очевидно коммутативна и, следовательно. К* (D)= К* (Л). 
Лемма 15.4. Пусть L/F — конечное и E/F— произвольное 

расширения полей. Разложим конечномерную E-алгебру A=L®FE 
•в прямое произведение локальных алгебр Aj и обозначим через 
-Sj длину Aj, через Lj— поле вычетов А} и через ttj — число 
ind/Yi/indAi... Следующая диаграмма коммутативна: 

Ш ~ к*(л) 

li М . ^ ) — — - Л - К # ( Л Е ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Коммутативная диаграмма точных 
-функторов 

jt(L) ~Л(А) 
®*А1 .®^(А®^)' 1®АА--
Ж{А)—- -+JC{AE) 
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дает коммутативную диаграмму К-грутт 

Kt(L) + K*{A) 

J 

Гомоморфизм K*(Lj)<^K*' {А)^К.Л. (Ля) индуцирован точным 
функтором Ж{1-)<^Л (Л) - ^ (Ля), который совпадает с 
®i. (L;<8>LQ). Модуль Lj®LQ есть сумма n̂  копий простого 
Ллу-модуля, и, следовательно, гомоморфизм AT... (L^KA/ (A) {to} 
{to}--С .и (Ля) равен /z r 0i r Точный функтор ®LA \M (L)-+Ji (A) 
есть прямая сумма функторов ®цАу.М (Ь)->Ж (Aj), каждый из 
которых имеет допустимую фильтрацию длины Sj, все последо­
вательные факторы которой изоморфны функтору ®LL}:Ж (L) -> 
-+Ж(£,}). Поэтому возникающий гомоморфизм (®LAJ).I.:K.A. (L){to} 
{to}/<V (Aj) = Kt, {Lj) отличается от естественного множителем Sj. 

Следствие 15.5. Для любого расширения полей E/F 
гомоморфизмы, /<, (Л) {to} .АГ, (Ля) _ индуцируют гомоморфизмы 
Ki (А)->К{ (Ля), таким образом, Kt превращается в ковариант-
ный функтор на категории расширений поля F. 

Пусть LZDEZDF — конечные расширения полей, тогда диаг­
рамма 

\ ^ ' к*(ЛЕ) 
к„ (О | N A E / A 

S L ^ к* (л) 

очевидно коммутативна. Следовательно, гомоморфизм NAB/A 
индуцирует отображение NE/P:К* (-\£){to}A"... (Л), причем КОМПО-

— — Ng/p __ 
зиция Л"... (Л) {to} A'* (Ля) '•Л'* (Л) совпадает с умножением на 
\E:F\. Поскольку для поля разложения Е алгебры Л группы 
Kt (Ля) нулевые, то мы получаем: 

Предложение 15.6. Группы Kt (Л) аннулируются числом 
IndA; если E/F— конечное расширение степени, взаимно про­
стой с ША, то Kt (Л)--/<"/ (Ля)-

Обращение в ноль группы Кч Для алгебр простой степени 
тесно связано с универсальной тривиальностью SK\ для таких 
алгебр (см. 1.15). Пусть Л —по-прежнему произвольная цент­
ральная простая алгебра степени п над полем F. Выберем 
какой-нибудь базис А.-.,..., А,,... алгебры Л над F. ВСЯКИЙ элемент 
хвА задается своими координатами хи..., хп* в этом базисе, 
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и редуцированная норма Nrd(x), как легко видеть, задается 
однородным многочленом р степени ц от xj , . . . ,x„». Рассмотрим 
замкнутое подмногообразие S в А£\ заданное уравнением 
р—1=0. Многообразие S, очевидно, является линейной алгеб­
раической группой, и дли любого расширения E/F группа 
E-значных точек 5 совпадает с SL̂  (Ля). Возьмем в качестве Е 
поле F (S) рациональных функций на S. Каноническая E-знач-
ная точка SpecE(S)->S определяет универсальный элемент 
t6SLi(Af(s)). Предположим теперь, что число п является бес-
квадратным. Согласно теореме Ванга SK1(A^( •,))--= О и, следова­
тельно, найдутся иг, ~ i , . . . , и,, vr^Ap{s) такие, что t = [uu f + . . . 
. . . . [и г , г>,|. Поскольку коммутатор не изменяется при умно­
жении к-, •». на элементы из F (S), и поскольку F (S) является 
полем частных области F [S], то мы можем даже считать, что 
и., V£A<%>FF [5], т. е, щ, <vt являются регулярными морфизмами 
S-+hnp. Поскольку 5. является замкнутым подмногообразием 
в А'£, то эти морфизмы можно продолжить до морфизмов А£ 
в себя, и мы получаем следующее: 

Лемма 15.7. Если Л —центральная простая алгебра бес-
квадратной степени п над бесконечным полем F, то существуют 
полиномиальные отображения «•, ,oi:A{to}A такие, что на непустом 
открытом подмножестве UcSL-(A) значения uh vt лежат в Л*, 
и для всякого xeSL^A) такого, что ut(x), ю{(х)£А*, справед­
лива формула x=-[Ki(x), -01 (x)]•... • \иг(х), vr(x)\. 

Л е м м а 15.8. В условиях 15.7 можно дополнительно потре­
бовать, чтобы и. И), -о̂  (1) GA*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Найдем x0{in}SL1 (А) такой, что Ui(x0), 
'oi(x0)6A*, и элементы уи г - , . . . , yki 2/.6Л* такие, что x_ 1 — 
=*[Уи 21]-. ...[г/А, zk]. Тогда 

x = (x-xQ)-x~1 = [Ui(xxQ), -и, (xxo)] • • • •.["г (x-xo), vr(xx0)]X 
Х[Уп z i l - ••••[£/ /» Zk], 

и мы введем новые функции а/(х) — щ(хх0), v/ (х) =- ti. {xxQ} 
(1<г<г), щ'{х)=у{.г, vt' (x) = Zi.r(r+\<i<r + k). 

§ 16. Алгебры Адзумая 

Напомним (см. [63]), что алгебра Л над (коммутативным) 
кольцом А называется алгеброй Адзумая, если Л является 
строгим конечно порожденным проективным A-модулем и ка­
нонический гомоморфизм A®AA0,,{to}HomA(A, Л) является изо­
морфизмом. В том случае, когда А является полем, понятие 
алгебры Адзумая совпадает с понятием центральной простой 
алгебры. Если Л—алгебра Адзумая над A и В— (коммута­
тивная) A-алгебра, то Ав очевидно является алгеброй Адзумая! 
над В. 
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Лемма 16.1. Пусть Л —алгебра Адзумая над А и / 5 -пра­
вый (или левый) А-модуль; тогда 

a) Р конечно порожден над А<->Р конечнопорожден над А. 
b) Р'—проективный Л-модуль **• Р проективен над А. 
c) h d A P - h d A P . 
Д О К а з а т е л ь с т в о . Пункт а) очевиден, так же как и 

импликация => в пункте Ь). При доказательстве обратной 
импликации предположим сначала, что Л является тривиальной 
алгеброй Адзумая, т.е. Л = Епйл(У), где V —строгий конечно-
порожденный проективный А-модуль. В этом случае категории 
Ж (Л) и Ж (А) Морита-эквивалентны, причем эквивалентность 
задается функтором ®AV:Jl (А)-^-Ж (А). Запишем Р в виде 
P0®AV' Поскольку этот модуль А-проективен, то и Р0 — 
А-проективен и, следовательно, Р—-Л-проективен. В общем 
случае заметим, что Р®дА°-° является А-проективным модулем 
над тривиальной алгеброй Адзумая Л® лЛ0-0 —End ДА) и, значит, 
по уже доказанному, проективен над А®АА0Р> а значит —и над 
А. Поскольку А0-" является строго плоской А-алгеброй. то 
(см., например, [4], гл. 1) Л°-"/А-1лор является плоским конечно 
представимым А-модулем и, следовательно, проективным А-мо-
дулем. Из этого заключаем, что А.1лоР является прямым сла­
гаемым в А0-0, следовательно, Р является прямым слагаемым 
в Р®дА0-" и, значит, является Л-проективным. 

Пункт с) очевидным образом следует из Ь). 
С л е д с т в и е 16.2. Если А является нетеровым или регу­

лярным, то таким же будет и Л. 
Предположим, что А —дедекиндово кольцо с полем частных 

Е и А—алгебра Адзумая над А, Обозначим через Ж0(А) пол­
ную подкатегорию Ж (А), состоящую из модулей конечной 
длины (над А), факт.оркатегория Ж (А)/Жа(А) эквивалентна 
Ж (АЕ) И согласно теореме об откручивании (см. 5.8) 
К%(Ж0(А))--= я К* (A®Ak (р.)). Точная последовательность 

HgMax-Л 
локализации принимает тем самым вид 

...^Ki(A)^Kt(AE)^ я ^ ( A ^ ) ) - - ^ ^ ) - - ^ . . . 
HgMax-4 

Если А-кольцо дискретного нормирования и пбА-прос­
той элемент, то имеем гомоморфизмы специализации s„:К*(АЕ){to} 
{to} .К,., (А), заданные формулой s„(u) = d(l(л)-«), где l(ri)£Ki(E) = 
==£*—• элемент, отвечающий п. Ограничение гомоморфизма sn 
на /<,.. (А) совпадает с естественным гомоморфизмом, индуциро­
ванным проекцией A {to} Л. 

Вычислим связывающий гомоморфизм д в некоторых прос­
тейших случаях. Предположим, что А-кольцо дискретного 
нормирования с полем частных Е, полем вычетов F и нормиро­
ванием v. Имеем коммутативную диаграмму ТОЧНЫХ функторов 
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Ж0(А)-+Ж(А)-*Ж(Ае) 
Ж0(А)-^Ж(А)~>Ж(Е), 

в которой вертикальные стрелки являются забывающими функ. 
торами. Эта диаграмма дает коммутативную диаграмму рас­
слоений 

BQJ(Q (Л) {to} BQJt (Л) {to} BQJC (ЛЯ) 
BQJtQ(A)-+BQJ((A)^BQJ((E) 

и, следовательно, коммутативную диаграмму 

К, (АЕ) {to}Khl {Ж, (Л)) = К 1-х (AF) 

К1(Е)-+К1-1(Жо(А)) = К1-г(П 
Рассмотрим, в частности, случай i = 1 . В этом случае диаграм­
ма принимает вид: 

AE/[AE,AE]-+Z 

E* Л 
Правый гомоморфизм переноса совпадает с умножением на раз­
мерность простого Ля-модуля, т. е. с умножением на degA.-X 
X indAF-= fleg Л• ind AF, Левый гомоморфизм переноса переводит 
A-GÂ  в Л'' (А,) — опреде литель левого умножения на X. Таким 
образом, при XQA*E получаем, имеем: 

deg A-mdAF-d (X mod [л;, Л^])-= v (N (X)) = 
-= v (Nrd (XfsA) -= deg Л • v (Nrd (X)) 

и, следовательно, имеем: 
Лемма 16.3. п(Хтой[Л*р, A*F}) = v(N:dX)/indAF)[V], где 

V — простой Л/плоду ль. 
Лемма 16.4. Для А.6А справедлива формула a (Nrd А) — 

— length (A/AA)/deg Л. 
Действительно, uegA--v(NtuX) = v(NX) — 'v(vet4>b), где 

Tj-v:A{to}A —левое умножение на X. Так что наше утверждение 
свелось к хорошо известному факту: для любой матрицы ф 
над кольцом дискретного нормирования А -г» (det ф)== 
= length (Сокегф). 

Вели Л —центральная простая алгебра над полем Е, ЯбЛ*,. 
x6E* и гдаГг(Л.)--=Л*/[Л*.Л*], 1(х)еКг(Е)=Е*- соответ­
ствующие элементы, то произведение / (х)-1 (ЩК2 (Л) мы будем 
часто обозначать через {х, X}. 

Лемма 16.5. В тех же обозначениях, что и выше, 
а) Если ngA—-простой элемент и XQA*, то д({п,Х})=-
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— A,mod[A ,̂, Л^], где черта означает редукцию A{to}AF = -™ 
в) Предположим, что indA—l, т.е. Л s.M„(E), и пусть Х£А 

порождает прообраз максимального левого идеала Мп (F) при 
проекции A^A — M,,(E). Если отождествить -АГ1 (Л) с KX{F)^= 
= F*, то для любого х£А* д({х, Xty — x'1. 

Оба утверждения следуют из 5.10 (или 5.11) и 16.3, 16.4.. 
Лемма 16.6. Если D — центральная простая алгебра над 

полем F, то имеем расщепляющиеся короткие точные последо-
вательности: 

Q-^Ki{D)^Ki(D(T))-> л K^(D®FF^)^0 
Доказательство то же, что и в 1L3. 
Предложение 16.7. Пусть D/F— алгебра с делением 

йростой степени I, причем F не имеет расширений степени,. 
взаимно простой с /; тогда K2(D(T)) порождается K2(D) и 
символами {х,Х}, где X£D[T], x£F[T]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через 5. множество тех 
р-бМах-.-[Г], для которых [F (\i):F] = I1, и через S/ (соответ­
ственно, S/') обозначим подмножество Si5 состоящее из тех ц, 
для которых поле F (\х) расщепляет (соответственно, не расщеп­
ляет) алгебру D. Мы покажем, что для любого ц-GS/ (соответ­
ственно, H-6S/0 и любого y&Ki (D ([>,)) найдется символ {х, X} 
такой, что др.({х, Ц) = у и <3V({х, X}) = 1, если v=j-=n, и v65;. 
cj>i (соответственно, дц({х,Х}) = у и dv({х, X}) = 1, если 
vESj с / > t или vQS/' И У =/=[>,). Из этого будет следовать, что 
группа, порожденная K2(D) и символами, сюрт-ективно ото­
бражается на jiA'1(D(V)) и, следовательно, совпадает 
с K2(D(T)) в силу 16.6. 

16.7.1. {mu}6.S/. Алгебра D (\i) совпадает с алгеброй матриц 
•М-(E 0~))i и Ki(D(\i)) = F(y,)*. Выберем многочлен x£F [T] сте­
пени </?• такой, что редукция х в поле EO-i) совпадает су -1. 
Далее выберем максимальный левый идеал в кольце D (\х) и рас­
смотрим его прообраз в D [Т]. Поскольку D [Т] является неком­
мутативным евклидовым кольцом, то все левые идеалы в D \Т] 
главные и мы обозначим через X образующую построенного вы­
ше идеала. Для любого yfMax F[T], согласно 16.4, t)v(NrdA.)--= 
= length-i.-.]v (D [T] /XD [T])it. По построению F [7+модуль 
D \T]/XD [T] совпадает с F([x.)', и мы заключаем, что 
•Op,(NrdA,) = l, '»v(NrdA,) = 0 при v^=\i. В силу 16.5, д»({х, Х})=у. 
Если vgS. ( ;>i) и v^\i, то х(±А {Т]%, XQD [T]l, следовательно, 
{x, X} еК2 (D [7]v) и dv ({x, X}) =-1. 

16.7.2. \iQSi". Пусть x£F[T]~- образующая идеала ц. Выбе­
рем X9D [Т] степени < / ' такой, что y — Xmod[D (у)*, D (р.)*]. 
Поскольку Nrd является однородным многочленом степени I от 
координат, то degNrdA,</i+1, следовательно, как х, так и X не 
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имеют нулей в точках из Sj c / > . , и, значит, в таких точках 
dv({x, ty)=L Очевидно, <3.j,({x, Ц)=у. Пусть, наконец, р,•---vgS/'. 
По построению, х не имеет нуля в v. Кроме того, D (v) являет­
ся алгеброй с делением, которая как D-модуль свободна с ба­
зисом 1,...,Т/~1, Поскольку degЛ.</', то А-/-0 и, следова­
тельно, AgD (v)*. Тем самым К также не имеет нуля в v и, зна­
чит, dv({x, ty)—\. 

§ 17. Группа Ki для алгебр простого индекса 
Теорема 17-1. Если D/F — алгебра с делением простого 

индекса I, то ЛГ2 (-D) — О-
Как отмечалось в § 15, отсюда получаем 
Следствие 17.2. Если X — X (D) — многообразие Севери — 

Брауэра, отвечающее £>, то К2 (E)'-v H° (X, -^г)-
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 17.1. В силу 15.6, мы можем 

считать, что F не имеет расширений степени, взаимно-простой 
с I. Зафиксируем полиномиальные отображения ut, v,:D-^D 
такие, как в 15.8. Мы будем пользоваться представлением Рей-
мана группы K2(D), см. 1.16 (хотя нам не потребуется знание 
определяющих соотношений на образующие с (х, у)). Пусть 
i — с (хь ух)- ...-с (л:„, у„) еК2 (D), где х{, y&D*, [хи у1] •.. . 
. .. • [хп, уп] ==-• 1. Положим x — [Txi-\-l—T,Tyi-\-l — T]-... 
, . . • [Тхп + 1 — Т, Туп + 1 — Г] 6SL1 (D (Г)). Легко видеть, что 
x£D [T\*n C\D [Г]*г-1) и редукция х как по модулю Т, так и по 
модулю Т—\ равна единице. Поскольку tii (x)^ai (l)modr и 
rv,{x) = ,Oi(\)m.Q&T, то «i(x), f;(x)gD (Г)*, и значит х==[и1{х), 
ч)х (х)] • . . . • [м„ (x), v„ (x)]. Рассмотрим элемент 
<а> = с(Гх1+1-Т,Ту1+1-Т).....с{Гхя+1-Т,ТУа+\-Т).... 

...•c{vn (x), ип (х))- ...-c(vx (х), «I (x)). 
Очевидно, что wEK2(D [T]{T))f]K2(D [Лсг-и) и яг(да) = да(0) = 
= с (vn(l), ип(\))-... • с(v^l), щ(1)), 5r_i(^) = 'ay(1) = t.^(«,t(l), 
й„(1))-.. .•с('»1(1), #i(1)). Таким образом, t = sT_x(w)-sr(w)'1. 
Запишем (переходя от мультипликативной записи к аддитивной) 
w в виде -ю = г»ь + 2 { / . . Ч . г 4 е щеК2(0), f&F\T\, XfiD [Г], 
тогда t^sr_l(w)-sT(w)=%(sT_l{fi,'ki}-sr{fi,Xt}). Легко 
видеть (см. ниже), что специализации символов снова являются 
символами. Таким образом, t-=2{->-f/}. где cfiF*, dfiD*, и 
теорема доказана, поскольку каждый символ {с, d) лежит в об­
разе 0i, где L — максимальное подполе D , содержащее d. 

17.3. Пусть Л-алгебра Адзумая над кольцом дискретного 
•нормирования О с полем частных E, полем вычетов F и простым 
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элементом п. Предположим, что АР является алгеброй с деле­
нием. Тогда всякий ненулевой элемент из АЕ однозначно запи­
сывается в виде % = лп-Х0, где n£Z, Л06Л* (в частности, АЕ 
является алгеброй с делением). Если х = кту, Я, = лтА,0> где увО*. 
Я0еЛ*1 то s_.-({x, X}) = s-n({y, X0})=r.{y, l0}. Таким образом, спе­
циализация символа является символом. 

§ 18. Гомоморфизм норменного вычета 
Пусть F — некоторое поле и п — натуральное число, не деля­

щееся на char/7. Будем, как и выше, символом %п обозначать 
изоморфизм Куммера %n:F*/F*n^H\F, |л„). Следующее утверж­
дение вытекает из теоремы Тэйта (см. 12.4), но ввиду его 
простоты, мы приводим подробное доказательство. 

Лемма 18.1. Если aeF*, аф\, то %п (й.)UХ«(- — я)=-
--=0бЯ-(^(х®2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разложим многочлен T" — a£F[T] 
к 

на неприводимые сомножители: V'—-а*= x±Pi{T)lli, обозначим 
через az корень pt и через F{ — поле E(o..,,). Тогда 1 — а = 

к к 
- = n p ; ( l ) " ' — iliV.-.i/F(1 —а,)"' и, следовательно, Хп(- —-*) — 

к 
= j£in.iNFl/p'Xjl(\—ct,l) (где сейчас NFi/F обозначает когомологи-
ческий перенос, или коограничение). Окончательно %п (а) и 

к 
UXo(- — «) — .2^ y V ^/- ' (bHUX«(1 — °-;))=-0, поскольку а=а г » 
и xn(«) = «-X«(ai) = °eH1(Eb !~0-

В силу 18.1, символ (a, b)^-%n (a) 1J %п (b)QH2 (F, ц®2) является 
символом Стейнберга и, следовательно, определяет гомомор­
физм Rn, F\K2(F)-*H2 (F, р.®2), называемый гомоморфизмом нор­
менного вычета. То же обозначение и то же название относятся 
также к индуцированному гомоморфизму K2{F)ltiK%{F)->-
-+H2(F, \xf>2). Если n = lf есть степень простого числа, то Rn, 
очевидно, совпадает с композицией i-адического символа Тэйта 
-"C2(E){to}H-(E- 2"-(2)) и естественного гомоморфизма Ii\F, Z/(2))-> 
->#2(E, ц®2), индуцированного проекцией Z-(2){to}|x® . 

Предположим, что EDfA„. В этом случае фиксация перво­
образного корня g-gM-re позволяет отождествить (тривиальные) QP-
модули Z//iZ, \xn, [J,®2 При этом группа H2(F,\i® ) отож­
дествится с H2(F, ц„)-= «Br(E) и Яп.р перейдет в гомоморфизм, 
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заданный циклическими алгебрами: {a, b}*-*[Ai(а, Ь)] (см. [[18]^ 
§ 15). Основной результат, который будет доказан в .'двух 
следующих параграфах, утверждает, что для любого поля F 
Rn, F'K2(F)/IIK2(F)^-H2(F, И-®2)- В доказательстве нам потре­
буется согласованность Rn,p с гомоморфизмами переноса 
и граничными гомоморфизмами д. Займемся этим сейчас. 

Лемма 18.2. Если E/F — конечное расширение полей,. 
то диаграмма 

K2(E)^K2(F) 

H^E^f^H^F^f1) 
коммутативна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для простоты мы ограничимся слу­
чаем сепарабельного расширения E/F, который единственно и 
потребуется в дальнейшем. Можно, очевидно, считать, что п=1т 

есть степень простого числа. Предположим сначала, что F не 
имеет расширений степени, взаимно простой с /. Если [Е : F] =-
= 1, то согласно лемме Басса — Тэйта [35] группа Хг(—) по­
рождается символами вида {«,&}, где ссб£*, &G.F*. Поскольку 
изоморфизм Куммера, как легко видеть, коммутирует с перено­
сом, получаем: R(N({a, b}))=R({Na, b}) = %n(Na)[)xn(b) = 
= M(%n(a)){j%n(b)=N(%n(a)U%n(b))=N(R({a, &})). По-прежне­
му считая, что F не имеет расширений степени, взаимно про­
стой с I, случай любого расширения E/F получается очевид­
ной индукцией по [Е : F]. 

Чтобы разобрать общий случай, заметим, что для любого 
конечного расширения F'lF композиция H2(F, t-i®2)-*" 
{to}//2(E/, p,®2) >-H2(F, ц®2) совпадает с умножением на [F':F] 
и, следовательно, гомоморфизм #2(E, \х^)-^НЦЕ', \ь®2) инъек-
тивен, если [F':F] не делится на I. Обозначим через F макси­
мальное алгебраическое расширение F степени, взаимно простой 
с I, и разложим E®FF в прямое произведение полей: Е®Р = 

• И Et. Следующие диаграммы коммутативны: 
г=1 

Кг(£) - - * - — ЧП Н-(Е.О ---—» *#,£) 

1 1 1 | 
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Для левой диаграммы это мгновенно получается сравнением 
точных функторов, задающих соответствующие гомоморфизмы, 
а для правой —это хорошо известное свойство гомоморфизмов 
коограничения (см., например, [8], гл. XII, § 9). Таким образом, 
в диаграмме 

коммутативны все квадраты, кроме, возможно, стоящего в 
левом верхнем углу. Поскольку гомоморфизм H2(F, \x® )-> 
-+H2(F, \xf>2) инъективен, то коммутативен и этот квадрат. 

Пусть F — поле, полное относительно дискретного нормиро­
вания v, k — его поле вычетов и Fnt (соответственно, E tr) — 
максимальное неразветвленное (слабо разветвленное) расширение 
поля F. Группа Ga1(Enr/F) канонически изоморфна Qk, группа 
Ga1(Etr/Enr) изоморфна II Z; (см. [9], гл. I, § 8), и, наконец, 

/-ichar к 
0Р является npo-p-rpynnofl, где p = chark (см. [9], гл. I, §8). 
Из этих замечаний следует, что для любого i-~~-char к получаем 
ed/Fnr — 1 и> е с л и М—любой тривиальный дискретный GP -
модуль, аннулируемый числом I, FP(Fn!:, \il®M)=FP(Fnr, (x-)®M=> 
-=Enr/Enr®-W. Поскольку группа единиц поля FnT, очевидно, 
i-делима, то нормирование v определяет изоморфизм Enr/Fn'--* 
г; Z/tZ и окончательно получаем Hl(Fnt, уч®М)=М. Спектраль­
ная последовательность Хохшильда —Серра №(0/,, Нч (Fin, 
ц,®')) =$• HP+<1 (F, [1®') вырождается и дает короткие точные по­
следовательности 

0{to}№(£, | i®')4-//.-(F, ^®г)4-Я.э-1(^,И-® ('_1))^0. 
Оставим читателю в качестве легкого упражнения проверку 
следующего стандартного факта: 

Лемма 18.3. а) Точная последовательность 

Q^Hl(k, pu-+Hl(F,'\).l) + Hu(k, Z/iZ){to}0 
совпадает с 

0-+k*/k*l = Ov*/Ol {to}E*/F*'{to}Z//Z{to}0. 
b) Если atffp {F, у,®1), рб//« (k, {mu}®'), то д («U J Ф)) = (да) Up. 
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Для произвольного дискретно нормированного поля F опре­
делим гомоморфизм d:Hp{F, \>,®1)->НР~1 (к, ц ® ( Ж ) ) как ком­
позицию HP{F, ц®1)^Н"(Р, f A ® V > № - I ( ^ ® ( ' - , ) ) , г д е - F -
пополнение F, 

Л е м м а 18.4. Если F — дискретно нормированное поле, к — 
его поле вычетов и / — простое число, отличное от char k, то 
следующая диаграмма коммутативна 

/f2(F)—-~>ft* 

# 2 ( F , p ® 2 ) { t o } / - / ' ( k , ^ ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Можно считать, что поле F полно. 
Группа K2{F) порождается символами {л, х), где я —простой 
элемент F и xQOp, Обозначим через х образ_ х в J, тогда 
dRt ({я, х}) = д (ь (п) U Ь (х)) = <3 (X, (я) U ] (Ь Ш == <? (%t (n)) U 
UX/(Jc)=X(W-=Xi- i({ '.,.«}). 

§ 19. Инъективность Ri,P > 

Фиксируем простое число / и будем рассматривать лишь 
поля характеристики ф1. Вместо RhF будем писать RF, или 
просто R, если ясно, о каком поле идет речь. 

Л е м м а 19.1 (Милнор [18]). Предположим, что F содер­
жит первообразный корень /-ой степени из единицы g. Если 
RF({a, b})=0, то {a, b}el-K3(F). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие /?-({а, й}) = 0 равносильно 
тому, ЧТО циклическая алгебра Л- (а, Ь) тривиальна» Применяя 
классический критерий тривиальности циклической алгебры (см. 
[5], стр. 420; или [18], § 15), получаем, что b является нормой 
из поля E = F(yra). Пусть b=NE/P(t), тогда {a, £} = 
=NE/P({a, i}) = t-NE/F(&a, t}). 

Это простое утверждение послужит началом индуктивного 
процесса, для проведения которого нам потребуется еще 

П р е д л о ж е н и е 19.2. Пусть F — поле, содержащее при­
митивный корень /-ой степени из единицы |, и D = Ai(a, b) — 
нетривиальная циклическая алгебра над F. Обозначим через X 
многообразие Северн—Брауэра, отвечающее алгебре D, тогда 
имеется точная последовательность 

0 {to} Z/iZ{-b<2(F)/lK2 (F) {to}/<-2 (E (Х))/1К9 (F (X)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку алгебра D нетривиальна, 

то {a, b}UK2(F) и, значит, гомоморфизм Z/tZ~+K2(F)/l.K2(F) 
инъективен. Поскольку алгебра £>-(.*,. тривиальна, то, согласно 
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19.1, {a, b}£t-K2 (F (X)) и, следовательно, наша последователь­
ность—комплекс. Пусть ueK2(F)f]l-K2(F(X)). Запишем и 
в виде In, где v£K2 (F (X)). Для любой точки х&Х коразмер­
ности один имеем: дх {v)1 = дх (и) = 1 и, следовательно, дх (.-Обц,. 
Рассмотрим элемент {sum} dJC(v)-[x](<\il<8>Plc(X) = ii.l®Z=i>-i. По-

codlmJr=l 
скольку v определен с точностью до элементов экспоненты I и 
всякий такой элемент имеет вид {£, / } , где fQ_F{X)* (см. § 11), 
то {sum} dx(v)-[x] не зависит от выбора v. Сопоставляя и 

codlm-r-^l 

элемент ф (и) ..= {sum} -l..-С-О'М, мы- т е м самым, получаем гомо-
codlmjr—l 

морфизм 4>:K2{F)[\l-K2(F(X))-+\!Lt, Если и лежит в ядре этого 
гомоморфизма, то найдется функция /6E(X)*, для которой 

{sum} dx{v)-xQ^^Vw (X) совпадает с £®(/) и, следовательно, 
codImj-=l 
dx(i) — {l, /}) = 1 при всех х. Таким образом, ъ—{*-„ /}€ 
6#°(X, m-2)=K2{F) и u = l(v — {§, /})etK2(F). Следовательно, 
Ф определяет инъективный гомоморфизм Ker (7C2 (F)/IK2 (-")->-
->K2{F{X))llK2{F{X)))^\il, поэтому порядок Ker (K2(F)/LK2(F)^ 
-+K2(F(X))/IK2(F(X))) не превышает / и , значит, это ядро 
равно Z/tZ-{a, b). 

Предложение 19.3. Пусть E —поле, содержащее прими­
тивный корень Z-ой степени из единицы fj. Тогда гомоморфизм 
RF:K2{F)/IK2(F)-*H2(F, ^®2) инъективен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что RP {sum}{a-, 6.-} =0 . 
и 

Покажем, что в этом случае {sum}{<^, bt}BlK2(F). Проведем ин-
1—1 

дукцию по п. Если алгебра D == A.-(a,,, bn) тривиальна, то 
к—1 

согласно 19.1 {а„, bn}&K2{F). Кроме того, {sum}{я,, bt} лежит 

в ядре RP и в силу индукционного предположения 

{sum} {a.., bi}£tK2(F). Предположим теперь, что алгебра D нетри-
виальна, и рассмотрим соответствующее ей многообразие 
Севери—Брауэра X. Поскольку алгебра D^x) уже тривиальна, 

то согласно рассмотренному выше случаю {sum}{#i, b^lK2 (F (X)). 
i=i 

В силу 18„2 мы из этого включения заключаем, что 
и 

{sum}] {a-, bi}is=k-{an, bn}moulK2(F) при некотором k£Z. Применяя 
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JRF к обеим частям этого сравнения, получаем: 0 = k-[D] и, 
следовательно,, и делится на I. 

§ 20. Вспомогательные леммы 
Л'емма 20.Г Пусть F — поле, содержащее первообразный 

корень i-ой степени из единицы ?,;, и E~F-\/~c) — циклическое 
расширение F. Следующие условия равносильны: 

а) \ является.нормой из Е, 
в) Циклическая алгебра A-(c, \) тривиальна, 
с) Е можно ВЛОЖИТЬ в циклическое расширение степени /!. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Равносильность условий а) и Ь) 

хорошо известна (см. ]18], § 15; или [5] стр. 420). Фиксация 
корня g позволяет нам отождествить (тривиальные) (^-модули 
ZltZ и Hi, что мы и будем в дальнейшем делать. При этом 
отождествлении элемент Х/(--OfiH1 (F> l-./) соответствует харак­
теру Qp^Z/lZ, переводящему crgG/? в /zmod/Z, где 
(У"с) ==£" и т.д. Условие с) означает, что характер X-(с)б 
£Hl(P,\b^ = Hl(F,ZilZ) лежит в образе гомоморфизма 
Hl(F,Zll%T)->Hl(F,ZllZ) или, иначе говоря, что 6i(Xz(<?)) = 0, 
где 5. (соответственно, б2, б3)—связывающий гомоморфизм 
в точной последовательности когомологий, отвечающей приво­
димому ниже расширению G -̂модулей Шх (соответственно, 
<$2, &s) 

»1: 0->Z//Z->Z/PZ{to}Z//Z-vO, 
&2' 0->[Х /->[Д,/2->[Х,~>0 , 

$3=&:-e2eExtl
Z[aF\(Z/lZ, Z/lZ). 

Отметим следующие простые факты относительно гомоморфиз­
мов б;. 

1) Поскольку гомоморфизм Z/l2Z = FJ°(F,Z/l2Z)^Z/LZ = 
= H°(F, Z/lZ) сюръективен, то bx\H^{F, Z/lZ)-+Hl(F, Z/Щ — 
нулевой гомоморфизм. 

2) Поскольку гомоморфизм F*iF*l* = Hl{F,\>,l*)^F*lF*l*= 
= #1(E,fi/) сюръективен, то 82:Hl (F, ц,.— # ' (E , Z//Z)-> 
-±H2(F, iii) = FI2(F, Z/Щ — нулевой гомоморфизм. 

3) 82Ш = Х/(й)бЯ1 (E, ^ - Я 1 (F, Z//Z). 
4) 63 = 61-62. 
5) Образ #з в Extz (Z/lZ, Z/tZ) равен нулю, следовательно, 

(?з расщепляется как последовательность абелевых групп и, 
значит, (см., например, [9], гл. IV, § 7) для любого a£HP(F, Z/lZ) 
имеем: 63(а) = 63(l Uc-) = 63(1) U« = (6I (1)~62 (§)) U « - -Х/(5) Uа. 
Теперь получаем: Ь) о у>, (g) и X/ (с)—0 «• 63 (Х/ (с)) = 0 ̂  61(x,(c)) — 
= 0<^ф • 
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Лемма 20.2. Пусть F и \ такие же, как выше,/D/E—-
•алгебра с делением степени I и X — X(D) —соответствующее 
многообразие Севери—Брауэра. Если | является значением 
•.редуцированной нормы из D, то существует центральная про­
стая алгебра D'/F такая, что /•[£)'] —[£)]еВг (F) и [DF{X)]e 
6lmRFix). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что F не имеет 
расширений степени, взаимно простой с /. Пусть £ = Nrd(z.) и 
E c D —максимальное подполе, содержащее t. Степень \E\F\ 
равна /, и в силу нашего предположения об F расширение E/F 
циклично: E = F(yrc) при некотором cgE*. Поскольку Е рас­
щепляет D, то D имеет вид -As(с, d), где d6F*. Согласно 
(20,1) расширение E/F можно вложить в циклическое расшире­
ние L/F степени I2. Выберем a6Gal(L/F) такой, что а(уг с) = 
= 1-угс , и положим D' = {LlF, a, d). Ясно, что l-[D'] = [D\" 

"Поскольку алгебра DF(x) тривиальна, то d является нормой 
из E(X):d = NE(X)jF{X) {и). При этом D'F{X) = (L (X)/F(X),a, d) = 
•— NEW/F(X) (L(X)/E (X), 0, и). Расширение L(X)/E(X) являет­

ся циклическим степени /, т.е. L(X)^E (X)(yrv), и алгебра 
t(L(X)lE (Х),о,и) равна A$(v",u), где k таково, что а (У^) ==• 
= 1-1/чуь. Следовательно, [E>F{X)} = NE{X)/F(X) (/?ж*, {t>A. «}) = 
= RF(X) (NEI,X)/F(X) {Ok, U}), 

Применяя доказанное выше утверждение к максимальному 
алгебраическому расширению F степени, взаимно простой с /, 
:мы найдем конечное расширение F'IF степени, взаимно простой 
с /, и алгебру D" над F' такую, ЧТО [LV] = I • [D"]GBr (F') и 
{D'F,{Х)\<й\т RF'{X)< После этого достаточно положить .0' = 
=>(NF4FD")®\ где k-[E':E] = lmod/. 

Пусть D/F— алгебра с делением простой степени / и X/F — 
•соответствующее многообразие Севери —Брауэра. Группа 
Н1 (X, Ж2) есть группа гомологии комплекса 

K2(F(X))i я F(xf {to} ii Z. 
codlm.v-=l codIm.v=-2 

Выберем элемент aQF* и точку х0 коразмерности один. Семей­
ство {ал.}с0глтл--=ь где ах=\ при x=f=xQ и аХа=а, очевидно 
•является циклом нашего комплекса, и мы можем рассмотреть 
•его класс гомологии {а^вН1 (X, ffl2)==No. 

Лемма 20.3, В приведенных выше обозначениях {a,J = ade£A'-. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Элемент {ах}, очевидно, совпадает 

•с произведением [x0]eCHl(X) = Hl(X, JCJ, и aQKx(F) = 
— HQ(X, Жх). После расширения скаляров до алгебраического 
замыкания F поля F получим: {ax}F-=([x0][ja)F-==[x0]F \J а— 
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— (degxo-.i)Ua — %\jaueex° (b£Hl{X, ffCx) — как всегда_ класс 
гиперплоского сечения). При отождествлении Н1 (X, Х2) с 
КЛ(Р) = Т* (см. 8.2.1) последний элемент соответствует айевх°.' 

Л е м м а 20.4. Пусть D и X— такие же, как выше. Ядро го­
моморфизма Br(F){to}Br(F(X)) совпадает с циклической груп­
пой, порожденной [D]. 

Д ока з а т е л ь с т во.•• Обозначим через Br'(X) когомологи­
ческую группу Брауэра многообразия X (см. [63]). Хорошо 
известно, что гомоморфизм Br'(X){to}Br {F (X)) инъективен (см-. 
63], III. 2.22), так что достаточно вычислить ядро гомоморфизма 
3r (E){to}Br'(X). Рассмотрим спектральную последовательность 
Хохшильда - Серра № {GP, Hit (X, G,„)) =* Н&+* (X, G J , где 
X = X®FF, F— сепарабелы-юе замыкание F и 0„г —этальный 
пучок_ обратимых функций. Поскольку H°et(X, Qm)==F* и 
H\t (X, Qm) — PicX, TO соответствующая точная пятичленная 
последовательность имеет вид 

O{to}#-(0ftE*) = O{to}PicX{to}#°(O.». PieX)-»-Br/=•-»-Br'A". 
Группа Pic X, как мы знаем, вкладывается на подгруппу Не. 
cH°(GF, PicX) = Z и, значит, ядро гомоморфизма BrE-s-Br'X 
изоморфно 1/IZ. Поскольку [D] очевидно лежит в Ker(BrE{to} 
->Вг'АТ), то это ядро совпадает с циклической подгруппой., 
порожденной [Л]. 

§ 21. Основная теорема 

П р е д л о ж е н и е 21.1. Пусть F — поле, содержащее перво­
образный корень /-ой степени из единицы g, и D=-A-(a, b) — 
нетривиальная циклическая алгебра. Обозначим через Х= 
=X(D) соответствующее многообразие Севери—Брауэра. Го­
моморфизм Coker Rj-{to}Coker RF(X) инъективен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через S подгруппу B r F 
состоящую из классов алгебр Л таких, что [Apwl&m-Rrw 
Пусть s~[A]6S и IAP(X)]^#F(X)(U), где иеК2 (F(X)). Для 
любой точки хвХ коразмерности один ti(dx(u)) — dx(R(u)) — 
*=dx([t\F{X)\)=\, 7.&.dx(u)tcF(x)*1. Запишем дх(и) = а/, где 
ax£F(x)*, и будем считать, что ах берется равным единице при 
всех х, кроме конечного числа. Сеиейство {дх(и)}соцтх==1 является 
границей и, тем более, циклом комплекса 

K2{F{X))X я -F(x)*^> Я Z, 
- ч v ' codlmjr---l ч ' cD(iImx--2 

вычисляющего группу Н1(Х,Ж2). Поскольку правая группа 
не имеет кручения, то {ax}CodimA---i также является циклом и,. 
следовательно, определяет элемент a — a(s)£Hl(X, £K'2) = ND> 
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(см. § 10), который по построению имеет экспоненту /, т. е-
й6/(А/£))-= pt/\ND. Построенный элемент не зависит от про-' 
извола в выборе элементов ах согласно (20.3) и также не за­
висит от произвола в выборе и, поскольку в силу инъектив-
ности RF{K) (см. § 19) элемент it определен однозначно 
с точностью до t-K2{F (X)). Таким образом, сопоставляя sgS 
элемент a(s)^.l[}No, мы получаем гомоморфизм a\S->\i,tC\ND. 
Ясно, что ядро этого гомоморфизма содержит \mRF. Наоборот, 
если 5=[Л]бКегй, то существует «б/Сг (F (X)) такой, что 
Qx=dx('a) при всех xQX коразмерности один и, следовательно, 
u — lv£№(X,£tf2) = K2(F). Элемент s—-RF(u — lv) лежит в ядре 
гомоморфизма Br F {to} Br F (X), т. е. является кратным алгебры D 
(см- 20.4) и, значит, попадает в образ RF. Тем самым, -
s--= (s — JRP(и — Щ) +' RF(и — Щ лежит в образе RF. Итак,. 
гомоморфизм а индуцирует вложение S/ lm ^/."-[Л/П-VD« Если g 
не является значением редуцированной нормы, то \xif\ND'— 
тривиальная группа и, значит, S = lmRF. Если S является зна­
чением редуцированной нормы, то согласно (20.2) S содержит 
[D'], где D' — такая алгебра, что [D]=l-[D']. Поскольку [D'\ 
заведомо не лежит в Im RF (экспонента D' равна Is) и посколь­
ку S/lmRF является подгруппой циклической группы простого 
порядка, то мы заключаем, что [£>'] mod Im RF служит образу­
ющей группы SflmRF. Предположим теперь, что [Л] G-Br(F) Л.-'. 
По предыдущему, [А] н=/г- [D'] modIm-RF; умножая обе части 
сравнения на /, получим kl- [D'] = k- [D] =0, следовательно /г = 
— lr и [A]i-=W[D'] =r-[D]==0mod1miRi-. Таким образом, 
5П,Вг(^)=1т/?Р и, значит, iBr(F)/Imi?^C->IBr(F(X) )/1тЯ,.-

Стандартные рассуждения с использованием гомоморфизмов' 
переноса (не раз уже применявшиеся выше) доказывают: 

Л е м м а 21.2. Если F'/F — алгебраическое расширение сте­
пени, взаимно простой с /, то гомоморфизм CokerT?.—>-
{to}Coker R F' инъективен. 

Теперь мы в состоянии повторить процедуру, уже приме­
нявшуюся в § 11, строим башню полей F = Fi)cF-lcF,,c:.. ., 
каждый этаж которой является либо КОМПОЗИТОМ ПОЛОЙ функций 
на всевозможных многообразиях Севери —Брауэра, отвечающих 
циклическим /-алгебрам, либо является максимальным алгебраи­
ческим расширением степени, взаимно простой с /„ В пределе 
получаем поле /%», не имеющее расширений степени, взаимно 
простой с /, и не имеющее нетривиальных циклических /-алгебр.. 
Согласно 21,1 и 21.2, гомоморфизм Coker RF->Coket RFco 

инъективен. 
П р е д л о ж е н и е 21.3, Пусть F—-поле, содержащее-перво­

образный корень l-оя степени из единицы, тогда гомоморфизм 
RP : /C2(F)-bBrF сюръективен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно сказанному выше мы мо­
жем считать, что F не имеет расширений степени, взаимно про-
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•стой с I и не имеет нетривиальных циклических /-алгебр. По­
следнее условие в силу 19.1 означает, что /<"2 (-̂ ) = -- • Д̂2 (-̂ ) • 
-В данной ситуации утверждение о сюръективности RP означа­
ет тривиальность -Bri*. Мы покажем сейчас, что BrF-=0. 

21.3.1. Пусть /-—поле, не имеющее расширений степени, 
взаимно простой с /, и E/F — конечное расширение. Если 
K2{F)^l-K2(F), то К2{Е)=1-К2{Е). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действуя индукцией по [E:F], доста­
точно рассмотреть случай, когда E/E—-циклическое /-расшире­
ние. Пусть uQK2{E), запишем NE/F(U) — 12V, где vQK2(F). 
Поскольку NE/Fiu — ^ — O, то, согласно теореме 90 для К2, 
и-1Щ\-а)К2(Е)- Итак, (\-а):К2(Е)/1К2(Е)~>К2(Е)/1К2(Е)-
эпиморфизм. Поскольку i-ая степень этого эндоморфизма, оче­
видно, равна нулю, то Ki(E)/lK2(E) = 0. 

21.3.2. Пусть F — поле, не имеющее расширений степени, 
взаимно простой с /. Предположим, что K2(F)—IK2{F). Тогда 
Br.F=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что D/F—нетриви­
альная алгебра с делением, и обозначим через L максимальное 
подполе D. Существует промежуточное поле Е между F и L 
такое, что [L : Е] —I, при этом расширение L/E будет цикличе­
ским. Алгебра DE расщепляется циклическим расширением L/E 
и, следовательно, является циклической /-алгеброй, но над Е 
нет нетривиальных циклических /-алгебр в силу 21.3.1. Поэто­
му алгебра DE тривиальна, получаем противоречие. 

Т е о р е м а 21.4. Для любого поля F и любого натурального 
.m, не делящегося на char E, гомоморфизм Rm,F'-K2(F)im.K2{F)-^ 
{to} H2 (F, jj.®2) является изоморфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , . Можно, очевидно, считать, что т = 1г 

-есть степень простого числа. Проведем индукцию по г. Если 
г = 1 и F-Эц,, то утверждение уже доказано в 19.3, 21.3, Для 
произвольного F утверждение следует из коммутативности 
.диаграммы 

K2(F)/IK2(F)^ ^H2(F^f) 

К2 (F Ы ) / / ^ 2 (F (ц-)) '+W (E (ц,), ц®2) 

я того, что композиции вертикальных гомоморфизмов совпада­
ют с умножением на число ;[F((J,/) : F] , которое взаимно про­
сто с I. 

При произвольном г, используя тот же трюк с гомоморфиз­
мами переноса, можем снова считать, что F:~->p,,. Обозначим 
через | первообразный корень /-ой степени из единицы и рас­
смотрим коммутативную диаграмму с точными строками 
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F*,F**^^IK2 (F)lt'-lKs (F) +K2 (F)HrK2 (F) • 
V V 

tf - (F, ц®2) - Я - (E, ^ i ^ H - (E, |x®J) -

{to}iC2(E)//^2(F)^0 
±1*1 

{to}Я-(E,ц®2); 
легкий диаграммный поиск показывает, что Rtr — изоморфизм. 

С л е д с т в и е 21.5. Пусть Л/F — центральная простая алгеб­
ра экспоненты т; если F^D\xm, то Л подобна тензорному про­
изведению циклических m-алгебр, в частности, Л имеет абеле-
во поле разложения. В общем случае Л имеет разрешимое 
поле разложения степени разрешимости два. 

Для доказательства последнего утверждения разложим Л 
в произведение Ло^Л', где индекс Ло является степенью р = 
= charf, а индекс п алгебры Л' взаимно прост с р. Согласно 
классическому результату Альберта [29], р-алгебра Ло имеет 
абелево поле разложения, а алгебра Л' имеет двухэтажное раз­
решимое поле разложения — сначала надо присоединить корни 
n-ой степени из единицы и затем провести еще одно абелево 
расширение. 

С л е д с т в и е 21.6. Пусть ^ c h a r F . Группа # 3 ( E , Zz(2) 
совпадает с lim Я 3 (F, р.®2") и не имеет кручения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку в проективной системе 
| Я 2 (F, И-®2)} все гомоморфизмы сюръективны, то 

1imW2(E,n®2)=0 

и, значит, H3(F, Z-(2)) — lim Я 3 (F, Ц®2) . Второе утверждение 
следует из точности последовательности 

Я- (E, Z, (2)) {to} Я - (E, \if) {to} Я 3 ( / . Z; (2)) {to} Я 3 (F, Zl (2)) 
и сюръективности гомоморфизма iC-2 (F) -^H-(F , Zi(2)){to} 
->Я-(Лц® 2 ) . 

§ 22. Кручение в К2 — окончание 

Т е о р е м а 22.1. Для любого поля F характеристики, не рав­
ной I, и любого натурального п. гомоморфизм ,nAT2(E)-> 
-+ltiH2(F, Z;(2)), индуцированный символом Тэйта, сюръекти-
вен. Если поле F конечнопорожден о, то этот гомоморфизм 
является изоморфизмом. - . . . 



Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть, сначала, п = \ и F D | J ; . 
Утверждение о сюръективности в этом случае сразу следует 
из коммутативности диаграммы 

H,®E*/E*< ~tKi (F) 

l..®#-(/-\ (1/)-=Я1 (F, v.®*)X,H*(F, Z-(2»-*0. 
Предположим, дополнительно, что поле F конечнопорождено, и 
обозначим через E0 подполе констант в F. Поскольку 
Hl(F, Zi{2))==H1(FQ, Z-(2)), то граничный гомоморфизм 

6:ц ;®(Я-(Л ^ ) / # 4 F o , ^))-=-^®E*/E0*E*'{to} 
{to}zH-(F,Z/(2))//H-(.F0lZ-(2)) 

является изоморфизмом, и из коммутативной диаграммы 
0-N-MFo) VC2(F) ^ ; ® F * / E o * F * ' ^ 0 

0-+tH2(F0, Z-(2)){to},H»(F, Z,(2))-+tm(F, Z, (2))////-(.F0, Z,(2)){to}0 
(где 2-^2(Fo)-^iH2(Fo> 2/(2))— изоморфизм) по теореме Тента 
12.5, если charE-=0, и по очевидным соображениям (обе группы. 
равны нулю), если c h a r F > 0 , мы заключаем, что tK2{F)^ 
~.H2(E,Z,(2)). 

Если, по-прежнему, /г=1 , но FT-V., надо применить уже до­
казанное утверждение к полю F(|j,.) и затем воспользоваться 
гомоморфизмами переноса. Если мы хотим избежать проверки 
согласованности переносов в /С-теории и /-адических когомоло-
гиях, мы можем поступить следующим образом: существование 
переносов влечет за собой наличие прямого разложения 

я (F ы)=-н (F Mfww've 2 (1 - CJ) H (F- Ы) 
aQGi>HF(.V.t)JF) 

и изоморфизм Н (F)~>H {F (\x,)f*HFi>*i)/F), где Я - л ю б о й из функ­
торов ,АГ2 или 'Я~(.—, Z, (2)). 

При произвольном д утверждение следует из леммы о пяти, 
гомоморфизмах, примененной к диаграмме 

0—+,К2 (E) >tnK, (F) Хгп-гК2 (F) >К2 (F)/IK2 (F) 

0^lH^(Fw,Zl(2))^lnH^(F, Z^2)){to},,._-//-(E, Zt(2)y>H2(F, |i®2). 
С л е д с т в и е 22,2. Для любого поля F имеется каноничес­

кий сюръективный гомоморфизм Hl(F, н.^2)-> /«ЛГ2 (F). Переходя 
к пределу по п, мы из этих гомоморфизмов получаем эпимор-
физм Hl\F, Q./Z;(2)){to}/C2(E).--tors. Если c h a r E > 0 , то послед­
ний гомоморфизм является изоморфизмом. Если charE = 0,. 
то ядро этого гомоморфизма совпадает с ядром аналогичного 
гомоморфизма для поля констант E0. Если E0 является конечным 
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полем алгебраических чисел, то это ядро изоморфно (Q./Z2)r--
где г2 — ЧИСЛО комплексных точек ПОЛЯ E0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку все функторы, фигурирую­
щие в этом утверждении, коммутируют с прямыми пределами, 
то можно считать, что F конечнопорождено. В этом случае 
•• (̂FVtors-— #2(Fi Z.(2))/-tors. и первое утверждение очевидно. 
Граничный гомоморфизм 6:H!(F- Ql!Z,(2))-+H*(F, Z,(2))-.tors, 
очевидно, сюръективен, и его ядро совпадает с 

W (F, Q,(2))/tf' (E, Zt (2)) « Я 1 (F, 1L WmjZr 
Если charF>0, то последняя группа нулевая согласно 13.7. 
В любом случае эта группа совпадает с аналогичной группой 
для поля F0. В случае полей алгебраических чисел эта группа 
вычислена Тэйтом [78]. 

Глава III 
НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ 

§ 23. Точная последовательность для ^г-когомологий 

Пусть X — гладкое многообразие над полем F и /-—простое 
число, отличное от char F. Будем обозначать через y,nq (i) пучок 
в топологии Зарисского, ассоциированный с предпучком 
U-+Hlt{U, |i^/V Пучок .V (0 может быть также описан как 
JRq®.M [v-®il\ тде Ф —функтор ограничения пучков с этальной 
ТОПОЛОГИИ на топологию Зарисского. Таким образом, имеется 
спектральная последовательность Лере №(Х, и/(£)) =-> 
=*Н1?"{Х, [х®£у Когомологии НР(Х,НПЦ1)) можно вычислять 
(см. [39]) из комплекса 

В частности, №(Х, K„l7(t))=0 при p><7. Спектральная последо­
вательность Лере вместе с последней формулой дают изомор­
физм 

= Кег (Я- (F (X), [*§')-* д. Ho(F(*), и®-'"")) 
\ - I ) codlm .».=1 V I II 

и точные последовательности 
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0{to}H'(X, кв-(0)->#.Ця,- Ц®')~^НЦХ, xB
8 (*))-->->-

0-+H4X, %,?(1))->нЦх, ц®')-ч-я»(.Р(4 njt'). 
последняя из которых показывает, что 

Я1 {X, и„- (i)) = NHlt [X, ix®1) — 

= Кег (Я^ (X, li^'j) ->H3 (F (X), ix®1). 
В силу основной теоремы имеем точную последовательность 
комплексов (ср. [37]) 

0 0 О 

l»K2(F(X))-?-+ Я Fix)*'"—* Я / Z 
^ a 4 a ^ 

/T2(E(X)) Я E(jc)*. - Я Z 
• c o d i m ДГ---1 v ' codim ."-2 
•*• „ д ф а Ф 

//2 (E (X), p.®2) {to} Я H4F(x),\x,)^ Я Z/i"Z. 
Y Y Y 

0 0 0 
Гомологии нижнего комплекса совпадают с Н*\Х, и„2(2)), го­
мологии среднего —совпадают с Н*{Х,3£2), Наконец, легко 
видеть, что умножение на 1п индуцирует изоморфизм Я2 (X, CfC2) 
со второй группой гомологии и эпиморфизм из Я1 {X, С№2) на 
первую группу гомологии верхнего комплекса. Таким образом, 

1" 
получаем точную последовательность Я1 (X, С/С2)-+Н1 (X, X.)-5" 
{to} Я 1 (X, %,? (2)) = NH t̂ (X,ix®2) {to} C№ (X) {to} С№ (X). 

Предложение 23.\. Имеется естественная короткая точ­
ная последовательность 

О {to} Я1 (X, Ж2) 11" {to} NHlt (X, \х®2) {to}, „C№ (X) {to} 0. 
Обозначим через Ж^*Ж(Х) категорию когерентных пучков 

на X и через Ж1 — ее полную подкатегорию, состоящую из 
пучков SF таких, что codim* Supp 2F > i (см. § 7). Точная по­
следовательность локализации для категории Ж/Ж2 имеет вид 

• • • ^ « d ^ - i * - ( F ( ^ ^ (MtM%)-+K2 (F(X)){to} 
^cod^=1F W * - ^ - {AiM^F(Xf-+... 

Таким образом, 
Coker ( Я _ К2 (F (x)) {to} I<2 (Ж1Ж2))=Н° (Х, CK2\ 
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Ker (K,{MiM2)^F (Xr)tors — Coker(ir2(E(X)) — 
- % o J . f , = l F W a t e r s " - H 1 ( X , ^ 2 ) t o r s -

Воспользуемся теперь i-C-теорией с коэффициентами Z/ZraZ [40]. 
Группа К2{Ж/Ж2, Z/lnZ) включается в точную последователь­
ность универсальных коэффициентов (см. [67]) 

0->K2{JtlJt2)iln-+K2{MiM^ Z//nZ)-->inKx{JtIЖ2)-±0. 
Учитывая приведенные выше формулы, видим, что группа 

SKi{MlM%% Z/i"Z) = Ker(К2(Ж/Ж2, Z/Z"Z)->[ПКХ[Ж\Ж2)-> 
-> ,„E (X)*)/lm (co^xJ<2 (F (x))^K2 H M 2 ) - > 

•+К2(Ж/Ж2, lit11!)) 
включается в точную последовательность 
О^НЦХ, CfC2)iln->SK2{MlM2, 111п1)^1ПН1{Х,Ж2)^Ъ, (23.2) 

Категория Ж\Ж2 совпадает с lim Ж (U), поэтому ее К* 
codim(iT---U)>2 

группы совпадают с прямым пределом .АТ-групп соответствую­
щих многообразий U. Для любого многообразия U имеются 
естественные гомоморфизмы (этальные классы Чженя) c,;:AT.(U,. 
ZllnT)->H\[-i (U,^®1) (см. [74,48, 28]). Заметим теперь, что. 
из точной последовательности для H2

et(U, р.®'), приведенной в. 
начале параграфа, очевидно следует, что эта группа зависит 
лишь от точек коразмерности < 1 и, следовательно, Htt(U, |-i®/)--= 
= H2

et {X, ц.®') при codim(X-U)>2. Таким образом, возни­
кает гомоморфизм 
с22:К2{Ж/Ж2, Z/lnZ) = lira K2 {U, Z/inZ)->#et (X, ц®2).. 

Из теоремы Римана-Роха [48] легко следует, что с22 обра­
щается в ноль на образе J± K2(F(х))->К^Ш/Ж2, Z/1") и,. 

codlm Л ' - l х ч ч 

следовательно, мы получаем индуцированный гомоморфизм. 
c22\SK2{JLiM2, Zil»)-+H2

tt{X, ц®2). 
Предложение 23.3. с22Ж2{Ж/Ж2, Zll") ^Htt{X, \х®2).. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Точная последовательность локали­

зации для ."С-теории с коэффициентами 

. .. {to}^3(E (*)• Z / ^ К о Л ^ - ^ (Л)' Zll'l)-* 

->К2(Ж/Ж2, Z/n^K2(F(X), Zll")^ cQun-x^Kx{F{x),Zlln)-> • •. 
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дает следующую точную последовательность для SK2'. 

tnK2 (F (X))\^x=llnF (x)*->SK2 {MlJ£it HVl){to} 

^K2 (F (X))/l'\oul^F (xf/F (*)•-". 

Коядро левого д совпадает, в силу 22.2, с 

Сокег (Я1 (F (X), ц®-) + c o d .^= .H° (F (x), |у) ) = Я • (X, ия' (2)). 

Ядро правого д совпадает, в силу основной теоремы, с 
Кег (Я* [F (X), p®-) {to} eodIJl _iH> (E (x), jy)) - Я о (X, хв- (2)), 

так что наша последовательность принимает вид: 
0 { t o } # 4 X , ^ 2 ) K S / C 2 ( . J M - , Z//"Z){to}#°(X, x„2(2)){to}0. 

Наконец, диаграмма 
0{to}Я1(X, .V(2)){to}S#2(.#/^r2, Z//nZ){to}#°(X, •4.12(2)){to}0 

II Xе--.2 II 
О {to} Я1 (X, V (2)) >Н% (X, ц®-] -+Я° (X, V (2)) {to}0 

коммутативна (возможно, с точностью до знака). Для правого 
квадрата коммутативность следует из функториальности клас­
сов Чженя и того, что для полей с2,2 совпадает (с точностью до 
.знака) с гомоморфизмом норменного вычета (это следует из 
•формулы произведения). Коммутативность левого квадрата 
следует из теоремы Римана—Роха. 

С л е д с т в и е 23.4. Имеется естественная короткая точ­
ная последовательность 

0{to}#-(X, X2)/ln^Hlt (X, цЩ^^НЦХ, #--)->• 0. 

§ 24. Когомологическое описание редуцированных норм 

Применим результаты предыдущего параграфа к случаю, 
когда X есть многообразие Севери — Брауэра, отвечающее ал­
гебре с делением D простого индекса / над полем F. Обозначая 
•через N группу значений редуцированной нормы, получаем 
точные последовательности 

0->K2{F)ilK2{F)~H*(F, р®*)+Н*«{Х, lx®2){to}iVn[x/{to}0 

0->N/Nl-+NHlt{X, n®2){to}0, 
С другой стороны, мы можем вычислить этальные когомо-

логии из спектральной последовательности Хохшильда —Серра 
НР (F, H" {F, [л®2)) =*НР*« {X, [х®2), где X = X®FF и F - c e n a -
•рабельное замыкание F. Поскольку X ss. Р7Г1- спектральная 
последовательность имеет вид; 
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H1(F,^2) 0 \ " W - ) 

H0(F,^2) 0 V ( F , ^ ) 

Лемма 24.1. Дифференциал d3:tf°(E, pt)-+H3(F, fi®2) 
. |D] U 

вдмеет вид: H*(F, \x,)-^Hl (F,\i[)—>#3 (E. И®2), где б —связы­
вающий гомоморфизм, отвечающий короткой точной последо­
вательности G .--моду лей 0{to}|j.,{to}|x;«{to}n-{to}0. 

Следствие 24.2. Если FZD\X№=£1 и [D]UX/(£) = 
=Q£H3(F, р,®2), то Tj является значением редуцированной нормы. 

Действительно, в этом случае d3(g)-=0, следовательно, 
•36E3'2--=E«2. Нетривиальность Е°^2 означает, что гомоморфизм 
•Я- {F, р,®2) {to} Hit (X, ц®2) не сюръективен и, следовательно, 
2Vn|i.-7-={1}. 

Лемма 24.3. КОМПОЗИЦИЯ N/N1 {to} tilt (X ,\i,f>3) {to} Я1 (F, •(*-).= 
_p*lF*i С 0зп ад а е т с естественным гомоморфизмом, индуци­
рованным вложением N*~F*. Гомоморфизм F*4N — N/Nl-> 
{to}#3(E, (j,®2)/1md3 имеет вид: a1 {to} [£>] |J х.- {a) mod 1m d3-

Теорема 24,4. Элемент aGE* является значением редуци­
рованной нормы из алгебры D в том и только том случае, 
когда [D] и х/ (а) =- 0б#3 (E, V®2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если .a.=--=Nrd(t) и Е — максимальное 
подполе D, содержащее;;, то [£)] U%;(a)=Ns/-([D£]Ux/(0)—°-
Наоборот, предположим, что [E>] UX/(a)~0- Поскольку гомо-
морфизм N/Nl^Hlt(X, ц,®2) инъективен и образ а1 при этом 
гомоморфизме равен нулю, то alQNl. Если .РФц-, то из этого 
сразу следует, что ag.V, если же En^H/, то а=£1-Ь, где 66N, 
§6(1,, и осталось воспользоваться 24.2. 

Замечание 24.5. Утверждение предыдущей теоремы оче­
видным образом обобщается на любые алгебры бесквадратного 
индекса, в то же время для алгебр небесквадратного индекса 
оно заведомо не верно: свойством [D\\]%n(a) — 0 (где п — индекс 
D) обладают, например, элементы вида bk, где Ь — редуциро­
ванная норма из алгебры D . Правильное утверждение, видимо, 
ДОЛЖНО выглядеть так: 

Гипотез а 24.6. Если Л—-центральная простая алгебра 
индекса /г, взаимно простого с charE, то группа {a£F*:[D]\J 
\J%n(a) — 0} порождается редуцированными нормами из D, 
квадратами редуцированных норм из £)®2, . . . 
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Если бы мы сумели доказать гипотезу об отсутствии круче­
ния в группах Чжоу многообразий Севери — Брауэра (см.. 
10.14), то это повлекло бы и доказательство гипотезы 24.6. 
В частности, 24.6 справедлива для алгебр индекса четыре 
(это единственный небесквадратный случай, когда имеется 
полная информация о группах Чжоу). 

Следствие 24-7 Пусть FZD(j-G£{ne}1 и а, Ъ, с — элементы 
F*. Следующие условия равносильны: 

a) с является редуцированной нормой из алгебры 
D*=A\(a, b), 

b) {a, b, c}el-Ki'(F) (K%{F)-/С-теория Милнора поля E)„. 
c) Ъ (a) U ъ (b) U Ь (с) -ОеЯ3 (F, ^®3), 
d) {а, Ь) лежит в образе гомоморфизма переноса 

K2{F(Vc))->K2(F), 
e) li (а) U li (->) лежит в образе гомоморфизма переноса 

я2(П,'/-с),Л^я-(лЛ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Равносильность а) и с) следует из 

24,4. Равносильность d) и е) следует из основной теоремы, по­
скольку l-K2(F) заведомо лежит в образе гомоморфизма пере­
носа, Импликация Ь) =-> с) очевидна ввиду наличия гомоморфизма-
Къ (F)^H3 {F, (х®-), переводящего {а, Ь, с} в %t (a) и Ъ (b) U %Цс\ 
(см. [35]), Условие d) влечет Ь), поскольку {a, b} = N - (и) 

F( YC )/F 
дает: {a, b, c\ — l-N , ({иУс}) (см. [35, 57] по поводу гомо-

F(YT)IF 
морфизмов переноса для старших /С-групп Милнора). Наконец, 
при доказательстве импликации а)=Фе) мы можем считать, что 
F не имеет расширений степени, взаимно простой с I, Пусть-
c = Nrd(^) и Е — максимальное подполе D, содержащее t. Ввиду 
условия на F, расширение E/F циклично: E = F (yd), а посколь­
ку Е расщепляет D, то D -•= А-. (d, f) при некотором /6E!"{cdot}. 
Условие «с является нормой из F (Уй)» симметрично (посколь­
ку оно равносильно тому, что алгебра A$(c,d) тривиальна). 
Следовательно, d=N , (в) и ъ(а) \j%l(&)=-= %l(d) IJX;(/) = 

F(VC )IF 

= N t_ (%l(a) U %,(/)). 
F( YC )1F 

Теорема 24.8. Следующие условия равносильны: 
a) cd,E<2. 
b) Для любого конечного расширения £/^илюбой /-примар-

ной центральной простой E-алгебры A Nrd:Л*->E* — эпимор­
физм, 

c) Для любого конечного расширения E/F и любых a, b, cgE*-

X/(a)UX/(6)UX/(c) = 0. 
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d) Для любого конечного расширения E/F группа Kf(E) 
является /-делимой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что F не имеет рас­
ширений степени, взаимно простой с I и, в частности, EDjj.,. 
Условия с) и d) равносильны в силу 24.7; импликация а)=>с) — 
очевидна. Пусть выполнено с), для проверки условия а) доста-> 
точно доказать, что HS(F, р,®2)=0 (см. [22], гл. 1, §4) . Пусть 
ибЯ3(Р, |л®2) и E / E — поле расщепления для и наименьшей 
возможной степени. Если ЕфЕ, то существует промежуточное 
поле L такое, что [Е:Ц = I. Элемент aL лежит в ядре 
Я3(£, |i®-){to}//- (E, ц®-), которое равно (см. [17]) %{JFP(L} ц®2), 
где %&Hl(L, llll)—-характер, отвечающий циклическому рас­
ширению E/L. В силу основной теоремы Н2 (L, \xf>2) порождает­
ся элементами вида %-(a).J"{,:(b)> a B силу условия с) произве­
дения хU %i (a) U%i(Ь) равны нулю. Таким образом, и1 = 0 — 
противоречие. Покажем, наконец, что с) влечет Ь). Будем дей­
ствовать индукцией по е(А). Если е (А)--=-/, то согласно основ­
ной теореме алгебра А подобна тензорному произведению 
A|(ai, bx)®>. • .®Ai(ak, bk) (где 1 ф..бЦ/)- В этом случае мы вос­
пользуемся дополнительной индукцией по к. Если к=\, то 
NrdA/e сюръективна согласно 24.7. В общем случае мы вся­
кий элемент xGE* можем записать в виде x=NTdA^ak,bk)/B (t). 
Пусть L — максимальное подполе Ag(a/„ bk), содержащее t. При­
меняя индукционное предположение к алгебре А^(аи Ьх)®. .. 
.. .®Аь(ак_х, 6/e_i)®L над L, мы найдем 2€-A|(ai, bi)®. .. 
• • -®Ai(ak.i, ^-0®LcA|(a. . , Ьг)®.. .®A6(aA, bk),редуцированная 
норма которого в L равна t. Очевидно, что NrdA/£ (z) — Xi 
Предположим теперь, что экспонента Л равна 1Г. Применяя 
индукционное предположение к Л®', мы каждый х£Е* сумеем 
представить в виде NL/E(t), где L — поле разложения для Л®*\ 
Поскольку Ai имеет экспоненту I, то в силу доказанного на 
первом шаге t = NL'/e{t'), где L'ZDL — ХЮЖ разложения для Л. 
Таким образом, х = NL4E(t') — норма из поля разложения дли Л. 
Однако хорошо известно (см., например, [73]), что нормы из по­
лей разложения являются значениями редуцированной нормы. 

С л е д с т в и е 24.9. Для совершенного поля F следующие 
условия равносильны: 

a) cdF{le}2. 
b) F является С2°-полем (см. [22], гл. 11, § 5). *-- "• • 

§ 25. Н° (X, Ж<£) для рациональных многообразий '; 

Если X/F — гладкое, абсолютно неприводимое многообразие, 
то теорема 14.3 показывает, что естественный гомоморфизм 
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K2(F)-*H°(X, Ж2) инъективен. Будем в этом случае обозначать 
факторгруппу Нй(Х, X,)IKi(F) через Н°(Х, Ж2)._ 

Лемма 25.1. Если char/ = p>0, то группа Н°(Х, Ж2) не 
имеет /"-кручения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку Я0(X, Ж2)аК2(E(X)) не 
имеет /?-кручения согласно 11.4, то мы имеем точную последо­
вательность 0~+рН°(Х, •̂2){to}A"2(F)/p{to}//°(X, СК2)\р, и для 
доказательства леммы достаточно показать, что гомоморфизм 
K2(F)lp-*K2(F(X))/р инъективен. Согласно теореме Като — 
Блоха —Габбера (см. [56]), для всякого поля F характеристики 
р дифференциальный символ Гэйта K2(F)/p-^-QF/z (переводя­
щий {x, у} в -~-А~) инъективен. Гомоморфизм &F/Z~+QF{X)/Z 
инъективен (поскольку расширение F(X)/F сепарабельно), а 
следовательно, инъективна и его вторая внешняя степень 
&F/Z^>-QJF(.X)/Z> Коммутативная диаграмма 

K2(F)/p-±K2(F(X))/p 
t 2 | 

Qpjz -+Qp(X)/z 
завершает дело. 

Лемма 25.2. Предположим, что поле F сепарабельно 
замкнуто и т не делится на char E, тогда тН°(Х, Ж2) = 
= Hlt(X,»f). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Группа К2(F) однозначно яг-делима 
(см. [35]) и, следовательно, тН°(Х, Щ) = тН°(Х, СК2). Обозначим 
через g первообразный корень /ге-ой степени из единицы. Группа 
J<2{F{X)) канонически изоморфна (см. 112)>m®(E(X)*/E(X)*m)=-
==-#' (F(X), |̂ ®2). Кроме того, {|, /} лежит в НЦХ, Ж2) в том 
и только том случае, когда для всякой точки .xGX коразмер-
ности один элемент дх({%, f}) = ^~Vj:if)G\>'nt равен единице. Это 
показывает, что 

mH°(A\#.-) = Ker(H-(/?(X).|.i®V я tf°(E(x),[xm))=-
codlmx---1 

= Н°{Х,х„*(2))~НЪ{Х,р&). 
Для произвольного поля F обозначим через F его сепара-

бельное замыкание и положим 0 = 0Р, X = X®FF, Если 
I — простое число, отличное от charE, то в силу (25,2) возни­
кает гомоморфизм 

Я - (X, ^ 2 ) M o r s + / / ° ( X \ ^2)f.tors - H i t (X, Q , / Z . (2))°. 
Теорема 25.3. Гомоморфизм 

H°(X^,)l.t0Ta^Hj(X,Ql/Z[(2))a 

^вляется изоморфизмом. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем пятичленную точную последо­
вательность 

0->#2(E)/-tor{cdot}3^tf°(X> ^2).-tors{to}Я-(X, ^ 2) . - tor8-> 
{to}#2(F)®Q//Z.•{to}Яo(X, .^2)®Q./Z,. 

Обозначим через E0 подполе констант в F и через У —ядро 
естественного гомоморфизма Hl(F0, Q-/ Z, (2)) -{to}/C2 (Eo)/-tor3 
(см. 22.2), Согласно теореме 22.2 получаем: /Г2 (E)Mors = 
=H'{F,Qllll{2))iV и /r2(E(X))/.tors — HI(F(-,-").Q//Z/(2))/T/. 
Если х£Х — точка коразмерности один, то диаграмма 

Я * (F (X), Q,/ Zt (2)) {to} Кг (F (X)) Mof s 

как легко видеть, коммутативна. Это показывает, что 
tf-(X,^2)M-rs — :r/V, где 

r — Ker(#4E(X),Q,/Z,(2)){to} u H°(F(x), Q./Z.(l)) = 
=Hlt(X,Q[/Zl(2)), 

и, следовательно, • 
Н° (X, .^2)Mors/^2 (F)/-tors-=Het (X, QLtlZ^lH - (E, Q,/Z,C2))-, 

С другой стороны, группа Н°(Х, £tf2)®Q.l/Zl вкладывается 
в //|£(-ЛГ, Q-/Z-(2)), и, согласно основной теореме, ^(EJ-SQ;/Z,=-
==//2(E, Q,/Z,(2)). Таким образом, 

К е г ^ ^ С ^ / г ^ Я - ^ , M2)®Q,lZt) = 
== Кег (Я- (E, Q,/ Z- (2)) {to} ЯЕ

2, (X, Qi/ Z, (2))). 
Наконец, спектральная последовательность Хохшильда-Серра 
№(F, mt(X,QllZ,{2)))^H§t

+q(X, Q-/ Z, (2)) дает точную после­
довательность этальных КОГОМОЛОГИЙ (все этальные когомоло-
гии ниже берутся с коэффициентами в Q//Z/(2)): 

о {to} я 1 (Jp){to}//it(A:){to}//it (xf {to} я - (E){to} нЪ (х). 
Осталось проверить коммутативность диаграммы 

0{to} Hit (X)/Hl (F) {to} Я - (X, ^ 2 ) М о г з ^ H 2 (F) - > H e t (X) 
I! I_ II Jl 

0 {to} H i (X) / Я 1 (E) {to} Hit (X)° ->- Я2 (E) {to} Hit (X), 
что делается без труда, 

Следствие 25,4. Для любого расширения В IF естествен­
ный гомоморфизм НО(Х,Ж2)->Н°(ХЕ, ^2) инъективен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть случай, 
когда расширение E/F является конечнорржденным. Для чисто 
трансцендентных расширений утверждение тривиально, поэтому 
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достаточно рассмотреть случай, когда E/F конечно; В случае 
конечного расширения рассмотрение гомоморфизмов переноса 
показывает, что ядро Н°(Х, ЯС2)~*H0{ХЕ, Ж^ СОСТОИТ ИЗ эле­
ментов кручения, но ограничение рассматриваемого гомомор­
физма на подгруппы кручения инъективно в силу 25,1, 25.3. 

Теорема 25.5. Если X/F — полное рациональное много­
образие, то 7/°(X, ЛГ2) — 0 и, следовательно, К2(Е)лН°(Х, Ж2)г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если XiF—-полное гладкое много­
образие и г»—дискретное нормирование поля F (X), то согласно 
известному критерию полноты кольцо нормирования Ov домини­
рует Ох,х для некоторой точки х£Х и, следовательно, 
//-(X, X2)CK2(OX,JI:)CIK'2(OV) лежит в ядре гомоморфизма 
dv:K2(F{X))-+F(v)*. Это показывает, что НЦХ,Ж2) = 
=--1Сег (К2 (F (X))-+[[ F (v)*) является бирациональным инва­
риантом многообразия X; то же относится, конечно, и к группе 
Н°(Х, Ж2)._Поскольку Н°(Ргг, Щ) = 0 (см. 8,2.1), то мы заклю­
чаем, что Н°(Х, CfC2) = 0 для любого E-рационального многооб" 
разия X, Общий случай теперь следует из 25.4. 

Теорема 25.6. Пусть X/F—-гладкое многообразие и 
E/F— конечное расширение Галуа с группой G, тогда 
Ка (F (X))lK2 (F) - [К2 (Е (Х))/К2 (E)]0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Инъективность гомоморфизма 
K2(F{X))lK2(F)-+K2(E(X))/K2(E) следует из 25.4. Рас­
смотрение силовских подгрупп в С? и отвинчивание позволяют 
легко свести общий случай к случаю циклического расширения 
простой степени i, который мы и будем в дальнейшем рассмат­
ривать. ЕСЛИ итойК2(Е) является О-инвариантом и а—обра­
зующая группы G, то ua—tt£K&r (NE/F:K2(E)->K2(F)) = 
=К2(ЕУ~1. Таким образом, подправив и, можно считать, что 

/ _ I i 
иеК2{Е(Х))°, Имеем: Iti = 2 «° = (NE(X)/F{X) (ц))Е(ху Предпо-

t=o 
ложим сначала, что Z — charE. Тогда из коммутативной диа­
граммы 

K2(F(X))/t^K2(E(X))/l 

&F(X)/Z — &E(X)/Z 
и теоремы Като —Блоха—Габбера (см. [56]) мы заключаем, что 
Nu--=/• v при некотором v£K2(F(X)), поэтому l(u — vE{x))=0 
и, значит, u = vE(X), согласно НА 

Предположим теперь, что i-^charE. В этом случае, исполь­
зуя гомоморфизмы переноса, мы можем считать, что FBy^ 1 =—§• 
Поскольку ядро гомоморфизма K2(F (X))ll = fit F{X)-* 
'•^•iBrE(X)==K2(E(X))/l состоит из циклических алгебр вида 
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Ai(a, t), где teF(X)*, и aGF* — такой элемент, что E-= E (-/"a), 
то мы заключаем, что /V («)==,{#, t}modi..--C2(F(X)). Заменяя и 
иа и — и0 при подходящем u0£R2 (F (X)), мы можем даже 
считать, что N (и) = {а, t}6AT2 (E (X)) и, следовательно, 
./и — (а, t}£K2(E (X)). Последняя формула показывает, что 
и = {а, }̂ + {f;, z}, где a = - /a6E* (можно считать, что aa~1 = £), 
2.6E(X)*,. В силу О-инвариантности и имеем: 0-=иа — « — {tj, t}+ 
+{j], г5 - 1}. Согласно теореме (14.1), последняя формула озна­
чает, что 

t.za-l=y0<xl, где xeE(X)*, y06E(X)o-£o-E. (25.6.1) 
ВЗЯВ В соотношении (25.6,1) нормы в поле F (X), получим, что 
:tl = NE/P (г/0).NE{XVF{X) (xy. Таким образом, (t/NB{X)mX){x))l = 
— ••V£y.F(t/o)6F* и, следовательно, tQ—t/NE{X)/F(X)(x)GF*, причем 
•Мв/р(уа) = *о1- В СИЛУ теоремы 90 Гильберта последнее соотно­
шение показывает, что ya=to-ya~i пРИ некотором у&Е*. Воз­
вращаясь к (25.6.1), получаем: tQ-NB{X)/F{X) (x)-za-x = 
= t0-ya-l-Xt, И, Следовательно, zo-\—ya--[,xl-(\+a+...+a "*)_ . 
-=-(i/.x(1--)+(2--)cr+--'+(-1)°'""2)0-'1. Изменяя еще раз и на и — щ 
при подходящем uQeK2 (F (X)), можем считать, что 
j~--:i/.x(i-/)+(4')-'+-+(-i)'("J, Окончательно получаем: 

.«==>, NElx)/.P{x){xn0}+{b </} + {?• xo-')+(2--nCT+...+(-i)CT'-2
};= 

=={a. *оЖ5..У}+{&*. -*}•+-+-+-'"-
-{« , to} + {e. У}+^т//-(Х){с>. A;}e-T2(E) + ^2(F(X))-

Следствие 25.7. В условиях 25.6 Н°(Х,Ж2) = 
^Н0(ХЕ,^)а. 

Замечание 25.8. При дополнительном предположении, 
что многообразие X имеет рациональную точку, теорема 25.6 
была доказана Колье-Теленом [42], при том же предположении 
юн доказал дополнительно, что HX(G, K2(E(X))/-X'2(---')) =0, и 
привел примеры, показывающие, что последнее заключение ста-
ЗНОБИТСЯ неверным, если отбросить предположение о существо­
вании рациональной точки. 

§ 26. Кг для алгебр над арифметическими полями 

Пусть Л/F — центральная простая алгебра и X = X(A) —со­
ответствующее многообразие Севери — Брауэра. Многообразие 
X полно и рационально (см, 10.2), так что На(Х, Ж2) = Ks{F), 
согласно 25.5, Это обстоятельство позволяет нам определить го­
моморфизм редуцированной нормы Nrd :/C2(A){to}.~\2(F) как 
композицию К2{А)С:~Ж2(Х)-^Н{)(Х, Xj)=Kz(F). Гомоморфизм 
Nrd однозначно характеризуется следующим свойством: 
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Лемма 26.1. Для любого поля разложения E/F следующая! 
диаграмма коммутативна: 

К,(£) -

Д о к а з а т е л ь с т в о , По построению, композиция гомо­
морфизма Nrd с (инъективным) гомоморфизмом /(.-(/)->-
-*-Ks(F(X).) совпадает с pF(x), так что утверждение следует из. 
15.2 и инъективности гомоморфизма /C2(E){to}/(2(E(X).). 

Из леммы 15,2 также немедленно следует 
Лемма 26.2. Если L/F — конечное поле разложения для? 

Л, то следующая диаграмма коммутативна 

Предложение 26,3. Пусть L/F — циклическое поле-
разложения дли алгебры Л, и предположим, что гомоморфи'змг 
8L сюръективен. Тогда Nrd:/C2(-i)-{to}A'2(F)—мономорфизм, а-
его образ равен образу NL/F : /Сг(—) —>--Ks 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение об образе очевидно.. 
Пусть, далее, t)6/C2(A) и Nrda = 0. Запишем И = 0-,(И), где-
uGKa(L). Согласно 26.2 0-=Nrd v=NL/F(u), и в силу 11.1, 11.5. 
мы видим, что-и—(1—a)w, где WGK2(L), О — образующая? 
Gal (L/F). Теперь осталось воспользоваться следующим: 

Лемма 26.3.1. Если L/F — расширение Галуа и 06Gal(L/F),, 
то диаграмма 

е\ / А 
коммутативна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через. Q простой, правый* 
Л^-модуль и через V обозначим (1-£)-бимодуль, совпадающий. 
с L, причем левое действие L на себе—естественное, а пра­
вое — при помощи а. КОМПОЗИЦИЯ QL(T индуцирована точным 
функтором ®z.(V®iQ), и осталось заметить, что Ai-модули Q и. 
V®LQ изоморфны, поскольку они имеют одинаковую размер­
ность над L и A.L — центральная простая алгебра.. 

Следствие .26.4. Обозначим через Н алгебру классиче­
ских кватернионов над полем.R вещественных чисел. Гомомор-
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физм Nrd изоморфно отображает 7(2(Н) на подгруппу -ЛГ2 (R) •» 
порожденную символами {а, Ь}, где а, Ь>0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку С является единственным? 
полем разложения для Н, то 0с:.-С2 (С) ->• К2 (Н) — эпиморфизм: 
согласно 17.1, и утверждение следует из 26.3. 

Л е м м а 26.5, Предположим, что c d E < 2 и LlF —конечное-
расширение степени т, не делящейся на charE. Тогда NL/F-
: К 2 (L) ->• К ^ (E) — эпиморфизм. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Поскольку ж•/C2(E) лежит в образе-
NijF, то достаточно проверить сюръективность K2{L)ltnK<x{L) = 
=-=H-(L, n®-){to}J-C2(F)/m./C2(E) = H2(F'> V$\ Препятствия к 
сюръективности когомологического переноса лежат в некоторой; 
трехмерной группе когомологий и потому равны нулю в силу 
условия на F. 

П р е д л о ж е н и е 26.6. Пусть c d E < 2 и Л IF — центральная; 
простая алгебра бесквадратного индекса яг, не делящегося на. 
charE. Тогда Nrd:/C2(A)^/C2(E). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Общий случай легко сводится к си­
туации, когда т — 1 — простое число и F не имеет расширений 
степени, взаимно простой с /; МОЖНО, кроме того, считать, что-' 
Л—алгебра с делением. Обозначим через L какое-нибудь 
максимальное подполе в Л. Если L' — другое поле разложения: 
для Л, то коммутативность диаграммы 

и сюръективность Л^-//.-' (СМ. 26.5) показывают, что Im6i/{subset} 
d m В-,. Таким образом. Эх, — эпиморфизм согласно 17.1, и ут­
верждение следует из 26.3. 

Последний результат применим к локальным полям и гло­
бальным полям без вещественных точек. Для любых глобаль­
ных полей имеем: 

Т е о р е м а 26.7. Пусть F — глобальное поле и A/F — цент­
ральная простая алгебра бесквадратного индекса т, не деля­
щегося на char F. Тогда имеем короткую точную последова­
тельность 

Nrd 
О {to} К% (Л) {to} Кг (F) {to} H.Z/2Z {to} 0, 

где прямая сумма берется по всем вещественным точкам v 
таким, что алгебра Л„ не тривиальна. 

Л е м м а 26.7.1. Пусть E/f —расширение полей алгебраиче-
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ских чисел, тогда имеется короткая точная последователь­
ность 

К2 (Е)—~К2 (F) -> UZ/2Z ~> О, 
V 

где прямая сумма берется по всем вещественным точкам и по­
ля F, не продолжимым на E 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поле E(]/—• 1) является вполне МНИ­
МЫМ и, следовательно, имеет когомологическую размерность два 
•(см. [22]). Согласно 26.5 гомоморфизм A"2(E (I/ — l))->-
{to}AT2(F(y —1)) сюръективен и, следовательно, 

2.K2(F)clm(Np(v-l)/F:K2(F(V~))->K2(F))c 
clm(NB/r:K2(E)-+K3(F)). • 

'По этой причине мы можем заменить гомоморфизм К2(Е)-+ 
->K2(F) на /T2(E)/2^2(E) — 2BrE->A"2(F)/2^2(E) = -BrE. 

•Согласно теории полей классов (см., например, [9]) группа 2BrE 
(соответственно 2BrE) равна подгруппе группы j±Z/2Z (соот-

v 
ветственно U.Z/2Z), где прямая сумма берется по всем некомп-
лексньш точкам v поля F (соответственно w поля Е), состоя­
щей из элементов с нулевой суммой. Кроме того, гомоморфизм 
переноса тождественно отображает слагаемое Z/2Z, отвечаю­
щее точке w, на слагаемое, отвечающее w\p. Из этих замеча­
ний очевидно, что 

Coker (NE/F: К2 (Е) {to} K2 (F)) -= 
= Сокег (NE/F:2BT Е ->2ВГ E)--=.iiZ/2Z, 

V 

где прямая сумма распространена на те точки поля E, над 
которыми лежат лишь комплексные точки, 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 26.7. В силу 26.5, мы 
можем считать, что F — поле алгебраических чисел, и; тем са­
мым, больше не заботиться о характеристике. Для каждой точ­
ки v поля F обозначим через mv индекс алгебры Л„. Неслож­
но построить циклическое расширение EJF степени т со следу­
ющими локальными свойствами: 

а) Для любой точки v поля F степень <[EW:FV] делится 
на mv (здесь w — любое продолжение v на E). 

в) Если v — вещественная точка поля F, то [Ew :/*„'] =т 0 . 
В силу свойства а) поле Е расщепляет Л. Далее, если 

X/F — другое поле разложения для Л, w — вещественная точка 
поля L и v — ограничение w на F, то LW=FV; алгебра Av = 
=-(Л-,).- тривиальна и, следовательно, m - 1 . В силу условия 
в) это показывает, что v продолжается до вещественной точ­
ки поля Е и, следовательно, w продолжается до вещественной 

•точки поля LE. Из леммы 26.7.1 следует,, что гомоморфизм 
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K2(LE)-*Ki(L) сюръективен и, действуя так же, как при дока­
зательстве 26.6, мы заключаем, что ВЕ — эпиморфизм. Теперь 
наше утверждение следует из 26,3 и 26.7.1. 

З а м е ч а н и е 26.8. а) Утверждение 26.4 принадлежит Аль-
.перииу и Деннису [30]. 

Ь) Точная последовательность из 26.7, по-видимому, имеет 
место для любых алгебр над арифметическими полями. Без 
нуля слева это сразу получается теми же методами, что и 
выше. Несколько иначе это доказали Бак и Рейман [33]. 

§ 27. ЦИКЛЫ коразмерности два 

Точная последовательность 23.1 дает мощное средство для 
изучения кручения в группе СН2. Вот некоторые из результа­
тов, полученных недавно в этом направлении. 

27.1. Предположим, что X/i7 —гладкое многообразие и поле 
F сепарабелы-ю замкнуто или конечно. Теорема конечности для 
этальных КОГОМОЛОГИЙ (см. [63]) показывает, что группы 
НЦХ, |Am®j) конечны при всех i, j (т не делится на char F). 
Отсюда и из 23.1 заключаем, что тСН2(Х) —конечная группа 
[17]. Тот же вывод справедлив и для некоторых других типов 
базисных полей, например, для локальных или вещественно 
замкнутых [43]. 

27.2. Пусть X — гладкое проективное многообразие над сепа-
рабельно замкнутым полем F. В этом случае Блох [38] построил 
характеристические классы V:СН" (X-)Mors-»-#l?~1(X- Qi/Z i (2))-
С другой стороны, переходя в (23.1) к пределу по n, получаем 
сюръективный гомоморфизм NH\t{X, Q./Z,(2))->СН2 (X,Vtors-
Легко видеть, что композиция этого гомоморфизма с -V совпа­
дает с естественным вложением NHlt(X, Q,/Z, (2))<--
•"--/./̂ (X, Q//Z/(2)). Таким образом, заключаем, что (см. [17]) 

27.2.1. Х?:СН* (X)l.tots=iNHlt(X, Q;/Z,.(2)). 
Панин [19] показал, что изоморфизм 27.2.1 имеет место не 

только для алгебраически замкнутых, но и, например, для ко­
нечных полей. 

27.3. Колье-Телен, Сансук и Суле [43] показали (используя 
гипотезы Вейля, доказанные Делинем, и теорему Габбера [45] 
об отсутствии кручения в /-адических КОГОМОЛОГИЯХ многооб­
разия над конечным полем), что если X— гладкое проективное 
многообразие над конечным полем F, то при любом /{ne}char F 
группа №(Х, Q'/Z-(2)) конечна и при почти любом I равна нулю. 
Это показывает, что C'#'(X).-.tors конечна при всех Z{ne}charF и 
равна нулю при почти всех I, Используя теорему Като—Бло­
ха—Габбера (СМ. [56]), удается доказать также конечность 
•СН'(Х) p.tors (где p = char-F), и окончательно получаем (см. 
[43]). 
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27.3.1. Если X — гладкое проективное многообразие над ко­
нечным полем, то подгруппа кручения в СН2(Х) конечна. 

27.4. В случае рациональных поверхностей Колье-Телен [42] 
доказал следующий результат: 

Теорема. Пусть X/F — гладкая проективная рациональная 
поверхность. Предположим, что char F = 0, тогда 

a) Если поле F конечно порождено и X имеет рациональ­
ную точку, то группа СН2(Х) конечна. 

b) Если /—-локальное поле и X имеет рациональную точ­
ку, то группа СН2(Х) конечна. 

c) Если F—р-адическое поле и X имеет хорошую редукцию 
по модулю р, то СН*(Х) =0. 

d) Если cdF{le}l, то C#2(X)=0. 
Результаты, близкие к этой теореме, получили независимо 

Мурти и Рой [66], которые, также, независимо доказали неко­
торые из результатов о кручении в Кь приведенных выше. 
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