
Из теоремы о групповом пополнении (см., например, [3] ) тогда следу­
ет, что 

l im,Я* {<6п(/)хX1) = Я , (Q0BCn (Х+ ) ) = Н« ДО*(*+))• 
2 / 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть £ G — универсальное 
накрытие пространства BG—K(G, 1) . Рассмотрим пространство 
VniDxEGJ. В [4] показано, что 

поэтому (S?

n(j)xEG!' (п—2)-связно. Кроме того, на этом пространстве 
свободно действует группа S/JG, и пространство орбит этого действия 
есть %n(j)xBG!. Теорема доказана. 

2 / 
Автор благодарен профессору М. М. Постникову, под руководством 

которого выполнена эта работа. 
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Буй Та Лонг 

О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ КВАДРАТИЧНЫХ ПУЧКОВ 
ОПЕРАТОРОВ, СВЯЗАННЫХ С ЗАДАЧАМИ УСТОЙЧИВОСТИ 

Многие задачи механики привели нас к необходимости рассмотре­
ния квадратичного пучка операторов L(X) =Х21+Х(С+В) + Л, где Л, 
В, С — операторы (ограниченные или неограниченные), действующие 
в гильбертовом пространстве Ф, X — спектральный параметр, прини­
мающий значения из комплексной плоскости. Число Хо называется соб­
ственным значением (с. з.) пучка Ь(Х), если L(Xo)y = 0 имеет нетриви­
альное решение */о^Ф, Уо называется собственным вектором (с. в.) , 
соответствующим с. з. Хо. 

Введем некоторые обозначения: © ( ф ) — м н о ж е с т в о замкнутых 
операторов в ф, D(A) (D(L(X))) — область определения оператора А 
(пучка 1 ( А , ) ) > К е г Л — ядро оператора Л, о(А) (G(L(X))) — множест­
во с. з. оператора Л (пучка L(X)), N(L) — число с. з. пучка L(X)> 

лежащих в полуплоскости ReA,>0 . 
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О п р е д е л е н и е [1, с. 2 4 1 ] . Оператор ТгЕЕ®(ft) называется ог­
раниченным относительно T G K ( § ) (7 \ является Г-ограниченным), 
если D(T)czD(T{) и существуют а > 0 , Ь > 0 , такие, что 

\\Т1У\\*^а\\у\\* + Ь\\Ту\\\ y<=D(T). 

Нижняя грань всевозможных констант Ь0 называется Г-гранью опера­
тора Т\. Имеет место следующая простая 

Л е м м а 1. Пусть Л+ — положительно определенный оператор, 
А_ — симметрический и положительный оператор. Кроме того, Л_ яв­
ляется А+-ограниченным с А+-гранью < 1 . Тогда оператор Л = Л + —-Л_ 
самосопряжен и полуограничен снизу. 

Основным результатом этой работы является 
Т е о р е м а . Пусть для пучка L{X) = X4 + X{C + В) + А, где Л, В, 

С е 6 (ft), D(L{X)) = D(A), выполнены следующие условия: 
1) А = Л + — Л _ , где Л+, Л_ удовлетворяют всем требованиям леммы 1. 
Кроме того, КегЛ = 0, Л^ 1 , Л_Л+ 1 —компактные; 
2) оператор С положительно определен, а также А-ограничен; 
3) оператор В кососимметричен и А-ограничен; 
4) оператор Л+ является А-ограниченным; 
5) спектр пучка J£ (X, т) = Х 2/ + ^(тС + (1—т) Л+ + тБ) + Л яра всех т, 
0 < т < 1 , дискретный, состоит из изолированных с. з. конечной алгебраи­
ческой кратности и не имеет предельных точек в правой полуплоскости. 

Тогда спектр o(L(X)) пучка L(X) не пересекается с мнимой осью 
и имеет равенство N(L)=N(A), где N(A) — число отрицательных с. з. 
оператора А. 

Мы приводим схему доказательства этой теоремы. 
Л е м м а 2. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда пучок 

2 {X, т) не имеет с. з., лежащих на мнимой оси. 
Л е м м а 3. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда существует 

ограниченная, простая, спрямляемая замкнутая кривая Г, которая ок­
ружает все с. з., лежащие в полуплоскости R e ? t > 0 пучка 2 (X, т ) . 
С помощью лемм 2 и 3 и теоремы 3.16 из [1, с. 269] можно доказать 
следующее 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда 
имеет место равенство 

N{2{К l)) = N(J£(X, 0)). 

Введем теперь в рассмотрение пучок Li(X, r\) = X2I+ X(A-\-r\A^) +А. 
Нетрудно доказать следующие леммы. 

Л е м м а 4. Спектр пучка Li(X, ц), лежащий в полуплоскости 
ReA,>0, при всех r|, 0 ^ г ] ^ 1 , вещественный. 

Л е м м а 5. Пусть Х0 — с. з. пучка L{(X, ц), Хо>0, у0 — соответ­
ствующий с. в. Тогда вектор у0 не имеет присоединенных векторов. 

Используя леммы 4, 5 и теорему 2.2 из [2 ] , можно доказать 
П р е д л о ж е н и е 2. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда 

справедливо неравенство N(Li(X, 1) )<Л 7 {Li(X, 0 ) ) . 
Из условий 1 и 4 теоремы следует, что Л_ является Л-ограничен-

ным оператором. Согласно неравенству Хайнца [1, с. 403, теорема 
1.38] существуют положительные числа р, q, такие, что 

I (А-У, y)\<P\\y\\2+q\ (Ay, у) |, y€=D(A). 

В силу леммы 1 существует р < 0 , такое, что Л > р / . Отсюда легко 
следует 
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• Л е м м а 6. Имеет место неравенство 

(А.у, y)^q(Ay, y) + (p + 2\t\q)\\y\\*, ye=D{A). 

Введем в рассмотрение пучок L2(k, |) =к21+А[А(1 + ( 1 — + 
+ (р+й\$\д)1 + ЪА-]. 

Л е м м а 7, Спектр пучка L2(X, £), лежащий в полуплоскости 
ReA,>0 при всех £, O ^ g ^ l , вещественный. 

Л е м м а 8. Пусть Хо — с. з. пучка L2(X, £), Х0>0, у0 — соответст­
вующий с. в. Тогда у0 не имеет присоединенных векторов. 

Используя леммы 7, 8 и теорему 2.2 из [2 ] , легко доказать следу­
ю щ е е 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда 
справедливо неравенство N(L2(jX, 0 ) ) < A r ( L 2 ( X , 1 ) ) . 

Из предложений 2 и 3 следует N(L2(X, 0))^N(L2(X, 1) ) = 
- J V f M f c , 1 ) K * T ( M К 0 ) ) . 

Л е м м а 9. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда верны сле­
дующие равенства: N(Li(X, 0))=N(A), N(L2(K 0))=N(A). 

С л е д с т в и е . N(LX{X, 1 ) ) =N(L2(K \))=N(A). 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Согласно предложению 1 

N(2(К l))=N(2(X, 0 ) ) . Заметим, что 2[К 1 ) = В Д > ^ ( ^ 0) = 
= Li(Л,, 1) . Поэтому по следствию N(L)=N(Li(Я, l))=N(L2(X, l)) = 
= N(A), 

To, что спектр a(L(X)) не пересекается с мнимой осью, прямо 
следует из леммы 2. Теорема доказана. 

Отметим, что когда А, В, С есть просто матрицы в то подоб­
ная теорема была получена Зайцем [ 3 ] , который обобщил теорему 
Келвина—Тэта—Четаева. Другие обобщения теоремы Келвина—Тэта— 
Четаева—Зайца и методы их доказательства на бесконечномерный 
случай имеются в работах [2, 4, 5 ] . 

В заключение я выражаю глубокую благодарность А. Г. Костю-
ченко за постановку задачи и обсуждение результатов. 
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