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УДК 517.925.5 

Б. С. КАЛИТИН 

К МЕТОДУ С Р А В Н Е Н И Я Д Л Я З А Д А Ч И УСТОЙЧИВОСТИ 
П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х СИСТЕМ 

Данная работа посвящена развитию метода сравнения В. М. Матро-
сова [1] на случай знакопостоянных вектор-функций Ляпунова. Основ­
ной результат — теорема сравнения получена на основе качественного 
исследования окрестности устойчивой точки покоя. 

1. Введение. Пусть D — окрестность начала координат м-мерного 
векторного пространства R n и f(x, t) ( f : D x R - ^ R n ) — непрерывная, 
периодическая по t с периодом 6 > 0 функция, такая, что через каждую 
точку (хо, to)QDx[0, 6 [ проходит единственное решение х(хо, to, t), 
х(х0, t0, to) =х0, дифференциального уравнения 

*=/(*, t)9 х б Д / (0 , * ) = 0 , '*GR. (1) 

Напомним, что функция х(х0, to, x : Z ) x R x R - ^ R n , непрерывна и в си­
лу периодичности правой части (1) удовлетворяет равенству х(хо, / о + 
+ 6 , t+Q)=x(x0i to, t) на всем интервале определения аргумента t. 

Множество всех со-(а)-предельных точек для (х0, to) (см. [2—7]) 
обозначим соответственно L+(x 0 , t0) и L~(xo, to). Обозначим через 
у+(хо, fo), ^"(^о, to) и у(хо, to) соответственно положительную полу­
траекторию, отрицательную полутраекторию и траекторию решения 
х{х0, to, t), т. е. у + (*о, t0)= U х(хо, to, t), у~(х0, t0)= (J х{х0, U, t), 

y(xo, t0)=y+(x0, to) U y~{xo, t0) (естественно, в том случае, когда 
решение определено на [to, + о о [ , ] — оо, to] и R ) . Известно (см., напри­
мер, [4, 7 ] ) , что множества L±(x0y to) замкнуты, а в случае ограничен­
ности решения х{Хо, to, t) при t-*-±oo непусты и связны. Нетрудно по­
казать, что эти множества инвариантны в том смысле, что Vy6L ± (x 0 , to) 
3т(н[0, 0[, для которого у (у, %)czL±(xo, to). 

Через ^(хо, to) обозначим множество всех пар (у, х), y^L±(x0, to), 
т6[0 , 6[, таких, что у (у, x)czL±(x0, t0). Пусть Вау а > 0 , означает «шар» 
{*6R» | | | x | | <a} . 

Прежде чем переходить к теореме сравнения, приведем ряд утверж­
дений общего характера относительно свойств устойчивости [1—11] 
нулевого решения системы (1). 

Л е м м а 1.1. Если нулевое решение (1) устойчиво, то Ух0Ф<) и V£0G 
•б[о, е [ o$L-(x0,to). 

Л е м м а 1.2. Если нулевое решение (1) неустойчиво, то всякая 
окрестность точки х=0 содержит ненулевую отрицательную полу траек­
торию. 

Т е о р е м а 1.1. Нулевое решение системы (1) асимптотически 

423 



устойчиво тогда и только тогда, когда существует шар В А , Д > 0 , не со­
держащий ненулевых отрицательных полутраекторий. 

Т е о р е м а 1.2. Пусть D = Rn. Нулевое решение (1) глобально 
асимптотически устойчиво тогда и только тогда, когда выполняются 
условия: 

О Y(xo, / o ) G R n X [ 0 , б[ решение х(х0, t0, t) ограничено при t^t0; 
и) У(х0, ^ o ) G ( R n \ { 0 } ) X [О, 0[ решение х(х0, to, t) не ограничено 

при t0. 
З а м е ч а н и е . Утверждение, близкое к лемме 1.2, использовалось 

в работах [9, 10, 12] для автономных систем. Для динамических сис­
тем в [6] содержится вариант теоремы 1.1. Для автономных и дискрет­
ных систем теорема 1.2 доказана в [10, 13]. 

2. Теорема сравнения. Наряду с системой (1) будем рассматривать 
векторное уравнение сравнения [1] 

u=F(u, 0 , " G R ™ , F ( o , t)=0, (2) 

где F i ^ x R - ^ R ™ — непрерывная квазимонотонно возрастающая функ­
ция, периодическая по t с периодом 8, а ф — окрестность нуля в поло­
жительном октанте {и\и^0} пространства R m . Будем использовать сле­
дующие понятия из [ 1 ] : и+(и0, to, t) — максимальное непродолжимое 
решение уравнения (2), проходящее через точку (и0, t0)^X[0, 0[; е — 
постоянный вектор из R m , такой, что {w |0^a^e}cz i ! ? ; решение а=0 
уравнения (2) называется устойчивым, если ( V e > 0 ) (36 = 6(е) > 
>'0 ) (Vu 0 , 0<M 0 <6e)(V^o6[0, 9[) (V*>f 0 ) : 0 < u + ( w 0 , U, 0 < e e ; реше­
ние u=0 называется асимптотически устойчивым, если оно устойчиво 
и а д > 0 такое, что и+(и0у to, t)-+0 при £-Н-оо для 0^и0^Ае и tod 
G[0, 9[; решение и—0 называется глобально асимптотически устойчи­
вым, если оно устойчиво, ^ZD{U\U^0} И U+{UO, to, t)-+0 при t-^+oo 
для всех [uo, <о)бфХ[0, 8[; через D+V(x, t) обозначим верхнюю правую 
производную функции V : Z ) x R - > R m в силу системы (1) [1]. 

Т е о р е м а с р а в н е н и я . Пусть существует окрестность W точки 
х=0 в D и непрерывная локально липшицева по х и периодическая по t 
с периодом 6 вектор-функция V(x, t), V: W x R - > R m , такая, что 

1) V(x,t)^>0 v(x, t)£WxR, V(0, t)=0 v ^ G R ; 
2) D+V(x, t)^F(V(x, t), t) v ( # , O G U F X R ; -
3) множество W\{0} не содержит ограниченных отрицательных полу­

траекторий у~(у, %), таких, что V[x(y, х, t), t] =0 V ^ x . 
Тогда 
а) устойчивость и=0 приводит к устойчивости х = 0 ; 
б.) асимптотическая устойчивость и=0 обусловливает асимптотиче­

скую устойчивость х=0\ 
в) если W=D==Rn, - ф о { м | и ^ 0 } и всякое решение (1) ограничено 

при t-^-{-oo, то глобальная асимптотическая устойчивость и = 0 влечет 
за собой глобальную асимптотическую устойчивость х—0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполнены требования 1)—3) и реше­
ние и=0 уравнения (2) устойчиво. Предположим, что х=0 при этом 
неустойчиво. Тогда, согласно конструкции доказательства леммы 1.2, 
для любого достаточно малого числа е > 0 можно указать последова­
тельности (xk), x*6R n , x*->0, (tok), 0^tok<Q, и (tk), tk^tok, гк=хк+ 
-j-a(&)9, 0 ^ T / t < 9 , a :N-^N, такие, что последовательность (уь), Уи— 
=x(xky tou, tk), & G N , сходится к у, ||у|| = е, а последовательность-(т*) 
сходится к T G [0, 9 ] , причем у-(у, х) czBe. 

Из устойчивости и=0 следует, что V|j,;>0 3 V > 0 , для которого 
и+(ио, to, t) < р в vt^to, если только 0^u0^ve и 0 = ^ о < 9 . 

Поэтому в предыдущих построениях число е > 0 можно выбрать 
настолько малым, чтобы на основании непрерывности вектор-функции 
V следовало неравенство V(x, t) < v e при всех ( x , ^ ) G 5 8 x R . 

Теперь для каждого значения t^.0 при достаточно большом k 
(k^ki) th+t>tok, что по лемме сравнения [1] дает неравенство 
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0 ^ maxVi[x{xkj tok, tk+t)9 tk+t]^ max uf[V{xky tok)9 Uk, tk+t] или ж е 
i i 

0 ^ max Vi[x(x(xk, t o k y tk)9 xki rk+t)9 тН-*]< max uf[V{xk, t0k)9 tok, t k + 

Отсюда с учетом того, что xk-+0 и V(xk, *ofe)<v, а также на основа­
нии устойчивости и=0 и непрерывности V в пределе получаем равенство 
V[x(y9 т, т- f f ) , т + £ ] = 0 , справедливое при всех ^ 0 . 

Однако поскольку у~~(у9 t ) c B E c f , то это равенство противоречит 
требованию 3 ) теоремы. Следовательно, х=0 устойчиво. 

Докажем теперь соотношение б) . Действительно, если и = 0 асимпто­
тически устойчиво, то и устойчиво, а тогда, согласно предыдущему,, 
устойчивым будет и решение х=0. 

Пусть шар В Л , Д > 0 , B^czW, обладает тем свойством, что УябВд, 
вектор V(x, t) принадлежит области притяжения точки и=0 при всех 
/GR. Покажем, что шар Вд не содержит отрицательных полутраекторий 
( 1 ) , кроме х=0. На самом деле если это не верно, то Яу~(у, т ) с : В д \ { 0 } . 
Тогда множество Ь~(у9 т) непусто и инвариантно. Поэтому существует 
пара (г, x)G£~(#, т ) , т. е., в частности, решение x(z9 х, t)dL-(y9 т) 
V/;j>x, По построению L+(z, х) непусто и инвариантно. Более того, по­
скольку L+(z, х ) с : 5 д , то по лемме сравнения с учетом 1) и асимптоти­
ческой устойчивости решения и=0 V[x(zy х, t)y t]-+0 при ^ - > + о о . 
Отсюда следует, что для любой пары (zu. x i ) G £ + ( 2 , х) справедливо 
равенство V[zu x i ] = 0 , а значит, и V[x(z\, xi, t)9 t]=0 V f ^ x i . Ясно, 
что при этом ZI=T*=0, так как х=0 устойчиво и L (у, т ) ; й { 0 } . Последнее 
противоречит требованию 3 ) теоремы сравнения. Таким образом, б) до­
казано. 

Наконец рассмотрим в) . Так как и=0 асимптотически устойчиво, то 
х=0 также асимптотически устойчиво. Покажем, что V r > 0 шар Вг не 
содержит ненулевых отрицательных полутраекторий. Действительно, 
пусть существует у (у, т ) с : В г \ { 0 } . Тогда множество L~(y, т) непусто, 
и в силу устойчивости х=0 по лемме 1.1 имеем 0§Ь~(уу т ) . Поэтому 
существует пара (z9 x ) G B r X { 0 , 9 [ такая, что y(z9 %)аЬ-(у9 т ) \ { 0 } . 

В силу глобальной асимптотической устойчивости и=0 по лемме 
сравнения следует, что V[x(z9 х, / ) , t]->0 при 0 0 • Как и выше, полу­
чаем, что для любой пары (zu х) V[zu x i ] = 0 или же 
V[x(zu x i , / ) , / ] = 0 v « x i . 

Последнее противоречит 3 ) , поскольку г\ф0. Отсюда с учетом тре­
бований в) по теореме 1.2 и следует глобальная асимптотическая устой­
чивость нулевого решения ( 1 ) . 

З а м е ч а н и е 2 . 1 . Проверка требования об ограниченности реше­
ний на полубесконечном интервале R+ в условии в) теоремы сравнения 
представляет собой самостоятельную задачу. Достаточные условия, 
обеспечивающие это свойство, могут быть получены на основании ис­
пользования информации о наличии вектор-функции V (см. [ 1 , 5 ] ) . 
А именно справедлива 

Л е м м а 2 . 1 . Пусть Z) = R n , г|з^ {и\и^0} и существует непрерывная 
локально липшицева по х и периодическая по t с периодом 9 вектор-
функция V(x, t) (V:KnxR-+Rm), такая, что v(x, * )GR n XR выполняют­
ся условия: 

1) V(x,t)^0 ( 1 / ( 0 , 0 = 0 v^GR); 
2) D+V(x,t)^F(V(x,t),t). 
Тогда если все решения системы (2) ограничены при оо и выпол­

няется условие 

V r > 0 множество Hr= {xGR n | V(x9 t)^r VYGR} не содержит 
( 3 ] 

неограниченных при решений системы (Г), 
то все решения (1) будут ограниченными при t-^+oo. 

Для доказательства этого факта достаточно воспользоваться леммой 
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сравнения, т. е., как уже отмечалось выше, v ( x 0 , ^ o ) G R n X [ 0 , 0 [ и 
vt^to 0 ^ max Vi[x(xQ) t0y t), t]^maxu+[V(x0y t0), t0y t]. Теперь no-

i i 
скольку правая часть неравенства ограничена, то на основании ( 3 ) и 
получаем требуемое свойство ограниченности решений (1). 

Отсюда вытекает 
С л е д с т в и е . Пусть выполнены все требования леммы 2.1, кроме 

3), и V(x, t)-++co при | | я | | - > + о о равномерно по tQR. Тогда все решения 
(1) ограничены при 

Действительно, нетрудно показать, что V r > 0 множество НГу опре­
деленное в лемме 2.1, ограничено. Следовательно, оно не может содер­
жать неограниченных при / ~ > + о о решений (1). Отсюда по лемме 2.1 
и получаем требуемое утверждение. 

П р и м е р 2.1. Пусть периодическая система является многосвяз­
ной [14], причем состоит из двух подсистем 

* и = Я ц ( % , t)+ *nv(*, У, 0*и> й=1> гп, (4) 
v = l 

Уи=}\{х, У», 0 + Б Y\iv(x, У, t)y^ р = 1 , U (5) 
v = l 

п m k I 

где х= (хи х2, . . . , Xm), x^R й , £ Л ц = л , #*i£R *\ ZJ K = k , *и(0, 0 = 0 , 

7 ^ ( 0 , 0 , ^ = 0 . 
Предположим, что для каждой из систем х[1=Х11(х[1у t) могут быть 

построены функции Красовского vl(xiy t)y u ' : R n i X R - ^ R , удовлетворяю­
щие оценкам 

Cii\\Xi\\2^Vi{xiy / ) ^ С 2 г | | ^ | | 2 , Vl{Xiy t)^-Czi\\Xi\\*, 

\\dv*(xi9 t)/dXi\\^cAi\\xi\\. ( 6 ) 

Предположим, согласно методу Бейли (см., например, [14]) , что 
матрица P=(pij) системы сравнения для (4), определяемая коэффи­
циентами 

2 m _ 2 

pu = —C3i/(2c2i), pij={c4i/l{2cuC3i)) ^c^i (j¥=i,\i=£i), 

с^= sup \\Х^(х, у, t)\\y 

х, у, t 
гурвицева. 

Рассмотрим вектор-функцию v=co\ (vl

y ... , vm

y 0, . . . , 0) размер­
ности m+fe. Нетрудно видеть, что эта функция удовлетворяет требова­
ниям 1), 2) доказанной теоремы сравнения с системой сравнения й=Риу 

w = Qw, ^£R W , w£Rk

y где Q — произвольная (kxk)-гурвицева матрица. 
Множество состояний (ху у) (у=(уи ... , yk)), где v(xy уу t)=0 

V/GR, очевидно, имеет вид х=0 и на нем система ( 3 ) , (4) преобразо­
вывается в систему 

^ = ^ ( 0 , ^ , 0 + 1 : 7 ^ ( 0 , ^ 0 ^ . (7) 
V = l 

Поэтому если нулевое решение этой системы асимптотически устойчиво, 
то на основании теоремы 1.1 можно указать шар В в пространстве Rm+k 

с центром в начале, для которого будет выполнено и требование 3 ) тео­
ремы сравнения (при W=B). 

Кроме того, заметим, что система (7) также является многосвязной 
системой Бейли. Поэтому нулевое решение системы (5), (4) будет 
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асимптотически устойчивым, если выполнены условия теоремы Бейли 
соответственно для подсистем (4) и (7). 

П р и м е р 2.2. Пусть система (1) имеет вид 

х = — ах+у s i rU—x z z 2 sin 2f, 

y=xsint—ay—x2yz2 sin21, (8) 

z=g(x,y,t)+f(z,t)9 (x, y, z )6R 3 , 

где а —постоянный параметр, g(0, 0, t)=f(0, t)=Q. 
Вектор-функция V{x, y, z, t) = ((x+y)2, {х—у)2)т очевидно знако­

положительна в R 3, и ее производная по времени в силу системы удов­
летворяет неравенству 

V(x, у, z, / ) ^ 2 d i a g [—a+sinf , —a—sin*] V(x, у, z, t). 

При а = 0 система сравнения 

ii = 2diag [—a+sin* , — a—sin t]u 

устойчива, а при a > 0 асимптотически устойчива (глобально). Множе­
ство точек (х, у, z)9 где V(x, у, z, t) = 0 VfGR, совпадает с прямой х = 0 , 
у=0. Ясно, что эта прямая является инвариантным многообразием. На 
ней система вырождается в дифференциальное уравнение 

z=f(z,t),zbR, Ш. (9) 
Поэтому из теоремы 1.1 вытекает, что требование 3) теоремы сравнения 
будет выполнено, если нулевое решение уравнения (9) будет асимпто­
тически устойчиво (либо глобально асимптотически устойчиво для слу­
чая в ) ) . 

Для асимптотической устойчивости решения 2 = 0 достаточно потре­
бовать существования числа Д > 0 такого, что 

zf(z, t)<0 при 0 < | z | < A . (10) 

Таким образом, при выполнении (10) исследуемая система устой­
чива, если а = 0 , и асимптотически устойчива, если а > 0 . 

Далее, поскольку множество Я г , определяемое в лемме 2.1, представ­
ляет собой в данном случае множество, где ограничены координаты х 
и у, то, для того чтобы все решения системы были ограниченными, 
достаточно потребовать, чтобы они были ограниченными по координа­
те z. Этого можно добиться, если предположить выполненным следую­
щее условие: 

V A > 0 а в > 0 такое, что (g(x, у9 t)+f(z, t))z< 

< 0 при \х\ + \у\<А и | г | > Я . ( И ) 

Действительно, при выполнении (11) функция v = 0,5z2 имеет отрица­
тельную производную в силу системы (8) для ограниченных \х\ и \у\ 
и достаточно большого значения \z\. 

Следовательно, если а > 0 , выполнено условие (10) V A > 0 и условие 
(11), то нулевое решение (8) глобально асимптотически устойчиво. 
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УДК 517.923 

П. И. КУЗНЕЦОВ, А. С. ЮДИНА 

А С И М П Т О Т И Ч Е С К И Е Р А З Л О Ж Е Н И Я Р Е Ш Е Н И Й 
В Ы Р О Ж Д Е Н Н О Г О Г И П Е Р Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К О Г О У Р А В Н Е Н И Я 

Непосредственно из самого дифференциального уравнения выведены 
формулы регуляризованных асимптотических разложений фундамен­
тальной системы решений вырожденного гипергеометрического уравне­
ния в комплексной плоскости при больших значениях параметров в 
окрестности особой точки уравнения. На примере неполной гамма-функ­
ции показано, как предполагаемая методика может привести к получе­
нию качественно новых асимптотических разложений других специаль­
ных функций и решений дифференциальных уравнений, родственных 
вырожденному гипергеометрическому уравнению, рассматриваемых в 
математической физике и технике. 

1. Случай а и z фиксированы. Вырожденное гипергеометриче­
ское уравнение [1, с. 321] 

zw"+(b—z)w'—aw=0 (1.1) 

будем рассматривать в комплексной плоскости z при комплексных па­
раметрах Ъ и а. 

Рассмотрим первый случай, когда 6-^оо, а и z фиксированы. Введем 
в рассмотрение малый параметр е = 1 / 6 , е->0, и перейдем от уравнения 
(1.1) к уравнению 

szw"-\- (1—ez )w '—eaw=0. (1.2) 

Это уравнение относится к сингулярно возмущенным уравнениям с ре­
гулярной особой точкой z = 0 . Ранее такого вида уравнения рассматри­
вались, например, в работах [2, 3] . 

Для структуры фундаментальной системы решений уравнения (1.2) 
при е-Я) справедлива 

Т е о р е м а 1. Фундаментальная система решений уравнения (1.2) 
имеет вид 

оо 

m(z, е ) = 2 е * И к ( 2 ) , (1.3) 

оо 

w2(z, б ) = г 1 ~ 1 / е е х р (z) ^ekvk{z), ' (1.4) 

где функции uu(z), Vk(z) определяются из рекуррентных соотношений 
.z 

и0 (г) = 1, uk (г) = J (auk-i (z) +zu'k__x (z) —zu'^ (z) )dz, (1.5) 
о 
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