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ХРОНОЛОГИЧЕСКИЕ РЯДЫ 

И ТЕОРЕМА КОШИ—КОВАЛЕВСКОЙ 

А. А. Аграчев, С. А. Вахрамеев 

В этой работе рассматривается задача Коши для системы 
дифференциальных уравнений с частными производными 
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N -мерная функция, зависящая от t, x, и и всех частных 
производных от и вида 
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dtk (dxlfM . . . (dxnfn |a | + k<m, k<.m, 
где а = (аь .. ., ап) , | а | = а Н \-ап. 

Классическая теорема Кощи—Ковалевской утверждает, ЧТО 
если функции f, ср.,, k — 0, 1 , . . . , т—1, аналитичны по всем сво­
им аргументам в соответствующих областях, то существует 
единственное аналитическое решение этой системы, определен­
ное в некоторой достаточно малой окрестности произвольной на­
чальной точки (t0) х0) 6i? X G. 

Несмотря на то, что эта теорема известна уже много лет, 
предмет настолько важен, что вопрос о возможности ее усиления 
и обобщения в разных направлениях постоянно находится в 
поле зрения специалистов. Мы не даем здесь изложения .истории 
вопроса, а отсылаем читателя за подробностями к работам 
[4, 7]. Отметим только работу [6], в которой доказана абстракт­
ная теорема Коши—Ковалевской в предположении лишь непре­
рывности правой части уравнения по г, 

В настоящей работе для решения задачи Коши (1) мы ис­
пользуем технику хронологических рядов, развитую в [1,2]. 
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Представления решения в виде хронологического ряда дает 
возможность: 

1) Доказать существование решения задачи Коши (1) в пред­
положении лишь измеримости (и локальной суммируемости) 
правой части по t. Это существенно, например, для теории опти­
мального управления. 

2) Получить относительно явные формулы, выражающие ре­
шение через начальные условия и правую часть. 

3) В некоторых случаях, получить простые оценки с явно 
вычисленными константами интервала времени t, на котором 
существует решение, нормы решения остаточного члена хроно­
логического ряда. 

При доказательстве мы сначала строим формальное решение 
задачи Коши в виде хронологического ряда, а затем доказыва­
ем сходимость этого ряда. 

Отдельно рассматривается случай линейной системы и слу­
чай скалярного квазилинейного уравнения- Это делается по сле­
дующим причинам. 

B линейном случае хронологический ряд вычисляется осо­
бенно просто, а доказательство его сходимости мало чем отли­
чается от доказательства сходимости хронологического ряда 
Вольтерра, в случае обыкновенного дифференциального урав­
нения (см. [1]). Здесь получаются удобные явные оценки общего 
члена ряда. В скалярном квазилинейном случае формулы еще 
компактнее, к тому же полученные здесь оценки используются 
при доказательстве сходимости общего хронологического ряда. 

Опишем теперь обозначения, используемые в настоящей ра­
боте. 

Как обычно, через Rn обозначается действительное n-мерное 
арифметическое векторное пространство, точки которого мы 
трактуем как векторы-столбцы и всегда обозначаем латинскими 
буквами; векторы-строки мы обозначаем греческими буквами. 
Скалярное произведение вектора-строки на вектор-столбец оди­
наковых размерностей мы будем записывать в виде матричного 
умножения 

/Х1\ " 

\ХпУ а-1 

Якобиеву матрицу /n-мерной векторной функции x^-g(x) 
по координатам вектора xER" обозначим через 

а-=1, . . . , /n , p = l , . . . , я, <Эр = -д 

Модулем вектора x£R'1 мы называем величину 
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|-x|-= max|x°-|, 
К а < л 

соответственно, 

т==2|ы 
p-i 

— модуль n-мерной вектор-строки .- = (11, g ) 
Модуль | A | n X m-матрицы A = №,), a = i , . / . , n, p = l, . . . , m, 

есть, по определению, 
m 

I A | = {sum} max | a? |-

Через \dx мы обозначает тождественное отображение мно­
жества X. Если из контекста ясно, о каком множестве X идет 
речь, то мы пишем .просто Id. 

В заключение мы выражаем глубокую благодарность 
Р. В. Гамкрелидзе, который предложил применить технику 
статьи [1] к уравнениям с частными производными и относил­
ся к этой работе с постоянным вниманием. 

§ 1. Подготовительный материал 

В этом параграфе мы приводим исходные понятия и факты 
из анализа и алгебры, которые будут использованы ниже. Не­
которые из них обществестны, а с более обстоятельным изложе­
нием других можно познакомиться в работе [1]. 

1. Дифференцирования в алгебрах. Пусть % — произвольная 
действительная алгебра, т. е. действительное векторное прост­
ранство, в котором определено умножение, удовлетворяющее 
единственному условию билинейности. Таким образом, алгебра 
Щ, может быть неассоциативной и не иметь единицы. 

Через j.?(2r) мы обозначаем ассоциативную алгебру всех 
линейных отображений векторного пространства 2f в себя. 
Умножение элементов Т\, Т2&2'(&) определяется, как их компо­

зиция 
Т,Т2 = ТУ - Т2 УТЬТ2£&(Щ. 

Линейное отображение 8&31 (Ш) называется дифференцирова­
нием алгебры St, если ОНО удовлетворяет формальному правилу 
дифференцирования произведения 

б(ab) = (ба) Ъ + аЩ va, b£%. (LI) 
Множество Der (3t) всех дифференцирований алгебры % 

образует алгебру Ли с умножением 
[бц б2]-----8-ов2 —б2°б1. 

Пусть 6j,eDer(SK), . / -=1, 2, . . . , т, —произвольные дифферен­
цирования алгебры 51. Оказывается,, что имеет место формула 

167 



smo...c61(a&)= 2 . 2 
(1-2) 

(•-Цт)°. • .°6rt(a+i) {a)) (b«(a)°.. .-S„(i) (b)) У a, be% 
где 5(a, p), a + p = m—-множество всех перестановочных чи­
сел I, 2, . . . , m, сохраняющих порядок первых а и отдельна 
последних £ чисел. 

Доказательство формулы (1.2) основано на формуле (1.1) и 
проводится очевидной индукцией по т. 

В частном случае, когда 6, = 6, "]— 1 , . . . , т, из (1.2) полу­
чается формула Лейбница 

а*(а*н .2 w ^ H ^ ) va, ье% 
os+P—rn Р 

где 6°---Id, 6fe- - б ° 6А = 6~° б. 
2. Однопараметрические семейства функций. Обозначим че­

рез Ф(в) алгебру всех бесконечно дифференцируемых функ­
ций, определенных в области G---R™. Через Ф (̂Сг) мы будем 
обозначать декартово произведение N экземпляров Ф (G). 

Пусть №Rn. Обозначим через h линейный дифференциаль­
ный оператор первого порядка 

И ПОЛОЖИМ ДЛЯ УфбФ(-З) 
S 

||ф||- |Ж = т а х У ' max [А*<р(-*).• 

Здесь MczG — компакт, a s — целое, >0. 
Очевидно, что с помощью семейства полунорм || • \\,,м мы 

превращаем Ф(G) в пространство Фреше (полное метризуемое 
локально выпуклое). 

Ниже мы увидим, что в тех уравнениях с частными произ­
водными, которые мы рассматриваем в этой статье, перемен­
ные t и х играют совершенно различную роль. Поэтому нас бу­
дут особо интересовать однопараметрические семейства фь 
tGR элементов Ф(О), на которые стандартным образом перено­
сятся все основные конструкции анализа. 

Именно, непрерывность и дифференцируемость семейства 
Фг, tGR элементов Ф(б) определяется очевидным образом, в 
силу того, что Ф(О)—линейное топологическое пространство. 

Скажем, что семейство фг, tGR измеримо, если VxGG изме­
рима скалярная функция 

168 



Говорят, что измеримое семейство ср,, teR, локально инте­
грируемо, если vtv t£R, s—0, 1, . . . , и компакта Ж е О 

J!l9r|k/Hdt< со. 

Интегралом локально интегрируемого семейства фр tgR' 
в заданных пределах от tx до t2 мы называем функцию 

x^J9 t(x)dt. 

Можно доказать (см. J1]), что эта функция принадлежит Ф(0> 
и справедлива формула 

' * ' ? 

Ai°...-hft J9-rdx--=j^1o...oAA9Tc?T Vh-, . . . , ААе/?", 

из которой вытекает неравенство 

К dT < | | | ф т | к м ^ Vs>0, MczG. 
s,M <i 

Семейство ф{, t£R, называется абсолютно непрерывным, если 
существует такое локально интегрируемое семейство tyt, t£R, что 

t 

Оказывается, что в этом случае при почти всех t£R 

* * - - i b St—vt-
Действительно, ясно, что топология пространства Ф(0) 

может быть задана с помощью счетного числа полунорм ||-|U.M,., 
где MjCzO — компакт, / = 1 , 2,..., s=0 , 1, 2 , . . . . 

Легко видеть, что существует множество Г-,/ такое, что 
m e s ( R \ 7 \ / ) = 0 и YxeMj, teTs,/ 

t+ы 
^t«yx(x)dT:=~hkyt{x)At + $k{M; x, h)M, 
t 

где MAi; •x» A)->0 при At->0 равномерно относительно .xeM,., 
| A |==L Следовательно, 

Д<->-0 
И т | | - { ф ( + м - Ф , } - ^ | к ^ 

— limmax 2 ~j max 
l+At 

hk\X
Kt\^xdx-% 
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= lim max 5 n -[-. {t"^xd%—Xk^t 

= limmax Утах|рА(Дг.; x, /z)|J- = 0. 

Положим Т= П П Т,,/, тогда mes(R\T) = 0 и Vie./? -т/°=Ъ, 
-=0/-=0 

что и требовалось доказать. 
Все введенные выше понятия (за исключением абсолютной 

непрерывности) естественно переносятся и на семейства 
Фт, tm, туб/?, 7 = 1, 2 , . . . , да, 

элементов <D(G), зависящие от т параметров %\,...,хт. Кро­
ме того, очевидным образом определяются соответствующие 
понятия для семейств фг, t£R, элементов Ф^(О). Так, напри­
мер, семейство ф(, /б/?, элементов Фн(б). называется локально 
интегрируемым, если локально интегрируемо семейство ф(-, 
teR, /=1 , 2,...,Ы, элементов <D(G), а интегралом локально 
интегрируемого семейства q>t, tGR элементов Фм(G) называется 
элемент • 

it 

I'M-—I : ]бФ (̂0). 

t, 
В m-мерном пространстве точек т(т) =(Tj , . . . , т,„) символом 

А;0,/(т(т)) мы будем обозначать симплекс 

Если it —произвольная перестановка чисел 1, 2 , . . . , m, то 
символом Д/01( (л;т<т>) обозначается симплекс 

Aw (ят('«))— {(--„..., хт)\ t0<xa{m) < . . . <тя(1) < t}. 
Имеет место очевидное равенство 

Д/„,/(*<«>) ХД/0,<(тр) = U Aloj(jt-4W) 

Va, (3 a + p==m. 
Пусть A^AixW), 53-=- 53(тО))-локально интегрируемые 

функции со значениями в Ф(О). 
Тогда Va, [5, a-\-fi — rn имеем: 

j Л (т<к)) dT(«) J 39 (т(Р)) dr(!3) = 
-•<..<(tC-)) A/„,(t(B)) 
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A<„.<( t ( e ) )xA, , l < ( t (B) ) 

= 2 J -^("-«(l),--., *-«-)) & ( T « ( e + 1 ) j . . . f T K { m ) ) d x w . 

Отсюда вытекает важное соотношение 
t ха-\ 

J d t i . . . jj dt(a)^( t - , . . . , t a)dTt«>X 

' Т Р Г 1 

x\dxx... jj dt(P>33(T.,...,T(p))dT(P)-

i t/n-i 
= 2 j d r . . . . f йт т ^ (т я ( 1 ) , . . . , г я ( а ) )Х 

Х33(хл{а+г),,..,хя(т))с1х^. (1.3) 

§ 2. Существование решения задачи Коши 

В этом параграфе мы докажем уже упомянутую во введе­
нии более сильную теорему существования решения задачи 
Коши. Отметим, прежде всего, что достаточно рассматривать 
системы дифференциальных уравнений с частными производны­
ми первого порядка, правая часть которых не содержит прост­
ранственного переменного х, т. е. системы вида 

да , I, да ди \ 
¥ = / P ' 1 F - ? ) , (2.1) 
u(t0, x)----w-(x). xeQczjR". 

Сведение общей системы дифференциальных уравнений с 
частными производными (1) к такому виду производится обыч­
ным путем — введением дополнительных неизвестных функ­
ций и последующим дифференцированием (см., например, [3]). 
С системой вида (2.1) мы и будем иметь дело далее. 

Обратимся сначала к рассмотрению частного случая линей­
ной системы. 

1. Случай линейной системы. Рассмотрим линейную систе­
му с частными производными первого порядка 

-г---ад x)v+B1(t, *) -§•+••• +5-(-' х)-ш> 
v(t0, x) = u0{x), xeGc-/?". 

Ниже мы увидим, что переменные t и х играют совершенно 
различную роль в этой системе. Поэтому нам будет удобно 
трактовать Л/2-значные функции 
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как семейства 

бесконечно дифференцируемых отображений 
A\l)^B(t, •): R«{to}^ 2 . 

Мы будем считать, что семейства А?\ t£R, являются ло­
кально интегрируемыми семействами в Фы'(G). В соответствии 
с этим, мы будем записывать исследуемую нами задачу Коши 
в виде 

п 

^щ = ^А\к)дкщ, и,=щ&?(G), (2.2) 
*-о 

где дк——-г, д0 = Ы, и рассматривать ее как уравнение отно-
сительно семейства щ, tGR, бесконечно гладких N-мерных функ­
ций. Более точно, решением уравнения (2.2) мы будем назы­
вать абсолютно непрерывное семейство щ, Ш, элементов 
<$N{G'), где / — интервал вещественной оси, содержащий точ­
ку to, а С — подобласть области G, такое, что при почти всех 
Ш 

-J-»<=--2 А^дьЩ> 
а « , - и 0 в Ф"(0')-

В силу предположения об абсолютной непрерывности, зада­
ча (2.2) эквивалентна интегральному уравнению 

п t 

«.- — "0 + 2 J л^dkuxdx. (2.3> 
А-0/о 

Будем решать уравнение (2.3) последовательными подста­
новками: 

п I п t 
"/ = «0 + 2 JAt*)<?ft«-:dt = zi0+ 2 J" A[kl)dktu0dx + 

n n t Xt 

+ 2 2 1dt J ЛъА^дьА^дь.их,- . . . . 
ft,=0/г-.--.0 t, t0 

Возникающий формальный ряд 
/ со re п t *m-i 

Ft,t.(Uo)= ( И + 2 2 • • • 2 J *ii • • • J dxmA^dkt . . . . 
\ m—\ fti-0 Am=0 /„ <„ 

...AS"4)"o. '(2.4) 
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называется хронологическим рядом задачи Коши (2.3) или 
(2-2). 

Пусть V — комплексное расширение области G<=.Rn. Обо­
значим через Q(V) банахово пространство всех ограниченных 
аналитических в области V функций ср : V{to}C с нормой 

||Ф||£ =-sup|cp(2.)[. 

Пусть Qk(V) — декартово произведение к экземпляров Q(I/). 
Для v^Q" (V) положим 

|| т.» ||^" =—= max |l --э* 
к/<л' 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Если А\к)&"\У), и0е&" (V) и 
функции 

HM^Ilf. а = 0, 1 п, 
локально интегрируемы, то, какова бы ни была подобласть V/ 
расстояние от границы которой до границы области V больше 
некоторого е > 0 , существует такое р > 0 , что ряд 

/ он II П I 

FM„("o(z)) = (—+2 2 - - - 2 \dxx... 
\ т~\ fti-o iim=o t0 

хт-\ \ 
. . . I dxmA™ (z) dki... А{

ХУ (г) дкт ) щ (z) 
•v / 

сходится абсолютно и равномерно при \t — tQ\<p, zQV. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого zQV, В силу интеграль­

ной формулы Коши 

л * < - ^ _ - - { [л{"а)(Г\ *** Лх°. \z)-ЩГу? )•••.} л^ КМ щ (-) ' 

с< с„ ё 

где Ща^^ — z1) ... (.-£ — zn), a Ck — окружность радиуса е 
с центром в точке zk. 

Следовательно, мы имеем 
At,] (z) dklA™ (z) .... А{

ху (z) дктщ (z) = 

C i Ln C» Ln 

...A<y(ища)й::.::'Ы*)a^ ...d\m <ib 
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где 
•у*' kmt / v \ _ 1 ;- 1 ;. . 

< ? * , -, <5o = 1 d . V дг*-
При ||ft — 2«|>8, Ц° — 2 а | > е , k = 1 , 2, ...,т, а=\,2, ...,'п, 
имеет место неравенство 

| x ' - i km | _2^т}__ 
\4i....,tm,t\Z) | < 6„6m(n+l) ' 

где 8==min{1, е}. Эта оценка доказывается прямой индукцией 
. по т (см. аналогичную оценку в [1]). 

Следовательно, VZQ.V, га-=-1,2, . . . , имеем 
я п I T т—1 

2 . • • {sum} J dr- . . . J d -^A^ ' (2) <?*.<'> (г) . . . 
А,—0 ftm

=0 'о 

••• ^TW-^O* ) 

< 2mwl 
дга(к+1) 

т 
хт—\ 

где 

Так как 

( « + l ) m $ - * t i . . . jj d tm | [AT j 

• • • II ^ Г || Щ [|C-, 

:AT/ir=max|i<r. 
0<7<я 

c" . . . 

J dr. . . . j d t m || AXl Цс* . . . || ATm | | f — J-- (§ЦАТ \$dx ) , 

то имеем оценку 
л < T m - 1 

2 ••• _ j " - * - - ••• j rft„x 

<|-^5r—| yj\\Ax\\fdxj циог;, •б-+-

из которой следует утверждение предположения 2.1. 
Используя абсолютную и равномерную сходимость ряда 
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Ft,и («о (2)) -= щ (z) + J" dt {sum} Ax
k) (z) дкщ (г) + . . . , 

мы получаем при выполнении условий предложения 2.1 
п 

^F .Vo («o(2) ) -2 A{ll)(z)dk{ub{z) + 
/.--•О 

«i n n t xm—\ 

+ 2 2 ••• 2 -•-*•--••• I dt™x 
m—lbi—0 km=-4ta t0 

n 

X A™ (z) dkl... A?f (z) дктщ (*)} = 2 Al"> (z) dhFt,h (щ (z)), 
' A = 0 

F<o,/„(«0(-2))-=«0(2;), 
по это и означает, ЧТО ряд FtJo (щ) является решением 
уравнения (2.2). 

Таким образом, мы доказали следующую теорему. 
Т е о р е м а 2.1. Пусть А\к\ t&R, — локально интегрируемое 

семейство в <&N*(G) и 
u<&l"(V), A ( / W ( V ) k = 0 , l , 2 , . . . , 

причем функции 
t~\\ Ар \$п, А.— 0, 1, . . . , й 

локально интегрируемы по Лебегу. Здесь Кс:С" — некоторая 
область, содержащая GcrJ?". 

Тогда, какова бы ни была подобпасть V'aV, расстояние 
от границы которой до границы области V больше некоторого 
е>0, ряд 

оо И П t 

F^,("o(2))=Mz)+2 2 ••• 2 J<̂ i • • • 
m-=l / ' t = 0 krn—0 ta 

rm-l 

. . . j dxmA^ {z)dki ... A^ {z)dkma,{z) 
и 

сходится абсолютно и равномерно при всех z{*V' и тех t, 
для которых : 

t 

Щ^1 I! Ах \lfdr < Р < 1 , 

где 

•••'" 6 = min{l,e}, \\At\\f = тах||лН) | |кП 

0</<л 
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и является решением задачи Коши 

--«-.-=2 А'к)д^ и'°=и°-
S---0 

При этом справедлива оценка 

| / 7 М о ( Ц о ) | | С < > [ ^ _ 

2(и + 1) -т Нк <-т 

2. Формальное решение задачи Коши (общий случай). Вер­
немся к рассмотрению общей системы дифференциальных 
уравнений с частными производными типа (2.1) 

-£- = g(t, TJ, dxv, . . . , <?„•»), 
,- (2.5) 

•D(to. JC)-=«o(.«)> x 6 G - # " . 
Как и в линейном случае, правую часть g этого уравнения 

нам удобно рассматривать ка|: семейство 

гладких отображений 
ft = g(t, •) :R*^RN, где p=(n+l)N. 

Поэтому мы будем записывать уравнение (2.5) в виде 

(2.6) 

и говорить, что абсолютно непрерывное семейство uf, tQ/, 
является решением (2.6), если при почти всех t£.J 

^ = ft(ut, дм, ...,д„щ) 

и и/— й0 в ci^(G'). 
Здесь / — интервал вещественной оси, содержащий точку 

to, a Q'—подобласть области G, возможно совпадающая с ней. 
Наши основные предположения заключаются в том, что 

u^Q)N{G), а семейство ft, teR, разлагается в ряд Маклорена* 

/{(и, <?!«,. ..,<Эви) = 2 а{ , а<0> и( ,1)Х 
«(О) о(«) 

X(tt)a(0)(-J
1-Oe(X> • • • O W " 0 . 7 = 1, 2, . . . . yv, 

* Очевидно, что путем замены неизвестной функции к этому случаю 
сводится случай произвольной системы, правая часть которой аиалитичиа 
по всем аргументам, кроме t 
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радиус сходимости которого /^>/..>->0. Здесь 
а<*>-=(а{*>, . . . , а#> ) , 

Построим формальное решение задачи Коши (2,6). С этой 
целью рассмотрим действительную алгебру % элементами ко­
торой являются формальные степенные ряды с действительны­
ми коэффициентами от независимых переменных е, и1,... 
. . ., uN,..., даФ,. .., где а= (ссь .. ., ап) — произвольный 
мультишадекс с неотрицательными компонентами, k — l, 2,. .. , N. 
Например, • 

a = a\vi «,]= 2 ait Av^... <v '.?62I, 

где VjQ[e, и1 и17 dauh,...}. Сложение и умножение 
рядов определяется обычным образом. Произвольное линей­
ное преобразование зФ алгебры % называется непрерывным, 
если его можно вносить под знак бесконечной суммы, на­
пример, 

«^(а[-01, ...,•.".-])-= ^ «i, i / ( « ' ' . . . ^ ) , 
'» ' ? > ° 

Нас будут интересовать непрерывные дифференцирования ал­
гебры 2t, совокупность которых обозначим через Der-(Sl). Диф­
ференцирование -g56Derc(9t) однозначно определяется своими 
значениями на обоазующих е, dauh, в силу правила Лейбница и 
условия непрерывности. С другой стороны, значения 2) на об­
разующих могут быть произвольными. 

В алгебре 91 имеются естественные дифференцирования 
ди . .., дп<Фегс(91), которые задаются на образующих форму­
лами: 

d l B -0 , dt{fa*)-dlat °i+1 a " V 
для любых а-= (аь . . . , ап), k=l,... ,N, i= l N. 

Далее, каждую компоненту правой части уравнения (2.6) 
можно рассматривать как элемент алгебры 91: 

/ / (и , дх11, . ..,дпи) = 
= Eaf «(0) *(я) (и)»(0) . . . (дпи)а{а)в% vteR, j=\,...,N. 
Введем однопараметрическое семейство дифференцирований 

/,eDer-(ЭД), задав его действие на образующих при помощи 
формул 
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ftdauk = daft {и, дги, ..., дпи), • 
ftttk=-ff(tt, дга, ...,dnti), 

tGR, k=\,...,N, « = («!, ...,an). 
Важнейшим для нас свойством дифференцирований ft, Объ­

является то, что все они коммутируют с дг, ...,<?„: 
\dt, Л] = ^ ° Л - / М = 0 Vie/?, i—1, • • -,п. 

В самом деле, коммутатор [<3i, ft] является непрерывным 
дифференцированием, т. е. [di, ft]6Derc(9t). С другой стороны, 
в силу определений [д{, ft] обращается в нуль на образующих 
Следовательно, [di, ft] есть тождественный нуль. 

Построим, как действует определенное нами семейство диф­
ференцирований ft, t£R, на элементы алгебры St 

Пусть, например, a = a[e, и1, . . .,uN, д-.и1, д2иг, ..., dnu
N\£%. 

Тогда очевидно 
fta~d-a[e'u'du-'d»a] ft(a, дгй, . . . . ая«) + 

+да[г'б'(д;»;дпи] д^с». *!*> • • • . а д + • • • 
. . . + ^ [ . , « , ^ а , . . . , а , В ] д в / ( ( t t i ^ . . . , ^ ( 2 - . 

Этой формулой мы будем пользоваться ниже при «расшиф­
ровке» хронологического ряда, соответствующего квазилинейно-' 
му уравнению. 

Ниже мы постоянно будем иметь дело с однопараметрически-
ми семействами элементов алгебры St. Мы говорим, что такое 
семейство а, измеримо, абсолютно непрерывно и т. д., если все 
коэффициенты соответствующего формального ряда измеримы, 
абсолютно' непрерывны и т. д. по t. Интегрирование и диффе­
ренцирование формальных рядов по t всегда производится • 
почленно. 

Пусть 6 = b[Ui, . . . , ug]69t. Если а ь . . . , aq — некоторые эле­
менты из 91, причем соответствующие степенные ряды не имеют 
свободного члена, то определена композиция b [ a i , . . . , ag]G§L 
В дальнейшем во всех формулах, где встречается композиция 
формальных рядов, следует считать, что «внутренние» ряды не 
.имеют свободного члена. 

Формальным решением задачи Коши (2.6) называется та­
кое абсолютно непрерывное однопараметрическое семейство at 
элементов алгебры §t, что для почти всех t выполняется равен­
ство 

^-at=B/t(at1 ...,dnat) 

И CLta — U. 
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Если в степенной ряд, соответствующий некоторому фор­
мальному решению задачи Коши, подставить вместо перемен­
ных и1, . ..,uN,...,dauk,... гладкие функции Щх), ... 

да 
. . .,K^(x), . . . ,-—«*(x), . . . и положить в — 1, то получится 
некоторый ряд из гладких функций. Ясно, что в таком случае, 
когда такой ряд равномерно сходится, его сумма является 
решением (не формальным) задачи Коши (2.6). 

П р е д л о ж е н и е 2.2. Ряд 
с- t xm—\ 

Ft, и (") = « + 2 гт \ dxx... \ drmfXmo... o/; , / t . (и, да) 

является формальным решением задачи Коши (2.6). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим, во-первых, что ряд Р.-_ .•„(w) 

содержит лишь конечное число членов каждой степени, поэтому 
его «сумма» является вполне определенным элементом алгеб­
ры $С. Аналогично, ряд 

-- t хт-г 
frt, и = W + 2 в" jj dTi •. • [ dxJXmo ...ofu 

- o * o 

задает непрерывное линейное преобразование алгебры %. 
Отметим, что по самому определению 

Кроме того, мы видим, что 
&t,tati = Fiit!,{u). 

Важный факт состоит в том, что ряд B>t,tt обладает следующим 
мультипликативным свойством: 

&t,tt№) = Pt.t.(a)&t.u<b), 
va, be%. 

Действительно, мы имеем на основании формулы (l.2), что 

Л,„°---°Л.и)-= 2 2 (K(m)°---°K{a+i)(a))x 
. a-f|3=m ngS(a.P) 

x(-?t.., (e)
o----/te(i) (-*)); 

va, ь&&. 
Следовательно, используя формулу (1.3), мы имеем: 

• -wt-i 

^dt-... J dxJXmo...afXl(ab) = 
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= 2 ( f d t . . . . j dra/wo...ofXi(a)\x 

xhdxx... j" dxJ4o...ofu(b)\ 

но это означает, что 

Из этого мультипликативного свойства и вытекает, что ряд 
-р<л(и) является формальным решением задачи Коши. 

Действительно, Fioi(o(u) = u и 

•F<,^(«) = ^ U + s J/t({cdot}a. 51И,..., дпи)йт+-

+ s2 j dt: [ dxJxJXl (и, ^в, . . . , d„K) + ... = 
to К J 

=:z&t,tJt{ti,dlui...,dnu) = 

a№ a(«) 

где 

a/ 
l , a ( ° ) , . . . , a (" ) 

a W aO> / ' 

. ^ д С ! a(-V) 
\a/ 

Если в формальный ряд Fi,to подставить вместо и 1 , . . . 
. . . , uN, . . . , <?*«*, .., гладкие функции и\ (x), . . . , uN (x), ... 
. . . , —---ид (х), . . . и положить е—1, то получим ряд, состоящий 
из гладких вектор-функций 

с- t xm-\ 

Ft,и ("о) = «о + 2 1 -*г- • • • J d%>* f*m° • • • °/т-Л, (к0,о»Ио)- (2-8) 
т—1 / 0 .'о 

Такой ряд мы называем хронологическим рядом задачи Коши 
(2.6). Мы докажем сходимость ряда (2.8) в случае, когда «о 
является аналитической функцией. Сначала займемся скаляр­
ным квазилинейным случаем. 

3. Случай одномерного квазилинейного уравнения. Рассмот­
рим одномерное квазилинейное уравнение с частными произ­
водными первого порядка 
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--—-=а<1)(и)(91и+...+а(")(и)(?йм-=/Ди, ди) = 
= ft{u, д^, . . . , £?„и), (2.9) 

Оказывается, что имеет место следующая формула для 
подынтегрального выражения m+l-го члена ряда (2.8) 

Ат° • • • о/г-Л, (Щ> да0) = / < m o . . . ofxJXi (щ, ditto, ..., <?„«„) = 
п п 

- 2 . . . 2 »„... 
• • • °^„-x [<l) ^ • • • a{im-?] («о) Um («о, йй0)). (2.10) 

Докажем эту формулу индукцией по числу т. При /ге=-1 
она очевидна. Пусть формула (2.10) верна при яг</?. Тогда 
при т — р-\-\ 

п п 

7tw-----A,/t1(«o.-j«o)---/tp+12 ••• 2 д^°---

п п 

= 2 • • • 2 <*/.- • • • ° < V - / V . ialxii) («-) • • • 
п в 

• • • «v - /) ("о) fxp («о. <?«o)) = {sum} . . . 2 <?A°... 

• •" B V . (a¥ (ЛИ,} («-) • • • ̂  <и°>) А Р <й°' ^ + 

+<>> («o) • • • «fc0 («o) 2 тжЫ"» дао)У 
^ p 

rt it 

- 2 ••• 2 <?A°---

• • • °dJp {sum} ( £ (<•> («o) • • • o£° ("o)) V ° A P + 1 («o, -Ц») + 
-V"1 

+ дС/«) (и0).. • a[f
p

p) («о) < V v » ( t t ° ' < ? " o ) ) = 

И Л 

- 2 - 2 * . - • • • • 
У i - i У р - l 
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формула (2.10) доказана. . 
Как и в п. 1 § 2, мы будем использовать интегральную фор­

мулу Коши для доказательства сходимости получившегося хро­
нологического ряда 

t t t i 

Р(,и(ио) = #o + J / t(«0 . du0)d%+ j d t ! j d t 2 / t l («-> <?«o) + • • • = 

< n 

= fco + j 2 ei/ir(«o) djti0dx + 
tQ j—i 

+ J dt. j dr2 2 2 dA (ai(i> (a<-) ati's) («-) ^ o ) ч — 
* tm-i re и ' 

. . . + J d T 1 . . . j dT„.2 ••• 2 dh0-" 

• • •Ч т - 1 (< ' ) ^о ) - - -<Г ) Ы^„«о)+- - - ) (2.11) 
соответствующего задаче Коши (2.9) в аналитическом случае. 
Именно, справедливо следующее 

П р е д л о ж е н и е 2.3. Если V—комплексное расширение 
области GczR" и ио-ЗЙ(У), 

а*/) («о) 6Q(V0 Vte/?, /-=-1- 2 я, 
и функции tt-*\\atM(uo)\\vcn локально интегрируемы, то, ка­
кова бы ни была подобласть V области V, расстояние от гра­
ницы которой до границы области V больше некоторого е>0, 
существует такое р>0, что ряд (2.11) сходится абсолютно и 
равномерно в V при \t—t0|<р-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем yzGK' 
а"* (щ (z)) • а%) (и0 (z))... a(-™> (и0 (z)) dj щ (г) =-

с ' с» " s 

где С-.—окружность радиуса е с центром г01, 
П ^ - ^ — г 1 ) . . ^ — ^ ) . 

Следовательно, YzdV, m = \, 2 , . . . 
я « 

Лт--..-ЛЛ,(йо(«). ^о(г)) = -5-—i2---2 ^ ••• 

... J a».) («0(1)). • .4 / J(«o(i)) Х6
А 'т И rfS. 
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где 

а dzja 

При всех ]1а — 2 а | >в , а=\,..., п, очевидно справедлива оценка 

из которой вытекает, что VzQV 

\?,т:-Л./иМг),дщ{г))\<2... 2 2 ^ . - ' . 

... $ II <#> («о) Г ••• || а£> (*0) \\? || дУм«о | |f S = ^ . < 

< 
(от—l)lr t" ' - -

^t1(^)||^...|kCm(Mo)i|cn | |grad t to | |f, 

где 
I -т- 115я = max || а ^ (и0)||£ "-= max max fag (и0<»)1. 

\</<п 
П 

|grad/tof|f = 2 llfy-o ||£ - 2-r-axl-V-o(X>l- д ; - ~ 7 . 
/ = i 

Следовательно, отсюда мы получим, что для всех Z&V 

\dxx... \ dx,JXno... oJu / T l (и0 (г), дщ (г)) 
' о ' о 

<—^ггл J d f i . . . J drm | |a, t l |^ . . . 

< 

•• • \\a-xj\v ||grad«0||i/ 

(m-
/ t \m 

'^L'1""1 IK ( J K l f d t J ||grad«o||K^ 

f t ч т 

-£z\r\\\<b\tf&) l|grad«0||g". 

Таким образом, доказано неравенство 
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J dT, . . . j d t m / T m c . . . ofxJXl (u0, dtto) 

( t \m 

i J II* II?"*) ||grad 

< 
v 

«ok 

из которого вытекает абсолютная и равномерная сходимость 
ряда (2.11) при всех zGV' и t достаточно близких к t0. 

Предложение доказано. 
Из предложения 2.3. и рассуждений § 2 п. 2 мы получаем 

следующую теорему, 
Т е о р е м а 2.2. Пусть выполнены. условия п. 2 § 2, а 

«обй (Ю. aik)(uo)eQ(V), \\u0\f<Ri, k=\,...,n 
и функции 

t4l^ft)(ao)||£*, k-l ,2 , . . . , /z , 
локально суммируемы. Здесь VczCn — область, содержащая 
G--R71. 

Тогда, какова бы ни была подобласть V'c:V, расстояние от 
границы которой до границы области V больше е>0, ряд (2.11) 
СХОДИТСЯ абсолютно и равномерно в области V при тех i, для 
которых 

Цш$ dT < р < 1 

и является решением задачи Коши (2.9). При этом справедлива 
оценка 

l l ^ ^ ( « o ) | | ^ { l e } — | | g r a d a 0 | | ? " ( l + 2 - V ( T J l l - » - l l ^ t ) ) = 

= - l . | | g r a d t t o | | ? " ( l + I n | 1 — I J | | a T | | f d t j y 

Отметим в ряде случаев ряд (2.11) удается свернуть и по­
лучить решение задачи Коши в замкнутом виде. Продемонстри­
руем это на простейшем примере. Пусть, например, рассматри­
вается задача Коши 

ди да , , _ _ 

Тогда, в соответствии с вышеизложенным, мы получаем, что 
решением ЭТОЙ задачи является ряд 
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.^м, (лО = л + J *----• * d r + •..==x + x(t-2'o) + 

+ x ( t - y 2 + • . • - т „ ( ^ _ м , | t - i ; o | < p < i , 

что проверяется непосредственно. 
В заключение этого пункта отметим, что использование фор­

мулы (2.7) при «расшифровке» хронологического ряда, соот­
ветствующего задаче Коши, может привести к конкретным фор­
мулам для решения этой задачи и в некоторых других случаях. 

4. СХОДИМОСТЬ общего хронологического ряда. Мы дадим в 
этом пункте доказательство СХОДИМОСТИ хронологического ряда, 
соответствующего квазилинейной системе 

-^-=Л!1 )(и)д1и+ . . . + .А$я)(в)<?яа.= 
= / ,(и, du) = fi(u,dla,..., dnii), ui0 = uQ 

в случае, когда начальная функция щ аналитична в области G. 
Для наших целей достаточно рассмотреть только этот случай, 
ибо, как известно (см. [3]), к этому случаю сводится произволь­
ная система дифференциальных уравнений с частными произ­
водными вида (2.5). 

Мы докажем сходимость хронологического ряда, соответ­
ствующего этой квазилинейной системе в окрестности произволь­
ной начальной точки (i'o, xQ)GRxG. 

Поскольку, по предположению, функции и0 аналитична в G, 
то в точке х0 она разлагается в ряд Тейлора 

«/ (x)= 2 -^(x1-•*-)* ' ....(хя--.4)4 У=— 1, 2,...,N, 

сходящийся при всех х, достаточно близких к x0. 
Положим 

М*)= 2 т а х l ^ . - . a x 1 - - * ^ 1 • • • (x" - -4 )V 

Тогда функция v0 определена и аналитична вблизи точки х0 и 
является мажорантой для начальной функции и0* (i=l, 2 , . . . 
..., N) в окрестности этой точки. 

Напомним, что аналитическая функция f, представи-мая схо­
дящимся степенным рядом, является мажорантой аналитиче­
ской функции g, если коэффициенты разложения g в степенной 
ряд по модулю меньше или равны соответствующих коэффици­
ентов разложения / (предполагается, что коэффициенты разло­
жения / больше или равны нулю). 
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Обозначим через е N-мерный вектор 

- С 
И ПОЛОЖИМ 

ПО нашим предположениям (см. п. 2 § 2), правая часть 
системы разлагается в ряд Маклорена, т. е. компоненты 
alj,k{t,u) матриц A\k) (и), k = l , 2,...,N, i, ./-=1, 2, . •. ,N, 
представимы в виде ряда 

<*«.»)-'2 «и* а{ит•••{*")*" 
а ь - . . , к д г " 

сходящегося при | и \ <Rt. 
Положим 

**(»)=-- 2 шах max |а< ft, .„„«Ж»1)"1 • • • («")"" • 

Тогда функция a, (и) определена при всех t и всех и, 
достаточно малых по абсолютной величине. Пусть Е— N2 

матрица, составленная из единиц: 
'1 1 . . . 1' 

Е--

Положим 
gt (и, д:и, ..., дпи)=gt (и, ди) = 

п п IV 

— at (и) Е ^ diu — at(u)"e Z i {sum} di^1-
i - l I-I /=1 

По самому определению, функция 
(и, дга, ..., dna)>-+gt (и, д^и,..., dnu) = gt (и, да) 

мажорирует (покомпонентно) функцию 
(и, дуи, •. .,dna)"-ft{u, dii) = ft(a, <?..«., . . . , дяй)= 

л 

=-2-4-*)(»)->*»-
Поскольку определенная выше функция •#- покомпонентно 

мажорирует начальную функцию и0 в окрестности точки x06G> 
то функция 

x^gt («о (x)> ^I^O (•*).•••> ^«^о (x)) 
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мажорирует покомпонентно функцию 
x^ft(u0(x), дгиа(х),...,дпи0(х)). 

Точно так же, функция 
x*hn° • • • °gx>gXi{v0(x), dxv0(x), . . . , д~щ(х)) 

покомпонентно мажорирует функцию 
х"/гт°---°?х,/х,(Щ(х), д-и-М. • • •> дпи0(х)), 

ибо при построении этих функций используются те же самые 
•правила, которые включают в себя только дифференцирование 
по соответствующим аргументам ,сложение> умножение и под­
становку ряда в ряд, одним словом, рациональные операции, 
которые сохраняют отношение мажорирования аналитических 
функций. 

Все вышесказанное означает, что ряд (2.8), построенный для 
квазилинейной системы 

-|f — /.(^, ди,)==/.(и., дхщ, . . . , дпщ) = 
п 

сходится, по крайней мере, в той (достаточно малой) окрест­
ности начальной точки x0QG, в которой сходится ряд 

Ot.t, Oflo (x)) = v0 (x) + j gx (v0 (x), дщ (x)) t i t - f . . . 

. . . + j dtj . . . j dxmgXmo... ogugxt (v0(x), dv0 (x)) + . . . . (2.12) 

Сходимость ряда (2.12) доказать нетрудно. Именно, ока­
зывается, что справедлива ф'ормула 

п п 

£v«e--•-£<.£<. (М-*). <H(x))==iVme 2 ••• 2 дАс. 
/ i = l Jm-l 

• ••°d/m_latl (v0(x)) ••• aXm {v0(x)) dJmv0(x). (2.13) 
Доказательство формулы (2.13) проводится no индукции и 

почти не отличается от доказательства формулы (2.10), поэтому 
мы не будем на нем останавливаться. 

Пусть S — столь малая окрестность начальной точки xoeGo, 
'что в этой окрестности сходятся ряд для v0 я V — комплексное 
расширение этой окрестности такое, что 

•o0eQ{V), at(v0)6®(V). 
Аналогично предложению 2.2, справедливо 
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П р е д л о ж е н и е 2.4. Какова бы ни была подобласть 
V'czV, расстояние от границы которой до границы области 
больше некоторого е>0, существует р>0. что ряд 
Ot,t0(vQ(z)) сходится абсолютно и равномерно при | t — to |<P ' 
Z6V'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из оценки 

<^~-(m~\)\\\arJ^... || ЙТ1 И g r a d e r , 
|| or | | f - s u p | ^ ( ^ ( г ) ) I. 

zgV 
которая доказывается так же, как и соответствующая оценка 
из предложения 2.2. 

Резюмируя все сказанное выше, мы утверждаем, что спра­
ведлива следующая теорема. 

Т е о р е м а 2.3. Пусть выполнены условия п. 2. § 2 и пусть 
u06QN(N), A\k) {щ)&Р'(V), | Ы | ^ < / ? , . причем функция 
t*-+\\at(v0)\\cn локально суммируема. Здесь V — некоторая 
достаточно малая комплексная окрестность произвольной точки 
xo6G> Rt — радиус сходимости ряда Маклорена, построенного 
для правой части (см. п. 2 § 2), a at, юй—функции, построен­
ные выше. 

Тогда, какова бы ни была подобласть V'czV, расстояние 
от границы которой до границы области V больше некоторого 
е>0, существует такое р>0, что ряд (2.8) сходится абсолютно 
и равномерно при \t—t0\<p, znV и является решением задачи 
Коши 

rff-— 2 A\k){u)dkU, att = uQ. 
k-i 

5. Единственность решения и теорема сравнения. Справедли­
ва следующая 

Теорема 2.4. Пусть выполнены условия п. 2 § 2 и 
«0efiN(V), | |«ol lC /<^, 

причем функция 
t»\\ft(u0, ди0)\\сп 

локально суммируема. Здесь VczCn—• некоторая область, со­
держащая G. Тогда, если щ, в . - д в а решения задачи Коши 
(2.6), принадлежащие QN(V), то ut = vt в Q-v'(V) при тех t, при 
которых они оба определены. 

Для доказательства рассмотрим ряд 

Qw=^=I<-+ 2 (-l)-i d-.... i d-*fito.. -оДт 
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Непосредственная проверка (ср. с [1]) показывает, что 

atQt.u «*—О 

в окрестности ВСЯКОЙ точки (t0, x0)$RxV. Следовательно, 

Qt,ta ttt=a0 в Q"(V) и ut=Ptt0°Qi,tb ut=Pt,tt u0. 
Отсюда и вытекает утверждение теоремы. 

Прямым следствием хронологического представления реше­
ния и предыдущей теоремы является следующий результат, ко­
торый может быть назван теоремой сравнения. 

Т е о р е м а 2.5. Пусть выполнены условия, •обеспечивающие 
существование и единственность решений задачи Коши (2.6) и 
задачи Коши 

d^=gt(vi, dvt), 

vt0^v0eQ*(V), (2.14) 
о которых шла речь выше. Тогда, если функдии gt и v0 поком­
понентно мажорируются функциями ft и ц0, то решение vt за­
дачи Коши (2.14) покомпонентно мажорируется решением щ 
задачи Коши (2.6) при всех t, при которых они определены. 
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