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У Д К 513.33 МАТЕМАТИКА 

В. И. КУЗЬМИНОВ, И. А. ШВЕДОВ 

О КОГОМОЛОГИЧЕСКОЙ РАЗМЕРНОСТИ Б Р Е Д О Н А 
НАСЛЕДСТВЕННО П А Р А К О М П А К Т Н Ы Х ПРОСТРАНСТВ 

(Представлено академиком П. С. Александровым 17 VI 1976) 

Бредон в ( 4 ) , стр. 110, определил когомологическую размерность 
D i m X произвольного топологического пространства X как наименьшее п 
такое, что # Ф *(Х; . s # ) = 0 для любого к>п, любого пучка абелевых групп 
д£> над X и любого семейства носителей ф в X. Там же было установлено, 
что D i m X ^ r a тогда и только тогда, когда каждый пучок абелевых групп 
над X допускает вялую резольвенту длины п. Известно, что обычная ко
гомологическая размерность d i m z X паракомпактного пространства X не 
превосходит п тогда и только тогда, когда каждый пучок абелевых групп 
над X допускает мягкую резольвенту длины п. Поэтому d i m z X < D i m X 
для паракомпактных X. В (*) Бредон установил, что для наследственно 
паракомпактного X выполняется неравенство Dim X < d i m z Х + 1 . Следо
вательно, для наследственно паракомпактного X либо D i m X = d i m z X , 
либо Dim X=dimzX+l. Бредон поставил вопрос о том, какая из указан
ных двух возможностей реализуется для эвклидова пространства Rn. Део 
в ( 2 ) дал ответ на этот вопрос для прямой R\ установив, что D i m / ? 1 = 2 . 
В этой заметке мы докажем, в частности, что D i m X = d i m z X + l , если про
странство X метризуемо и недискретно. Поэтому Dim Rn=n+1 для любого 
/г>0 . Для дискретного пространства X, очевидно, Dim X = d i m z Х = 0 . 

Л е м м а . Пусть зФ — пучок абелевых групп над X, тогда следующие 
утверждения эквивалентны: 

1) пучок s& допускает вялую резольвенту длины щ 
2) Я П + 1 ( Х , U; ^ ) = 0 для любого открытого С/с=Х; 
3) для любого открытого U^X гомоморфизм i*: Нп(Х; s£)-+Hn{U\ 

s£), индуцированный вложением С/с=Х, является эпиморфизмом. 
(Отметим, что в Hn(U; бФ) буквой si обозначен пучок s£\U\ анало

гичные сокращения обозначений будут постоянно использованы в даль
нейшем.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Так как Я*(Х, U; ^ ) = Я Ф * ( Х ; s&)b 

где ф — семейство всех замкнутых множеств в X\U, а группа (X, s&) 
может быть вычислена с помощью произвольной вялой резольвенты 
пучка . 5 ^ , то 1 ) - ^ 2 ) . Имеется точная последовательность (*) 

... -»Нп (X; Ж) + Нп {U; ^) -+Hn+i (X, U;st)-+... 
Поэтому 2) - > 3 ) . 

Докажем, что 3 ) - > 1 ) . Пусть <5?* —вялая резольвента пучка и i £ n — 
пучок ее тг-мерных циклов. Имеем коммутативную диаграмму с точными 
строками 

Г ( Г - 1 ) Г(26 я) ~> Hn(X;J)~>0 

Г ( ^ | U ) - > Г ( S £ n | U ) - > H n ( U ; Л ) - > 0 

Гомоморфизм ограничения г является эпиморфизмом, поскольку пучок 
<S>n-i вялый. Отсюда, если i* — эпиморфизм, то и s — эпиморфизм. Следо-



вательно, из условия 3 ) вытекает вялость пучка ЗСп. Тем самым si допус
кает вялую резольвенту длины п. Лемма доказана. 

О п р е д е л е н и е ( 3 ) . d im^X — наименьшее из таких п, что Hk(X; si) = 
= 0 при к>п для любого открытого множества U^X. 

О п р е д е л е н и е . D i m ^ X — наименьшее из таких п, что (X; siv) = 0 
для любого к~>п, любого открытого U^X и любого семейства .носителей 
<р в X. 

Обозначим через S {si) множество тех точек х^Х, для которых six^=0. 
Т е о р е м а . Пусть X — наследственно паракомпактное пространство с 

первой аксиомой счетности и si — пучок абелевых групп над X. Если мно
жество S(si) недискретно, то D i m ^ X = d i m ^ Х + 1 . Если же множество 
S(si) дискретно, то D i m ^ X=dim G # Х < 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть U, V — произвольные открытые в X мно
жества. Так как 

d im^ F < d i m c ^ X, 
то при k>n=dime$ X 

Hh(V; siu)^Hh{X- siv)=0. 

Из точной когомологической последовательности 
...~+Hh(V; ^ ) - > # f t + 1 ( X , V; siu)-+Hk+i(X; 

получаем Hh+i(X, V; siu)^=0 при k>n. По лемме пучок s i v допускает вя
лую резольвенту длины п+1. Но тогда Н^{Х\ siu)=0 при к>п+1 для 
любого семейства носителей ф. Тем самым 

D i m ^ X ^ d i m ^ 

Когомологическая размерность d im^ X наследственно паракомпактно
го пространства X обладает следующим свойством локальности: если для 
каждой точки х^Х найдется такая окрестность Ux этой точки, что 
d imu Ux^r, то d im^ Х ^ г . Это свойство локальности d im^ легко вытекает 
из теоремы суммы для размерности d im^ ( 3 ) . Ввиду свойства локаль
ности размерности найдется такая точка х^Х, что d im^ V=n для каждой 
окрестности V точки х. Отметим, что в случае п=0 такой точкой х будет 
любая точка из замыкания множества S(si), поскольку d im^ V<0 в том 
и только в том случае, когда si | 7 = 0 . Выберем какую-нибудь точку х^Х 
с указанным свойством, причем в случае тг=0 эту точку выберем предель
ной к множеству S(si). Для того чтобы такой выбор был возможен, бу
дем предполагать, что множество S(si) недискретно. Ясно, что d i m ^ ( F \ 
\х) =п для любой окрестности V точки х. 

Пусть {Vi}i=i, 2,... — фундаментальная система открытых окрестностей 
точки х, причем [Ft+J^V*. Так как Vi\x= [} {Vi\[Vh]), то по теореме 

h>i 
суммы для некоторого к будем иметь d i m e ^ ( F x \ t ^ ] ) = w . Следовательно, 
мы не ограничиваем общности, считая в дальнейшем, что d im^ ( F t - \ 
\ [ T ^ + i ] ) = r a для любого i. Найдется такое открытое множество Ui<^Vi\ 
\[Vi+i], что Нп(Х; siut)¥=0. Пусть U=*[)Ui. Тогда siv=Zsiuv Мы уста-

г г 

повили, что гомоморфизм 
Г : Нп(Х; si)~+Hn(X\x; siv) 

не является эпиморфизмом. 
Рассмотрим точную когомологическую последовательность пары 

<X,[V,]) 

. . .ч-Я-'ЦЪ]; .$*«,)-*Я»(Х, [V,]; 

Перейдем в этой последовательности к индуктивному пределу по г. 
Так как 

l imH'( [V i ] ; s$-v)^H'{x; s&v)=0, 
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то получим изоморфизм 

Нп (X; аи) = l im Нп (X, [ У , ] ; siv). 

Пусть Wi = U Тогда 

Я»(Х, [ У ^ ^ ^ - Я - ^ ^ ^ - ^ Я - Х Х ; ^ , ) . 
ft-i 

Поэтому *г 

i-l оо 

Я"(X; . $ * „ ) « В т £ Я"(X; ^ ) « £ Я"(X; ^ ) . 

Так как система {Ui} локально конечна в Х\х, то 
оо 

Я" (X V ; stv) = Д Я" (X; ^ к ) . 
ft=l 

Гомоморфизм Г совпадает с каноническим вложением 
00 оо 

^ Я » № ^ ) - Д Я » ( Х ; ^ ) . 

Так как каждая группа Нп(Х; siUlt)¥=0, то i* — не эпиморфизм. По лемме 
Hn+i(X, Х \ # ; s&u)= Нп

{+*(Х; s&u)¥=0; здесь {а:} — семейство носителей, 
состоящее из единственной точки х. Следовательно, D i m ^ Х>п+1. Итак г 

если множество S (si) недискретно, то 

D i m ^ X = d i m ^ X+l. 

Если множество S(si) дискретно, то пучок s i v вялый для любого U 
и обе размерности D i m ^ X и d i m ^ X равны 0 или — 1 одновременно в за
висимости от того, отличен от нуля или равен нулю пучок si. 

Теорема доказана. 
С л е д с т в и е 1. Пусть X —наследственно паракомпактное простран

ство с первой аксиомой счетности (например, метризуемое) и dim Х < ° ° . 
Тогда D i m X = d i m X + l , если X недискретно и Dim X = d i m Х==0, если 

X дискретно. В частности, Dim Rn=n+l для п>0. 
С л е д с т в и е 2. Пусть X — наследственно паракомпактное простран

ство с первой аксиомой счетности. Если для каждого открытого U<=X пу
чок Zu допускает вялую резольвенту длины п, то и всякий пучок абелевых 
групп над X допускает вялую резольвенту длины п. 

З а м е ч а н и е 1. Из леммы легко следует, что постоянный пучок Z 
над Rn допускает вялую резольвенту длины п, а из теоремы вытекает, что 
имеются пучки вида Zv, минимальная длина вялой резольвенты которых 
равна ть+1. 

З а м е ч а н и е 2. Теорема остается верной, если в ней условие первой 
аксиомы счетности заменить требованием локальной бикомпактности. 
В этом случае снова можно отыскать точку х^Х и бесконечную локально 
конечную в Х\х систему попарно непересекающихся открытых мно
жеств Uа, такую, что в каждую окрестность точки х входят все Ua, кроме г 

быть может, конечного их числа и Нп(Х; Аи<х)ФО. В остальном доказа
тельство остается прежним. 
* Систему {Uа) находим следующим образом. Точку х^Х выбираем так 
же , как и в доказательстве теоремы. Не теряя общности, можно считать 
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X бикомпактным. Покроем пространство Х\х локально конечной систе
мой {УсЛ открытых множеств, замыкания которых бикомпактны. Беско
нечное число множеств Va удовлетворяет условию d im^ F a = d i m ^ Х=п. 
В каждый из этих Va выберем точку ха таким образом, чтобы d im^ V=n 
для любой ее окрестности V. Опуская повторения, можно считать, что ха 

различны. Пространство Х\х коллективно нормально. Поэтому сущест
вуют открытые окрестности Wa точек ха, удовлетворяющие следующим 
двум условиям: 1) множества Wa попарно не пересекаются, 2) x ^ W ^ 
<=F a. Так как dim^ Wa^n, то для некоторого открытого множества Ua<= 
<=W a имеем Нп(Х; s£Ua)¥=0. Система {Ua} удовлетворяет всем поставлен
ным выше требованиям. 
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