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Принцип длины и площади Альфорса ( [ I ] , стр .27) допускает сле­
дующую формулировку: 

Пусть Д - область комплексной плоскости , ^ - аналитичес­
кая в Д функция, 0R - ее линия уровня {z.€ A : |$(z.)|=R}, Е £ Д -
множество плоской меры Лебега А ( Е ) , меньшей бесконечности, Е^ = 
= Е п 6 ( 1 , I E J - линейная мера Лебега множества E R на кривой 

I , rv(W) - количество корней уравнения §-(H)=W , лежащих в 
Е ; P E

( R - ) = ^ r l n,(Rel9)de .тогда 
о 

(А) 

Заметим, что 2JcRpE(R) есть линейная мера множества 
T R = K E R ) на римановой поверхности D 1 на которую функция •$ 
отображает Д , и потому неравенство (А) можно переписать в виде 

?IF \г S4dfUA(E). (В) 
Настоящая заметка посвящена распространению принципа длины и 

площади Альфорса в форме (В) на тот случай, когда 5+1 -мера Хаус-
дорфа множества Е меньше бесконечности, Об (5^1 . Если 6 = 1 , по­
лучается (В) с правой частью 2А(Е) вместо А(Е). 

Везде в дальнейшем буквы К , Ж с индексами означают неко­
торые круги, К§ (z) - круг [t; : \г; - z |< 8} . 

О п р е д е л е н и е I . Пусть % - неотрицательная функция 
на промежутке (а, 6 ) , Е а ф = { х е ( а , Ь ) : J(x)>a}, m,*(a)=mes*Ea, 
где mes*- верхняя мера Лебега. Положим (см. [2]) 

Ь* . Я? 
1 $°Ц^= ]m*(a,)<ia. ( I ) 
СЬ о 

г * Напомним свойства ] (полагаем, что все функции в последую­
щих формулировках (2) - (5) неотрицательны): 

] $<tyeJ * d b (2). 
a a 

если j < q, , то 
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а 

если Ux)= Um l (x) , то 
6 * &* 
[ Uoc)dx^Um \ 5. (x)cLx, (4) 
а '—•~ а 

в частности, 

a " it a • 

Если (a, o)=U(a„,6„)US, m,esS = 0 , то 

J*£dx = ;FJ jdx. (6) 
a aK 

О п р е д е л е н и е 2. ( £ ) Пусть Д - область комплекс­
ной плоскости С ) $ - аналитическая в Д функция, £)=$(Д) - ее 
риманова поверхность. Если £&£>- множество, проекция которого 
лежит на окружности, не проходящей через точки ветвления £), то 
полагаем 

К 

где ^к - все части множества % , лежащие каждое на одном лис­
те Ъ , р ^ к - проекция множества %к на плоскость, Л е(Е), где 
Е с С , - мера Хаусдорфа порядка а , 0< б ̂  1. . 

(it ) Если 2 > (5 > 1 , ^ = g с Ю , то разобьем некоторую ко-
нечнолистнуго часть £) , содержащую % , гладкими кривыми на час­
ти *DK , которые однозначно проектируются в области р 50к , g = 
= £>кп g и снова полагаем 

лв(*)-;гл„(р£к). 
к 

Это определение не зависит от способа разбиения, поскольку 6">1 
[з]. 

Т е о р е м а . Пусть, при использовании обозначений опреде­
ления 2, Е с Д , Л&+1(Е)<оо, 0 « 5 < 1 , CK=izeA;|5(z)|=R}, R>0, 

TR - образ Е п 6ft на © при отображении функцией $ , 1ЯЕ -часть 
^ , отстоящая от Е на е, 8 > О, Т м = $•(E n ' £R £) . Тогда 

при любом е>0 при почти всех R>0 имеем Л ^ Т ^ )<°о и 
00 . -др 

f^ A g (
±
Engft.b) ctfUfcA^tE). (?) 

£ • 0 
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З а м е ч а н и е . Если 6 = 1 , то А^Е) - длина кривой Е ,. 
Лг(Е)=А(Е) - площадь Е , 

щ*ыЬ£.Ш rrJW,-.' 
функция K(R)= ̂  т ̂  измерима. В этом случае интеграл в (7) -

I f?! 

интеграл Лебега и (7) переходит в неравенство ( В > с правой ча­
стью 2,А(Е) вместо А(Е) .Путем несущественных технических усложне­
ний доказательства правую часть неравенства (7) можно заменить 
величиной C6Aff+1(E) , где Се<2, Q,=1. 

Л е м м а 1 . ( 1 ) Пусть ip- обратная к ^ функция, 
2><Х>1, E=q>(^) . Тогда 

A^EhJiv'tW)!4^,. (8) 
« . 

(Li, ) Если Ч лежит на гладкой кривой, то неравенство (7) 
справедливо при сх> 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о ( I ) . Выберем £>0 и-разобьем 
•D на счетное число областей Q- , каждая из -которых ограничена 
кусочно-гладкой кривой и однозначно проектируется на плоскость, 
причем для любых w ,̂ w^eQ.. имеем < 1+а .Если 
<g. = <g n Q. у Е, = ц>(%.) , то в силу того, что а> \ и Q. огра­
ничены кусочно гладкими кривыми, имеем /\а (% )=21 Лд (%.), 

А0<(Е)= ZLAot Ej. . Если Wj -точка fy , то1* 

T^l^jlX^^S^WjrdA^tt+tflcfWjfA^^). (9) 

Выберем достаточно малое г̂ > О и рассмотрим такое покрытие множе­
ства %. кругами |К. \ радиусов ч-т < п ,что 

Если L.m=^(K im) , w-^ -центр K m̂ , z j m = у (wjm) >ToLjm 
содержится в круге с центром z^m радиуса |tf'(wrn)|('1 + t)At:m . 
Поэтому 

UL. эЕ. 

Переходя в этих неравенствах к пределу при г? —»• 0 , получаем 
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И из (8) следует 

ЛЛЕ.КА+еЛуЗДЧЛй), 

hJEl-ZLAJE^il+sfZ^MwfAjt^ 
i *" a V V 

««+£)*Х \mwtd/\^(^fa\ W(wfdAa. (I0) 

С другой стороны, пусть ?C m̂ - такие круги с центрами в некото­
рых точках 2^ т радиусов ^.-М/<^^ , покрывающие Е- , где i^ 
настолько мало, чтобы для некоторого другого малого п >0 выпол­
нялось условие 

Лв(9-7г<1Я;<Л„(Е^)+^. 
Тогда круги К- = 5 ^ w ^ содержатся в кругах с центрами 

w j « . - i ( z j m ' гаРадиуоов | у 1 ^ ) | V и поэтому 

V<ltpVw|)l 1* 
Переходя в (II) к пределу сначала при £ — О, а затем при £ — О, 
получаем 

т .е . снова по (8) имеем 

* J (12) 

Переходя в (10) и (12) к пределу при е-*- 0, получаем утверждение 
(I )леммы."Утверждение ( Ц ) доказывается аналогично. 

Л е м м а 2. Пусть % е £>, Л , + / ^ ) < « ) , ^ R - часть £ , 

проекция которой лежит на /w/= R. . Тогда 
оо 

о ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разбивая *D на не более чем 
счетное число кусков CL , V^N; , однозначно проектирующих-
ся на области Сцт типа областей R- <|\л/|<К:+1 

^+1, где М/т.- кратность покрытия Qjm, 
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из (6) и свойств Лд. находим, что достаточно доказать (13) для 
ijgcQ. , что и предполагается в дальнейшем. Пусть 

к№,иклэвл '— V 

Пусть теперь {кп} - такое покрытие g кругами радиусов Р ^ б , 
что 

£р"«л*и<8)+е, 
и пусть 

Ясно, что 

Тогда 

се) 

Л0(^К<|1тЛ^(^) 

и поэтому 

0 0 

Как нетрудно видеть, 

т.е. 
OQ 

J* Ae(^)dR^2Aff+1(^). (14) 
о 

Лемма доказана. 
С л е д с т в и е . Для каждого е^О и почти всех Я>0 

A,(TR)£)<oo. • (15) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем множество E s точек Е, 
удаленных от дД не менее чем на & , и пусть £L = $(ES). Тогда, 
поскольку функция \§'\ ограничена внутри области /\ , найдется 
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такое Г1>0, что M $ - | s / ( Z ) | для z e Е^ , и путем несложной 
модификации леммы I получаем 

Тогда (15) следует из леммы 2 , поскольку при достаточно малых о 
Tft Л Щ э T R ) £ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . По лемме I 
имеем (z=(f(w)— функция, обратная к w = $-(z)): 

'R-.t •R.£ 
l , £ ' 

1 + 5 

( К ) 

При £—.0 правая часть (1.6) монотонно возрастаем. Пусть последо­
вательность поверхностей 5Эа исчерпывает £) , © а с £) , TR = 
-TRn<D f t . Тогда 

п 1 / <3'+'' I / е+1 
tlnx |cp(w)| сМ =£im, Ш\ы)\ d-Л, 
6 — 0 J a-*-oo J ' 

1+6 

'R,n, 

(• * / д f0 ПрП f* f 
j Um[ g ,/g R'£— Ш ^ Ш й л |c^W)r1dAr)ciR,4 

R..a 

Разобьем f)n , как и в лемме 2, на не более чем счетное число 
кусков U .^ , v**Njm. . которые к тому же столь малы, что 

y;(W) < / | + fZ д л я W ' w « e - Q ; fn - ' г д е 1 > 0 заранее оп­
ределено. Пусть £ ^ = $ n Q!^ , ^m, - характеристическая 
функция и ] ! на 0„ , Е»-< , («») , Ч £ - ; £ W i " ' 
Имеем - -

М+1 . со Ri+1 7 " * Г г 

JodR-Z odR-Zl .(E Z>;>))dA, 
' *.-

otft = 
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V; , _ ян 

' fT"7\ 

Пусть Vv/Д, - произвольная точка из Q ^ . Пользуясь условием 
на разбиение { 0 - ^ \ и леммами I и 2 , продолжим (17) дальше: 

V2ZZLZ1 ( ^ Л ^ р Г ^ Л , . , a£))dR« 

ЯГ+ft — • — f , / , 6 + 1 i л 

j m v e N ^ „то 

-2(1+«zf ** i lvW)roLA f f + 1 -2(1^)WXHtE nV®> 

^ г ( 1 + 7 ) 2 5 + 2 л в + 1 ( Е ) . 

Устремляя здесь п к нулю, получим утверждение теоремы. 
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