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КРИТЕРИЙ БЕСКОНЕЧНОСТИ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ЭНТРОПИИ 
МНОГОМЕРНЫХ КЛЕТОЧНЫХ АВТОМАТОВ 

Доказана бесконечность топологической энтропии для широкого класса мно­
гомерных клеточных автоматов, а именно автоматов, обладающих космически­
ми кораблями. 

В данной статье показана бесконечность топологической энтропии для клеточ­
ных автоматов, обладающих так называемыми космическими кораблями. В этот 
класс входит, в частности, известная "Игра Жизнь" Джона Конвея, а также боль­
шое количество родственных "Жизни" двумерных клеточных автоматов (см. [1]). 
Энтропия линейных клеточных автоматов и автоматов с разделяющим точки отоб­
ражением эволюции (positively expansive cellular automata) была изучена в [2]. 

Рассмотрим d-мерную целочисленную решетку Zd и пространство конфигураций 
П = {0,1}Z с элементами 

a : Z d - > { 0 , l } . 

Значение конфигурации о в точке х € Zd будем обозначать через ах. 
Пусть заданы некоторый конечный набор попарно различных векторов и\,... 

...,us € Zd и функция / : {0,1}S —» {0,1}. Клеточным автоматом с локальны­
ми правилами / называется пара (Q,F), где отображение эволюции F : П —> Q 
определяется по формуле 

{Fa)x = / ( а х + П 1 , . . .,<тх+Пз), x E Z . 

Всюду далее мы предполагаем, что локальные правила / удовлетворяют условию 
/ ( 0 , . . . , 0 ) = 0. 

Носителем конфигурации а назовем множество 

supp а = {х € Zd : ах = 1} С Zd. 

Будем говорить, что конфигурация а финитна, если ее носитель - конечное мно­
жество. 

Сдвигом конфигурации о на вектор v E Zd называется конфигурация Uvcr, опре­
деленная равенством 

(Uva)x = ox-v, x € Zd . 

Космический корабль с периодом р Е N и ненулевым вектором скорости v € Zd есть 
(нетривиальная) финитная конфигурация а, для которой Fpa = Uva. 

70 



Пространство Q считаем снабженным (метризуемой) тихоновской топологией; 
легко видеть, что введенное выше отображение эволюции F и оператор сдвига Uv 
непрерывны в указанной топологии. 

Т е о р е м а . Пусть клеточный автомат (П,F) на решетке размерности d ^ 2 
обладает космическим кораблем. Тогда топологическая энтропия клеточного ав­
томата бесконечна, т.е. 

htop(F) = оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы покажем возможность реализации в данном клеточном 
автомате конкретных динамических систем со сколь угодно большой энтропией. 

Пусть S - оператор правого сдвига в пространстве Е = {0,1}Z двусторонних 
последовательностей из нулей и единиц. Таким образом, 

для любой последовательности f : Z —• {0,1}. Оператор S непрерывен при наделе­
нии Е тихоновской топологией. 

Напомним (см. [3]), что топологическая энтропия динамической системы (Е, S) 
равна ht0p{S) = In 2. Прямое произведение п экземпляров системы (Е, S) есть дина­
мическая система (Еп ,£®п) , где 

s®n{z\...,e) = {sz\...,sei е'еЕ. 
Как известно [3], топологическая энтропия этой системы есть /itop(£®n) = га In 2. 

При I G N пусть К{ = {—Z,..., l}d С Zd - центрированный куб в Zd . 
Пусть a G Г2 - космический корабль с периодом р и вектором скорости v. Най­

дем такое R, что носители конфигураций a, Fa, . . . , Fp~1a содержатся в кубе KR, 
и такое г, что векторы щ,..., us, входящие в определение локальных правил, при­
надлежат Кг. Положим К = KR+T. 

Возьмем произвольный вектор и € Zd , не пропорциональный v, и выберем т £ N 
так, чтобы множества К + га(ги + ju) , i,j G Z, попарно не пересекались1. 

Теперь определим отображение </?п • Е п —* Г2. Пусть 

п 

Суммирование в правой части соответствует объединению носителей, поскольку но­
сители суммируемых конфигураций не пересекаются. Более того, эти конфигурации 
эволюционируют независимо друг от друга вследствие подходящего выбора множе­
ства К и числа т. 

Л е м м а . Отображение (рп является гомеоморфизмом Е п и своего образа 0,п = 
= <£>П(ЕП), который замкнут в П. Кроме того. 

1 Достаточно взять т > 2R + 2г; действительно, вектор (г - i')v + (j - j')u e Zd при (i,j) ф 
Ф (i\j') имеет хотя бы одну ненулевую компоненту, а значит, сответствующая компонента вектора 
га(г - i')v + m(j - j')u по модулю не менее 2R + 2г + 1, что равно стороне куба К. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для f € Un в силу определения </?п и вышесказанного 

\ ( M ) : « = 1 / 

= 5 ^ ^ m ( i V + ^ ) ( ^ m P H ) = X I Um(iv+ju)(Umv(<*)) = 

= X ! ^ ( ( i + l K H j t o t e ) = X ^ m ^ + j u ) ^ ) = ^ п ( 5 0 П ( О ) . 

Заметим, что при достаточно большом 7V точки £, т/ Е Еп , для которых £;? = 7/f при 
j = 1 , . . . , п и |г| < iV, переходят в конфигурации у>п(0 и ^п(^), совпадающие на 
сколь угодно большом центрированном кубе в Zd . Следовательно, </?п непрерывно. 

Множество Qn = (^n(En) компактно как образ компакта Ип при непрерывном 
отображении; ср~х непрерывно, так как <рп - непрерывное взаимно однозначное отоб­
ражение одного компакта на другой. А 

Наконец, для энтропии отображения эволюции F справедлива оценка 

h (v\ ^ t op (F^ ) ^ / i t o P ( F m p b J n ln2 
mp mp mp 

откуда в силу произвольности п имеем ht0p(F) = oo. A 

Статья посвящается нашему учителю А.Н. Землякову. 
Авторы благодарны П.С.Бачурину и С. А.Пирогову за помощь при подготовке 

статьи. 
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