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Питер Л аке

При решении временных задач для гиперболических дифферен­
циальных уравнений методом конечных разностей приближенное реше­
ние в момент t вычисляется по формуле S"cр. Здесь t =  яД, <р — пред­
писанные начальные данные, a S i  -  конечно-разностный оператор, 
заданный на сетке, шаги которой пропорциональны Д.

Конечно-разностные операторы с переменными коэффициентами 
представляют собой хоть и специальный, но типичный пример опера­
торов свертки с переменными коэффициентами, т. е. операторов вида

где зависимость от параметра Д =  ДГ выражается очень просто:

cdy  задает меру2), зависящую от х  как от параметра, причем пол­
ная мера равна 1, й — размерность у.

Хорошо известно (и это легко показать, см. [13]), что приближен­
ное решение сходится к точному решению в момент t =  п& при 
всех интегрируемых с квадратом начальных функциях тогда и только 
тогда, когда конечно-разностное уравнение устойчиво в следующем 
смысле: операторы 5 "  равномерно ограничены по норме в смысле Z2 
в области я Д <  1. В настоящей работе мы исследуем услоЬия, доста­
точные для устойчивости.

Если с не зависит от х, то 5д является настоящим оператором 
свертки и его свойства можно исследовать при помощи преобразова­
ния Фурье

где С(£) — преобразование Фурье — Стильтьеса с. Ясно, что устой­
чивость имеет место тогда и только тогда, когда

для всех действительных %. Заметим, что при 1 =  0 имеет место знак

0  L a x  Р. D., On the stability of difference approximations to solutions of hy­
perbolic equations with variable coefficients, Communications on P ure and Applied  
M a t h e m a t ic s14 (1961), № 3, 497—520.

2) В этой статье мы будем иметь дело со случаем мер с матричными значения­
ми и с вектор-функциями. Но в введении мы говорим для простоты только о ска­
лярном случае.

(ЗД(£)=С(£/Д)Й($),

|С (?)|<1

равенства,

5*
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Произведя в случае переменных коэффициентов преобразование 
Фурье — Стильтьеса по у, мы получим функцию С(х; £). Легко пока­
зать, что если условие

• | С (* ;0 | < 1  (1)

нарушается при каких-нибудь х  и то устойчивости нет. Фон Нейман 
поставил обратную задачу: будет ли иметь место устойчивость, если 
условие (1) выполнено для всех х  и %. В настоящей работе мы пока­
зываем, что при некоторых дополнительных условиях, которые в слу­
чае одного пространственного переменного мало ограничительны, норма 
оператора S& равна

||5д||=1+0(Д).

Ясно, что это означает устойчивость. Одно из условий состоит в том, 
что С(х; ?) удовлетворяет условию Липшица в следующем смысле:

| С(х) — С(х') |<  const |* — л:' (,

где левая норма равна максимуму по всему ^-пространству функции С 
и ее производных по I до некоторого порядка.

В доказательстве используются так называемые локальные энер­
гетические неравенства. Этот метод был применен Фридрихсом для 
доказательства устойчивости конечно-разностных операторов с неотри­
цательной мерой с (см. [3] или [8]). Дальнейшие приложения этого 
метода были даны Лизом в [10], [11]. В настоящей работе мы покажем, 
что энергетический метод применим тогда и только тогда, когда 
1 — \ С р можно разложить в сумму квадратов с положительными коэф­
фициентами

Р  == 1 -  | С21 =  Yiwj (■*) ID) (■*; '*) I2’

где как wjy так и Dу. удовлетворяют по х  условию Липшица. Так как 
мы уже предположили неотрицательность Р — \ — j С*21, возникает 
вопрос: какие неотрицательные функции могут быть так разложены? 
Трудность получения этого разложения связана с тем, что Р  обра­
щается в нуль при %, =  0. В случае одного переменного легко показать, 
что если порядок нуля функции Р  при % =  0 меняется в окрестности 
точки не больше, чем на 2, то Р  можно записать в указанном выше 
виде. Для многих переменных такое разложение не всегда возможно, 
если Р  имеет нуль высокого порядка; однако § этом случае иногда 
удается доказать устойчивость относительно других, должным образом 
подобранных норм.

Наше рассмотрение касается лишь конечно-разностных операторов, 
т. е. случая, когда носитель С сосредоточен на сетке. При этом С 
является периодической функцией \\ методы настоящей работы также 
применимы и к случаю, когда С достаточно мало при больших ij.

В § 1 выводятся энергетические неравенства для решений сим­
метрических гиперболических уравнений. В § 2 приводятся основные 
понятия, касающиеся конечно-разностной аппроксимации. В § 3 энер­
гетическим методом выводится основное неравенство в случае одного 
пространственного переменного. Случай нескольких переменных рас­
смотрен в § 4.
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§ 1. Симметрические гиперболические дифференциальные
уравнения

Рассмотрим произвольную линейную симметрическую гиперболиче­
скую систему дифференциальных уравнений с частными производными 
первого порядка, т. е. систему вида

ut =  Gu, (1.1)
где

c = i , A> - k + B - (1.2)

Aj — действительные симметрические матрицы, и 
Мы будем предполагать, что матрицы А} зависят

переменный вектор, 
от х  и от t и имеют

по ним ограниченные производные первого порядка.
Обозначим через С* оператор, сопряженный оператору G относи­

тельно скалярного произведения пространства Z2. Поскольку матрицы 
Ар по предположению, симметрические, то

о * -  Е Д л + * * -  Е л  Д  1
здесь Ар j — сокращенное обозначение для dAjjdxР Таким образом,

G +  O* =  В +  В* - Y i A jtp (1.3)

Поскольку мы предположили, что А} имеют ограниченные первые 
производные, оператор G +  О* ограничен. Такой оператор G можно 
назвать „почти антисимметрическим".

В дальнейшем мы будем обозначать скобками ( , )  скалярное про­
изведение вектор-функций, понимаемое в смысле скалярного произве­
дения пространства Z2 по пространственным переменным. Пусть и 
является решением системы (1.1). Обозначим через E(t) величину (и, и):

Е  (t) =  (и, и).
В силу уравнений (Т.1) и ограниченности оператора G -j- G*,

дЕ-jj-  =  (и*, й) +  (й, ut) =  (Gu, й) +  (и, Gu) =

=  (й, G - f  G*u) <  М (и, й) =  ME (t),
где М — верхняя грань норм G -j-G * . Из дифференциального нера­
венства

легко вывести, что

Е Ц ) < е ш Е (  0). (1.4)

Величина Е (t) называется энергией в момент t. Для уравнений мате­
матической физики, таких, как, например, уравнения Максвелла, 
Е  есть полная энергия системы в момент t. Неравенство (1.4) назы­
вается энергетическим неравенством ; такие неравенства играют 
центральную роль в теории гиперболических уравнений.

Если оператор G строго антисимметричен, т. е. если

B + B * - Y i A h ;  =  0,
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то Е (() равно константе, т. е. энергия сохраняется. В случае посто­
янных коэффициентов это можно показать и с помощью преобразо­
вания Фурье. Обозначим через U преобразование Фурье и , а через %• ■ 
двойственное переменное. Система (1.1) перейдет тогда в систему

Ut =  i { Y i A h ) u . '

Решим обыкновенные дифференциальные уравнения

U =  exp j i  2  Ajlj ) }  U(0).

Поскольку экспоненциальная функция от антисимметрической матри­
цы есть матрица унитарная, мы получим, что

не зависит от времени. Интегрируя по % и используя равенство 
Парсеваля, мы вновь получим закон сохранения энергии.

§ 2. Конечно-разностные уравнения и их порядок точности
Обратимся теперь к изучению аппроксимации дифференциальных 

уравнений вида (1.1) конечными разностями. Мы будем исследовать 
так называемые двуслойные уравнения, т. е. такие уравнения, 
которые связывают между собой значения функций в два различных 
момента времени: в момент t и в  момент t +  Д t. Значение функции и 
в момент / -f  Д/ выражается через ее значения в момент t:

u (t +  U) =  Su(f). (2.1)

Здесь 5  — оператор, зависящий от Д. В связи с потребностями чис­
ленных методов рассматриваются такие операторы S, значения которых 
зависят лишь от значений и в узлах сетки. Чтобы уравнения (2.1) 
были однородными, мы будем делать шаги сетки пропорциональными Д. 
Для простоты обозначений будем считать, что длины шагов кратны Д 
и будем писать

(Su) (х ) =  £  Cj (х , Д) и (х  -  Д у),' (2.2)
)

где у — сложный индекс, а С;- — матрицы.
Предположим — и это условие действительно выполняется для 

всех операторов, встречающихся на практике, — что .коэффициенты 
Cj(x, Д) являются гладкими функциями Д:

Су (*, Д) =  С;. (х) +  ДC f  (х) +  . . .  +  О (Д9). ; (2.3)
Су ( * )  =  Су ( * ,  0) называется главной частью Су (х , Д); оператор 5 0,

(50ц) (х) =  2  Су (х) й (* — Ду), (2.2")

называется главной частью оператора S.
Преобразование Фурье по у матрицы {Су (л:)} называется коэффи­

циентом усиления оператора S q1) и обозначается через С (х ‘Л):

С(*;б) =  2 С у ( * )е ,л-, ; (2 *-4)

2) Коэффициент усиления (amplification factor) — термин, в нашей литературе
не встречавшийся. Даем его перевод по аналогии с техническим термином.
Прим, перев.
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Е сл и  S состоит из суммы конечного числа членов, т. е. если в правой 
части равенства (2.2) лишь конечное число коэффициентов С;- отлично 
от 0, то уравнения (2.1) называются явными. В этом случае коэффи­
циент усиления является тригонометрическим полиномом. Мы будем 
рассматривать здесь как явные, так и неявные разностные уравнения. 
В последнем случае будем предполагать, что коэффициенты Cj экспо­
ненциально затухают с ростом |у|. Для всех конечно-разностных урав­
нений, имеющих практическую ценность, это условие выполнено. 
Из него следует, что коэффициент усиления аналитичен при действи­
тельных %.

О п р е д е л е н и е .  Порядком точности конечно-разностных 
уравнений (2.1) называется такое наибольшее число р, для  
которого все решения дифференциальных уравнений (1.1), 
имеющие непрерывные производные до (р  +  1)-го порядка, удовлет­
воряют конечно-разностным уравнениям  (2.1) с точностью до 
величин порядка

0 (  Др+1).
Давая это определение, мы молчаливо предполагаем его разум­

ность, а именно, что коэффициенты в уравнениях (1.1) настолько 
гладкие, что они допускают р + 1  раз дифференцируемые решения.

Используя формулу Тейлора, легко вывести алгебраическое 
условие того, что конечно-разностные уравнения имеют р -й порядок 
точности. Пусть

+  ^  +  0(Д *+»).
п<р '

Если и удовлетворяет дифференциальному уравнению du/dt =  Gu, то
1 и
-jfin =  Gnu +  члены низшего порядка.

Таким образом, получаем

й(* +  Д) =  2 ^ 0 ' ‘и +  . . .  +  0 (Д *+ * 1)- (2.5)
П<Р

Разлагая в свою очередь в ряд Тейлора члены в правой части фор­
мулы (2.2), мы получаем

(S « ) ( jc) =  £  CjD<iu +  0(bP+l), (2.6)
. h  I q I < p

где q — сложный индекс2).
Согласно определению порядка точности, выражения (2.5) ш (2.6) 

отличаются на величину порядка 0 (Д р+1), следовательно, коэффици­
енты при Дл в правых частях (2.5) и (2.6) должны совпадать при 
л  =  0, 1 , . . . ,  р :

Gn=  2  ( — j  )qCj (х) Dq +  члены низшего порядка. (2.7)
j , \q\ =  n

) Здесь j  =  ( jv . q = (ql9 qn), | q I =  qx +  • . . +  q*
d k

l  — j ) q =  ( — Л)^1 • • • ( — jn)9k, D = ----- -------------—  , q\ =  q x\. . .  q̂ \. — Прим. ped .
dx\l . . . d x kk
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Здесь Cj (х) — главная часть коэффициента C j(x, Д). Главную часть 
правой части равенства (2.7) удобно выразить через коэффициент 
Усиления С, который был определен в (2.4). Коэффициент при D4, 
\q j =  п, равен

i4 -щг с  (ПРИ * "  °)»

а коэффициент при D9, | q \ =  п, в левой части (2.7) равен

( -  <¥ Щ г е*и  (ПРИ * =  °)»

где ХА означает 2  
/

Этим доказана

Т е о р е м а  2.1. Если конечно-разностные уравнения  (2.1), (2.2) 
аппроксимируют дифференциальное уравнение (1.1) с р-м поряд­
ком точности, то для малых X при всех х

С (х; X) =  e~iiA(x) +  0 (  | X |'+»).' (2.8)

Аналогичные алгебраические условия можно привести и для чле­
нов высших порядков, входящих в оператор.

Т е о р е м а  2.2. Если коэффициенты S0 являются симметри­
ческими неотрицательными матрицами, то уравнения (2.1) 
имеют первый порядок точности всегда, за  исключением, быть 
может , очень специального случая, когда систему дифференци­
альных уравнений (1.1) можно расщепить на отдельные урав­
нения с целочисленными коэффициентами, связанные м еж ду  
собой только членами нулевого порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Порядок точности разностных уравнений 
должен быть не ниже первого. Применив теорему (2.1) при р =  1, мы 
получим, что

Ц с , . =  £ ,  2/*<?,• = - Л * .  (2.9)

Обозначим через Ви матрицу

Поскольку Cj — неотрицательные матрицы, то для произвольных век­
торов и и v  справедливо неравенство Шварца

(CjU, v)2<C(CjU, и) (CjV, v).

Таким образом, мы видим, что

(Ли, 'v f= \ ^ i j{C Ju, v) j 2<  { £ ; ' ( £ > .  u)'i*(CjV, v)'!^

(индекс k здесь опущен). Согласно неравенству Шварца, последнее 
выражение в правой части не превосходит

2  J 2 (Cju' и) 2  (c ;v < v) =  {Ви, и) {V, v).
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При выводе этого равенства мы воспользовались определением В  и 
первым из равенств (2.9). Полагая v =  Аи, получаем

(Аки, Аки) =  (А\и, и) <  (Вки, и).
Мы утверждаем, что всегда, за исключением специальных случаев, 
упомянутых в формулировке теоремы 2.1, для некоторой функции и 
выполняется строгое неравенство. А это означает, что А\ФВк. 
Поэтому из того, что

ж С( Е) — и
и из теоремы (2.1) вытекает, что порядок точности аппроксимации 
ниже второго.

Для того чтобы мы могли поставить знак равенства, применяя 
неравенство Шварца в первый раз, и и v должны быть при всех у 
пропорциональны с точностью до вектора из нуль-пространства мат­
рицы Су.

vk = Agi = ak, jU + nr  (2.10)
где Cjtij =  0. Кроме того, коэффициенты пропорциональности должны 
быть при всех у одного знака.

Чтобы равенство выполнялось при вторичном применении нера­
венства Шварца, величины у'|(С^й, и) и (Cyvh, vk) должны быть про­
порциональны. Подставив вместо vk его значение и пользуясь тем, 
что а*, ] имеют один и тот же знак при всех у, мы увидим, что 
dk, j =  const - j k, где константа может зависеть от k. Подействовав на 
уравнение (2.10) матрицей Ср получим

CjAku =  const- j kCjU.
Просуммировав эти равенства по у, мы получим, что, в силу ра­
венств (2.9), константа равна — 1. Таким образом,

С) — i  f i j-
Повторные использования этого равенства дают нам, что

C]AkAh — j j f i i
и, вообще, что

CjP(A) =  P ( - j ) C j

для любого полинома Р  от нескольких переменных. Суммирование 
по у дает

Р (Л ) =  £ / > ( - у ) с , .

Из этих формул мы можем заключить, что
(1) матрицы Ak коммутируют между собой;
(2) матрицы Cj являются матрицами проектирования на взаимно 

ортогональные пространства;
(3) собственные значения Аь — целые числа.
Из (1) следует, что матрицы Лу- можно одновременно привести 

к диагональному виду. Это преобразование сведет тогда систему (1.1) 
к системе отдельных уравнений с целыми, согласно (3), коэффи­
циентами. Таким образом, доказательство теоремы завершено.

Основная задача, возникающая при конечно-разностной аппрокси­
мации дифференциальных уравнений, — это задача о сходимости ре­
шений конечно-разностных уравнений к решениям дифференциальных 
уравнений.
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Оказывается, вопрос о сходимости, которую мы назвали выше 
устойчивостью, тесно связан со справедливостью аналогов энергети­
ческих неравенств. Более точно:

О п р е д е л е н и е .  Конечно-разностная система уравнений (2.1) 
называется устойчивой, если норма в Ь2 степеней S ограни­
чена, т. е. если существует т акая константа М, что

||£«(Д)Ц<Ж  (2.11)

для  всех п и А из област и  лД -< 1.
Хорошо известна следующая теорема, доказательство которой 

несложно (см., например, [13]).

Т е о р е м а .  Пусть и —лю бое достаточное число р а з  диф­
ференцируемое решение дифференциальных уравнений (1.1), а  
и а — т акое решение конечно-разностных уравнений (2.1),. что 
Ua — u при t =  0. Предположим, что конечно-разностные уравне­
ния (2.1) устойчивы. Тогда для любого t из некоторой област и, 
например для t <  1,

II и (() — Ид (t) II <  const Др,

где р  — порядок точности аппроксимации, а значение константы 
зависит от величины производных и и не зависит от Д.

Эта теорема показывает, что из устойчивости вытекает сходи­
мость и что окончательная ошибка имеет по Д тот же порядок, что 
и сумма локальных ошибок на каждом шаге. Требование устойчи­
вости, обратно, близко к необходимому условию сходимости. Поэтому 
мы будем дальше заниматься условиями устойчивости конечно­
разностных уравнений. Рассмотрим сначала случай, когда коэффи­
циенты Cj не зависят от х  и Д. Оператор S  будет при этом опера­
тором свертки, и его можно изучать при помощи преобразования 
Фурье. Точнее, пусть U — преобразование Фурье функции и, тогда 
преобразование Фурье от Su имеет вид С (I) U (£), где С — коэф­
фициент усиления, определенный выше. Преобразование Фурье от 
$ пи равно CnU. Так как преобразование Фурье не меняет нормы Ь2, 
то мы видим, что устойчивость конечно-разностных уравнений зависит 
от того, будут ли равномерно ограничены степени матрицы С(£). 
Очевидное необходимое условие содержится в критерии фон Неймана:

Д ля того чтобы конечно-разностные уравнения (2.1) были 
устойчивыми, необходимо, чтобы собственные значения коэффи­
циента усиления С(|) по модулю не превосходили  1 при всех 
действительных %.

В несколько усиленной форме этот критерий достаточен для 
устойчивости.

Т е о р е м а  2.3. Предположим, что коэффициенты операт ора S  
не зависят от х и от Д и что коэффициент усиления С опера­
тора S удовлетворяет следующему условию:

Д ля  каж дого  действительного $ существует матрица N(%), 
т акая, что норма Cn =  N~lCN не превосходит \, т. е. что

C*nCn < E ,  (2.12)

а  нормы N  и . N~x равномерно ограничены некоторой констан­
той т, не зависящей от Тогда конечно-разностные уравнения 
устойчивы.
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Д о к  а з  а т е л ь с т в о .  Преобразование Фурье S nu равно

C 4 J= N C nNN-'U.
Поэтому, в силу предположений, сделанных нами о (Дг, N  и N~l,

||5яй||-||С"£/||<да?||г/|Н/я*||и||,
а это и есть устойчивость.

Необходимые и достаточные условия устойчивости были даны 
Крейсом [6].

Условие (2.12) означает, конечно, что собственные значения А(£) 
матрицы С(£) удовлетворят при всех действительных % условию

1М6) 1<1.
Поскольку С(%) является аналитической функцией 5, А ($) — тоже 
аналитические функции, имеющие, быть может, точки ветвления. 
Следовательно, либо | А (£) | =  1 для всех действительных %, либо 
\ А (I) | < ; 1 при всех действительных кроме счетного множе­
ства точек. В интересных случаях первая возможность редко осуще­
ствляется. Обратимся ко второму случаю. Задав произвольное поло­
жительное е, можно разложить U (V) следующим образом:

и = и ,  +  и 2,

где | А (£)| < 0<  1 на всем носителе Uv а ||̂ 2|1<Се- Известная тео­
рема о матрицах гласит, что если спектральный радиус матриц С(£) 
меньше 0, то для любого положительного 8 и для достаточно боль­
ших п справедлива оценка ||C"(E)|Kconst|0-j-8|". Это показывает, 
что норма || Snul || стремится к нулю, когда п стремится к бесконеч­
ности. По теореме 2.3

|| Snu21| <  m21| и21| <  гпЧ.

Отсюда мы заключаем, что
11$Я« 1 Ь 0

для Всех и. Как заметил Фридрихе, тут имеется резкое отличие от 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, у ко­
торых £ 2-норма решений все время постоянна.

§ 3. Устойчивость конечно-разностных уравнений 
с переменными коэффициентами в случае одного 

пространственного переменного
Т е о р е м а  3.1. Конечно-разностные уравнения (2.1) устой­

чивы, если в уравнениях (2.2) коэффициент усиления опера­
тора S удовлетворяет следующим условиям:

(I) С удовлетворяет по х условию Липшица, т. е.
||С(л;) — C (* ')| U <  const •|jc — .x/|, (3.1)

где норма ||С||д определяет ся как  максимум по % норм С(£) 
в некоторой полосе вокруг действительной оси %.

(II) Все собственные значения А =  А(л;; £) матриц С(х; £) 
удовлетворяют неравенству

| Ч < 1
для  всех х и всех действительных \ ф  0 mod 2«.
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(III) Д ля % из окрестности О

С*С =  E —Q ( л : ) - f  О (£29+1), (3 .2 )
где целое число q не зависит от х , a Q положительно опреде­
лено при всех х.

У сл ови я  (II) и (III) выражают несколько усиленное условие 
фон Неймана. Чтобы понять смысл константы q , появившейся в (3.2), 
заметим, что если р  — р{х)  есть локальный порядок точности, т. е. 
наибольшее из целых чисел, для которых при данном х

С (х ; ?) =  е - ^ ^ 5  +  0 ( ^ + 1), 
то

• С*С =  Е 0(% р+1).

Таким образом, 2q >-/7+ 1 , если р  нечетно, и 2q~̂ > р  +  2, если р  
четно, причем, вообще говоря, имеет место равенство. В этом случае 
постоянство <7 означает, что при изменении х  локальный порядок 
точности изменяется не больше чем на единицу.

Для доказательства теоремы 3.1 нам понадобится следующая 
лемма (доказательство которой мы отложим до конца параграфа).

Л е м м а  3.1. Если условия (II) и (III) выполнены, то сущест­
вует т акая бесконечно дифференцируемая по х и % матричная 
функция М — М (х ; Ч), что

a) М положительно определена,
b ) С * М С < М ,
c) М — С*МС =  Q' (х) +  О ),

(3 .3)

где I м ало , a Q' положительно определена.
Для простоты рассмотрим сначала случай, когда М =  Е. В конце 

параграфа мы укажем на модификацию, которую надо провести, рас­
сматривая случай М Ф  Е.

В силу справедливости предположений (3.2) и (3.3) при М == Е  
мы можем записать, что

Е — С*С =  | ei(- — 1 \2чр ( j c , £), (3 .4)
где матрица Р  положительно определена при всех х  и I. Пусть / — 
матрица, квадрат абсолютного значения которой равен Р :

1*1 =  Р. (3 .5 )
За / можно, например, принять квадратный корень из Р, хотя позже 
мы покажем, что другой выбор может оказаться предпочтительнее. 

Определим D следующим образом:

D =  ( e * ~  I)9 /;

тогда равенство (3.4) можно переписать в виде
С*С +  D*D  =  Е. (3 .6 )

Определим теперь матричную функцию К  =  К  (-*; д) равенством
К  =  С* (х; t)C (x ; д) +  D* (х-, %)D(x\ д). (3.7)

Поскольку матрица D аналитически зависит от С и С*, она анали- 
тична по £ и удовлетворяет условию Липшица по х. Матрица К  
обладает теми же свойствами, в частности, К  удовлетворяет условию 
Липшица

(О || К {х) — К  (х') ||5 -< const • |л: — * ' 1, (3 .8 )
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где норма ||/С (дс) [|5 является суммой £ г норм частных производных от К  
до второго порядка по % и до третьего порядка по т].

В формуле (3 .7 ) К  представлено в виде суммы двух вырожденных 
положительных ядер. Поэтому из нее вытекает следующее нера­
венство:

(И ) 5 C{%)U{%)d% (3 .9 )

справедливое для любого л; и любой интегрируемой с квадратом пери­
одической ‘функции U (£).

(III) В силу (3 .6 ) при \ =  т) равенство (3 .7 ) переходит в

К {х -Л Л )^ Е . (3 .10)

Разложим К  в ряд Фурье по $ и тр

К(Х'Л, =  С3 ' 11)

Свойства (I), (II), (III) функции К  можно следующим образом выразить 
через свойства ее коэффициентов Фурье:

(I) I ( * 'Ж
const- \х — х'

\l |2 I те |3
(3 .8 ')

Это неравенство получается следующим преобразованием интегрального 
выражения для коэффициентов Фурье: производится интегрирование 
по частям два раза по £ и три раза по тр а получившийся интеграл 
оценивается по неравенству (3 .8).

Обратимся к неравенству (3 .9). Разложим в обеих его. частях U, 
С и К  в ряды Фурье. Пусть

U Ш =  X  WJ e~ii% •

Тогда
(II) Для всякого х  и всякой суммируемой с квадратом последова­

тельности векторов {Wj}

I X  Cj (х) wy 2 <  £  щ К и m (*) w„ (3 .9 ')

Обратимся теперь к равенству (3.10). Разложив обе его части в ряды 
Фурье и приравняв коэффициенты при соответствующих членах, полу­
чим равенства

(3 .10 ')

где 8r>i — символы Кронекера.
Пусть и — вектор-функция л:; обозначим ее значения в точках 

сетки л: == М  через ик, а значения S0u через vk:

== % (^)>  ~  (Soи) ( ^ ) -
Подставив эти сокращенные обозначения в формулу (2 .2 ") , получим

^  =  X е ;

Применяя неравенство (3 .9 ')  к =  мы получаем „локальное 
энергетическое неравенство"

KI2<X U *k ~ l  K l , m (М) U k - m  • (3.12)
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Просуммируем эти неравенства по k, введя в тройной правой сумме 
новые индексы суммирования k — 1 =  г и k — m =  s:

2 1 ■ i! <  2  л  * т  и (3 .1 3 )

Перепишем правую часть (3 .13) в виде

£  « Х - г .  (гА) « ; +  £  (М ) -  /с (гД)}4_„  (3 .1 4 )

Произведя в первом члене сначала суммирование по k, мы ндйдем, что* 
в силу равенства (3 .10 '), он равен ^ | йг|2. Поэтому из (3 .13) мы полу­
чим, что

£  К I 2 <  £  К I 2 +  остаточный член, (3 .1 5 )

где в остаточный член входит- вторая сумма из (3 .14). Пользуясь не­
равенством (3 .8 ') , можно получить для остаточного члена следующую 
оценку сверху:

— r f ( k — s f  1 11 1-

По неравенству Шварца

2 | « , |  l « J < l « r l2 +  l « J 2,
поэтому остаточный член можно оценить сверху величиной

0  И  ( k  —  r f  ( k  —  s f  ( I U r I2 +  I u s I2 )•

В членах, содержащих \ur\, мы произведем сначала суммирование 
по k и s, а в членах, содержащих | us |, — по k и г. Вводя при этом 
индексы суммирования k — г =  I и k — s — т, мы придем к следующей 
оценке сверху для остаточного члена:

0 ( Л ) £ | « ,1 2-

Следовательно, (3 .15) можно записать в виде

£ i * M 2 < ( i + ° ( д ) ) £ к 1 2-

Пусть у — любое число между 0 и Д. Введем обозначения

«*(У) =  я ( АА +  У)» ®*(У) =  (5  o « ) ( ^A +  y)-
Как и раньше, можно вывести неравенство

£ | « » ( у ) 12<(1 +  0 ( Д ) ) £ | * . < у ) 12.
Интегрируя это неравенство по у от 0 до Д, получим

||50«| Р < (1 +  О(Д))||нГ.

Это неравенство означает, что норма оператора S0 ограничена величи­
ной 1 +  0 (Д ). Поскольку 5  отличается от своей главной части на ве­
личину порядка О(Д), то, в силу неравенства треугольника,

||5||<||50|| +  О ( Д ) = 1  +  О(Д). (3 .16 )

Если и — произвольная гладкая функция, не зависящая от Д, то

|5й|| =  я +  0 (Д ),
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а это означает, что в формуле (3 .16) должен стоять знак равенства:

5 | | = 1 + 0 (Д ) .

Из (3 .16) мы можем вывести далее неравенство

15" II <  II *5 И" <  {1 +  О (Д)}« =  еп0 <Л),

которое показывает, что при яД < ; 1 нормы S" остаются равномерно 
ограниченными. Это значит, что имеет место устойчивость, что и было 
сформулировано в теореме 3.1.

Проиллюстрируем нашу теорию примером одного дифференциаль­
ного уравнения:

ut =  аих -f- Ьи,
где а, b — функции х  и t. Аппроксимируем дифференциальный опера­
тор явным трехточечным разностным оператором, имеющим ровно вто­
рой порядок точности. В трехточечной схеме коэффициенты Cj не 
равны нулю лишь при j  =  0, + 1 ,  поэтому коэффициент усиления С(£) 
этого уравнения есть тригонометрический полином первой степени. 
Согласно теореме 2. 1,  для второго порядка ‘точности необходимо, 
чтобы

С (£) =  e~lai +  О (£3).

Из этого условия коэффициенты С определяются единственным обра­
зом. Простая выкладка дает, что

С (I) =  1 — ia  sin % — а 2 (1 — cos S).

Столь же простая выкладка показывает, что
1 — | С (Е) |2 =  (а2 — а 4) (1 — cos %)2

неотрицательно тогда и только тогда, когда |а|-<1. Положим в этом 
случае

К  (Е, т]) =  С{%) C (tj) +  (а2 — й4)(1 — cos %) (1 — cos r\). 
Непосредственное вычисление дает

/ а2 (1 — а) а (а2— 1)

{К ы )  =
а  (а 2 — 1)

2

‘ О

1 а 1

О \

а  (1 — а2)

а (1 — а2) а 2 (1 +  а)
2 2

Следовательно, локальное энергетическое неравенство имеет вид

у2\ -21 19   й2 ( 1 — а ) 2 , о. 2 . а2 (1 +  а) 2 ,
I | g ЙА -  I ~Ь(1 — & ) U-k ~\------- 2----- й* +1 +

+  Я(й2 1)[ЙА-1Й* WfettA+lI*
Прежде чем идти дальше, нам надо сделать еще несколько замечаний.

1) Рассмотрим случай явных конечно-разностных уравнений, т. е. слу­
чай, в котором в оператор S  входят значения й, взятые в точк'е х  и в N  
точках слева и справа от х. Коэффициент усиления будет при этом 
тригонометрическим полиномом степени N, следовательно, Е  — С* С и Я  
будут неотрицательными тригонометрическими полиномами степени 2N  
h 27V— 2q соответственно. По теореме Розенблатта [14], которая обоб­
щает на матричный случай теорему Фейера — Рибса, за I можно выбрать 
тригонометрический полином степени N —q. Таким образом, D, а по­
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тому и К  будут тригонометрическими полиномами степени N  по X и по 
т) в отдельности. Это значит, что в локальном энергетическом неравен­
стве (3 .12) в правую часть входят значения только тех и, кот о­
рые входят в левую часть. Это свойство может оказаться полезным 
при распространении нашего метода на смешанную задачу с начальными 
и граничными условиями.

2) Роль условия (III) состоит в том, чтобы гарантировать нам, что 
квадратный корень D из Е — С*С  гладко зависит от $ и удовлетво­
ряет по х  условию Липшица. Необходимость какого-нибудь условия 
такого рода показывает пример скалярной функции

р (х ; Х) =  х 2 +  Х2,

квадратный корень из которой не является достаточно гладкой функ­
цией X.

3) Функция р, которая встретилась нам выше, сама не равна квад­
рату гладкой функции, но равна сумме квадратов. Для нас, конечно, 
вполне достаточно иметь такое представление' Е — С* С, а его можно 
получить при более слабых ограничениях, чем (III). В скалярном случае 
справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а  3 .2 . Пусть р (х\ X) — гладкая функция X, удовлет­
воряющая по х условию Липшица и положит ельная при ХфО. 
Обозначим через 2q (л:) порядок нуля р  при 6 =  0. П редположим, 
что в некоторой окрестности каж дой точки х , q (л:) меняется  
не больше чем на  1. Тогда р  можно представить в виде линейной 
комбинации квадратов с положительными весами-.

где d k — гладкие функции X, mk от X не зависят и как d , так 
и т удовлетворяют по х условию Липшица..

Н а б р о с о к  д о к а з а т е л ь с т в а .  Нужное представление мы 
будем строить локально; представление в целом можно затем получить 
при 'помощи разложения единицы. Пусть х 0 — фиксированная точка. 
Если q (x 0) равно нулю, то функция р  положительна в достаточно 
малой окрестности jt0 и ее можно представить как квадрат своего 
квадратного корня. Рассмотрим теперь случай q (л;0) =  1. Определим 
для х, достаточно близких к х 0 функцию £(.*:), положив ее равной 
тому значению £, при котором

р{х\ X)
достигает минимума. Поскольку в точке минимума первая производная 
обращается в нуль,

/>5(л:;£) =  0 при Х =  Х(х).
По предположению q (x 0) равно 1, следовательно, р  имеет в точке х0 
нуль в точности второго порядка, а значит р# (х 0; 0) Ф 0. По теореме 
о неявной функции £(л:) зависит от х  так же, как и р е, т. е. удовлет­
воряет условию Липшица. Определим теперь функцию

т(х) =  р(х-, &(*)).

По построению р  (jc; X) — т (х) равно нулю при X =  X ( * ) .  Поскольку 
функция р — т неотрицательна, этот нуль будет иметь порядок, не 
меньший двух. А поскольку /7̂  (л;0; 0) ^  0 для л:, достаточно близких 
к х 0, порядок этого нуля не больше двух. 'Следовательно,

р (х ;Х )— т(х) =  (Х — Х(х))2р 1(х,Х),
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где р х — положительная функция. Положив

мы получим нужное нам представление

р =  m -\-d* 2.
Случай q (л:0) >  1 сводится к случаю q (л:0) =  1 следующим обра­

зом. По предположению, q (х) q (jc0) — 1 'для х, близких к л;0. Это 
значит, что р  делится на £20<*о>-2 при этих х. Поэтому мы можем при­
менить предыдущие рассуждения, взяв р/ф яМ -2 вместо р.

Было бы интересно описать класс неотрицательных функций, кото­
рые представимы в виде суммы квадратов с положительными весами. 
Условия, приведенные в теореме 3 .2 , достаточны, но не необходимы.

4) Докажем теперь обратное утверждение. Если справедливо 
локальное энергетическое неравенство (3 .9 ') , то Е — С*С можно 
представить в виде линейной комбинации квадратов с полож и­
тельными весами.

Действительно, в силу неравенства (3 .9 ') ,

Ci wi\
является неотрицательной эрмитовой формой. Поэтому, согласно теории 
эрмитовых форм *), ее можно записать в виде линейной комбинации 
квадратов абсолютных величин линейных форм ZA(®) с положитель­
ными весами mk:

Y im^ Lk(w)\2-
Положим теперь2) Wj =  eiJ^a, где а  — фиксированный вектор. Тогда 
мы получим, что

X  (а, К , та) *  (* -« е  -  | С (6) а  |2 =  X  I ■Dk {I) а  |2,

где через Dh(%) обозначены Lk{e1̂ ). В силу равенства (3 .10 '), первый 
член в правой части равен \af, а поскольку вектор а  произвольный, 
то мы можем отсюда заключить, что

E - C * C  =  Y ,m k D*k Dk,

что и требовалось доказать.
Обратимся теперь к доказательству леммы 3.1. По хорошо извест­

ной теореме, всякую матрицу можно трансформировать в матрицу, 
у которой все элементы ниже диагонали равны нулю; более того, эле­
менты над главной диагональю можно при этом сделать произвольно 
малыми. А поскольку элементы главной диагонали равны собственным 
значениям, этот факт можно сформулировать следующим образом.

Л е м м а  3.2. Д ля  любой матрицы С и произвольного поло­
жительного числа в существует т акая матрица N, кто

| N C N - ' K r  +  e,
где г — г (С) — абсолют ное значение наибольшего собственного 
значения С.

*) Поскольку и Д/ш, и Су достаточно быстро стремятся к нулю, эта эрмитова 
форма вполне непрерывна.

2) Поскольку 2  I До/12 расходится, нам надо позаботиться о сходимости получа­
ющегося ряда; это однако тривиально, так как /Q т и С/ убывают достаточно 
быстро. ’6 Математика № 3
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Норма сопряженной матрицы равна норме самой матрицы, а норма 
произведения не больше произведения норм. Следовательно,

N ^ & N tN C N -1 <  (г +  ef.E .
Неравенство не нарушится, если умножить его слева на N*, а справа 
на N. Обозначив сокращенно

N *N  =  М
(заметим, что М положительно определено), мы можем записать полу­
чившееся неравенство в виде

С*МС<С(г +  *)2М.
Пусть С = С (х ; t; £). Согласно условию (II) теоремы 3.1, г (С) меньше 
единицы при % ={= 0. Поэтому для любого х  и \ ф 0 существует такая 
положительно определенная матрица М, что

С*М С<М .
По непрерывности это неравенство справедливо и в некоторой окрест­
ности рассматриваемой точки. Согласно условию (III), подобное нера­
венство (со знаком *<) для М =  Е  выполняется в окрестности точки 
5 =  0. Дальнейшие рассуждения проведем, следуя Фридрихсу*). 
По лемме Гейне — Бореля конечное число таких окрестностей покры­
вает любое компактное множество в прямом произведении прост­
ранств S, jc, t. Построим бесконечно дифференцируемое разложение
единицы ^ / ^ = 1  так, щтобы каждое из было неотрицательным и

носитель любого р } заключался в одной из окрестностей упомянутого 
покрытия. Тогда для каждого у неравенство

справедливо на носителе р }. Уможим эти неравенства на р } и про­
суммируем по у. Мы получим, что

С *М С <М ,

где через М обозначена ^ p jM j.  Неравенство справедливо всюду и М
всюду положительно определено. Этим завершается доказательство 
леммы.

Это доказательство, а значит, и сама лемма 3.1 справедливы 
в пространстве любого числа измерений.

Укажем! теперь на изменения, которые надо внести в доказатель­
ство теоремы 3.1, в случае когда матрица Е — С*С не обязательно 
отрицательна, но матрица М — С*МС неотрицательна при подходящей 
матрице М. Мы докажем опять, что норма оператора 5 0 ограничена 
константой 1 +  0 (Д ), но не в 1 2-норме, а в Af-норме, которую мы 
обозначим через ЦиИ .̂ Эта норма определяется следующим образом:

А

№  =  ] ' 2 « й;(У +  ЛД)Л1й_ ,^ Д )й ( у  +  ^ Д ) ^ .
о

Здесь Мр (х) — р-й коэффициент Фурье М (х; £). Прежде всего нами 
будет доказана

Л е м м а  3.3. М-норма и Е-норма эквивалентны.

5) Мы ссылаемся на устные беседы.



Устойчивость конечно-разностных аппроксимаций 83

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала случай, когда М 
не зависит от х. Тогда УИ-норму функции и можно записать в виде

^ u * ( x ) m ( x - y ) u ( y ) d x d y ,

где функция

m  ( * )  =  £  м рь l ( z  -  Р ) А)
р

есть преобразование Фурье М (I). В этом двойном интеграле по у де­
лается свертка и поэтому его можно записать как

J  и* (m*u) dx.

Пусть через U (£) обозначено преобразование Фурье и (л:). Преобразо­
вание Фурье функции m равно М (Д£). Поэтому, в силу равенства 
Парсеваля, верхний интеграл можно переписать в виде

^и*{\)М т и{Ч )й% .

Поскольку М положительна и непрерывна, она ограничена сверху и 
снизу положительными константами. А это значит, что УИ-норма функ­
ции а  эквивалентна норме ||£/||, которая, в силу равенства Парсеваля, 
равна норме ||#||.

Чтобы распространить теорему на случай переменных коэффициен­
тов, запишем и в виде Uj, где носителями tij являются отдельные

малые интервалы; пусть это разбиение и не зависит от Д и фикси­
руется раз навсегда. Тогда

uj)m -

При i ф j  скалярное произведение (ut, Uj) стремится к 0 при Д, стре­
мящемся к 0, так как коэффициенты Фурье М быстро стремятся 
к нулю. Положим теперь

(Up Uj)м — (Up Uj)Mj +  остаточный член,

где Mj(k) =  М (Хр S), а х } — точка, принадлежащая носителю Uj. По­
скольку М — непрерывная функция л  и ее коэффициенты Фурье до­
статочно быстро стремятся к нулю, этот остаточный член не превосхо­
дит е||й||2,гд е е мало, если носители Uj выбраны достаточно малыми и Д 
достаточно мало. Для М} мы уже доказали лемму 3.3, а просум­
мировав по у, получим ее и для М.

Из явного вида для Af-нормы, когда М не зависит от х, мы мо­
жем вывести

С л е д с т в и е  I. Норма \ им \ стремится к ||и||, когда Д стре­
мится к нулю.

С л е д с т в и е  II.

l l « I U - N U '< ^ ( A f ,  м')\\и\|, 
где

d(M , М') =  max ] М (?) — УИ'(Е)|.

6*
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Пользуясь нашей техникой, нетрудно распространить это замеча­
ние и на М, зависящие от х.

Доказательство теоремы 3.1 проводится так же, как и раньше. 
Находятся такие функции Dk и веса mk, что

C*MC +  Y imkDlDk =  M.

Ядро К  определяется следующим образом:

К (х ; 5, т]) =  С*(х; l)M (x ; %)С(х\ Ч) +  

+  Y imk(x ) Dl ( x '̂ Z)D (*'> ч).

Как и раньше, выводятся равенство и неравенство для К, которые 
можно выразить в терминах коэффициентов Фурье К  и С. Эти соотно­
шения используются для того, чтобы получить квадратичное неравен­
ство между {и}* и {vk}. На этот раз как слева, так и справа появятся 
еще остаточные члены, которые имеют соответственно порядки 
О (Д) I и 12 и О (Д) ||-у ||2. Поэтому окончательно получается, что

| S | U < i  +  0 (Д ).

Если коэффициенты не зависят от времени, то дальше ход рассужде­
ний прежний. Если 5  зависит от t , то коэффициент усиления С и 
матрица М тоже зависят от t, но поскольку зависимость от времени 
достаточно гладкая, то, в силу следствия II,

II ИИ M(t±4 ) <  I И II Af(<) +  О (Д) I U II .'

Пользуясь этим неравенством и выведенным ранее неравенством

l| 5 (0 IU (/ )< i +  O (A)-

мы можем доказать, что норма произведения операторов

5 ( 1 ) 5 ( 1 - Д ) . . . 5 ( Д ) 5 ( 0 )

равномерно ограничена при всех я Д <  1. Это завершает доказательство 
теоремы 3.1.

Надо отметить,что для того, чтобы доказать устойчивость конечно­
разностной аппроксимации параболического уравнения, нужны оценки 
следующего рода:

||5л||<1+0(Д 2).

Здесь S — тот же оператор, что и раньше, а его характеристическая 
форма удовлетворяет дополнительному условию

С Л * ; 0 )  =  0.

Чтобы получить нужную оценку методами настоящего параграфа, надо 
приблизить разность К  {k Д) — К  (г Д) в формуле (3.14) двумя членами 
ряда Тейлора и воспользоваться соотношением

К х{х\ 0, т)) =■ 0.
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§ 4. Устойчивость конечно-разностных уравнений 

с переменными коэффициентами в случае нескольких 
пространственных переменных

Методами предыдущего параграфа доказывается

Т е о р е м а  4.1. Конечно-разностное уравнение устойчиво, если  
в дополнение к условиям  (1), (II) теоремы 3.1 удовлетворяется 
еще следующее условие:

(IV) При любом х  и при достаточно малых  |$| матрицу 
Е — С*С можно представить в виде линейной комбинации квад­
ратов с положительными коэффициентами, т. е. в виде

Е - С * С =  Y iDl W* D*' (4Л )
k

где Dk — гладкие матричные функции \, a  Wk — неотрицательные 
матрицы, не зависящие от £, и как D, так и W удовлетворяют  
по х условию Липшица.

Ясно, что если условие (IV) выполнено, то матрица Е —С*С не­
отрицательна. С другой стороны, если коэффициенты Су- оператора S 
неотрицательны, то имеется представление вида (4.1), причем

D ft =  C ( l ) - ^ ,  Г * = С * .

Это легко проверить, воспользовавшись тем, что С определялось ра­
венством

И что

C ( 0 ) ^ C k =  E.

В данном случае K = C (t\  — I). Применейие теоремы 4.1 в этом слу­
чае приводит, конечно, всегда лишь к перефразировке теоремы 
Фридрихса об устойчивости конечно-разностных уравнений с неотрица­
тельными коэффициентами.

Если C * C s £ ’, то теорема 4.1 тривиальна. В этом случае 
метод доказательства дает даже больше, чем неравенство — из него 
получается энергетическое тождество (с точностью до остаточных 
членов). Подобное энергетическое тождество употреблялось Куран­
том, Фридрихсом и Леви в их основополагающей работе [2] о сим­
метрических конечно-разностных уравнениях, аппроксимирующих вол­
новое уравнение. Другие приложения читатель может найти у Венд- 
рофа [ 15].

Чтобы судить о степени общности теоремы 4.1, надо исследовать 
класс неотрицательных функций Р, которые можно представить 
в виде линейной комбинации квадратов с положительными коэффи­
циентами. Пусть Q(£) — главный член Р, скажем, порядка 2q. Если 
при этом справедливо представление вида (4.1), то члены порядка 2q 
в обеих частях формулы (4.1) должны совпадать:

3 ( 0 = 2 е д Г А/ ? ^ ); (4.2)

здесь Rk — главный член Dk порядка q.
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Какие неотрицательные формы можно представить суммой квад­
ратов? Рассмотрим сначала скалярный случай. Известно, что такое 
представление возможно тогда

(I) для квадратичных форм от любого числа переменных,
(II) для форм четвертого порядка от трех переменных,

(III) для форм произвольного порядка от двух переменных.
При всех остальных комбинациях порядка формы и числа пере­

менных существуют положительно определенные формы, которые 
непредставимы в виде суммы квадратов.

Рассмотрим один из указанных выше трех случаев. Мы покажем, 
что если Q положительно определено, то не только Q, но и само Р  
можно записать в виде суммы квадратов. Проведем нашу конструк­
цию для случая (III)1);

2д+1

p - q +  т]).л-О
Перепишем Р  в виде

т=0

Это выражение равно

Q - £ e (s*-«»ir)2 +  £  тг  (* +  %n'M +  v ? ; ) .  (4.3)
ч

По условию Q положительно определено, поэтому можно выбрать 
такое положительное достаточно малое, е, что сумма первых двух 
членов в (4.3) положительно определена, а тогда [согласно (III)] ее 
можно представить как сумму квадратов. Третий член в (4.3) состоит 
из суммы произведений, в которых первый сомножитель уже есть 
квадрат, а второй сомножитель положителен при k =  ц =  0. Поэтому 
корень квадратный из второго сомножителя действителен и гладко 
зависит от $ и тц а по х  удовлетворяет условию Липшица при доста­
точно малых £, т). Этим завершается доказательство.

Надо заметить, что если Р  есть тригонометрический полином, 
который можно представить как сумму квадратов, то при этом Р  
не обязательно представляется как сумма квадратов тригонометри­
ческих полиномов. Поэтому может случиться, что для некоторых 
конечно-разностных уравнений существуют локальные энергетические 
неравенства вида (3.12), но для них не существует энергетического 
неравенства, в котором справа стоят только те члены, которые есть 
и слева.

Имея дело со случаями, которые не подходят под три ранее 
перечисленные, надо ввести более общую норму

1М 1ж=  J  й (у +  Mi)Mk- hii{y +  Щ 4 у  (4.4)
I у I < Д

и попытаться показать, что М-норма S ограничена константой 
1 +  0 (Д ). Согласно утверждению, доказанному в конце § 3, оператор 5  
будет ограничен этой константой, если

Р м  =  М -  С*МС (4.5)

*) В случае (I) по теореме Морса Р  равно сумме п квадратов, где п — число 
переменных.
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можно представить как сумму квадратов. Здесь М — функция, коэф­
фициенты Фурье Мр которой входят в формулу (4.4). В скалярном 
случае из (4.5) получается, что

Р м - М Р .
Отсюда ясно, что если весовая функция М положительна при % =  О, 
то главный член в Р м равен просто константе, умноженной на глав­
ный член Р, и, следовательно, мы ничего не выигрываем. Поэтому М 
надо выбирать так, чтобы М (0) =  0. В этом классе функций Р м, 
•очевидно, будет квадратом, если М - Р .  Остается вопрос: каковы же 
нормы (4.4), если М обращается при % =  0 в нуль? В случае постоян­
ных коэффициентов это можно увидеть из формулы, полученной для 
Цй ||л1 при доказательстве леммы 3.3:

№ =  j t / *  (6) ж  (А?) £/(&).

Ясно, что

Hm Л '2* I! и Ц*, =  Г U* (I) Q (6) £/(6), (4 .6)
Д - > 0  J

где Q — главный член М — однороден со степенью 2q. Если матрица Q 
положительно определена, то правая часть (4.6) эквивалентна ^-нор­
ме и, т. е. величине

N I I 5 -  2  J lf l 'e p .
\ l \ = q J

Таким образом, энергетическое неравенство, которое мы можем 
получить, есть обобщение на случай конечно-разностных уравнений 
энергетического неравенства для ^-нормы решения дифференциаль­
ного уравнения. При аккуратном выводе этой оценки надо предполо­
жить, что у коэффициентов Cj ограничены частные производные 
до порядка q.

Обратимся теперь к матричному случаю. Здесь трудность встре­
чается уже в самом начале, когда Е — С*С есть квадратичная форма. 
В  самом деле, неизвестно, можно ли записать матричную квадратич­
ную форму в виде суммы квадратов линейных матричных форм. 
Автор проверил, что для матриц порядка 2 x 2  и при двух перемен­
ных это всегда можно сделать, однако он (и все его друзья, кото­
рых он об этом спрашивал) сомневается, чтобы это всегда было 
возможно.

Отметим, что по теореме Розенблатта любую неотрицательную 
матричную форму от двух переменных можно записать в виде суммы 
квадратов.
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