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И СТРУКТУРЫ ХОДЖА 

Л. Я. Варченко 

§ 1. Введение 

Сложное коротковолновое колебание можно описать услов­
но осциллирующим интегралом 

/,(&)=--- \ е--"*' »<t (х, %) dxx... dxn, 

где XGR1 — точка пространства наблюдения, xGR"— точка про­
странства источника, х— большой вещественный параметр, 
Функция f называется фазой, функция Ф — амплитудой. Сог­
ласно принципу стационарной фазы, ОСНОВНОЙ вклад в сложное 
коротковолновое колебание дают малые окрестности критиче­
ских точек фазы. Если все критические точки фазы f(-, %) не-
вырождены, то каждая из них дает в интеграл вклад порядка 
г~"/-, и потому суммарное колебание /-(А,) в точке А, имеет по­
рядок т~"/2. Если фаза имеет вырожденные критические точки,. 
то каждая из них дает в сложное колебание вклад порядка 
T-n/2-i-ii, ГДе р зависит от степени вырождения. Точка К назы­
вается каустической, если фаза f{-, К) имеет хотя бы одну вы­
рожденную критическую точку. Каустические точки составляют 
гиперповерхность в пространстве наблюдения, называемую кау­
стикой. Если рассматриваемое колебание — световое, то каусти­
ка — это поверхность, на которой фокусируется свет. 

Пример (см. [3, 6]). Предположим, что пространство на­
блюдений трехмерно, фаза f зависит общим образом от пара­
метра X6R3, при %~6 фаза !(•, 0) имеет единственную вырож­
денную критическую точку. Тогда в окрестности точки Х = 0 
каустика диффеоморфна одной из поверхностей, изображенных 
на рис. 1. В точках каустики сложное колебание имеет порядок. 
т-п/2+Р, г д е JJ---1/6 в неособых точках каустики, (3 =—= 1/4 на реб­
рах возврата каустик, вершинам A4, D-i* отвечают значения 
3/10, 1/3 числа (3, соответственно. 

Как показывает пример, каустики общего положения в R3 
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Рис. 1 

обладают следующим свойством. Рассмотрим последователь­
ность точек каустики, имеющую предел. Тогда показатель по­
рядка сложного колебания в предельной точке не меньше чем 
показатель порядка сложного колебания в близкой допредель­
ной точке последовательности, т. е. показатель порядка слож­
ного колебания полунепрерывен сверху при деформациях точки 
каустики. В частности, при освещении трехмерного простран­
ства источником света достаточно общей формы яркость света 
в произвольной точке пространства не меньше яркости света в 
окружающих ее точках. 

B настоящее время имеется классификация с точностью до 
диффеоморфизмов каустик общего положения в пространствах 
размерности, не большей 10 (см. [6]). Для всех каустик этой 
классификации показатель порядка сложного колебания полу­
непрерывен сверху при деформациях точки каустики. Тем не 
менее существуют каустики, на которых нарушается свойство 
полунепрерывности показателя порядка СЛОЖНОГО коротковол­
нового колебания (см. [8]). Каустики общего положения, на 
которых такое явление потери полунепрерывности реализуется, 
существуют в пространствах размерности 73 и более. 

Б. Мальгранж под влиянием статьи B. И. Арнольда [2] вы­
двинул [52] гипотезу о том, что полунепрерывиость показате­
лей имеет место всегда, без исключений, но в ином, «комплек-
сифицированном» смысле. Сформулируем эту гипотезу. 

Рассмотрим интеграл метода перевала, или, что то же са­
мое, комплексный осциллирующий интеграл в терминологии 
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Б. Мальгранжа 
/,.--= jj et/(jf)9 до ^ , л . , , Adx/.-, 

г 
здесь фаза / : (С", 0){to}(Cn, 0) голоморфна в начале координат 
и имеет в начале координат изолированную критическую точ­
ку, амплитуда ср : О---С голоморфна в начале координат, 
n-мерный контур ГсгО сосредоточен в малой окрестности на­
чала координат, т—большой вещественный параметр. Пред­
полагается, что на границе контура интегрирования модуль 
подинтегрального выражения экспоненциально мал по сравне­
нию с модулем подинтегрального выражения в критической 
точке фазы, а именно, предполагается, что Ref|ar < 0 . Интег­
рал метода перевала является обобщением осциллирующего 
интеграла. 

При стремлении параметра т к +{infty} интеграл метода пере­
вала разлагается в асимптотический ряд 

/•с-=2Л*.РтР(1П'-)*/*,> 
Р . А 

в котором 0{le}£{le}n—1, числа |3 пробегают конечное число ариф­
метических прогрессий, составленных из отрицательных рацио­
нальных чисел, не зависящих ни от амплитуды, ни от контура 
интегрирования и определяющихся критической точкой фазы 
.(см. [52, 12]). Наибольшее из чисел |3, встречающихся в таки* 
рядах (при разных к, Г, ср), обозначается через P(f,0). Числе 
P(f, 0) называется комплексным показателем осцилляции кри­
тической точки фазы f в начале координат. 

Гипотеза А р н о л ь д а — М а л ь г р а н ж а [2, 52, 37] 
Комплексный показатель осцилляции полунепрерывен сверху 
при деформациях критической точки фазы. 

Недавно эта гипотеза была доказана при широких предпо< 
ложениях, были выяснены пути, на которых она, вероятно, бу­
дет доказана полностью (см. [15—18]). Обсуждению этих во­
просов посвящена настоящая статья. 

Основным наблюдением является следующий факт: комп­
лексный показатель осцилляции — одна из многих характери­
стик, объединенных в понятии смешанной структуры Ходжа в 
когомологиях, исчезающих в критической точке фазы. 

Смешанная структура Ходжа в исчезающих когомологи­
ях — одна из центральных характеристик критической точки 
функции, связанная с такими характеристиками как асимптоти­
ки интегралов метода перевала и стационарной фазы [9, 10, 12], 
индекс гамильтонова векторного поля и эйлерова характери­
стика локального многообразия уровня соответствующей ве­
щественной функции [5], распадения данной критической точ­
ки на более простые при деформации [15—18]. Смешанная 
структура Ходжа является удобным техническим средством для 
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изучения свойств критических точек и связанных с ними объ­
ектов. 

Отметим новое, недавно замеченное. обстоятельство 
[15, 16]. В теории особенностей хорошо известно, что критиче­
ские точки функций f(xu • • •, хп) и f(xi, • • •, xn)+22 , соответст­
венно, п и («+1)-й переменных обладают во многих отношени­
ях сходными свойствами (соответствующие критические точ­
ки называются стабильно эквивалентными). При добавле­
нии квадрата навой переменной свойства критических то­
чек либо не изменяются, либо изменяются по простому 
закону. То же происходит и со смешанными структурами 
Ходжа. Новое обстоятельство состоит в следующем: полез­
но изучать не только пару соответствующих критических точек 
функций f, f-\-z2, но все соответствующие критические точки по­
следовательности функций /, /+2 2 , /+2.3, . . . , /+2 - \ . . . Это про­
стое замечание приводит к новой информации. Смешанные 
структуры Ходжа критических точек указанной последователь­
ности функций дают новые, как бы подкрученные характерами 
циклических групп, смешанные структуры Ходжа, ассоцииро­
ванные с исходной критической точкой функции f. Использова­
ние этих новых структур в старых рассуждениях дает новую 
информацию. 

По-видимому, возможности техники смешанных структур 
Ходжа еще далеко не исчерпаны. 

B настоящей статье мы дадим определения смешанной 
структуры Ходжа в когомологиях, исчезающих в критической 
точке голоморфной функции. Опишем связь смешанных струк­
тур соответствующих критических точек функций f, / + 2 P . До­
кажем для критических точек функций двух переменных гипо­
тезу Арнольда, обобщающую сформулированную выше гипоте­
зу Арнольда — Мальгранжа. Обсудим приложения результатов 
о деформациях структур Ходжа к вопросу о том, сколько осо­
бых точек может иметь комплексная проективная гиперповерх­
ность данной степени. 

Автор приносит благодарность за полезные обсуждения 
B. И. Арнольду, А. Б. Гивенталю, Вал. C. Куликову, А. Г. Хо­
ванскому, С. В. Чмутову. 

§ 2. Интегралы по исчезающим циклам 
Исследование асимптотик интегралов метода перевала эк­

вивалентно исследованию асимптотик интегралов голоморфных 
форм по исчезающим циклам, непрерывно зависящим от пара­
метров. 

2.1. Расслоение Милнора, Пусть f : ( О , 0){to}(Cn, 0) —голо­
морфная функция, имеющая в 0 изолированную критическую 
точку. Зафиксируем числа б, Б, 0<6<Се<С1. Положим 

5e-{xeC"|E|x;|2<e-}, 7-{-eC||t|<6}, Т/=Т\о. 
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Пусть Х=Ве[}!~ЧТ), X - X \ f - - ( 0 ) , X t=f-i(OnX. Отображение 
/ : X'{to}T' — гладкое локально тривиальное расслоение, назы­
ваемое расслоением Милнора критической точки. Слой Xt рас­
слоения Милнора имеет гомотопический тип букета (n—1) -мер­
ных сфер. ИХ количество ц. называется числом Милнора кри­
тической точки. Приведенные (п—1)-мерные (ко) гомологии 
слоя называются исчезающими в критической точке. С рас­
слоением Милнора ассоциированы два векторных расслоения: 
когомологические f* : #n~-{to}-' со слоем Hn~i(Xt, С) и гомоло­
гическое /,:#B_i-->7v со слоем #„_i(X,, С). В этих расслоениях 
есть канонические связности, называемые связностями Гаусса— 
Мамина (перенос слоев расслоения Милнора над кривыми в 
базе индуцирует перенос классов (ко)гомологии). Связности 
обозначим через V. В произвольном слое (ко)гомологического 
расслоения Милнора имеются целочисленная структура — цело­
численная решетка, являющаяся естественным образом (ко) го­
мологии с целыми коэффициентами, и вещественная структу­
ра — вещественное подпространство, являющееся естественным 
образом (ко) гомологии с вещественными коэффициентами. Эти 
структуры инвариантны относительно параллельных переносов. 

Образующая фундаментальной группы П\(Т') (обход нуля 
против часовой стрелки) индуцирует автоморфизм монодромии 

M:#«--(X,,C)-»-#n--(X,,C) 

в когомологиях (и, соответственно, в гомологиях). Известно, 
что собственные числа оператора монодромии—корни из 1 
[7], размер жордановых клеток не превосходит п [51, 62], раз­
мер жордановых клеток с собственным числом 1 не превосходит 
п— 1 [62]. 

2.2. Сечения, порожденные формами. Пространство голо­
морфных р-форм на X обозначим через Qp(X). Если co6Qn(X), 
то относительная (п—1)-форма co/df, называемая формой Гель-
фаида—Лере формы со, корректно определена на каждой ги­
перповерхности Xt, £{ne}0. Форма co/d/ определяет класс когомо-
логий [co/df] BHn~l(Xt, С). Порожденное таким образом сече­
ние fr-> [co/df] обозначим через s[oo] и назовем геометрическим 
сечением формы со, 

Пусть i6—ковариаитно постоянное (многозначное) сечение 
гомологического расслоения Милнора, другими словами, б — 
семейство классов исчезающих гомологии, непрерывно завися­
щих от параметра ^6Т', инвариантное относительно параллель­
ных переносов в связности Гаусса—Манииа. Проинтегрируем 
форму co/d/ по классам семейства 6, получим многозначную 
функцию на базе Т 

<s[<o],6> \t» jj ®ldf- 0) 
6(0 
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Эта функция голоморфна и, более того, в каждом секторе 
& < a r g t < 6 разлагается в ряд 

«-I 

< - N . 6 > —2{sum}aft,«ta(lnOft/^!, (2) 
а к—О 

где а > - 1 , exp (2nta)-—собственное число оператора моно-
дромии [52]. 

2.3. Коэффициенты разложений в ряд. При фиксированной 
форме cogQ"(X) числа aft>c. ряда (2) линейно зависят от сече­
ния б. Следовательно, числа ак,а определяют ковариантно по­
стоянные многозначные сечения А®,а когомологического расслое­
ния Милнор а: < At,a(t), 6 (0 } : •=aft,a(<J--> б). По определению, 
в каждом секторе a<arg^<6 сечение s [со], порожденное 
формой со, разлагается в ряд 

sN-=22-a( ln2f)M*.«/A!- (з) 
а й=о 

Коэффициенты At,a определяют все когомологические свойства 
форм co/d/, заданных на слоях расслоения Милнора. Коэффи­
циенты At,а ряда (3) обладают следующими свойствами 
.[67, 12]: 

(а) При любых а, к, t значения At,a (t) принадлежат корне­
вому подпространству оператора М, отвечающему собствен­
ному числу ехр (— 2nia). 

(б) Пусть M = Mums — разложение оператора монодромии, 
соответственно, на унипотентную и полупростую части. По­
ложим 

7V-=logM„ = 2 ( - 1 ) s + 1 ( jW„- l )V5 . 
Тогда для любых a, k, t 

At,a(t) = (-N /2ni)kAla{t). 
(в) Каждый коэффициент А£,а зависит только от конечной 

струи формы со в точке ОбС". 
Порядком формы (геометрического сечения) называется наи­

меньшее а, для которого отличен от нуля коэффициент -4о,а. 
Обозначение: а (со). Главной частью формы (геометрического 
сечения) называется однозначное голоморфное сечение smax [со] 
когомологического расслоения, заданное формулой 

«max [С0] = ^ (Ш) № « ( , ) + . . . + (Ь *)"--Л£_,,«(„,)/(ft — 1)1), 

т. е. сумма слагаемых ряда (3), имеющих наименьшее а, 
2.4. Уточнение понятия интеграла метода перевала или ком­

плексного осциллирующего интеграла. Обозначим через Т~ 
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левую половину диска Т, т. е, ПОЛОЖИМ T-={teT\'Ret<0}. 
Положим X"=XC\f-1(T-). n—-мерная цепь ГсгС" называется 
допустимой, если ГаХ, дТсХ'. Комплексным осциллирующим 
интегралом ИЛИ интегралом метода перевала называется ин­
теграл вида 

г 
где ©62" (X), Г —допустимая цепь, т — большой вещественный 
параметр. Две допустимые цепи Г, Г' называются эквивалент­
ными, если совпадают порожденные ими классы гомологии в 
Нп(Х, Х~). *В этом случае для любого JV>0 

{ <2Т/ш — [ exf(a = 0(x-N). 
Г Г ' 

Асимптотическое поведение при t{to}+{infty} комплексных осцилли­
рующих интегралов изучают с точностью до слагаемых, малых 
по сравнению c r~N при любом N > 0 . Поэтому, допуская воль­
ность в обозначениях, будем в качестве контура интегрирова­
ния в осциллирующем интеграле брать элементы из Нп(Х,Х~). 

2.5. Комплексные осциллирующие интегралы и интегралы 
голоморфных форм по исчезающим классам гомологии. Класс 
гомологии [Г] 6НП (X, Х~) определяет непрерывное семейство. 
б: /|~>б(г.')(-#,._1 (Xt) классов исчезающих гомологии для t&T~: 
пусть Г< — представитель класса [Г], для которого dTc:Xt> 
тогда дТ — представитель класса 8(t). 

Согласно формуле Мальграижа [52] 
о 

j V ' o ) » feW f со/d/Ut , 
frl -a V(o / 

где а—малое положительное число. Внутренний интеграл раз­
лагается в ряд (2), Вычисляя почленно асимптотики по т ин­
тегралов отдельных слагаемых с помощью формулы 

со 

получаем разложение в ряд 
«-1 

J.5-.fC0«22'-a( lnT)ft^.« /ftI' (4> 
It] ft—0 а<0 

где каждое а обладает свойством: exp(—2nia)—собственное 
число оператора монодромии [62]. 

Нетрудно убедиться, что ряды (2), (4) взаимно определяют 
друг друга. Поэтому эквивалентны задачи исследования асимп­
тотик комплексных осциллирующих интегралов и интегралов 
голоморфных форм по классам гомологии непрерывных се­
мейств исчезающих гомологии. 
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§ 3. Определение смешанной структуры Ходжа 
-• 3.1. Чистая структура Ходжа. Пусть Нц —конечномерное 
векторное пространство над R, содержащее решетку Hz, и. 
пусть # = # ' R ® R C — е г о комплексификация. 

Чистая структура Ходжа веса / на Я "состоит из разложения 
в прямую сумму 

Я== е Я*-~, причем #*.•*•-=•-#•--•* 
k+m—l 

(черта означает комплексное сопряжение). 
Пример. Пусть X —компактная, комплексная, неособая 

кривая, Н = Н1(Х,С), ЯД (соответственно, Hz) — естественный 
образ в Я пространства Я 1 (X, R) (соответственно. Я 1 (X, Z)). 
Я обладает естественной структурой Ходжа веса 1: Я — 
--=//1.0+.//о,1, Где //ч.о —подпространство классов, представи-
мых голоморфными 1-формами, Я0-1----Я1'0. _ 

Аналогично, y компактного кэлерова многообразия X прост­
ранство Н1(Х, С), igZ, обладает структурой Ходжа веса I, 
см. [33, 36]. 

С каждой структурой Ходжа веса / на Я связана фильтра­
ция Ходжа 

{0}c=...c:Eft+1c:E/i{subset}..^, 
где 

/-*== ®Н1'1~1. 
i>k 

В примере фильтрация Ходжа имеет вид: 
{0}c.F1-=HMc/?°.-H. 

Фильтрация Ходжа определяет структуру Ходжа. Убываю­
щая фильтрация {Fh} на Я возникает из структуры Ходжа 
веса / тогда и только тогда, когда 

Fk ®/7<-й+1=Я для всех k. 
Линейное отображение Ф: Н^-Н' векторных пространств 

со структурами Ходжа называется морфизмом типа (г, г), если-
оно определено над Q по отношению к решеткам Hz, Нг< и если 
ф (FIk-m)cz(H')'•+'. т+г для всех k, т. В термина^ фильтраций 
Ходжа линейное отображение <р:Я->-Я', определенное над Q, 
является морфизмом типа (г, г), если и только если оно сохра­
няет ходжеву фильтрацию со сдвигом индексов на r:^{Fk)ciF'k'rr 

для всех к. __ _ 
Пример. Пусть / : Х-*Х'—голоморфное отображение ком­

пактных кэлеровых многообразий, /*:Н1(Х',С)-+Н'(Х,С)—-
индуцированное отображение. Тогда /*—-морфизм типа (0, 0) 
естественных структур Ходжа веса / в -̂мерных когомологиях.. 
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3.2. Смешанная структура Ходжа. Пусть Я, HR, Я 2 — 
те же, ЧТО и в пункте 1. 

Смешанная структура Ходжа на Я СОСТОИТ ИЗ двух фильт­
раций: 

{0}{subset}... czW^czWiC , . . с Я 
— весовой фильтрации, определенной над Q по отношению к 

решетке Нг, 
{0}с=... cFkHcFk<=.... аН 

— ходжевой фильтрации. Требуется, чтобы при любом / фильт­
рация на 

gr,\F==r,/UV-, 
индуцированная ходжевой фильтрацией, составляла на gxtW 
чистую структуру Ходжа веса I. Индуцированная фильтрация •— 
это фильтрация 

^ g r / ^ = ( E * n ^ + ^ / - i ) / ^ - 1 -
где k&Z. Другими словами, требуется, чтобы при любых k, 

gXlW=FkgxlW®Fi'^%tlW. (5) 
Морфизмом типа (г, г) смешанных структур Ходжа (Я, {F'1}, 

{W,}), (H',{F'k), {W/}) называется линейное отображение ср:Я-> 
{to}Я', определенное над Q по отношению к решеткам Hz, H'z 
и обладающее свойствами: 

ср(^ ;)с:Г;+2,, cp(EA)c:E"J+r 

для любых t, k. Морфизм типа (г, г) индуцирует отображение 
gr/W/{to}gr/̂ rW', являющееся морфизмом типа (г, г) чистых 
структур Ходжа весов_/, /+2г, соответственно. 

Пример. Пусть X—-компактная, комплексная, неособая 
кривая, 2 — ее конечное подмножество, X—X\S, 

Н=*Н1(Х,С), Я«=Я 1 (Х, R), tfz-=-H-(-Y,Z). 
Хорошо известно, что каждый класс Н может быть представ­
лен мероморфной 1-формой на X (абелевым дифференциалом), 
которой позволено иметь вычеты только в 2. Пусть Ficzli — 
классы, представимые 1-формами, голоморфными в X и имею­
щими полюсы в 2 не выше 1-го порядка (абелевыми дифферен­
циалами 1-го рода). Пусть WjaH — классы, представимые ме-
роморфными' 1-формами на X с нулевыми вычетами. Тогда 
фильтрации {Ojc.F'c.F — Я, {0} {subset} IVi {subset} №2 = Н составляют сме­
шанную структуру Ходжа. Согласно теореме Делиня [44], у 
комплексного квазипроективного многообразия X пространство 
когомологий Нк{Х, С), &GZ, обладает естественной смешанной 
•структурой Ходжа, более того, отображения когомологий, инду-
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щированные алгебраическими отображениями квазипроективных 
многообразий, являются морфизмами типа (0, 0) указанных 
«смешанных структур Ходжа. 

§ 4. Смешанная структура Ходжа 
в исчезающих когомологиях 

Пусть f : (С", 0)-^-(С, 0) —голоморфная функция, имеющая 
изолированную критическую точку в начале координат. Мы 
исследуем асимптотики комплексных осциллирующих интегра­
лов с фазой f или, что то же самое, асимптотики интегралов (1) 
голоморфных форм по классам исчезающих гомологии, т. е. 
ряды (2). Исследование этих рядов необходимо приводит к 
изучению двух качеств форм из Qn(X). Первое качество формы 
<DG.Q"(X)—это скорость, с которой стремятся к нулю интегра­
лы ее формы Гельфанда—Лере по классам гомологии непре­
рывных семейств исчезающих гомологии. Это свойство опи­
сывается порядком формы (ем. п. 2.3). Второе качество фор­
мы — это асимптотический характер ветвления интегралов ее 
формы Гельфанда—Лере по классам гомологии непрерывных 
семейств исчезающих гомологии. За это качество отвечает 
главная часть формы (см. п. 2.3) и степени логарифмов, ВХО­
ДЯЩИХ в главную часть. С помощью этих двух качеств в про­
странстве когомологий, исчезающих в критической точке, т. е. 
в Hn-[(Xt, С), где Xj --.слой расслоения Милиора критической 
точки, строятся две фильтрации, называемые, соответственно, 
ходжевой и весовой. Доказывается, что эти две фильтрации со­
ставляют в #n_1(X,, С) смешанную структуру Ходжу, называ­
емую асимптотической [9, 10, 12]. 

Смешанная структура Ходжа в когомологиях, исчезающих 
в изолированной критической точке голоморфной функции, пер­
воначально была определена Стинбринком в [62], в соответ­
ствии с общими идеями Делиня [44]. Конструкция Стинбринка 
использует разрешение особенностей критической точки функ­
ции f и не использует асимптотик интегралов. Разрешение осо­
бенностей отражает построение особой гиперповерхности {/== 
= 0} из неособых проективных многообразий. Как уже упоми­
налось, их когомологий несут чистые структуры Ходжа. Сме­
шанная структура Ходжа в исчезающих когомологиях строит­
ся Стинбринком из этих чистых структур Ходжа. Основная 
идея Делиня — Стинбринка построения смешанной структуры 
Ходжа в когомологиях некоторого пространства У состоит в 
построении нового пространства Y' (как правило связан­
ного с разрешением особеиностей пространства Y), комплекса 
пучков /<"' на У и двух фильтраций F, W комплекса К', обла­
дающих свойствами: группы гиперкогомологий комплекса К' 
изоморфны группам когомологий исходного пространства У": 
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я* (у, я")-=#*(-', с), 
фильтрация F индуцирует чистые структуры Ходжа весо» 
r + k на гиперкогомологических группах 

где Gr.f (К') — фактор комплексы фильтрации W. Построение-
Стинбринка смешанной структуры Ходжа в исчезающих кого-
мологиях см. также в [64]. 

Смешанные структуры Ходжа, Стинбринка и асимптотиче­
ская, имеют единую весовую фильтрацию в исчезающих кого-
мологиях Нп-1(Хи С), однако их ходжевы фильтрации, вообще 
говоря, могут не совпадать. Тем не менее, они просто выра­
жаются друг через друга (см. [10]) и, что самое главное, они 
порождают единые чистые структуры Ходжа на фактор-про­
странствах весовой фильтрации. 

4.1. Весовая фильтрация линейного нильпотентного операто­
ра (см. [47, 48, 59]). С линейным нильпотентньш оператором 
(т. е. с линейным оператором с нулевыми собственными числа­
ми) связана возрастающая фильтрация в пространстве действия 
оператора. Приведем три ее эквивалентных определения. 

Пусть Я — конечномерное векторное пространство, N: #{to} 
{to}// — иильпотентный оператор, k — целое число. Определяе­
мая ниже последовательность подпространств 

{0}с . . . czW^aW^ . . . с Я (6) 
называется весовой фильтрацией оператора .V с центральным 
индексом /е. 

О п р е д е л е н и е 1. Рассмотрим произвольный жорданов 
базис оператора. Каждое подпространство весовой фильтрации 
порождается определяемым ниже подмножеством векторов. 
жорданового базиса. Элементы базиса разделим на группы, 
относя в одну группу векторы одной жордановой клетки. 
Изобразим одну группу: 

п-^п->... ->•, 
клетки— ЭТО векторы, стрелки — дейст­
вие оператора, последний вектор перехо­
дит в ноль. Теперь изобразим все груп-

- - - - - - п ы друГ н а д другом, располагая их сим-
—"I""1 метрично относительно вертикальной оси 

и оставляя для стрелок пропуски в одну 

Ш > Г П v Г.~Л к л е т к У (CM{cdot} РИС- 2)- Каждому вектору 
"~*"| 1"~*"1 I базиса припишем целое число — рас-

— стояние со знаком до оси симметрии 
УмЩ«\ Л WH Мн-г (на рис. 2 числа записаны в клетках). 
- - - - - - - l— Пусть Wh+idH — это подпространство, 

порожденное векторами базиса ,с номе-
Рис. 2 рами не большими чем I (си. рис. 2). 

Ш 
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Определение 2. Пусть h&H. Положим : ',_ . .::''.! ', 
1+(?1}=.тЩ1~\Ш£г№},._ ....'•' '.'••'-
/_(/*).-= max {i|AeIm/V<}, 

•Определим Wk+l условием 

. О п р е д е л е н и е — л е м м а 3 (см. [59]). Существует и 
единственна фильтрация (6), обладающая..следующими -свой­
ствами (а), (б) 

(а) N (W^czW^, ЩЪ. 
Положим gttW=Wi/W^ Согласно (а), N индуцирует отобра­
жение gr/.^{to}gr;.2\^. 

(б) TV' :gr.s+..l-/{to}grft...jW — изоморфизм, l£L. 
Определения 1—3 эквивалентны (см- [59]). 

4.2. Весовая фильтрация в исчезающих когомологиях. Пусть 
f: (Cn, 0){to}(C, 0) —голоморфная функция, имеющая в 0 изо­
лированную критическую точку, {* : #"-1{to}.T/ — когомологиче­
ское расслоение Милнора критической точки 0. Определим в 
слоях этого расслоения, т. е. в исчезающих когомологиях 
Нп~1{Хи С), весовую фильтрацию. Весовая фильтрация опреде­
ляется с помощью нильпотентного оператора N логарифма уни-
потентной части оператора монодромии М в Нп~1(Хи С) (см. 
п. 2.3). Весовая фильтрация определяется отдельно на каждом 
корневом подпространстве оператора монодромии. В качестве 
весовой фильтрации на 'Нп~1(Хи С) берется прямая сумма 
фильтраций на корневых подпространствах. 

Обозначим через Hl~l(Xt,C) корневое подпространство 
собственного числа % оператора М. 

Пусть %=/=\. Тогда в качестве весовой фильтрации на 
H'l~l (Xt, С) берем весовую фильтрацию оператора N с цент 
ральным индексом п — 1. Пусть А — 1. Тогда в качестве весовой 
•фильтрации на Н"~х (Xt, С) берем весовую фильтрацию опера­
тора N с центральным индексом п. Положим 

WtH^(Xt, C)^.®1WlHt\Xi, С). 
С учетом жордановой структуры оператора монодромии (п. 2.1) 
получаем в каждом слое когомологического расслоения Милнора 
весовую фильтрацию 

{0}cW0ciW1c:... cWtn-ъ-H""1 (Х0 С). 
Эта фильтрация инвариантна относительно параллельных пере­
носов в связности Гаусса—Манина и инвариантна относительно 
оператора Мв полупростой части монодромии (п. 2.1). Нетрудно 
убедиться, что подпространства весовой фильтрации могут 
быть заданы уравнениями с рациональными коэффициентами 
относительно решетки в Я " - 1 ^ , С), порожденной естествен­
ным образом группы Нп~х{Хи Z). 
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Пример. Предположим, что оператор М имеет конечный 
порядок (например, это так, если f— (полу) квазиоднородная; 
функция)', Тогда 

{0}«Гя .3<=Гя_1--:И^-Яя-1(^, С). 
Где W„.1^®^lHf1(Xi1C). 

4.3. Ходжева фильтрация (см. [9, 10, 12]). Обозначим через 
FkHn-1 (Xt, QcrH" -1 (X,, C) при tgT' подпространство, по­
рожденное всеми векторами вида .smi:<[co](t), где smax[©] — 
главная часть формы .-ogQ^X), порядок которой а (со) принад­
лежит полуинтервалу (п — к — 2, п~k— 1]. Если векторов 
со 'свойствами, указанными в определении, не существует, та 
полагаем F*Hn-l{Xt, С)=Ю}. 

Например, FnHn'1 (Xt, С) порождается значениями в точке t 
главных частей форм, порядок которых принадлежит ( — 2, —1].. 
Согласно формуле (2), порядок любой формы больше — 1,. 
Поэтому Р Я » - 1 ^ , , С)={0}. 

Лемма. Для любого kQZ 
-•A+i#"-i (xt, QczF*H«~: (Xt, С). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : smax [/©] = i.smax [со] для любой формы' 
афп(Х), поэтому среди векторов, порождающих F", лежат 
векторы, порождающие Fk+1. 

Таким образом, мы определили убывающую фильтрацию 
{0}czF^cz... c F ^ ' c F ^ . . . сЯ""1 (X,, С), 

которая называется асимптотической ходжевой фильтрацией. 
Перечислим несложные следствия определения (см. [12] )_ 
(а) Ходжева фильтрация инвариантна относительно полу-

простой части М, оператора монодромии (см. п. 2.3). 
(б) Для любого /eeZ объединение подпространств 

FkHn~l(Xt С), t£T', составляет подрасслоение в когомологиче­
ском расслоении Милнора /*. 

(в) Для любых к, IGZ объединение подпространств 
F*H«-4Xt, сжчг^-чх» с), w, 

составляет подрасслоение в /*. 
Отметим, что асимптотическая ходжева фильтрация не ин­

вариантна относительно параллельных переносов, однако ин­
вариантными являются для любых /г, /6Z подпространства 

FbgttWH"-* (Xt, C) = (E* n Wt + W^iW,^. 
Согласно определению весовой фильтрации, оператор ЛГ 

(логарифм унипотентной части оператора монодромии) задает 
отображение 

grtWH^(Xt, Q-+gtt-2WH"-i(Xt, С), iQz. 
(г) Для любых k, iQz 

N (FbgvWH"-1 (Xt) C))czF"Tigr[_2WH^ (Xit C). 
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(д) Пусть <ъ&*(Х), a(a)e(ti — k—2, n — k~l] и 

5«.x[--]--=^e(ffl)Ho. а ^ + . - . + О п ^ - М ^ , «(«)/(«--1)1). 
— одно из сечений, порождающих Fu, Тогда сечение 

1 i 

S-W--]-*/- -\r«WdrAl а(ш) + ... 
О О 

принадлежит Fk~l. 
Приведем определение ходжевой фильтрации Стинбринка 

(отличное от оригинального определения, которое см. в[62,64]). 
В качестве F$tH*~l(Xt, С)с=Н"-1(Х{, С) (при t&T') возьмем 
подпространство, порожденное всеми векторами вида 
(Ve/.5.')"_*_15max[(o](0, где Va/e.—дифференцирование в связно­
сти Гаусса —Манина, 5 т а х [со]—-главная часть формы co6Q"(X), 
порядок которой а (со) принадлежит полуинтервалу (п — k—2, 
ti — k— 1]. Если векторов с такими свойствами нет, то пола­
гаем FstHn-l{Xt, C) = {0}. Фильтрация 

{OJcJ -Vc: . . .czFlFczFhc.. .<=tf"-- (Xt, С) 
называется ходжевой фильтрацией Стинбринка. Эквивалент­
ность этого определения определению Стинбринка легко извле­
кается из llOl. 

Нетрудно убедиться, что фильтрация Стинбринка и асимпто­
тическая фильтрация определяют друг друга. Кроме того, для 
любых k, iGZ 

Fk
SighWH^{Xt, Q . - E W W - 1 ^ С) (7) 

(см. свойство (б) в п. 2. 3). Фильтрация Стинбринка обладает 
свойствами (а)—(в). Аналогом свойств (г), (д) является легко 
проверяемое свойство 

(дО Для любого Аб2 

NFk
stH^(Xt, C)c.fj71H"-1(X(. Q-

4.4. Теорема о смешанной структуре Ходжа (см. [9, 10, 121). 
Весовая и ходжева фильтрации образуют в # n - 1 (X, , С) смешан­
ную структуру Ходжа. 

З а м е ч а н и е . В силу формул (5), (7) не важно, о какой 
из ходжевых фильтраций (Стинбринка или асимптотической) 
идет речь. 

С л е д с т в и е 1. Для любого собственного числа % операто­
ра М монодромии и любого /6Z 

gx^H't1 (Xt, C)=F"gt[WHVl®F~^^TgtlWH'^\ 
С л е д с т в и е 2. Для любых к, I, X оператор N индуци­

рует изоморфизмы 
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-V'./^r^WT/T'fX,, 'C)r^*--gr„_wWrHr?(A' /, С), 
•если Я Ф 1, . . . 

NhFbgtn+tWHZr^X,, C ^ - ' g r ^ W T / r 1 (X*. Q, 
•если A, —l . 

С л е д с т в и e 3. Размер произвольной жордановой клетки 
оператора монодромии не больше п. Кроме того, размер не боль­
ше п—1, если собственное число клетки равно 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При k>n имеем F~gri№={0}. 
Согласно следствию 1, при 1>2п— 1 gr-W= {0} 

Сформулированная теорема — центральный факт об асимп­
тотиках интегралов, продолжение статьи посвящено в основном 
описанию ее следствий. 

З а м е ч а н и е . Конструкцию асимптотической фильтрации 
нетрудно провести для асимптотик комплексных осциллирую­
щих, интегралов. Таким образом строится смешанная структура 
Ходжа в Нп(Х;Х~) (ср. п. п. 2.4, 2.5). Эта смешанная'структура 
Ходжа и смешанная структура Ходжа в исчезающих когомоло-
гиях выражаются друг через друга. 

§ 5. Спектр критической точки 

Смешанная структура Ходжа в исчезающих когомологиях 
(т. е. неформально говоря, фильтрация Ходжа вместе с операто­
ром монодромии) является объектом линейной алгебры, харак­
теризующим асимптотики интегралов голоморфных форм по 
классам исчезающих гомологии. В этом параграфе мы опреде­
лим набор чисел, называемый спектром. Спектр описывает ди­
скретные характеристики указанного линейно алгебраического 
объекта. Спектр полезен при выражении характеристик крити­
ческой точки через смешанную структуру Ходжа. 

5.1. Числа Ходжа. Для любых к.ЫЪ.ЫТ' рассмотрим про­
странство 

gx" F g r ^ t f » " 1 (Xt, С) = Fk gr, W/Fkn gr, W. 
Его размерность обозначается через hh<l~k. Оператор Ms полу 
простой части монодромии действует на этом пространстве. 
Размерность корневого подпространства с собственным числом % 
обозначается через h'l'!~". Числа hk-l~!i, h't'l~k не зависят от 
выбора точки t. Эти числа называются числами Ходжа смешан-
•ной структуры Ходжа, задаваемой фильтрациями F, W, 

5.2. Спектральные пары. Определим неупорядоченный набор 
из [А пар чисел, где |л — число Милнора критической точки 0 
функции f. 

ВНОВЬ рассмотрим пространство grhFgTiWHn~l(Xt, С). Каждо­
му собственному числу К действия на этом пространстве опера­
тора М. поставим в соответствие пару 
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(n — l— ift(.\), i), если Я,-т--1, 
{п. — 1— lk(X), 1 — 1), если % = 1, 

здесь число 4(А0 определяется условиями: ехр(2я^/4(Х)) = 1 , k<. 
<Re/ft(A,) < k + l . Построенный таким образом (для всех k, I, X) 
неупорядоченный набор из jx пар чисел называется набором 
спектральных пар. Обозначение: Spiff, 0). Первые числа пар на­
зываются ходжевыми. Совокупность всех ходжевых чисел назы­
вается спектром. Обозначение: sp(f,0). 

С л е д с т в и я о п р е д е л е н и я , (а) Часть спектра, при­
надлежащая полуинтервалу (п—k—2, п—k—1], — это порядки 
форм из конечного набора форм, обладающего свойствами: (а) 
главные части форм набора проектируются в базис пространст­
ва РНп~1(Х„ С)/Р»Ч1п-1(Хи C); (в) порядки форм набора при­
надлежат (п—k—2, п—k—1]. 

б) Число точек спектра, лежащих в (п — к — 2, п— k—1], 
равно d i m c E ^ H " " 1 ^ ' C)/FkHHn-1 (Xt, C). Более того, число 
точек спектра, равных aQ(n — k — 2, п — к — Ц, равно размер­
ности корневого подпространства числа ехр(—2я/а) действия 
на указанном фактор-пространстве оператора Ms. 

(в) Спектр состоит из рациональных чисел и лежит на по­
лупрямой (—1,оо).- Имеет место 

Л е м м а (см. § 2 в [12J). Пусть со., . . . , co|16Q',(X). Предпо­
ложим, что 

1. Сумма порядков Sa(cOj) этих форм равна \i(nj2—1). 
2. Функция 

det-: t •-• det- / J ®j/df\, JJ = \, ...,{mu}, 
\-/C) / 

где 6i ( i ) , . . . , 6p.(t)&Hn^i(Xu Z) — непрерывно зависящий от t&T' 
базис, имеет при ^ = 0 нуль порядка р,(/г—2). 

Тогда порядки cc(coi),... ,а(шц) этих форм составляют спектр 
критической точки 0 функции /. Более того, "для любого kGZ 
главные части тех форм из он, . . . , со.,, порядки которых-^n—k— 
— 1, порождают базис в FhHn~1(Xij С). 

С л е д с т в и е . Сумма всех спектральных чисел равна 
ц(п/2-1). 

З а м е ч а н и е . Спектр, определенный в этом пункте, полу­
чается из спектра, определенного Стинбринком в [621, уменьше­
нием на 1 всех чисел. 

5.3. Набор примитивных спектральных пар — это определяе­
мая ниже часть набора спектральных пар. Обозначение: 
Psp(f, 0). Обозначим через N : R2—.-R2 отображение, заданное 
формулой N : (а, I) *~* (а—1, /—2). Согласно свойству (г), в 
п. 4.3 отображение N вкладывает {(a, l)eSp(f, 0)|.?>n.} в 
{(a, l)&Sp(f, 0) | />n—2). Пары, составляющие дополнение во 
втором подмножестве к образу первого подмножества (относи­
тельно ./V), называются примитивными. 
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Замечание . Стандартная линейно алгебраическая конст­
рукция позволяет определить в факторпространствах весовой 
фильтрации нильпотентного оператора yV:#n_1(X,, C)~>-
{to}#"_1(X., С) примитивные подпространства (см. [59]). Ходже-
ва фильтрация индуцирует на примитивных подпространствах 
чистые структуры Ходжа. Объединение спектральных пар этих 
чистых структур Ходжа совпадают с определенным выше на­
бором Psp(f, 0). 

5.4. Симметрии. Из теоремы о смешанной структуре Ходжа: 
следуют симметрии чисел Хожда [62] 

(а) hT^hm
K

k. 
(б) AM^AB-i-m.n-M, если "Кф\. 
(в) h\'m = h\-m- n~u. 
Переформулируем симметрии в терминах спектральных пар. 
(а') Число пар, равных (а, /), равно числу пар, равных 

(2rt—3—/—а, /). 
(Ь', с') Число пар, равных (а, /), равно числу пар, равных 

(a+Z—tt+l, 2n—2—0. 
Следствие, Спектр симметричен относительно точки-

n/2—I. Набор спектральных пар, как подмножество в R2, цент­
рально симметричен относительно точки (/г/2—1, п—-1). 

5.5. Комплексный показатель осцилляции |3(f, 0), опреде­
ленный во введении, выражается через спектр. Обозначим 
через a-mm минимальное число спектра, Тогда p(f, 0) =—(1 + 
+atmn) (cp. п. 2.5). 

§ 6. Вычисление спектра 
Ниже перечислены случаи, в которых спектр выражается 

через более простые или более стандартные характеристики 
критической точки. 

6.1.Квазиоднородная функция f: (Cn, 0){to}(C, 0) типа. 
(сб[, . . . , а„) и веса 1, имеющая изолированную критическую 
точку. Пусть {xm|mG/} — набор одночленов, проектирующихся в-
базис над С локальной алгебры С{х}1(дЦдх). Положим l(iri)—-
= (mi+l)a i+ .. . +(mn+l)a»—L 

Теорема (см. [63], см. также [12]). Sp(f, 0)----{(/(m)„ 
п—4)\тЩ. 

Спектр критической точки полуквазиоднородиой функции 
равен спектру критической точки соответствующей квазиодно­
родной функции (см. [12]). 

6.2. Функции, ряд Тейлора которых невырожден относитель­
но своего многогранника Ньютона. В 15, 27, 621 приведены 
формулы, выражающие спектр через распределения целых то­
чек в конусах, связанных с гранями многогранника Ньютона. 
Эти формулы доказаны для n=2 [621, и для случая «простого» 
многогранника Ньютона [27]. В общем случае имеется метод 
вычисления спектра, не доведенный до формул [27]. 
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Опишем часть спектра,, принадлежащую . полуинтервалу 
( - 1 , 0 1 . 

Рассмотрим многогранник Ньютона Г ряда Тейлора крити­
ческой точки ростка голоморфной функции (определение см. в 
i[8, 34, 66]). Назовем точку mGR" поддиаграммной, если все ее 
координаты — натуральные числа и 'т не принадлежит внут­
ренности многогранника Ньютона. 

На рис. 3 изображены поддиаграммные точки для много­
гранника Ньютона ряда ya-{-yixs

r\-y2x5-\-xB. 

Р ис. 3 
Назовем порядком точки m6Rn относительно многогранни­

ка Г число l(m, r)=-sup{^-1|A,6R, КтбТ}. 
: Т е о р е м а (см. [12]). Если невырождена главная- часть 
ряда Тейлора изолированной критической точки ростка 
f:(C», 0){to}(C, 0), то sp(f, 0)П(—1, 0l-{/(rn, r ( f ) ) - 1 | m -
поддиаграммная точка относительно Г(/)}. 

Теорема описывает спектр при п=-2. Действительно, в этом 
случае спектр принадлежит интервалу (—1, 1) и симметричен 
относительно 0. 

Теорема достаточна для описания спектра при n = 3 . Дей­
ствительно, 5pf)(—1> 0l дается теоремой, sp[}U, 2) определяется 
симметрией спектра относительно числа 1/2. Оставшаяся часть 
спектра принадлежит (0, 1). Каждое спектральное число — 
это деленный на 2ni логарифм собственного числа оператора 
монодромии. Чтобы описать часть спектра из (0, 1), нужно 
вычислить по многограннику Ньютона все собственные числа 
оператора монодромии (см. [66]). Отметить те собственные 
числа, для которых соответствующие спектральные числа при­
надлежат (—1, 0lUl1> 2). взять такие ветви логарифмов остав­
шихся собственных чисел, которые после деления на 2ш" попа­
дают в (0, 1). Эти деленные на 2п1 логарифмы составляют 
оставшуюся часть спектра. 

В [24] приведены спектры простых уни- и бимодальных 
критических точек. 

6.3. Спектр и пары Пюизе. Пусть f: (С2, 0){to}(C, 0) — росток 
голоморфной функции в изолированной критической точке. 
Предположим, что росток кривой {xGC2\f(x) = 0} неприводим 
и имеет пары Пюизе (h, ni), . . . , (le, пе), т. е. имеет место 
разложение в ряд 
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x^x[t!'h + . . . + c2x[,/,h+h,""h+ . . . + cgx[trni+-+tu'ni-ni + 
где c;=5--0, (/,, rt() = l и lx>nx. 

Теорема (см. [56]). Пусть sp(f, 0).-={a1<a2< . . . <а д } . 
Тогда функция Фе(1ъпи ...,lg,ne\ T) = ^Tai+l может быть 
вычислена индукцией по g: 

(1) Если g — 1, то 

Ф.(/, /г; Т) = ' 
1 •f1/' / \ 1—г1/'1 /' 

(2) Если g>2, то 

Ф (/.,.. . , " • Т) = т1/№е—т \ ( туп2—т 

+ (̂ )Ф?Л C""'^""-(-и;) Ф^Т""^ 
где Ф Й - 2 й,Г"" и Ф ? Л - 2 я,Г'"* д и функции 

ФЕ^(1и,. .,/гг_1; Г) = 2д*-'"(/^1 и -°g определяется по индукции: 
—I—=/i, ( - j - = V i t t A - i + ^ ПРИ £ > 2 -

§ 7. Смешанная структура Ходжа для f,+izP 
Пусть f: (С", 0){to}(C, 0), g: (С, 0){to}(C, 0)-ростки голо­

морфных функций в изолированных критических точках с чис­
лами Милнора |i(f), ix(g), соответственно. Тогда f~\-g: (С"ХС\ 
0Х0)->-(С, 0)—росток голоморфной функции в изолированной 
критической точке с числом Милнора \i(f)\i(g). Смешанная 
структура Ходжа в исчезающих когомологиях критической 
точки ростка f-\-g выражается через соответствующие смешан­
ные структуры ростков f, g. Способов получить это выражение 
два, как и определений смешанной структуры Ходжа в исче­
зающих когомологиях. Первый, основанный на сравнении 
разрешений особенностей критических точек ростков f, g, f+g, 
еще не реализован. Второй способ основан на конструкции Б. 
Мальгранжа сравнения асимптотик комплексных осциллирую­
щих интегралов с фазами f, g, f-\--g и опирается иа теорему 
Фубш-ш (см. [52]). В этом параграфе изложена конструкция 
Мальгранжа, описана связь наборов спектральных пар Sp(f,Q), 
Sp(g> 0), Sp{f-\-g, 0X0). разобран важный случай g—zv: (С, 
o){to}(c,o),pez. 

7 Л. Конструкция Мальгранжа (см. [52]). Асимптотики 
комплексных осциллирующих интегралов с фазой / + g выра­
жаются через асимптотики интегралов с фазами / , g, посколь-
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ку экспонента суммы равна сумме экспонент. Пусть со— голо­
морфная /г-форма, заданная в окрестности начала координат в 
С", г]— голоморфная /-форма, заданная в окрестности начала 
координат в С1. Тогда ©Л.") — голоморфная (я-|-/)-форма, задан­
ная в окрестности начала координат в С"ХСг. Сравним асимп­
тотики трех интегралов \ е^со, \ eTgr\, \ ет('Г+-г)соДг1, выбирая 
согласованным образом цепи интегрирования. 

Пусть Гус:С", TgCzC1 — допустимые цепи, соответственно, 
для критических точек функций / , g. Предположим, что для 
достаточно малого а > 0 

Re/|ar /=--Reg|ar,— -а, а / 2 Ж е / | Г / , R e g | r g > - a . 
Тогда цепь ГуХГг1— Ся+Г допустима для критической точки 
функции / + g. 

Теорема Фубини (см. [52]). 
j et(f+.?)coAn — j exf® j* ет**1-~-xrg г- rg 

Следствие. Асимптотический ряд левого комплексного 
осциллирующего интеграла 'равен произведению асимптотиче­
ских рядов интегралов, стоящих в правой части. 

Легко видеть, что описанная конструкция задает линейное 
отображение 

На (X/, Xf) ®Я, (X,; Xf) ->НШ (Xf+g; Xf+S), (8) 
обозначения см. в п. 2.4. Отображение (8) — изоморфизм, со­
гласно [26Г 

Группа Hn(Xf; Х,~) изоморфна группе приведенных гомоло­
гии Hn^i(Xi=i), teT~, аналогично, #-(Xg, Xf)c^.Hl_l(Xg^t). 
Поэтому изоморфизм (8) порождает изоморфизм 

Я,,_- (XHt) ®ЯЬ1 (X,= .)^tf,,+M (Xf+g-t), (9) 
распространяющийся до изоморфизма когомологических рас­
слоений f*®g*, (f+g)* (см. [12l). 

7.2. Спектр ростка f-\-g, Изоморфизм (9) позволяет сравни­
вать геометрические сечения форм ю, ч\, ©Лл. и> в частности, 
их главные части. 

Лемма (см. [12l). Если 

s[co] = 2 ^ ( l n O M , , a / k l , 

s[n]----2-p(lnt)»C-.-/s!, 
то 

где В — бэта-функция. 
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Лемма легко вытекает из теоремы Фубини и формулы Маль-
гранжа из п. 2.5. 

Следствия . (1) Порядки форм со, ц, соЛ-1. относительно 
расслоений /*, g*, (/ + g)*, соответственно, связаны равенст­
вом а (а /\ г\) = а (со) + а (т)) -|- 1, 

(2) Если саи... ,con(/)6S"(X/) удовлетворяют вместе с / условиям 
Леммы 5.2, T]I, . . . , 4\Hg)£Ql (Xg) удовлетворяют вместе с g усло­
виям леммы 5.2, то формы coiA-lb У —1> • • ••• !--(/)• k~\,... 
• ..,H(g), удовлетворяют вместе с / + g условиям леммы 5.2. 
Таким образом, справедлива 

Теорема (см. [12]). Если sp(J, 0)-{а^ | у — 1 ц(/)}. 
•sp(§,0) = {p-!|k=-!1I...,|i(g)},Tosi.5(/ + g,0X0) = {a, + p f t+l|y.= 
= l, . . . , ц ( / ) , А=1, • •., f--(g)}-

Более того, аналогично доказывается [12]: если 
5p (/, 0) =--{(«,, "у)}, 5p (g, 0) — {(р/г, -и*)}, 

то -S/?(/ + g,0X0) = {(aH-p*+1, -»; + «* +l)}. 
Следствия . (1) минимальные спектральные числа и комп­

лексные показатели осцилляции, соответственно, связаны фор­
мулами 
amin(/ + .g.OxO) = am l a( / ,0) + amln(g,0) + 1> P(/ + g, 0 x 0 ) = 

=P(/,o)+p(g,o). 
(2) Если Sp(f, 0) = {(a7, v)}, T 0 S p ( / + Z2, 0x0) = {(«;+1/2, 

Vj+1)}, где / + 2-:(C"XC, 0x0)->(C, 0)-стабилизация 
ростка / . 

7.3. Росток f-\-zP и действие группы Z„. Рассмотрим 
росток / + <г<э:СпХС, 0Х0~>С, 0, где p£L, и действие на С" Х С 
циклической группы 2р, заданное формулой 

г|)(г):(х, z)>-*(x, exp(2nir/p)z), 
где (г) 6ZP.. Преобразования группы сохраняют гиперповерх­
ности уровня функции f+zp. Поэтому Zp действует в приведен­
ных гомологиях и когомологиях слоев расслоения Милнора 
критической точки 0X0 ростка f~\-zp. 

Лемма. Действие группы Zp сохраняет в H"(Xf+xp^t, С) 
весовую и ходжеву фильтрации, а также вещественное под­
пространство и целочисленную решетку, являющиеся естествен­
ными образами групп #n(X/+jrp=.., R), Hn(Xf+gp^t, Z), соответ­
ственно. Действие группы Zp сохраняет в Hn(Xf+zp=t> С) форму 
пересечения классов гомологии. 

Доказательство очевидно. 
Пусть Х-характер группы Zp. Обозначим через 

V%czHn(Xf+zP==v С)-максимальное подпространство, на кото­
ром 1р действует умножением на %. 

С л е д с т в и е . Для любых к, 1&Z 
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F*Я» (ЛГ/+гР=, — ©xEW» (*/+гр_,) П V%-

Пусть х-характер группы Zp, k, ZgZ, рассмотрим про­
странство 

((Fftn^/+v^.1)n^x)/^-in^{cdot} 
Каждому собственному числу к действия на этом пространстве 
полупростой части оператора монодромии в когомологиях, исче­
зающих в критической точке ростка f+2-5, поставим в соответ­
ствие пару (n-1-/f t(A,),/), если Хф\, и пару (я-1-lh{%), 
I—1), если А-1, где lh{X) определено в п. 5.2. Построенный та­
ким образом для всех k, t, %, но для фиксированного % набор пар 
чисел обозначим через -Sp(f-j-2.p, 0X0, %) и назовем набором 
спектральных пар с характером %. 

По определению, Sp(f+zP, 0X0) =и г5р (f+zP, 0X0, х)-
Теорема (ср. [15]). Пусть % — характер группы Z->, та­

кой, что х(1)=ехр (2nirlp), где 0<г<р. Тогда Sp(f+zp, 
0X0, х)=Ца+г/р, v+l)\(a,v)eSp(f,0)}. Если х —-1. то V~= 
= {о}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим росток 2.°:(С, 0){to} 
->(С, 0). Его данные: число Милнора-р — 1; структура Ходжа— 
{0}{subset}W0 = tfo,- {0)cF»--№; Sp(zP,0) = {(-\+sip,0)\s = \, .. . 
...,р~\}. Положим y\s = zs'ldz. Формы r\s, s = l , . . . , р~ 1, 
вместе с zp удовлетворяют условиям леммы 5.2. 

Пусть со15..., ащпфп (X f) —-формы, удовлетворяющие вместе 
с / условиям леммы 5.2. Согласно следствию 2 леммы 7.2, 
формы соуЛт)-, / = 1, . ...,(л(/), s = \, ..., р — \, вместе с f-\-zP 
удовлетворяют условиям леммы 5.2 Форма v>]A'r\sld(f-{-zp) 
представляется на Xf+Zp^t формой zs(Hj/pt. Поэтому геометри­
ческое сечение формы соуЛц,- и е г 0 главная часть принадлежат Vе, 
где §(l) = exp(2.jas/p). Остальная часть теоремы легко вытекает 
из леммы 7.2 и ее следствия 1. 

З а м е ч а н и е 1. Весовую и ходжеву фильтрации на Vх 

легко выразить с помощью тензорных произведений и суммиро­
ваний через весовую и ходжеву фильтрации на Н11'1 {Xf=i) 
и соответствующее корневое подпространство оператора моно­
дромии в №(Xzp=t), см. аналогичные формулы в § 7 [12]. 

3 а мечание 2. Рассмотрим росток / + г?1+ ... + " ' ' . В его 
исчезающих когомологиях действует группа ZPl х • • • X Zp.. 
Теорема дает разложение спектра ростка по характерам этой 
группы. 
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§ 8. Спектр и деформации критических точек 

Предположим, что критическая точка голоморфной функ­
ции при деформации функции распадается на несколько более 
простых критических точек. В этом параграфе обсуждается 

П р о б л е м а . Как связаны смешанные структуры Ходжа,. 
в частности, спектры исходной критической точки и критиче­
ских точек, полученных при распадении? 

8.1. Гипотезы. Исторически наиболее ранней является 
Г и п о т е з а А р н о л ь д а — М а л ы р а н ж а (см. {2,. 

52]). Наименьшее спектральное число, полунепрерывно снизу 
при деформациях критической точки, или, что то же самое, 
комплексный показатель осцилляции полунепрерывен сверху 
при деформациях (см, введение и п. 5.5). 

Дальнейший анализ многочисленных примеров привел 
В. И. Арнольда к следующей гипотезе. 

Упорядочим спектр критической точки: ai{le}a2-S. . • . < < v 
Г и п о т е з а А р н о л ь д а (см. [37]). Спектр полунепреры­

вен в следующем смысле: если критическая точка О примыкает 
к (более простой) критической точке О' (с | / < | л ) , то a,s{le}a,/. 

З а м е ч а н и я (см. [37, 12, 15]). (1) Даже в простых и яв­
но вычислимых случаях, таких как квазиоднородный случай 
или случай критической точки функции двух переменных с не­
вырожденной главной частью ряда Тейлора, эта гипотеза яв­
ляется нетривиальным арифметическим утверждением о целых 
точках внутри выпуклых полиэдров. 

(2) Из симметрии спектра относительно точки /г/2—1 и ги­
потезы следуют двусторонние неравенства 

Например, если от сложной критической точки отщепляется од­
на морсовская точка (|л='|л/+1), ТО спектр точки О' разделяет 
спектр точки О. 

Отношение между спектрами точек О, О' такое же, как 
между полуосями эллипсоида в R ' H полуосями его сечения под­
пространством R1". 

(3) Симметрия спектра относительно точки n/2—l доказы­
вает гипотезу для случая, в котором О' — морсовская точка. 

(4) Предположим, что при деформации критическая точка 
не распадается, т. е. \x-yJ. Тогда Sp{0)—Sp{0') (см. [13]). 

(5) Переформулировка гипотезы: для любой полупрямой 
числовой оси количество чисел спектра исходной критической 
точки, попавших на полуось, не меньше, чем количество попав­
ших на полуось чисел спектра критической точки, возникшей 
при деформации: 

# (Sp (0) n{*6R I x < a}) >mSp (О') П {x€R | x < a}). 
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8.2. Множества полунепрерывности. Недавно получены 
утверждения, подтверждающие сформулированную гипотезу. 
Они обсуждаются ниже. Утверждения показывают, что гипоте­
зу удобно обобщить и рассматривать не одну критическую точ­
ку, возникшую при деформации исходной критической точки, a 
все критические точки, возникшие при деформации на одном 
критическом уровне. 

Пусть f : (О, 0)->(С, 0) — росток голоморфной функции в 
изолированной критической точке, F: (ОХСг> 0Х0)---(С. 0) — 
его деформация. 

О п р е д е л е н и е (см. [15, 16]). Подмножество Uc-R на­
зывается множеством полунепрерывности для данной дефор­
мации F, если оно обладает свойством: для любого достаточно 
малого ЯбСг, пусть x 1 , . . . , хЧСп — критические точки функции 
F(-, 'Л,), имеющие единое критическое значение, тогда количест­
во чисел спектра исходной критической точки ростка f, попав­
ших в U, не меньше, чем суммарное количество попавших в U 
чисел спектров критических точек х1,.,., Xs: 

s 

#(sp(f, 0) ПU)>2 #(sp(F (•, -•), *-) ПU)-
/=•1 

О б о б щ е н н а я г и п о т е з а А р н о л ь д а . Для любой 
деформации изолированной критической точки всякая полупря­
мая числовой оси является множеством полунепрерывности. 

Очевидно, что гипотеза Арнольда следует из обобщенной 
гипотезы Арнольда. Более того, вероятно, справедлива 

Г и п о т е з а о п о л у н е п р е р ы в н о с т и п л о т н о с т и 
с п е к т р а (см. [16]). Для любой деформации изолированной 
критической точки всякий интервал (а, а + 1 ) , где aG-R, являет­
ся множеством полунепрерывности, 

З а м е ч а н и е . Может быть, в формулировке гипотезы нуж­
но заменить интервал (а, а+1) на полуинтервал (а, а + 1 ] . 

Ясно, что из последней гипотезы вытекают предыдущие. 
8.3. Утверждения, подтверждающие гипотезы. Имеются три, 

вообще говоря, не связанных между собой рассуждения, кото­
рые приводят к трем утверждениям о полунепрерывности спект­
ра. ЭТИ рассуждения имеют следующий характер. 

Берется характеристика критической точки ростка 
f : ( О , 0)->-(С, 0), о которой заранее известно, что она полуне­
прерывна при распадениях критической точки. На первом 
этапе рассуждения эта характеристика выражается через коли­
чество чисел спектра критической точки, попавших в подходя­
щее, зависящее от характеристики подмножество числовой оси. 
Таким образом, получается утверждение: это подмножество 
является множеством полунепрерывности. На втором этапе 
рассуждения эта же конструкция применяется к критической 
точке ростка f+z*1, где pGZ, но не к исходной характеристике, а 
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к характеристике, «подкрученной» одним из характеров груп­
пы Zp (это место, как правило, требует уточнения). Модифици­
рованная конструкция доказывает, что множеством полуне­
прерывное™ является подмножество числовой оси, полученное 
на первом этапе и сдвинутое по оси на число вида rip, где rGZ 
и зависит от %. 

П р и м е р т а к о г о р а с с у ж д е н и я (однако, не дающе­
го новой информации). В качестве характеристики берется чис­
ло Милнора |j, — размерность пространства когомологий, исче­
зающих в критической точке. Число Милнора полунепрерывно 
при распадениях- Первый этап: fx---4|-{a6sp(/)}. Таким образом, 
рея числовая ось является множеством полунепрерывности. 
Второй этап: в качестве «подкрученной» характеристики берет­
ся (.^-размерность пространства Vх, т. е. подпространства в ко-
гомологиях, исчезающих в критической точке ростка f+2p, на 
котором Zp действует умножением на характер %. Согласно 
теореме 7.3, ц,* =.{mu}, если %-М-1, {mu} — 0, если х—1> и вновь заклю­
чаем, что вся числовая ось — множество полунепрерывности. 

В следующих двух пунктах изложены первые два утвержде­
ния о полунепрерывности спектра. Третье утверждение обсуж­
дается в л.- 8.7. 

8.4. Сигнатурные неравенства.- В ЭТОМ пункте роль полуне­
прерывной характеристики играет индекс инерции квадратич­
ной формы пересечения в исчезающих гомологиях. 

Рассмотрим росток f : ( О , 0){to}(C, 0) голоморфной функции 
в изолированной критической точке. Предположим сначала, что 
п нечетно. В этом случае форма пересечений в Я„_1(Х., R) —• 
симметрическая. Пусть ц0, {mu}+, \х~, — соответственно, числа 
квадратов ее диагонализации, входящих с нулевыми, положи­
тельными, отрицательными коэффициентами. В [62] числа щ, 
\х,± выражены через числа Ходжа смешанной структуры Ходжа, 
Следующая лемма есть переформулировка этого результата. 

Л е м м а (см. [15]). ц0—do(0), \i+=i(—1), \t,-=i(0), где 
функции do, i: R{to}R определяются ниже в терминах набора 
Sp(f,0). 

О п р е д е л е н и е ф у н к ц и й d0, i. Для любого aGR поло­
жим do (a) равным числу пар из Psp(f,0), у которых первые 
числа принадлежат арифметической прогрессии {a-\-k\keZ}; 
d'(a) равным числу не примитивных пар из Sp(f,0), у которых 
первые числа принадлежат арифметической прогрессии 
{d+2k\kGZ}; d"{a) равным числу пар из Sp(f, 0), у которых 
первые числа принадлежат открытому множеству 

£/(<*)= (J (cc + 2k, a+2k + l); 
ftez 

i(a)^d'(a) + d"(e&), i '(a) = d0(a) + d ' (a) + d"(a). 
Числа i(a), /'(a) называются, соответственно, строгим и не­
строгим подкрученными индексами инерции. 
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Функции do, i периодичны с периодами 1, 2, соответственно. 
Из симметрии набора Sp(f, 0) следует, что do, i четны. 

Согласно лемме, форма пересечений невырождена тогда и 
только тогда, когда оператор монодромии не имеет собственных 
чисел, равных 1. В этом случае (x+----#(sp(/, 0)П U(—1))> 
p_ — #(sp(/,o)nU(o)). 

Л е м м а (ср. [26]). Индексы инерции формы пересечений 
•полунепрерывны в следующем смысле. Пусть F:(C" ХС' . ОХ^)-^ 
-{to}(С, 0) —деформация ростка / . Предположим, что при доста­
точно малом А.6С' у F {•, X) на одном критическом уровне име­
ются критические точки xl(k), ...,xs(%). Тогда | j ,±>(x1

±- |- . . . 
. . . . + F 4 , [л± + [л0>р,1± + (л')-+-.....+^± + ^ , где 1.1/., ц/ — соответ­
ствующие характеристики формы пересечений в гомологиях, 
исчезающих в критической точке х]'(Х) функции F (•, М-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Конструкциями работы [26] строит­
ся вложение прямой суммы пространств гомологии, исчезаю­
щих в критических точках х1(\),. ,., Xs(К), вместе с их форма­
ми пересечений в пространство гомологии, исчезающих в кри­
тической точке ростка /. 

Т е о р е м а (см. [15]). Пусть f: (О1, 0){to}(C, 0) — росток 
голоморфной функции в изолированной критической точке, 
п — любое целое число, необязательно четное. Тогда для лю­
бого a6R подкрученные индексы инерции г (a), i'(a) полуне­
прерывны при деформациях ростка f в следующем смысле. 
Пусть F: (OXC-, 0X0){to}(C, 0) — деформация ростка /. Пред­
положим, что при достаточно малом Л-бС у F(-, К) на одном 
•критическом уровне имеются критические точки х1 (А,),.. . 
- . . , Xs(к). Тогда 

i ( a ) > t 1 ( a ) + . . . + i , ( a ) , 

i ' ( a ) > . V ( a ) + . . . + i / ( a ) , 

где t,(a), t/(a)—подкрученные индексы инерции критической 
•точки Xj(X). 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по схеме, изложенной в 
п. 8.3. с помощью теоремы 7.3. Переход от четного количества 
переменных к нечетному осуществляется с помощью стабили­
зации (добавления квадрата новой переменной). См. [15]. 

С л е д с т в и я . (1) Для любого иррационального а множе­
ство U (а) является множеством полунепрерывности. 

(2) Для деформаций простых, параболических и гипербо­
лических критических точек серии Т (см. [6]) справедлива 
гипотеза о полунепрерывности плотности спектра, 

Действительно, спектры этих точек лежат на отрезке дли­
ны 1, см. в [24] их спектры. Далее применяем теорему. О рас­
падениях этих точек см. также [24]. 
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З а м е ч а н и е . Согласно гипотезе о полунепрерывности: 
ПЛОТНОСТИ спектра, нет точек, отличных от перечисленных,. 
спектр которых лежит на отрезке длины 1. 

(3) Для любого аб(—-1, 0) интервал (ее, а+1) является 
множеством полунепрерывности для деформаций критических 
точек функций двух переменных. 

Действительно, в этом случае 41- (sPC\(a, a + l ) ) = i(a), по­
скольку d'(a) =0, в силу симметрии набора спектральных пар. 

(4) Если коранг критической точки ростка/равен /, то для 
любого agR ее подкрученные индексы инерции i(a), i'(a) не 
меньше, чем соответствующие подкрученные индексы инерции; 
критической точки функции x,3+ . •. +x.-3 + x^+1+ •. . +.x,(2 (ее 
набор спектральных пар состоит из пар вида ((k+i)/3+ 
-{-(n — l — 2)/2, R- — 1), где kgZ, такая пара входит в набор» 
С,* раз). 

8.5. Спектр и геометрический род, В этом пункте роль по­
лунепрерывной характеристики играет геометрический род осо­
бой точки гиперповерхности критического уровня. 

Начнем с формулировки ключевых результатов Саито [55] 
и Елкика [46]. 

Пусть /:(С", 0)->(С, 0)-росток голоморфной функции в изо*' 
лированной критической точке, я > 1 . Определим геометричес­
кий род особой точки гиперповерхности X- (см. п. 2.1). Обозна­
чим через й£ х пространство ростков в х голоморфных диф­
ференциальных p-форм на Х0 (голоморфной формой на Х0 
называется голоморфная форма на X0\0). Пусть jt:Y0->X0— 
разрешение особенностей особой точки 0, т. е. собственное голо­
морфное отображение неособого ( n - 1)-мерного многообразия 
У0, являющееся изоморфизмом вне дивизора с нормальными 
пересечениями ЛГ1 (0). Обозначим через я^й^я-чо) подпрост­
ранство в й^-1

0 всех тех ростков (n-1)-форм, прообразы ко­
торых на У0 голоморфно продолжаются на я_1(0). Размерность 
над С пространства 

"A-. .0~Q£.V**Q^- .<0) (10) 
называется геометрическим родом особой точки 06X0. Обозна­
чение: рв(/, 0). 

Т е о р е м а (Саито, см. [55]). 
pg(f, 0)=й1тР^Нп_,(Х{, С), 

где {FkHnA(Xt, С)}—фильтрация Ходжа в когомологиях, исче­
зающих в критической -точке ростка / . 

С л е д с т в и е . 
M/.OH#(sp(/,0)n(-l,0J). 

Теорема (Елкик, см. [46]). Геометрический род полуне­
прерывен в следующем смысле. Пусть .Р:(СпхС ; , 0x0){to} 
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{to}-(С, 0) —деформация ростка f. Предположим, что при доста-
точно малом ХбС1 y E( . , к) на одном критическом уровне име­
ются критические точки хг(%),..., Xs(А,). Тогда 

Рш(/' °)>Р* (F (• • Ю> х1 М) + • • • +PAF (• • ••). •** №)• 
С л е д с т в и е . Полуинтервал (—1, 0] является множеством 

полунепрерывное™. 
Т е о р е м а о п о л у н е п р е р ы в н о с т и с п е к т р а н а 

п е р в о м о т р е з к е . Для любого аб(—2, —1) интервал 
(а, а + 1 ) является множеством полунепрерывности. 

Эта теорема является ОСНОВНЫМ НОВЫМ результатом на­
стоящей статьи. Следствия теоремы см. в п. 8.6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы проводится по схеме, изло­
женной в п. 8.3. Модифицируются теоремы Саито и Елкика и 
применяются к росткам f + zT, где peZ. При модификации ис­
пользуется следующая лемма. 

Л е м м а об э кв ив а ри а н т и ом р а з р е ш е н и и о с о ­
б е н н о с т е й . 1. В пространстве С"Х'С с координатами х, z 
рассмотрим действие группы Хр, заданное умножением коор­
динаты z на корни p-й степени из 1. Тогда существует разреше­
ние особенностей n:Y{to}C"XC критической точки ростка f>+zp 

с голоморфным действием на Y группы Zp, перестановочным с 
отображением it. 

2. Пусть F : ( О Х С , 0X0){to}(С, 0) — деформация ростка f. 
В пространстве С"ХСхС с координатами х, г, X рассмотрим 
действие группы Zp, заданное умножением координаты г на 
корни р-й степени из 1. Тогда существуют разрешение особен­
ностей я : Y{to}CnXCXC ростка F + zF в точке 0 x 0 X 0 и голо­
морфное действие на Y группы ZPl обладающие свойствами: 
действие перестановочно с отображением п, ограничение ото­
бражения ат на собственный прообраз подмножества С х С х О 
является разрешением особенностей ростка f + zp. 

Д о к а з а т е л ь с т в о п. 1 л е м м ы . Эквивариаитность 
разрешения будет основана на предложении. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть Ф:C"+1 {to}С"XС — отображение, за-
-1/ а / + 1 ч »i+i 

данное формулами Xf4>=y\ .. .уп\\ , _/ = l , . . . , n , 0-Ф —t/i "*" ... 
...1/Д+1, где все показатели—целые, det(a /) = 1. Тогда дей­
ствие группы Zp на образе однозначно продолжается до дейст­
вия на прообразе. 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно. 
Пусть i|>:V{to}C"— разрешение особенностей критической 

ТОЧКИ ростка f. Это, в частности, означает, что в каждой точ­
ке из •ф-1 (0) росток f о \\> — одночлен в подходящих локальных 
координатах. Выберем конечное покрытие {£/..} множества 
ч|г"- (0) такими локальными картами. 
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Рассмотрим на \ /ХС c координатой z на втором'сомножи­
теле действие группы 2р, заданное умножением координаты z 
на корни p-й степени из 1. Определим а|):УХС->С"ХС J5aK 

•ф(г), z) = (^(rv),z). Построим Т]: У {to} V X C со свойством: n-ty— 
эквивариантное разрешение особенностей ростка f-\~zp. 

ДЛЯ любого Ut на Ut X C росток /ояр + zp есть двучлен: 
•»}"•.. .,о™« + г.-' для подходящих ти...,тп. Двучлен есть ряд,. 
невырожденный относительно своего многогранника Ньютона. 
Поэтому с помощью теории из [8, 66] построим для этого дву­
члена торическое разрешение особенностей r\t: Yi->Uty,C его-
критического множества с нулевым критическим значением.. 
Разрешение i-z склеивается из мономиальных отображений типа» 
указанного в предложении. Поэтому согласно предложению, раз­
решение ii; —эквивариантное. 

Каждое из T)i строится с помощью подходящего разбиения 
на примитивные симплициальные конусы положительного ок­
танта в Rn+1, ом. [8, 66]. Нетрудно видеть, что если эти разбие­
ния для разных Ut выбирать подходящим образом согласован­
ными, то все многообразия Yi однозначно, эквивариантно скле­
иваются в многообразие Г, отображения т]. склеиваются в 
отображение t\ : У->-VXC, где отображение г\— искомое. Согла­
сованность разбиений достигается индукцией по количеству ОТ­
ЛИЧНЫХ от нуля чисел /пЬ . . . , тп, отвечающих карте Ui. Снача­
ла разбиения строятся для карт с одним отличным от нуля чис­
лом, затем с двумя и т. д. 

Пункт 2 леммы доказывается аналогично. 
Для особой точки 0 гиперповерхности Х0 (см. п. 2.1) опре­

делим геометрический род, подкрученный характером % группы 
Zp. Рассмотрим росток / + .гр, росток гиперповерхности Z0== 
= {(х, z)\f (x)-\~z'' = 0}, эквивариантное разрешение n:Y0->ZQ, 
его особой точки, существующее согласно лемме. Для этого 
разрешения рассмотрим факторпространство #.-„.<,, (см. (10)). 
На Я.".,о действует группа Zp. Геометрическим родом, подкру­
ченным характером %, назовем размерность подпространства 
в H20,o, на котором Zp действует умножением на %. Обозначе­
ние: />£(/. 0). 

Э к в и в а р и а н т н а я теорема Саито. Пусть pgZ, % — 
характер группы 1р. Тогда 

^ ( />0 ) -=F '^«(X / + ^)n^ 
(см. обозначения в п. 6.3.). 

С л е д с т в и е эквивариантной теоремы и теоремы 7,3-
Пусть -<,(1)== exp(2-ir//-), где 0 < r < p . Тогда 

P%
s (Л 0) = # {aesp (/, 0) | oS + г ip <0}. 
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Имеется два доказательства сформулированной ранее тео­
ремы Саито (см. [55, 64])- Каждое из них использует разре­
шение особенностей критической точки ростка функции и рас­
суждения с точными последовательностями когомологий пуч­
ков на разрешении. Согласно лемме существует эквивариантное 
разрешение особенностей критической точки ростка f + zp. По­
этому группа Zp действует в когомологиях пучков на этом раз­
решении. Дословное повторение доказательств теоремы Саито в 
применении к ростку f + zp дает эквивариантную теорему Саито 
(см. [55, 64]). 

Э к в и в а р и а н т н а я т е о р е м а Е л к и к а. Пусть pGZ, 
X — xapaKTep группы Zp. Тогда геометрический род, подкру­
ченный характером %, полунепрерывен в следующем смысле. 
Пусть F : (С"ХСг, 0X0){to}(C,0)—деформация ростка / .Пред­
положим, что при достаточно малом ХвС1 у F(-, X) на одном 
критическом уровне имеются критические точки Xх(А,),... 
,.., Xs(X). Тогда 

^ ( / , 0)>p*(F(-,X), ^(X))+...+p^g(F(.,X), *-(*)). 

Сначала о доказательстве сформулированной ранее теоремы 
Елкика. Достаточно разобрать случай, в котором 1=1 и 
F(x3'(X), Я)=0. Для этого рассматривается росток гиперповерх­
ности Z о ={(х, X)6CnxC|F(x, Я)=0}, -и его разрешение особен-
но'стей п : Y0-yZ0, обладающее свойством: ограничение отобра­
жения я на собственный прообраз ростка аналитического мно­
жества Z0f]{X=0} является разрешением особенностей этого 
аналитического множества. Затем используются дуализирую­
щие пучки (пространств Z0[}{X—XQ}, их прообразов относитель­
но я и теоремы двойственности. Для доказательства эквивари-
антной теоремы Елкика нужно рассмотреть росток F+z-5, росток 
гиперповерхности Z0 — {(x, z, X)\F(x, X) +zp = 0}, его эквивари­
антное разрешение особенностей, гарантированное леммой, и 
повторить доказательство теоремы Елкика (см. [461). 

В качестве следствия эквивариантных теорем М. Саито и 
Р. Елкика получаем теорему о полунепрерывности спектра на 
первом отрезке. 

З а м е ч а н и е . Быть может, теорему о полунепрерывности 
спектра на первом отрезке можно обобщить следующим обра­
зом. Известно, что геометрический род pg ( / , 0) можно опреде­
лить как dime (R"~-.n..,0j-o)o> где n:YQ-+X0 — разрешение особен­
ностей, Rl — i-K производный функтор (см. [55, 64]). Если бы 
удалось выразить dimc (R;n...Q,-.,)0 через спектр ростка / и 
доказать полунепрерывность этой размерности при деформациях, 
то, применяя это доказательство к росткам /-J-2-0, вероятно, 
удалось бы доказать гипотезу о полунепрерывности плот­
ности спектра. 
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8.6. Следствия теоремы о полунепрерывности спектра на 
первом отрезке. (1) Для деформаций изолированных критиче­
ских точек функций двух переменных справедлива гипотеза о 
полунепрерывности плотности спектра [18]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В ЭТОМ случае спектр лежит на ин­
тервале (—1,1). Интервалы (а, а+1 ) , которые могут пересе­
каться со спектром, делятся на три типа: а6(—2, —1], аб 
6(—1, 0), а6[0, 1). Интервалы первого и третьего типа являются 
множествами полунепрерывности в силу теоремы о полунепре-
рывности спектра на первом отрезке и симметрии спектра отно­
сительно 0. Интервалы второго типа — множества полунепре­
рывности по теореме 8.4. 

(2) Назовем критическую точку ростка / достаточно вы­
рожденной, если число am.n=min{a,esp(f, 0)} принадлежит 
(—I, 0]. Тогда число атщ для достаточно вырожденной крити­
ческой точки полунепрерывно снизу при деформациях крити­
ческой точки, или, что то же самое, комплексный показатель 
осцилляции достаточно вырожденной критической точки полу­
непрерывен сверху при деформациях [17]. 

К р и т е р и й д о с т а т о ч н о й в ы р о ж д е н н о с т и . Пусть 
(х) = (хи .. . , хп) — система локальных координат с центром в 
точке 0GO. Рассмотрим многогранник Ньютона T(f, (x)) рост­
ка f в этой системе координат, см. [8, 66]. Многогранник на­
зывается далеким, если расстояние до многогранника от нача­
ла координат, определенное в [8], не меньше 1. 

Д о с т а т о ч н о е у с л о в и е . Критическая точка ростка 
достаточно вырождена, если существует система локальных ко­
ординат с центром в этой точке, в которой многогранник Ньюто­
на далекий. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (См. теорему 4-2 [12], доказательст­
во теоремы 2.18 [8]. 

Применяя достаточное условие, получаем: любая критиче­
ская точка функции 1-й или 2-х переменных достаточно вырож­
дена; среди критических точек функций трех переменных доста­
точно вырождены все критические точки кроме простых (в тер­
минологии из [6]). 

С л е д с т в и е . Комплексный показатель осцилляции крити­
ческих точек функций одной, двух или трех переменных полу­
непрерывен сверху при деформациях. 

Таким образом, доказана гипотеза Арнольда — Мальгранжа 
для всех критических точек, перечисленных в этом пункте. 

8.7. Нижние деформации квазиоднородных критических то­
чек. В этом пункте приведено третье утверждение, подтверж­
дающее гипотезу о полунепрерывное™ плотности спектра, 

Пусть f(xi,..-,x„)—квазиоднородный многочлен типа 
(СО 1 , . . . , <э„) и веса 1, имеющий в начале координат изолиро­
ванную критическую точку. Назовем его нижней деформацией 
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всякий многочлен F(x, X)=f(x)-\-'ZXjqi(x), где {ср..} — одночле­
ны квазиоднородного веса, меньшего 1. 

Т е о р е м а (см. [161). Произвольный интервал (а, а+1 ) яв­
ляется множеством полунепрерывности для.любой нижней де­
формации изолированной критической точки квазиоднородного 
многочлена. 

Доказательство теоремы проводится по схеме, изложенной 
в п. 8.3. РОЛЬ характеристик, полунепрерывных при нижних 
деформациях, играют размерности dimF^i//'-"1(X /)/E^t1Hn_I(X()' 
где k=n— 1, и—-2, . . . ,0 , здесь индекс =-М означает объеди­
нение корневых подпространств оператора Ms с собственными 
числами, не равными 1. Полунепрерывность этих чисел, соглас­
но следствию (б) пункта 5.2, влечет теорему при ccgZ. Теорема 
распространяется на случай oc-JZ прослеживанием эквивариант-
ности рассуждений, доказывающих полунепрерывность размер­
ностей факторпространств F'^iF^1, при применении этих рас­
суждений к росткам f+г-3. Таким образом, центральное место — 
доказательство полунепрерывности размерностей факторпро-
странств. Чтобы доказать полунепрерывность размерностей, о 
помощью теории предельных смешанных структур Ходжа (см. 
[59, 61, 62]) строится линейное отображение каждого фактор-
пространства, отвечающего критической точке ростка /, на 
прямую сумму соответствующих факторпространств, отвечаю­
щих критическим точкам, возникшим на одном критическом 
уровне при некотором значении параметра деформации, см. 
[16]. 

З а м е ч а н и е . Доказательство этой теоремы выглядит наи­
более привлекательным из доказательств приведенных выше 
трех утверждений, подтверждающих гипотезы о полунепрерыв­
ности спектра. Вероятно, окончательное доказательство гипо­
тезы о полунепрерывности ПЛОТНОСТИ спектра будет выглядеть 
именно так. 

8.8. О числе особых точек комплексной проективной гипер­
поверхности. Пусть Ус:СРп — алгебраическая гиперповерх­
ность степени d, имеющая только невырожденные (простые 
двойные) особые точки. 

П р о б л е м а . Каково максимальное число Nn(d) невырож­
денных особых точек, которое может иметь гиперповерхность 
степени d? 

Полный ответ на этот вопрос известен только при п—1, 2: 
при л = 1 Ni(d)='[d/2], при n = 2 N2{d)=d(d— 1)/2. Первый 
нетривиальный случай — п=З. 

Очевидно, что N3(1)=0. N3(2) .= 1. Известно, что N 3 (3)=4 
и всякая кубическая поверхность с четырьмя невырожденными 
особыми точками изоморфна кубике Кэли 2,=о31/*-.=0 (см, 
например, l39l). N3(4) = 16 (Куммер, 1864), равенство дости­
гается для поверхности Куммера. N3(5)==31 (Бовиль, 1980, 
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[391). О дальнейшем исследовании проблемы (см. в [16, 23, 
38—40,60,65]). 

Проблема имеет два аспекта. Первый — оценка сверху чис­
ла Nn(d). Второй — построение примеров гиперповерхностей с 
большим числом особых точек. 

О ц е н к и с в е р х у . Первым результатом является 
результат Бассе (1906, [38]): N3(d) < (d(d—l)2—5— 
—yd(d—l)(3d—14) --(--25) /2, с асимптотикой оценивающего 
N3(d) числа, равной ii3/2> при d{to}oo. В дальнейшем (см. [23, 
40, 60]) оценка улучшалась и обобщалась на случай n > 3 , 
однако во всех этих работах оценивающее Nn(d) число имело 
асимптотику d"/2 при d{to}oo. Оценку с новой асимптотикой,. 
наилучшую из известных автору, дает теорема 8.7. 

Назовем числом Арнольда An(d) число целых точек 
(/гь . . . , кп) строго внутри куба (0, d)n, для которых (n—2)dj 
/2+1<Ski :<nd/2. Например, при n = 3 число Арнольда A3(d) — 
=23d3/48+ (члены меньшей степени по d). 

Т е о р е м а об о ц е н к е с в е р х у (см. ][16]). Пусть 
УсгСР" — алгебраическая гиперповерхность степени d, имею­
щая только изолированные особые точки. Тогда число ее не­
вырожденных особых точек не больше числа A„(d). Если п = 3 , 
то число всех особых точек не больше A3(d). 
Эта теорема в виде гипотезы формулировалась В. И. Арнолы'-
дом в 1981 г- при обсуждении работы Брюса [40]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем в СРп аффинные координа­
ты Х[, ..., хп так, чтобы бесконечность не проходила через 
особые точки гиперповерхности и трансверсально пересекала 
гиперповерхность. Пусть h(xx хп)=0 — аффинное уравне­
ние гиперповерхности. Тогда h легко включается в нижнюю 
деформацию однородного многочлена f степени d, имеющего 
изолированную критическую точку. Спектр критической точки 
многочлена f находится во взаимно однозначном соответствии 
с целыми точками строго внутри куба (0,d)n. Точке (k\,. .. 
..., kn) отвечает спектральное число (k + . . . -\-kn)/d— 1. 
Спектр невырожденной особой точки состоит из ОДНОГО числа 
n/2—1. Теорема об оценке при пФЪ получается из теоремы 8.7 
ДЛЯ интервала ([nd/2]/d—2+1/d, [nd/21/d—l + 1/d). Для дока­
зательства при п—Ъ достаточно заметить, что спектр каждой 
изолированной критической точки голоморфной функции трех 
переменных пересекается с этим интервалом. Это утверждение 
следует из теоремы 8.4, 

З а м е ч а н и е . Назовем изолированную критическую точку 
голоморфной функции хорошей, если ее спектр пересекается с 
интервалом ((n—3)/2, (n—1)/2). Предыдущее рассуждение с 
учетом симметрии спектра относительно числа n/2—1 доказы­
вает теорему: число хороших особых точек алгебраической 
гиперповерхности степени d не больше A„(d). ПОМИМО крити-
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ческих точек стабильно эквивалентных критическим точкам 
функций трех переменных, хорошими являются критические 
точки полуквазиоднородных функций (определение см. в [3]). 
Действительно, спектр полуквазиоднородной критической точки 
равен спектру соответствующей квазиоднородной (см. [121). 
Квазиоднородная критическая точка — хорошая, согласно тео­
реме 8.7, поскольку в ее подходящей нижней деформации 
встречаются невырожденные критические точки. Из гипотезы 
о полунепрерывности плотности спектра следует, что не хоро­
ших критических точек нет. 

Для фиксированного п число Арнольда Л„(d) имеет вид 
andn-\- (члены меньшей степени по d), где an6R. 

Лемма (В. И. Арнольд, А. Б. Гивенталь) а „ ~ 1^6/т при 
n - > оо . 

Оценки снизу. С. В. Чмутов предложил метод, который дает, 
по-видимому, наилучшие оценки снизу числа Nn{d) при больших d. 
Чмутов в качестве гиперповерхности с большим числом невы­
рожденных особых точек предложил рассматривать гиперповерх-

п 

ность в СР" с аффинным уравнением 2^Та(х]) = 0, если п 
1 - х 

четно, и 2^Td{xj)=\, если п. нечетно, где Та — многочлен Чебы-
шева степени d, имеющий два критических значения + 1 . 

Число Chmn (d) особых точек гиперповерхности Чмутова 
при больших d равно —C,T/2d"/2". Например, Chm3(d)~3d3/8. 
|?; i Л е м м а (А. Б. Гивенталь). Положим chmn (d) -= lim Chmn(d)/dn 

при d-yoo. Тогда при n{to} оо chmn(d)~y~2lnti. 
Леммы В. И. Арнольда и А. Б. Гивеиталя показывают, что 

асимптотики оценок сверху и снизу числа Nn(d) совпадают 
по порядку и отличаются коэффициентом ]/"3 . 

Случай d = 3. 
Лемма (А. Б. Гивенталь). Ап(3)~2пуг8/пп при п->оо. 

Используя идею С. В. Чмутова Гивенталь построил примеры 
кубических гиперповерхностей с большим числом особых точек. 
Пусть G (х, у) — многочлен 3-й степени с двумя критическими 
значениями ± 1 , на одном из которых—три критических точки, 
на другом— одна. Тогда число gn особых точек кубической 

л/2 
гиперповерхности с аффинным уравнением 2ji( — \yG(Xj, yj) = Q 
от п переменных (при четном п) имеет асимптотику gn~ 
~2п yiQ/Зпп при п{to} оо . 

При d=3 и малых п результаты теоремы об оценке и при­
меры Гивенталя приведены в таблице 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 

< 1 3 4 10 15 35 56 126 196 

> 1 3 4 10 15 33 54 118 189 

Отметим, что равенство -V5(3) = 15 является теоремой Тоглиат-
ти (1936, [651). 

В заключение отметим еще одно приложение теоремы об 
оценке. 

Т е о р е м а . Пусть УсгСЯ2— алгебраическая кривая степе­
ни d, имеющая лишь изолированные особые точки. Пусть 
ti\(Y) — число ее невырожденных особых точек, Пч(У) — число 
ее точек возврата, B(d) —число целых точек (/гь ki) строго вну­
три квадрата (0, d)a, для которых [d/6l + l<£i+&2<7d/6. Тогда 
nl(Y)+2n2(Y)<B(d). 

Отметим, что при d~+oaB(d) ~23d2/36. 
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