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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

УДК 517.956 

С И М М Е Т Р И И И Ф У Н Д А М Е Н Т А Л Ь Н Ы Е Р Е Ш Е Н И Я М Н О Г О М Е Р Н О Г О 
О Б О Б Щ Е Н Н О Г О О С Е С И М М Е Т Р И Ч Е С К О Г О У Р А В Н Е Н И Я Л А П Л А С А 

А. В. АКСЕНОВ 

Фундаментальные решения линейных уравнений математической физики зачастую явля­
ются инвариантными относительно преобразований, допускаемых исходным уравнением [1,2]. 
В настоящей работе сформулирован алгоритм нахождения фундаментальных решений линей­
ных уравнений с частными производными на основе использования допускаемой группы то­
чечных преобразований. Найдены точечные симметрии и инвариантные фундаментальные 
решения многомерного обобщенного осесимметрического уравнения Лапласа. 

1. Н а х о ж д е н и е с и м м е т р и и л и н е й н ы х уравнений с ч а с т н ы м и производными, 
описывающих ф у н д а м е н т а л ь н ы е решения . Пусть дано линейное дифференциальное 
уравнение с частными производными р-го порядка 

р 
Lu = £ AQ(x)Dau = О, х £ Ж т . (1) 

Здесь приняты стандартные обозначения: а = ( а ь . . . , а т ) — мультииндекс с целочислен­
ными неотрицательными компонентами, \а\ = a i + . . . + ат , Da ™ (д/дх1)"1.. .(д/дхт)ат. 
Фундаментальные решения уравнения (1) являются решениями уравнения 

Lu = 6(х - х0). (2) 

В работе [3] показано, что уравнение (1) при р > 2 и т > 2 может допускать операторы 
симметрии только следующего вида: 

Основная алгебра Ли операторов симметрии уравнения (1) как векторное пространство есть 
прямая сумма двух подалгебр: подалгебры, состоящей из операторов вида 

и бесконечномерной подалгебры, порожденной операторами 

X = <р(х)д/дщ (4) 

где <р(х) — произвольное решение уравнения (1). Отметим, что операторы (4), очевидно, 
являются операторами симметрии уравнения (2). В дальнейшем рассматриваются лишь опе­
раторы вида (3). 

Обозначим через X продолжение порядка р оператора (3). 
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П р е д л о ж е н и е 1. Для того чтобы инфинитезимальный оператор вида (3) являлся опе­
ратором симметрии уравнения (1), необходимо и достаточно, чтобы существовала функция 
А = Х(х), удовлетворяющая тождеству 

X(Lu)~\{x)Lu (5) 
р \ ' 

для любой функции и = и(х) из области определения уравнения (1). 
Т е о р е м а . Алгебра Ли операторов симметрии уравнения (2) является подалгеброй ал­

гебры Ли операторов симметрии уравнения (1), выделяемой соотношениями 

£''(a?o) = 0, t = 1 , . . . , т , (6) 

* Ы + Ё ^ = «. ( 7 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор симметрии уравнения (2) в силу непрерывности его коор­
динат в точке XQ является оператором симметрии уравнения (1). Условие (6) следует из опре­
деления симметрии. Оно означает, что точка х0 является неподвижной точкой допускаемой 
группы преобразований уравнения (2). Рассмотрим однопараметрическую группу преобразо­
ваний уравнения (2), соответствующую оператору симметрии (3): 

жг = / * ( я , а ) , г = 1 , . . . , т , и = д(х,а)и, (8) 

где 0) = х{, д{х, 0) =. 1 , а — параметр группы. Формула для преобразования 6 -функции 
имеет вид [4] 6(х - х0) = J~x(x0,a)6(x - х0), где J(x,a) = йе%(дх*/дх*). В силу уравнений 
Ли для независимых переменных dxl/da = , х*(0) = я 1 , г = 1 , . . . , т , якобиан J(x,a) 
удовлетворяет уравнению 

d\nJ(x,a) _^д?(х) 

да ~ Ух дх< w 

из которого, используя условие (6), находим 

Таким образом, формула для преобразования 6 -функции принимает вид 

ё(х - хо) = exp ( - а £ ~ *о). (Ю) 
1 = 1 

Из формулы для ряда Ли Lu = exp(a X)Lu получаем, что левая часть уравнения (2) пре-
р 

образуется следующим образом: L u ~ F(x,a)Lu и при этом в силу условия (6) в точке х0 

справедливо соотношение 
F(x0ja) = ехр(аА(ж 0 )) . ( I I ) 

Из (10), (11) получаем условие (7). Можно показать, что условия (6), (7) справедливы и для 
коммутатора двух операторов симметрии уравнения (2), Следовательно, операторы симме­
трии уравнения (2) образуют подалгебру алгебры Ли операторов симметрии уравнения (1). 
Теорема доказана. 

2. А л г о р и т м п о с т р о е н и я ф у н д а м е н т а л ь н ы х р е ш е н и й . Сформулируем алгоритм 
нахождения фундаментальных решений на основе использования симметрии. 

1. Нахождение общего вида оператора симметрии уравнения (1) и соответствующей ему 
функции Х(х), удовлетворяющей тождеству (5). 

2. Получение по найденному оператору симметрии уравнения (1) общего вида оператора 
симметрии уравнения (2) на основе ограничений (6), (7). 

3. Построение инвариантных фундаментальных решений. 
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4. Получение новых фундаментальных решений из известных с помощью симметрии урав­
нения (2) (производство решений). 

Отметим, что при нахождении обобщенных инвариантных фундаментальных решений не­
обходимо искать инварианты в классе обобщенных функций [5, 6]. 

3 . С и м м е т р и и многомерного обобщенного осесимметрического уравнения 
Лапласа . Рассмотрим многомерное обобщенное осесимметрическое уравнение Лапласа 

д2и v ди ^ д2и л . ч 

Отметим, что при значениях v, являющихся натуральными числами, функция и = 
= и(х°,х1,... ,ж п ) будет решением уравнения (12) тогда и только тогда, когда функция 
[ / ( ж 1 , . . . , х п , з / 1 , . . . , 2 / 1 / + 1 ) = и(((у1)2 + . . . + {yv*l)2Y'2->xl,... ,ж п ) удовлетворяет уравнению 
Лапласа в евклидовом пространстве E n + v + l . 

Решение уравнения (12), соответствующее параметру связано с решением и^и) 
соотношением [7] = ( x 0 ) 1 " " J / t 4 ( 2 - J / ) . Поэтому, чтобы не рассматривать обычное многомерное 
уравнение Лапласа, симметрии которого исследованы [8], считаем, что и(2 — и) ф О. 

П р е д л о ж е н и е 2. Общий вид координат оператора симметрии уравнения (12) при 
i/(2 - и) ф О следующий: 

е = 2х° ( £ akxk + Ъ), е = -а» £ > * ) 2 + 2х" ( £ а V + b) + £ d?kxk + е>, 
* = 1 ib=0 fc = l Jb = l 

-(i/ + n - 1) ] P а*ж* + cj tx, 

где dp* = —dkp ; a p , 6, c, dpk,ep — постоянные; p = 1 , . . . , n. 
4. С и м м е т р и и многомерного обобщенного осесимметрического уравнения 

Лапласа с 6 -функцией в правой части . Функция Х(х), соответствующая выписанному 
п 

оператору симметрии, имеет вид Х(х) = —46 + с — (iv + п + 3) ]Г а*ж* , откуда следует 

П р е д л о ж е н и е 3. Уравнение 
д2и v ди д2и с / 0 . • ч 

^ + ^ + £ ^ = «(*°-1Ж0. аз) 
описывающее фундаментальные решения уравнения (12), допускает при 1/(2 — 1/)ф0 оператор 
симметрии с координатами 

е = 2 х ° х ; е = - « p $ > * ) 2 + w E a V + Е л * + « р > ч = - с + » - i ) * Е a V -

(14) 
Здесь г = ( ж 1 , . . . , ^ ) ; dp* = -d** ; р = 1,...,га. 

5 . Геометрическая и н т е р п р е т а ц и я г р у п п ы с и м м е т р и и многомерного обобщен­
ного о с е с и м м е т р и ч е с к о г о уравнения Лапласа с 6 -функцией в правой ч а с т и . Рассмо­
трим проекцию базисных операторов симметрии уравнения (13) на пространство независимых 
переменных. Из (14) находим 

(15) 

где | х | 2 - £ (ж*) 2 . 

В евклидовом пространстве Еп+2 координаты точек сферы радиуса R с центром в на-
1 + 1 - . ч 2 чале координат удовлетворяют уравнению £ (s*) = R2 . Рассмотрим стереографическую 
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проекцию сферы из центра проекции в точке Р ( 0 , 0 , . . . . Я) на гиперплоскость, задаваемую 
уравнением s n + 1 ~ -R. Выразим связь между координатами точек S(s° , s \ . . . , s n + 1 ) сфе­
ры и координатами соответствующих точек 5 ' (я° , х\ . . . , ж п , -R) гиперплоскости следующим 
образом: 

sk = AR2xk/(\x\2 + 4R2) (Л = 0 , l , . - . , n ) , s n + 1 = Л ( | х | 2 - 4 Л 2 ) / ( | х | 2 + AR% (16) 

n + 1 ч 1/2 
, наоборот, ж* = 2 в * / ( 1 - 5 п + 1 / Д ) (Л = 0 , 1 , . . . , п) , Я = ( Е ( ^ ) 2 ) 

В переменных (16) операторы (15) при R = 1/2 записываются в вид 

(17) 
Операторы (17) задают в евклидовом пространстве Еп+2 вращения сферы радиуса R = 1/2 
вокруг оси з° (см. случаи п — 1 и п — 3 в [9, 10]). 

6. И н в а р и а н т н ы е ф у н д а м е н т а л ь н ы е решения многомерного о б о б щ е н н о г о осе­
с и м м е т р и ч е с к о г о уравнения Лапласа . Оператор симметрии, задаваемый (14), имеет 

п 
лишь два инварианта: z = (]С(я*) 2 + 1 ) / ( 2 ж ° ) > w = ( ж ° ) ^ + п " 1 ) / 2 т 1 , используя которое, полу-

Аг=0 
чаем 

П р е д л о ж е н и е 4 . Решение уравнения (13), инвариантное относительно оператора сим­
метрии с координатами (Ц)> имеет вид 

и = (Ж°Г"(* 2
 - I ) " " / 2 [cP^iz) - —zQXz)], (18) 

где р = (п- 1)/2^ сг = -и/2; Р~*(г), Q*{z) — функции Лежандра первого и второго рода 
[11]; с — произвольная постоянная. 

Можно показать, что фундаментальные решения уравнения (12), полученные в работах 
[7, 12], являются частными случаями (18). 

В заключение отметим, что построение фундаментальных решений с помощью симметрии 
может использоваться и в случае уравнений с переменными коэффициентами, когда традици­
онный метод интегральных преобразований неприменим. 

Автор благодарит Ю . Ю. Береста за полезные обсуждения. 
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле­

дований (код проекта 94 — 01 — 00490). 
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