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Начнем с примера: рассмотрим кратчайший путь от точки 
плоскости до заданной кривой, например, --от точки эллиптиче­
ской области до ее границы (рис. 1). Экстремали этой вариаци­
онной задачи —нормали к эллипсу. Минимальное значение 
функционала (длины и пути), как функция начальной точки, 
удовлетворяет уравнению Гамильтона — Якоби (VH) 2 = = - » ™Х|-
ках гладкости. Но эта функция имеет особенности (на отрезке, 
соединяющем фокусы эллипса). Точно так же система экстрема­
лей имеет особенности (на астроиде, огибающей семейство нор­
малей к эллипсу). Огибающая системы экстремалей называется 
каустикой. Каустика нашей задачи имеет четыре точки возвра­
та. Эти особенности каустики устойчивы: всякая кривая, близ­
кая к эллипсу (с производными), имеет близкую к астроиде 
каустику с четырьмя точками возврата. 

Линии уровня решения уравнения Гамильтона — Якобн на­
зываются фронтами. В нашем примере фронты — это эквидн* 
станты эллипса. Эквидистанты, близкие к эллипсу, являются 
гладкими кривыми. На более удаленных эквндистангах имеются 
особенности (4 точки возврата, рис. 2). Эти особенности устой­
чивы: эквидистанты любой кривой, близкой к эллипсу, имеют 
подобные же особенности. 

Разумеется, линией уровня кратчайшего расстояния до эл­
липса является только часть эквидистанты. Однако многие 
свойства особенностей решений вариационных задач легче по­
нять, если рассматривать не только минимумы, но и другие кри­
тические точки функционалов (в данном случае—сначала изу­
чать эквидистанты целиком, а потом выделять нужные части). 

Например, рассмотрим расстояние до кривой как функцию 
конечной точки. Удобно считать эту функцию многозначной, 
учитывая не только кратчайшее расстояние, но и длины осталь­
ных нормалей к эллипсу, приведенных из данной точки. 

График многозначной функции расстояния от точки области 
до эллипса имеет в окрестности -фокуса эллипса характерную 
особенность, диффеоморфную «ласточкину хвосту» (рис. 3). 
Ласточкин хвост —это поверхность в пространстве многочленов 



x",-\-ax1-\-bx-\-c, образованная многочленами с кратным корнем. 
Эта особенность устойчива: при малом шевелении эллипса со­
храняется диффеоморфная ласточкину хвосту особенность на 
графике. 

РИС. 1. Система экстремалей Рис. 2. Особенности Рис. 3. Ласточкин 
н си каустика эквндистаиты эллипса хвост / 

График функции времени (движения со скоростью 1 до гра­
ницы области) лежит в пространстве-времени и пересекается 
с изохронамн по эквидистаитам. Следовательно, при изменении 
расстояния до кривой (скажем, до эллипса) эквидистанты ис­
пытывают такую же метаморфозу (в момент прохождения фо­
куса), какую испытывают сечения поверхности ласточкина 
хвоста в пространстве-времени поверхностями уровня функции 
времени. 

В теории особенностей доказывается, что функция общего 
положении в содержащем ласточкин хвост пространстве 
(/Ча> Ь, с)д}[да\0фО) приводится к нормальной форме f~±a+ 
+ c o n s t сохраняющим хвост локальным диффеоморфизмом ок­
рестности точки а =--6-=-с —0 1301. Следовательно, метаморфозы 
эквмднетаит — те же, что метаморфозы сечений ласточкина 
хвоста плоскостями a—const; последние метаморфозы исследо­
вать уже легко. 

Если мы хотим ограничиться минимумами, то достаточно 
просто удалить часть ласточкина хвоста (а именно пирамиду, 
прилегающую к ребрам возврата). 

Схема применений теории особенностей к исследованию ре­
шений вариационных задач в общем случае такая же, как в 
разобранном примере. 

1. Предъявляется список эталонных особенностей (обобщаю­
щих точки возврата и ласточкины хвосты). Эти особенности 
связаны обычно с геометрией групп, порожденных отражения­
ми и их можно раз и навсегда подробно изучить при помощи 
надлежащих алгебраических средств (используются алгебры Ли, 
теория инвариантов, системы корней, диаграммы Дынкина 
и т. д.). 

2. Доказывается, что эталонные особенности устойчивы и что 
только они встречаются в ситуациях общего положения. Напри­
мер, каустика окружности состоит из одной точки — центра 
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окружности, НО при малом шевелении общего положения эта 
вырожденная особенность в центре превращается в близкую к 
центру кривую, единственные особенности которой — точки воз­
врата и точки трансверсального самопересечения. 

3. После этого изучение особенностей и метаморфоз различ­
ных объектов, связанных с вариационной задачей общего поло­
жения, сводится к изучению соответствующих свойств эталон­
ных особенностей. Например, изучение метаморфоз фронтов 
сводится к исследованию сечений обобщенных ласточкиных 
хвостов гиперповерхностями. 

В настоящем обзоре формулируются основные результаты 
по реализации этой программы, полученные начиная с 1972 г., 
когда впервые была осознана связь особенностей решений ва­
риационных задач с теорией групп, порожденных отражения­
ми Ш. Первоначально использовались лишь группы A, D, Е 
(без двойных связей в диаграммах). После того, как в 1978 г. 
[5] было обнаружено, что группы с двойными связями (В, С, F) 
отвечают за краевые особенности (например, за особенности 
расстояния до многообразия с краем), неиспользованными оста­
лись лишь группы отражений h(n), lis, и J~h. 

Осенью 1982 г. выяснилось, что группа Я3 (группа симмет­
рии икосаэдра) управляет особенностями в задаче об обходе 
препятствия на плоскости, ограниченного кривой общего поло­
жения с точкой перегиба, т. е. особенностями семейства эволь­
вент Гюйгенса плоской кривой вблизи ее точки перегиба. 

Какая вариационная задача приводит к группе Я4, пока не­
известно, но остается мало сомнений, что и эта группа встре­
тится при описании особенностей систем экстремалей и фрон­
тов более сложных вариационных задач. 

Язык, на котором здесь удобнее всего формулировать ре­
зультаты,— это язык симплектической и контактной геометрий. 
Необходимые общие определения и теоремы симплектической 
геометрии собраны в §Г контактной — в § 2. В § 3 обсуждает­
ся задача об обходе препятствия. § 4 посвящен приложениям 
симплектической и контактной геометрий к теории асимптоти­
ческих лучей (т. е. к иерархии экстремалей вариационной за­
дачи об обходе препятствия). B § 5 подготавливается алгебраи­
ческий аппарат (изучаются обобщенные открытые ласточкины 
хвосты), с помощью которого в § 6 доказываются основные ре­
зультаты о нормальных формах систем лучей и фронтов в за­
даче об обходе препятствия. 

§ 1. Симплектическая и контактная геометрия 

Симплектической структурой на многообразии называется 
замкнутая невырожденная дифференциальная 2-форма. 

П р и м е р ы . 1. Элемент площади dp/\dq задает на плоско­
сти (р, q) симплектическую структуру. 2. Прямое произведе-
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ние симплектических многообразий наследует от сомножителей 
естественную симплектическую структуру. 3. В частности, R2n 

имеет симплектическую структуру прямой суммы п плоскостей, 
^dpi/\dqi. 4. Фазовое пространство (пространство кокасатель­
ного расслоения) M = T*V любого гладкого многообразия V 
имеет естественную симплектическую структуру, которая в 
обычных координатах фазового пространства записывается в 
виде (£> — 2,dpi/\dqi. Важно отметить, что ни интегральный ин­
вариант Пуанкаре co==da, ни форма действия a=2pid<7i не за­
висят от выбора координат на V (иными словами, диффеомор­
физмы V переводят а в а и а в со). Бескоординатное определе­
ние «формы действия» а в терминах касательного расслоения 
я : ТМ^-М и кокасательного р : T*V-^V таково: 

а (6 )=я ( | ) р . ( | ) , где^бГМ. 

Все симплектические структуры на фиксированном много­
образии локально диффеоморфны (теорема Дарбу i[6]). 

Рассмотрим гиперповерхность в симплектическом простран­
стве. Характеристическим направлением на гиперповерхности 
называется косоортогональное дополнение к касательной плос­
кости, Интегральные кривые поля характеристических направ­
лений называются характеристиками. Всякая гиперповерхность 
в симплектическом пространстве расслоена на характеристики 
(по меньшей мере локально). 

П р и м е р . Рассмотрим в фазовом пространстве R2n над ев­
клидовым пространством Rn гиперповерхность, задающую ев­
клидову метрику, p2=l. Характеристики этой гиперповерхности 
определяются экстремалями принципа наименьшего действия 
для свободной частицы. Каждая характеристика соответствует 
ориентированной прямой. Многообразие характеристик есть 
многообразие всех ориентированных прямых в R". Это 'многооб­
разие можно отождествить с пространством кокасательного 
расслоения сферы S" - 1 (каждой прямой сопоставляется ее орт). 
Тем самым мы снабжаем многообразие ориентированных пря­
мых симплектической структурой (заимствуя ее из ~*.Sn-1). 

Многообразие характеристик гиперповерхности в симплек­
тическом пространстве (например, многообразие экстремалей 
любой одномерной регулярной вариационной задачи) наследует 
естественную симплектическую структуру из самого простран­
ства (ее значение на проекциях двух приложенных в одной 
точке касательных векторов фазового пространства равно 
значению исходной структуры на самих этих векторах). 

П р и м е р . Симплектическая структура пространства ориен­
тированных прямых в евклидовом пространстве, наследуемая 
из фазового пространства, отличается от симплектической 
структуры, принесенной из пространства кокасательного рас­
слоения сферы, лишь знаком. 
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Однопараметрическая группа диффеоморфизмов симплекти-
ческого многообразия, сохраняющих симплектическую струк­
туру, имеет полем скоростей гамильтоново поле (1-форма, со­
ответствующая этому полю при изоморфизме касательного и 
кокасательного расслоений, определенном симплектической 
2-формой, замкнута). Если эта замкнутая 1-форма является 
дифференциалом функции, то эта функция называется функ­
цией Гамильтона группы. 

Фазовые кривые исходного поля скоростей являются харак­
теристиками поверхностей уровня функции Гамильтона. 

П р и м е р . Рассмотрим линейное пространство V всех би­
нарных форм (однородных многочленов от двух переменных 
х, у) степени d. Размерность этого пространства равна d + L 
Если d нечетно, на этом пространстве есть (единственная с 
точностью до множителя) линейная кососимметрическая фор­
ма, инвариантная относительно действия SL2 (группы линей­
ных преобразований плоскости х, у с определителем 1). Она 
определяет на V симплектическую структуру «с постоянными 
коэффициентами». Явный вид этой структуры со удобно описать 
при помощи «координат Дарбу», в которых co=SdpiAd-?i'. коор­
динаты Pa,...,qn имеет бинарная форма cp(x,#), для которой 

•9(x, l ) -=9ox r f / d !+ . . .+^x ' ! + 1 / ( / i + l ) ! - - p K x f 7 n ! + . . . + ( - t ) r t p o , 
d = 2ft-T-l 

(знаки перед pi чередуются). 
Гиперплоскость .7i = const можно отождествить с пространст­

вом многочленов степени d от х с фиксированным старшим ко­
эффициентом. Функция <7i является функцией Гамильтона сдви­
гов вдоль оси значений многочлена. Поэтому характеристика 
определяется производной многочлена по х. Итак, многообразие 
характеристик этой гиперплоскости отождествляется с многооб­
разием многочленов f четной степени b — d—1 — 2п с фиксиро­
ванным старшим коэффициентом. Мы получаем и в этом про­
странстве симплектическую структуру. В координатах Дарбу 
(pi,. . • ,qn)-

f(x) = xb/b\-\-qlxb-1!(b~\)\-{- -{-дпХУп. \ — 
- p „ x " - V ( t t - 1 ) ! + . . . + ( - l ^ A . 

Сдвиги / вдоль оси х сохраняют эту симплектическую 
структуру. Функцию Гамильтона сдвигов нетрудно найти: 

A — pi + <7ip2+ • • • +-7«-ip« + ^ 2 / 2 . 
(этот многочлен нашел уже Гильберт [35], ср. [17, 18]). 

Рассмотрим многообразие характеристик гиперповерхности 
h=-0. Это многообразие отождествляется с многообразием мно­
гочленов степени а = Ъ—1 с фиксированным старшим коэффици­
ентом и суммой корней 0 (действительно, сдвиг, аннулирующий 
•сумму корней, определен однозначно, а значение p1 определяет-
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ся остальными коэффициентами и условием Л = 0). Мы получа­
ем симплектическую структуру в пространстве многочленов 
g(x) нечетной степени с фиксированным старшим коэффициен­
том и суммой корней 0. В координатах Дарбу Цч /•>,••: 

g(x)=x«/fl. + ?2xa"-/(a--2).+ . . . +qmx>»rm\ 
~pmx>"-l/(m-\)\+ . . . +(-1)~/>2. Я-~2/Й-| 1. 

Этот пример послужит нам в дальнейшем источником эта­
лонных особенностей. 

Подмногообразие симплектаческого многообразия называет­
ся лагранжевым, если на нем симплектическая 2-форма тож­
дественно равна нулю и его размерность — максимальная воз­
можная (равная половине размерности симплектического мно­
гообразия). 

Примеры. 1. Плоскость q = const в стандартном фазовом 
пространстве лагранжева. 2. Слои кокасатслыюго расслоения 
лагранжевы. 3. Множество всех 1-форм, равных пулю на каса­
тельных пространствах подмногообразия (любой размерности), 
образует лагранжево подмногообразие в пространстве кокаса-
тельного расслоения объемлющего многообразия. 4. Диффе­
ренциалы решения уравнения Гамильтона—Якоби образуют 
лагранжево подмногообразие, лежащее в определенной урав­
нением Гамильтона—Якоби гиперповерхности фазового про­
странства. 

Последний пример позволяет рассматривать лагранжевы 
подмногообразия пространства кокасательного расслоения, не­
обязательно являющиеся сечениями, как «многозначные реше­
ния» уравнения Гамильтона—-Якоби. Например, дифференциа­
лы всех ветвей многозначной функции расстояния от точки 
плоскости до эллипса определяют в фазовом пространстве глад­
кое (даже и над каустикой) лагранжево многообразие. 

При перенесении на это многообразие система экстремален 
и фронтов становится регулярной: все особенности возникают 
лишь из-за особенностей проектирования лагранжева многооб­
разия из фазового пространства в конфигурационное. 

Расслоение с симплектическим пространством называется 
лагранжевым, если его слои лагранжевы. 

Пример. Кокасателыюе расслоение лагранжево. 
Лагранжевым отображением называется тройка L-*E~y-B, 

составленная из иммерсии лагранжева подмногообразия и лаг­
ранжева расслоения Е-УВ. 

Лагранжевыми особенностями называются особенности 
сквозного отображения L-vfi. 

Множество критических значений лаграижевых особенностей 
называется каустикой лагранжева отображения. 

Эквивалентностью лаграижевых отображений называется 
симилектическое отображение пространств расслоений, перево-
8 



дящее первое лагранжево подмногообразие во второе и СЛОИ 
первого расслоения в слои второго. 

Каустики эквивалентных отображений диффеоморфны, но 
классификация лагранжевых особенностей с точностью до лаг-
ранжевой эквивалентности, вообще говоря, тоньше, чем класси­
фикация по типам каустик. 

Лагранжева особенность называется устойчивой, если она 
сохраняется при малом шевелении, т. е. если всякое близкое (с 
производными) лагранжево отображение имеет в подходящей 
близкой точке особенность, лагранжево эквивалентную данной. 

Лагранжева особенность проста, если ростки всех достаточ­
но близких лагранжевых особенностей исчерпываются, с точно­
стью до лагранжевой эквивалентности, конечным списком. 

Т е о р е м а 1 [1]. Особенности лагранжевых отображений 
общего положения многообразий размерности меньшей 6 в каж­
дой точке просты и устойчивы. 

Т е о р е м а 2 [1]. Простые и устойчивые особенности лаг­
ранжевых отображений исчерпываются списком А,„ D,„ Ев, Е7, 
Еа особенностей проектирования (р, q)*-+q лагранжевых много­
образий, заданных формулами. 

{р, q:Vx:Fx = 0, p=E, -} , (•> 
где «производящее семейство» F таково: 

..V-F.— ± *•-+•+ft*----1 + ... +<к-.х, 
A t : F = x 1

2 x 2 ±x»~l + glx$-* + • • • +^_.r«2 + fl,"._i-«. 
E6: F = x!3 + x2

4 + 7ixix22 + <?2xix2 + qzxx + q4x2
2 + g5x2, 

Б,: F =-= xj3 + xxx2
s + qxx2

4 + .72x2s + <?3xa2 + <7Л + <7sxix2 + -7exi • 
E8:E = xi3 + x2

6 + qxxxx2
3 + q%xxx£ + .73x1x2 + <74xi + 

+ ?5x23 + 7(ix22 + <77x2 
(в число аргументов функции i7 могут входить переменные <-,-
с i^ |x от которых E на самом деле не зависит). 

С л е д с т в и е [ 1 ]. Каустики общих лагранжевых отображе­
ний в трехмерном пространстве локально диффеоморфны лас­
точкину хвосту (рис. 3) либо пирамиде (рис. 4), либо кошельку 
(рис. 5), причем эти особенности устойчивы, а все другие рас­
сыпаются на комбинации этих при малом общем лагранжевом 
шевелении (разумеется, устойчивы также и трансверсальиые 
пересечения нескольких ветвей с особеностями описанного типа). 

Предыдущие формулы доставляют, в частности, нормальные 
формы каустик общего положения в таких вариационных зада­
чах, как рассматривавшаяся еще Якоби задача о кратчайшем 
расстоянии до точки по поверхности, о кратчайшем расстоянии 
до гиперповерхности евклидова пространства и т. д., пока раз­
мерность меньше 6. 

Относительно общего случая известно следующее. 
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Теорема [36, 12]. Всякая лагранжева особенность локаль­
но задается производящим семейством функций по формуле 
(* ), в которой уравнение F„=0, F?—p нормально разрешимо 
относительно х (т. e. rk(F-«,F*,)-=dim{x}). 

Т е о р е м а 4 [36,121. Для лагранжевой эквивалентности 

Рис. 4. Пирамида Рис. 5. Кошелек (каустика D*+) 
(каустика Dir) 

особенностей необходима и достаточна стабильная расслоенная 
R+ эквивалентность каких-нибудь (и тогда любых) их произво­
дящих семейств. 

Два семейства функций F. переменных x и параметров q 
называются расслоенно R+ эквивалентными, если одно перехо­
дит в другое при гладкой замене параметров, гладкой замене 
переменных, гладко зависящей от параметров, и сложении с 
гладкой функцией от параметров. Надстройка над семейством 
функций получается .сложением с невырожденной квадратичной 
формой от дополнительных переменных. Стабильная эквива­
лентность— ЭТО эквивалентность надстроек (при таком опреде­
лении можно сравнивать особенности семейств функций разного 
числа переменных). 

Вариационный смысл производящего семейства F очень 
прост: надо считать F значением функционала вдоль экстрема­
ли, ведущей из точки х начального многообразия в конечную 
точку q. При рассмотрении задач с начальными данными на 
й-мерном многообразии общего положения встречаются лаграк-
жевы особенности коранга k общего положения (коранг лагран­
жевой особенности — это размерность пересечения касательного 
пространства иммерсированного лагранжева многообразия со 
слоем лагранжева расслоения). 

Например, особенности расстояния до кривой общего поло­
жения в пространстве любой размерности исчерпываются спи­
ском An, до двумерной поверхности общего положения в шести­
мерном пространстве — списком Ат D^ E^ {mu}<6. 

Классификация лагранжевых особенностей пространств раз­
мерности <10 приведена в [121. 
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§ 2. Контактная геометрия 

Контактной структурой на нечетномерном многообразии на­
зывается невырожденное поле гиперплоскостей в касательных 
пространствах. Гиперплоскости поля называются контактными 
гиперплоскостями. В чем именно состоит условие невырожден­
ности в этом определении можно явно не указывать, так как по 
«контактной теореме Дарбу» все поля общего положения в фик­
сированном пространстве локально диффеоморфны. 

Локально поле пиперплоскостей в R2"+1 удобно задавать 
как поле нулей 1-формы a. B этих обозначениях условие невы­
рожденности записывается так: а/\{йа)пф§. 

П р и м е р ы . 1. Пространство R2n+1 с координатами <7ь . -. 
. . . , рп, z и формой a = dz—pdq. 

2. Пространство 1-струй функций Jl(Vn, R) на n-мерном 
многообразии V имеет естественную контактную структуру, ко­
торая локально задается формулой примера 1 (qt— координаты 
на V, z в R, р ,— частные производные по qt). 

Естественна эта структура в том смысле, что она не зависит 
от выбора координат (переходит в себя при диффеоморфизмах 
V" и R). 

Действительно, рассмотрим 1-график функции f: Vn->R (се­
чение расслоения Л над V", сопоставляющее точке из Vn 1-струю 
функции f в этой точке). Касательные пространства ко всем 
1-графикам в данной точке пространства 1-струй принадлежат 
контактной гиперплоскости. Контактная гиперплоскость опреде­
ляется этим условием и, следовательно, как и 1-графики, опре­
делена бескоординатно. 

3. Контактным элементом на Мт называется гиперплоскость 
в касательном пространстве. Все контактные элементы на М 
образуют многообразие размерности 2т— 1. Многообразие кон­
тактных элементов имеет естественную контактную структуру. 
скорость перемещения элемента принадлежит контактной гипер­
плоскости, если скорость точки приложения принадлежит эле­
менту. Естественна эта структура в том смысле, что она перехо­
дит в себя при всех диффеоморфизмах исходного многообразия 
М на себя. 

Рассмотрим гиперповерхность в контактном пространстве, 
трансверсальную контактным плоскостям. Контактная плоскость 
а—О снабжена структурой линейного симплектического прост­
ранства, определенной (с точностью до множителя) 2-фор-
мой da. Косоортогональное дополнение к следу касательного 
пространства гиперповерхности в контактной плоскости назы­
вается характеристическим направлением на гиперповерхности. 
Интегральные кривые поля характеристических направлений на 
гиперповерхности в контактном пространстве называются ее 
характеристиками. 

Многообразие всех характеристик гиперповерхности наследу-
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ет из исходного контактного многообразия контактную структу­
ру (это легко доказать с помощью формулы Стокса). 

П р и м е р - Рассмотрим в пространстве 1-струй функций на 
римановом многообразии гиперповерхность p 2 = l, определяю­
щую уравнение Гамильтона — Якоби распространения возму­
щений со скоростью 1 (квадрат риманов). Характеристика этой 
гиперповерхности — это геодезическая риманова многообразия, 
параметризованная длиной, отсчитываемой от какой-либо точки. 

Точно так же экстремаль любой регулярной вариационной 
задачи 8lL(q, q, t)dt — Q, параметризованная значением 5 функ­
ционала, является характеристикой гиперповерхности Гамильто­
на— Якоби р0-\-В(р, q, t)=Q в пространстве 1-струй функций 
S(q, t) (где dS = pdq+p0dt, H — функция Гамильтона). 

Таким образом, многообразие всех экстремалей, параметри­
зованных значением функционала, получает естественную кон­
тактную структуру-

Лежандровым подмногообразием контактного многообразия 
называется максимальное интегральное подмногообразие поля 
контактных плоскостей. Размерность лежаидровых подмного­
образий в пространстве размерности 2 n + l равна п. 

П р и м е р ы . 1. Многообразие всех контактных элементов, 
проходящих через данную точку — лежаидрово подмногообра­
зие многообразия контактных элементов. 2. Многообразие всех 
контактных элементов, касающихся данной гиперповерхности, 
лежандрово. 3. Многообразие всех контактных элементов, каса­
ющихся данного подмногообразия любой размерности, лежан­
дрово. 4. 1-график функции — лежандрово подмногообразие про­
странства 1-струй- 5. Многообразие всех 1-струй функций с фик­
сированной 0-струей лежандрово. 

Лежандровым расслоением называется расслоение, слои ко­
торого лежандровы. 

П р и м е р ы . 1. Многообразие всех контактных элементов 
пространства лежандрово расслоено над этим пространством 
(это — проективизация кокасательного расслоения). 2. Много­
образие трансверсалы-ю ориентированных контактных элемен­
тов также лежандрово расслоено над пространством (это — сфе-
ризация кокасательного расслоения). 3. Многообразие контакт­
ных элементов проективного пространства расслоено как над 
этим пространством, так и над двойственным (элементу сопо­
ставляется содержащая его гиперплоскость). Оба эти расслое­
ния лежандровы. 4. Многообразие 1-струй функций лежандрово 
раслоено над многообразием 0-струй. 

Лежандровым отображением называется тройка L{to}E—кВ, 
образованная иммерсией лежандрова многообразия в про­
странство лежандрова расслоения. Образ сквозного отображе­
ния L^-B называется фронтом. 

Размерность лежандрова подмногообразия L на единицу 
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меньше, чем размерность базы. В, поэтому фронт, вообще гово­
ря, является гиперповерхностью в базе. 

П р и м е р ы . 1. Рассмотрим подмногообразие (любой раз­
мерности) в римановом многообразии. Сопоставим каждому 
орту каждой нормали результат его перенесения вдоль своей 
геодезической на расстояние t. Полученные конечные точки на 
многообразии образуют фронт лежандрова отображения. Дей­
ствительно, многообразие ортов нормалей отождествляется с 
лежандровым многообразием трансверсально ориентированных 
контактных элементов, и геодезический поток (сдвигающий 
каждый орт на t вдоль геодезической) сохраняет контактную 
структуру. 

2. Рассмотрим гладкую гиперповерхность в проективном 
пространстве. Двойственной гиперповерхностью называется 
гиперповерхность в двойственном пространстве, образованная 
касательными гиперплоскостями исходной гиперповерхности. 

Двойственная гиперповерхность является фронтом лежанд­
рова отображения. Действительно, многообразие контактных 
элементов исходной гиперповерхности — лежандрово подмного­
образие пространства контактных элементов, поэтому его 
проекция в двойственное проективное пространство является 
лежандровым отображением. 

3. Рассмотрим «многозначное решение» уравнения Гамиль­
тона—Якоби вариационной задачи, как лежандрово многооб­
разие пространства 1-струй функций- Его образ в пространстве 
О-струй есть обычный график многозначной функции (значе­
ние функционала на экстремалях, соединяющих начальное 
многообразие с конечной точкой, рассматривается как функция 
конечной точки). Итак, график указанного многозначного ре­
шения является фронтом лежандрова отображения. 

Теория особенностей лежандровых отображений — то же 
самое, что теория особенностей эквидистант, или фронтов, или 
преобразований Лежандра (особенности общего положения в 
каждом из этих классов одинаковы). 

Эквивалентностью лежандровых отображений называется 
диффеоморфизм между пространствами лежандровых расслое­
ний, переводящий контактную структуру первого в контактную 
структуру второго, первое иммерсированное лежандрово мно­
гообразие во второе и слои первого расслоения в слои второго. 

Фронты эквивалентных отображений диффеоморфны. 
Лежандрова особенность в точке называется устойчивой, 

если она сохраняется при малом шевелении, т. е. если всякое 
близкое (с производными) лежандрово отображение имеет в 

-подходящей близкой точке особенность, лежандрово эквива­
лентную данной. 

Лежандрова особенность проста, если ростки всех достаточ­
но близких лежандровых особенностей исчерпываются, с точ­
ностью до лежандровой эквивалентности, конечным списком. 
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Т е о р е м а 1 [3, 12]. Особенности лежандровых отображе­
ний общего положения многообразий размерности меньшей 6 
в каждой точке просты и устойчивы. 

Т е о р е м а 2 [3, 12]. Простые и устойчивые особенности 
лежандровых отображений исчерпываются списком A„, D,,, E„ 
особенностей проектирования (p, q, /)|->(<7, f) лежандровых 
многообразий, заданных формулой 

{p, q, / : 3 x : E ( x , q)=f, Fx = 0, E--=p), (**) 

где «производящее семейство» F — то же, что в теореме 2 § 1. 
С л е д с т в и е . Фронт общего положения в трехмерном про­

странстве локально диффеоморфен ласточкину хвосту или ци­
линдру над полукубической параболой (или трансверсальному 
пересечению нескольких ветвей с такими особенностями). 

Предыдущие формулы доставляют, в частности, описание 
особенностей волновых фронтов размерности меньшей 6. 

Связь этих особенностей с группами отражений состоит в 
следующем. 

Т е о р е м а 3 [1, 2, 3]. Фронты A.., £)„, £М биголоморфно экви­
валентны многообразиям нерегулярных орбит соответствующих 
групп, порожденных отражениями. 

Каустики A, D, Е также можно описать в этих терминах. 
Т е о р е м а 4 [7, 23, 20]. Голоморфное векторное поле об­

щего положения в окрестности многообразия нерегулярных 
орбит неприводимой группы, порожденной отражениями, вы­
прямляется (приводится к стандартному виду d/df в обозначе­
ниях теоремы 2) биголоморфным диффеоморфизмом, сохраняю­
щим многообразие нерегулярных орбит. 

Таким образом, расслоение многообразия орбит на транс-
версальные многообразию нерегулярных орбит кривые опре­
делено однозначно с точностью до сохраняющего многообразие 
нерегулярных орбит диффеоморфизма. 

Рассмотрим отображение многообразия нерегулярных орбит 
на базу этого расслоения. 

Т е о р е м а 5 [1, 4]. Каустика лагранжевой особенности 
Ащ D,, или En диффеоморфна проекции ребра возврата мно­
гообразия нерегулярных орбит соответствующей группы, поро­
жденной отражениями, на базу определенного выше расслоения. 

Эти теоремы позволяют подробно исследовать геометрию 
каустик и фронтов, а также их метаморфоз, в пространствах 
не слишком большого числа измерений. Относительно общего 
случая известно следующее. 

Т е о р е м а 6 [12]. Всякая лежандрова особенность локаль­
но задается производящим семейством гиперповерхностей 
F=f по формуле ( ** ), в которой уравнения F=f, Fx=0, 
F<i=p нормально разрешимы относительно х (т. е. rk (Fxx> 
Fqx,Fx) = dim{x}). 
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Т е о р е м а 7 [12]. Для лежаидровой эквивалентности осо­
бенностей необходима и достаточна стабильная расслоенная 
V-эквивалентность каких-нибудь (и тогда любых) их произво­
дящих семейств гиперповерхностей. 

Расслоенная стабильная V-эквивалентность семейств гипер­
поверхностей F(x, (?) =f с параметрами q и f определяется как 
расслоенная V-эквивалентность кратных надстроек. Надстрой­
ка над гиперповерхностью (или семейством) определяется как 
двулистное накрытие объемлющего пространства с ветвлением 
вдоль гиперповерхности. На языке функций F /--кратная над­
стройка означает прибавление к F невырожденной квадратич­
ной формы г новых аргументов. V-эквивалентность функций — 
это эквивалентность многообразий нулевого уровня. Два се­
мейства гиперповерхностей Gt(X, Q)=0 , зависящих от парамет­
ров Q, расслоенно V-эквивалентны, если одна из функций d 
переходит в другую при гладкой замене параметра, гладко 
зависящей от параметра замене переменной и умножении на 
не обращающуюся в 0 гладкую функцию переменных и пара­
метров. 

Классификация лежандровых особенностей отображений 
пространств размерности <10 приведена в [12]. 

§ 3. Задача об обходе препятствия 

Рассмотрим в евклидовом пространстве препятствие, огра­
ниченное гладкой поверхностью общего положения. Задача об 
обходе препятствия состоит в исследовании особенностей рас­
стояния в обход препятствия от произвольной точки объемлю­
щего пространства до фиксированной начальной точки общего 
положения. 

Для препятствия, ограниченного плоской кривой, ' линии 
уровня расстояния составлены из эвольвент кривой (рис. 6). 
В точке выпуклости препятствия линии уровня расстояния име­
ют поэтому полукубическую особенность (точку возврата). Вы­
числения показывают, что в точке перегиба препятствия эволь­
вента имеет особенность порядка 5/3. Лежандрово многообра­
зие, соответствующее такому фронту, само имеет особенность 
(а именно, полукубическую точку возврата). 

Рис. 6. Семейство эвольвент плоской кривой 
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Фронты вариационных задач на многообразии без края 
(например, эквидистанты) также могут иметь особенности, но 
это лишь особенности проектирования: исходное лежандрово 
подмногообразие неособо. Для вариационных задач на много­
образии с краем (и вообще для задач с односторонними огра­
ничениями) особенности имеет уже само лежандрово многооб­
разие, образованное контактными элементами, касающимися 
фронта-

Точно так же возникают лагранжевы многообразия с осо­
бенностями. Экстремали, соединяющие фиксированную точку 
многообразия со всеми его точками, образуют лагранжево под­
многообразие в пространство всех экстремалей. Это лагранжево 
многообразие гладко, если исходное многообразие не имеет 
края, но может иметь особенности в противном случае. 

Рассмотрим, например, кратчайшие пути из фиксированной 
точки трехмерного пространства до всевозможных точек в об­
ход препятствия (рис. 7). Такой путь начинается с отрезка пря­
мой от начальной точки до точки касания с поверхностью пре­
пятствия. Далее следует отрезок геодезической, касающейся 
прямолинейного отрезка. Таким образом на поверхности пре­
пятствия возникает пучок (однопараметрическое семейство) 
геодезических- Дальнейшие участки кратчайших путей состоят 
из отрезков касательных, срывающихся с геодезических пучка 
и т. д. 

В некоторых точках на поверхности препятствия геодезиче­
ские пучки будут иметь асимптотическое направление. Такие 
точки, вообще говоря, образуют гладкую кривую (а на рис. 7). 

Рис. 7. Экстремали и фронт Рис. 8. Раскрытый 
вблизи препятствия ласточкин хвост 

Лучи, срывающиеся в точках этой кривой, образуют ребро 
возврата лагранжева многообразия срывающихся лучей. В от­
дельных точках кривой геодезическая пучка касается кривой. 
Особенность многообразия срывающихся лучей в этой точке 
будет, вообще говоря, «раскрытым ласточкиным хвостом». 

Раскрытый ласточкин хвост — это многообразие многочле­
нов x5+Axs-\-Bx*+Cx+D, имеющих корень кратности >3. Диф­
ференцирование многочленов отображает раскрытый хвост в 
обычный почти всюду диффеоморфно, лишь точки линии само-
16 



пересечения обычного ласточкиного хвоста имеют на раскры­
том по два прообраза. Таким образом, раскрытие хвоста унич­
тожает самопересечение, сохраняя ребро возврата (рис 8). 

Лежандровы и лагранжевы многообразия, описывающие ре­
шения вариационных задач с односторонними ограничениями, 
всегда имеют особенности подобного типа. Хотя задача об 
обходе препятствия полностью не решена даже в обычном 
трехмерном пространстве, мы укажем нормальные формы воз­
никающих здесь лагранжевых и лежандровых многообразий с 
особенностями, в том числе нормальные формы соответствую­
щих семейств лучей в многообразиях всех экстремалей. Эти 
нормальные формы доставляет теория инвариантов бинарных 
форм, связь которой с рассматриваемыми вопросами вариаци­
онного исчисления заранее не очевидна и была обнаружена в 
результате целой цепи работ [25, 26, 8, 9, 10, 13] при попытке 
осмыслить причины неожиданных совпадений бифуркационных 
диаграмм, сокращений многих членов в длинных выкладках и 
универсальности раскрытых ласточкиных хвостов, встречающих­
ся в разных отделах математики. 

С другой стороны график функции времени в задаче об 
обходе препятствия на плоскости локально диффеоморфеи 
многообразию нерегулярных орбит группы симметрии икосаэд­
ра (группы Нг по классификации Кокстера групп, порожден­
ных отражениями). Это же особое многообразие появляется в 
задаче об обходе препятствия в трехмерном пространстве в 
качестве особенности фронта (в точке на поверхности препят­
ствия, в которой луч — асимптотический). 

Вдоль асимптотического луча как фронты, так и много­
образие срывающихся с поверхности препятствия лучей име­
ют особенности. Поэтому мы начнем с геометрии асимптотиче­
ских касательных поверхности. 

§ 4. Асимптотические лучи в симплектической 
и в контактной геометрии 

Плоская кривая общего положения не имеет касательных 
выше второго порядка касания. Поверхность общего положения 
в трехмерном евклидовом пространстве не имеет касательных 
выше четвертого порядка. Касательные выше первого порядка 
(асимптотические касательные) имеются во всей области ги-

• перболических точек поверхности, третьего — на линии в ней и 
четвертого — в отдельных точках этой линии (рис. 9). 

Иерархия асимптотических касательных становится особен­
но понятной, если переформулировать ее в терминах симплек­
тической (или контактной) геометрии. При этом мы сразу же 
распространяем теорию асимптотических касательных на гораз-
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до более широкий круг задач, например,-на случай подмного­
образий риманова многообразия или на общие вариационные 
задачи с ограничениями. 

Рассмотрим гиперповерхность дМ в римановом многообра­
зии без края М. Точки фазового пространства Т*М будем на­
зывать векторами- Риманова метрика определяет в фазовом 
пространстве гиперповерхность, составленную из всех векторов 
длины 1. Поверхность дМ также определяет в фазовом прост­
ранстве гиперповерхность, а именно гиперповерхность, состав-
ленную из всех векторов, приложенных на дм. 

Рис. 9. Классификация точек поверхности по порядкам касательных 

Мельроз [37] заметил, что значительную часть внешней гео­
метрии дМ в М, например, бильярдную задачу в области с гра­
ницей дМ, можно изложить в терминах симплектической гео­
метрии построенной пары гиперповерхностей симплектического 
многообразия: ни то, что это многообразие является простран­
ством кокасательного расслоения, ни происхождение гипер­
поверхностей, не играет роли. Таким образом, мы можем 
использовать геометрическую интуицию, накопленную при ис­
следовании подмногообразий евклидова пространства и биль­
ярдных задач, в гораздо более общей ситуации .произвольных 
вариационных задач с ограничениями. 

4.1. Геометрия пары гиперповерхностей симплектического 
многообразия. Итак, рассмотрим в произвольном симплектиче­
ской многообразии две гладкие гиперповерхности общего поло­
жения и назовем одну из них «поверхностью ортов», а другую 
поверхностью «приложенных на краю (короче, краевых) век­
торов». Мы предположим, что эти две поверхности трансвер-
сально пересекаются по подмногообразию «краевых ортов» 
(коразмерности 2 в исходном многообразии). 

Гиперповерхность в симплектическом многообразии локаль­
но расслоена на характеристики (интегральные кривые поля 
косоортогональных дополнений касательных плоскостей). Ха­
рактеристики поверхности «ортов» называются «лучами» (если 
поверхность «ортов» трансверсально ориентирована, то и «лу­
чи» естественно ориентированы) . 

Многообразие всех «лучей» четномерно и наследует естест­
венную симплектическую структуру (ср. § 1). 

Многообразие всех «ортов» расслоено над многообразием 
«лучей» и содержит подмногообразие «краевых ортов» в каче-
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стве гиперповерхности. Эти вложение и расслоение определяют 
каноническое проектирование многообразия «краевых ортов» в 
(имеющее такую же размерность) многообразие «лучей»: каж­
дому «орту» мы сопоставляем выходящий из него «луч» 
(рис. 10). 

Асимптотический 
орт 

Все орты 
Касательные 
орты 

Асимпто­тический луч Касательные лучи. 
Все лучи. 

Рис. 10. Каноническое проектирование многообразия краевых ортов-
в многообразие лучей 

Особенности канонического проектирования, построенного 
по паре гиперповерхностей общего положения — стандартного 
уитнеевского типа, они эквивалентны локально особенностям 
Ah •проектирования 'гиперповерхности x*+1+A.ix"_1 + , . . +ЯД-=0-
из пространства расслоения (x, Я)|->Я на его базу. 

П р и м е р . k = l отвечает обычной складке: парабола х2+ 
;+Л,1 = 0 проектируется на ось ki. 

О п р е д е л е н и е . «Приложенный на краю орт» называет­
ся «касательным», если он является особой точкой канониче­
ского проектирования, «асимптотическим», если он является 
более сложной особой точкой, чем складка (£>1) , «биасимпто-
тическим», если k>2, и т. д. (рис. 10). 

П р и м е р . Для поверхности F(x) =0 в трехмерном евклидо» 
вом пространстве и поверхности ортов {(x,p) : р2~1} все 
введенные выше понятия оказываются одноименными объекта­
ми обычной дифференциальной геометрии. 

Наряду с рассмотренным выше каноническим проектирова­
нием, можно рассмотреть еще второе каноническое проектиро­
вание, которое определяется такой же конструкцией, но с пере­
меной ролей обеих гиперповерхностей. 

Возвращаясь к разобранному выше примеру, будем считать 
импульс р вектором евклидова пространства. Характеристика 
поверхности краевых векторов СОСТОИТ ИЗ векторов, приложен­
ных в одной точке края, концы которых пробегают прямую, пер­
пендикулярную касательной плоскости края в этой точке 
-(рис. 11). 

2* 19 



Имея этот пример в виду, мы в общем случае назовем мно­
гообразие характеристик гиперповерхности «краевых векторов» 
многообразием «(ко)касательных векторов края». Второе ка­
ноническое проектирование отображает многообразие «краевых 
ортов» в многообразие «краевых (ко) касательных векторов». 
В примере проектирование сопоставляет краевому вектору точ­
ку Р пересечения проведенной через него прямой с нормальной 
ей касательной плоскостью. Отсюда видно, что в этом примере 
(и вообще в римановом случае) второе каноническое проекти­
рование имеет единственной особенностью складку (Ai) на мно­
гообразии касательных ортов (рис. 12). 

Краевые 
векторы 
Краевые орты 
Касательные 
орты 

Кокасательные 
векторы 
края 

Кокасательные орты края 

Рис 12- Второе каноническое 
проектирование 

Рис 11. Характеристика поверхности 
краевых векторов 

Смысл второго канонического проектирования становится 
понятнее, если понимать импульс р как кокасательный вектор 

•объемлющего пространства, т. е. как 1-форму на его касатель­
ном пространстве в точке х. При таком понимании характери­
стика есть прямая p-\-RdF, Такая прямая однозначно опреде­
л я е т с я ограничением формы р на касательную плоскость края , 
<dF--=0. Таким образом, второе каноническое проектирование со­
п о с т а в л я е т 1-форме р ее ограничение на касательное про­
странство. 

4.2. Нормальные формы. Если исходная поверхность в ев­
клидовом пространстве выпукла, то как первое, так и второе 
каноническое проектирование многообразия краевых ортов име-

>ет на многообразии касательных ортов особенность типа 
•складка (A1). Предположим, что две гиперповерхности в 
симплектическом пространстве порождают два проектирования 
•типа '«складка». Отображение типа складка- определяет инво-
лк>щШ окрестности множества критических точек, неподвижную 
на множестве критических точек (перестановку листов, т. е. 
•перестановку обоих прообразов одной точки при отображении). 
Первая и вторая канонические проекции имеют особенности 
типа складка и определяют поэтому на многообразии «крае-
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вых ортов» две инволюции, неподвижные на многообразии «ка­
сательных ортов», назовем их первой и второй инволюциями 
Мельроза. 

П р и м е р - Для плоской выпуклой кривой первая инволю­
ция сопоставляет приложенному на кривой орту орт того же 
направления во второй точке пересечения определенной этим 
ортом прямой с кривой (рис. 13), а вторая инволюция — орт, 
приложенный в той же точке, но симметричный относительно 
касательной к кривой. Произведение обеих инволюций есть в 
точности бильярдное преобразование Биркгофа. 

Мельроз [37] доказал, что в случае, когда особенности обо­
их канонических проектирований — складки, исходная пара ги­
перповерхностей приводится симплектическим диффеоморфиз­
мом в окрестности изучаемой точки к стандартной нормальной 
форме: 

</о = 0; <7o=po2+Pi 
в координатах Дарбу (co = dpoAd'?o+• • • )• Тем самым к нор­
мальным формам приведены и все производные от гиперповерх­
ностей объекты, в том числе и пара инволюций и произведение. 
[Интересно отметить, что приведение к нормальной форме 
Мельроза возможно в С^-ситуации или на уровне формальных 
рядов, но не в аналитической ситуации. Пары инволюций, 
встречающиеся в других задачах (см, [16]), также имеют 
простую формальную классификацию без модулей и функцио­
нальные модули в аналитической ситуации. В задаче о паре 
гиперповерхностей симплектического многообразия функцио­
нальные модули аналитической классификации, сколько я знаю, 
не предъявлены (это же относится к аналитической классифи­
кации пар канонических инволюций или их произведений). 
Если требовать приведения произведения пары инволюций к 
нормальной форме в окрестности не точки, а всего неподвиж­
ного многообразия, то уже С°°-классификация становится не­
обозримой, даже когда неподвижное многообразие — окруж­
ность, т. е. речь идет об отображениях кругового кольца. Это — 
хорошо известная трудность бильярдиой задачи, общая для 
всех неинтегрируемых проблем динамики см, [33]. 

Для более сложных особенностей канонического проектиро­
вания, чем складки (например, для сборок), выписать единую 
нормальную форму пары гиперповерхностей невозможно (см. 
[38]). Однако можно указать нормальные формы пары, состав­
ленной из первой гиперповерхности и следа второй на ной, в 
случае особенностей А2 и A3 (в частности, для обычных асимп­
тотических и биасимптотических лучей на поверхности в трех­
мерном пространстве). 

Т е о р е м а 1 [9]. В окрестности точки, где каноническое 
проектирование имеет особенность A,t, подмногообразие кораз­
мерности 1 на гиперповерхности <7о = 0 приводится к нормаль­
ной форме ^0=0==F, где 
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E—po2+pi при k = 1 , 
F^/?o3+/>iA. + <7i при k = 2, 
F = V + .»i/?o2+?2/>o + A при k = 3 

в координатах Дарбу (co==dp0Ad^o+ • • . + dj->nAd<7«)> по мень­
шей мере на уровне формальных степенных рядов. 

Тем самым приведены к нормальной форме все объекты, за­
висящие только от первой гиперповерхности и следа второй на 
ней, например, первое каноническое проектирование. 

Критические значения первого канонического проектирова­
ния образуют многообразие «касательных лучей», вообще го­
воря, имеющее особенности (полукубическое ребро возврата в 
случае A2> ласточкин хвост, умноженный на линейное прост­
ранство, в случае A3). Это многообразие «касательных лучей» 
лежит в симплектическом пространстве всех «лучей» и имеет 
в нем коразмерность 1. 

Приведение пары (гиперповерхность, подмногообразие ко­
размерности 1 в ней) к симплектической нормальной форме 
влечет за собой приведение к нормальной форме многообразия 
«касательных лучей» при помощи симплектического преобразо­
вания. 

Таким образом, предыдущие результаты доставляют нор­
мальные формы симплектических структур в окрестностях то­
чек произведений полукубических парабол или ласточкиных 
хвостов на линейное пространство. А именно, справедлива 

Т е о р е м а 2 [9]. Симплектическая структура общего по­
ложения формально приводится к виду 

<u=*dAAdB+dCAdD+... 
в окрестности точки О на гиперповерхности A3----j52 (общего 
положения—невырожденная на пространстве А= E = 0 ) и к виду 

® = d A/\dD-\-dC/\dB + dE/\dF-{-,., 
в окрестности точки О на гиперповерхности, определяемой 
условием: многочлен xi+Ax2 + Bx+C имеет кратный корень 
(общего положения — невырожденная на пространстве В = 
= С=0). 

Эти результаты можно интерпретировать и как приведение 
к нормальным формам произведений полукубических парабол 
или ласточкиных хвостов на линейные пространства преобразо­
ваниями, сохраняющими симплектическую структуру объемлю­
щего пространства. 

При k>3 такая классификация невозможна: появляются мо­
дули. С°° и аналитический варианты указанной классификации 
пока неизвестны и лри k=3. 

Контактный вариант приведенной классификации построен 
Е. Е. Ландис: нормальные формы [29], [38] 

a=dZ—BdA—... 
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в окрестности цилиндра над полукубической параболой A3 = 
= В2, a — dZ~DdA—CdB—EdF—... в окрестности ласточкина 
хвоста. 

Рис, 13- Бильярдное преобразование Биркгофа 

4.3. Геодезические. Множество критических значений кано­
нического проектирования ~ гиперповерхность в симплектиче-
ском многообразии. Характеристики этой гиперповерхности на­
зываются «геодезическими», 

Пример, Рассмотрим пару гиперповерхностей фазового 
пространства, соответствующую поверхности евклидова прост­
ранства. Критические значения первого канонического проек­
тирования — это касательные лучи. В этом случае «геодезиче­
ские» — кривые в пространстве лучей, образованные касатель­
ными одной геодезической линии на поверхности. 

Критические значения второго канонического проектирова­
ния— это (ко) касательные орты поверхности. B этом случае 
«геодезические» — траектории обычного геодезического потока 
поверхности. 

Как в этом примере, так и в общем случае, мы определяем 
два семейства «геодезических» линий: первое строится по пер­
вому, а второе—'ПО второму проектированию. 

Есть еще третье: семейство характеристик на многообразии 
критических точек, общем для обоих проектирований (это мно­
гообразие имеет коразмерность три; характеристическое на­
правление па печетнешерпом подмногообразии стшплектическо-
го многообразия определяется как направление, косоортого-
нальиое всем остальным касательным направлениям). 

Характеристики многообразия критических точек мы назо­
вем верхними «геодезическими». Канонические проектирования 
отображают верхние «геодезические» в нижние (там, где по­
следние определены, т. е. в точках складок, см. [9l). 

Из указанных выше нормальных форм первого проектирова­
ния можно получить нормальные формы для первого семейства 
«геодезических» и для верхних «геодезических». 

Теорема 3 [9]. В координатах теоремы 1 уравнения 
верхних «геодезических» имеют вид 

<7o — po = 0. 0t---Si при /.--=1, 
tfo — O. p0=§, p1=--~-3g2, <7i=-— 2§3 при k=2 

(иевыписанные координаты постоянны, §—-параметр вдоль «гео-
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дезических»). При k — 3 описание «геодезических» таково, 
Составим многочлен от р0 

0-=V/5+AA 3 /3 + <72po2/2 + p2po+^i/2-9'i/2 + J F ^ o -
«Геодезическая» в пространстве лучей с координатами (ри .., 
. . . , <7„) («геодезическая» первого семейства) дается условиями;. 
Ф имеет корень -g кратности \>3, координаты (pi, рз, <7з. • • •, pn, 
qn) постоянны. 

Верхняя геодезическая получается добавлением условий 
•?о = 0, po-g. 

Рассмотрим, в частности, случай k — 3, п = 2 (соответствую­
щий изучению биасимптотического луча на поверхности в 
обычном трехмерном евклидовом пространстве). Из предыду­
щих формул выводится 

Теорема 4 [9]. Лагранжево многообразие общего поло­
жения, лежащее на прямом произведении ласточкина хвоста на 
прямую в симплектическом пространстве R4 

{(Pi, р2, <7ь #2) . Ф', имеет корень кратности ^ 2 } , 
симплектическим диффеоморфизмом приводится к виду 

{(/?ь ps> Я\, -?2): Ф имеет корень кратности >3}. 
Определение. Раскрытым ласточкиным хвостом (рис. 8) 

называется двумерное подмногообразие в четырехмерном про­
странстве многочлеиов f=x5+Ax3 + Bx!!+Cx+D, определенное 
условием «/ имеет корень кратности ^3» . 

Из теорем 1—4 вытекает (на уровне формальных рядов) 
Следствие Б [9]. Лагранжево подмногообразие общего 

положения на трехмерном многообразии касательных лучей в 
окрестности «биасимптотического луча» диффеоморфно раскры­
тому ласточкину хвосту. 

В отличие от самих теорем, это следствие доказано и в С°% 
и в аналитическом случае (см. § 6). 

Применим следствие 5 к поверхности в трехмерном евкли­
довом пространстве. Рассмотрим пучок геодезических на по­
верхности (однопараметрическое семейство). Все прямые, ка­
сающиеся геодезических пучка, образуют двумерное подмного­
образие (с особенностями) в четырехмерном многообразии всех 
прямых. 

Следствие 6 [9]. В окрестности биасимптотической ка­
сательной это многообразие диффеоморфно раскрытому ласточ­
кину хвосту (если поверхность и пучок—общего положения). 

Экстремали задачи об обходе препятствия в трехмерном 
пространстве представляют собой кривые, составленные из от­
резков геодезических и отрезков их касательных. Система 
кратчайших путей, соединяющих все точки пространства с фик­
сированной начальной точкой, содержит, вообще говоря, набор 
касательных к геодезическим пучка, и среди них, вообще го­
воря, встречаются отдельные биасимптотические касательные. 
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Поэтому следствия 5 и 6 описывают одну из особенностей си­
стемы экстремалей в задаче об обходе препятствия общего по­
ложения: эта особенность есть лагранжев раскрытый ласточкин 
хвост. 

Появление раскрытого ласточкина хвоста в качестве систе­
мы экстремалей задачи об обходе препятствия отнюдь не оче­
видно и нелегко догадаться, что с биасимптотической каса­
тельной связан многочлен 5-й степени (или хотя бы описать 
его геометрически). 

Система экстремалей обычной вариационной задачи есть 
лагранжево подмногообразие симплектического многообразия 
всех экстремалей. Мы видим, что для задачи с односторонним 
ограничением сама система экстремалей становится, вообще 
говоря, лагранжевым многообразием с особенностями. Эти 
особенности — специального типа: это особенности лагранже-
вых подмногообразий многообразия «касательных лучей» 
(которое ведь и само не гладко, см. рис. 10). 

Возникающее в задаче об обходе препятствия определение 
лагранжевых многообразий с особенностями — не первое при­
ходящее в голову. Например, можно рассматривать лагранже-
вы идеалы (замкнутые относительно взятия скобок Пуассона),. 
или многообразия, заданные производящими семействами с на­
рушением условий трансверсальности (см. § 1). Эти определе­
ния приводят к иной иерархии лагранжевых многообразий с 
особенностями, чем та, которая возникает в задаче об обходе 
препятствия. Я полагаю, что именно последнее определение 
(лагранжево подмногообразие многообразия «касательных лу­
чей») приводит к наиболее содержательной теории лагранже­
вых многообразий с особенностями, и что полукубическая па­
рабола на плоскости и раскрытый лагранжев ласточкин хвост 
в четырехмерном пространстве — первые примеры в этой 
(будущей) теории. 

4.4. Контактный случай. Описанные выше результаты имеют 
контактные аналоги. Контактные нормальные формы полу­
чаются из симплектических контактизацией, т. е. переходом от 
симплектического фазового пространства T*V к контактному 
многообразию 1-струй функций /•(V.R). Размерность послед­
него на 1 больше, оно получается из T*V добавлением в ка­
честве новой координаты величины производящей функции. 

Координаты Дарбу в Л будем обозначать через (ро, . ..,. 
...,-7г.;2) (контактная структура задается формой a="dz— 
—pdq). Предположим, что 1) пара гиперповерхностей в кон­
тактном пространстве пересекается трансверсально, 2) пере­
сечение трансверсально контактным плоскостям, 3) характе­
ристики каждой из гиперповерхностей касаются их пересечения 
в рассматриваемой точке с первым порядком касания. 

Т е о р е м а 7 (см. l37l). Контактным С"-диффеоморфизмом 
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пара приводится к локальной нормальной форме Мельроза 
(<7о —0; q0=Po2-hPi). 

Если пересечение нетрансверсально контактным плоскостям, 
или если порядок касания выше первого, то С°°-классификация 
имеет функциональные модули [37, 38]. 

К простейшему (трехмерному) контактному пространству 
теорема Мельроза неприменима, так как в трехмерном контакт­
ном пространстве условия 1), 2), 3) вместе невыполнимы. 
Линия пересечения пары поверхностей общего положения в 
трехмерном контактном пространстве касается характеристик 
в отдельных точках с первым порядком касания, но не транс-
версальна в этих точках контактной плоскости. В окрестности 
такой точки пара приводится формальным или Сга(?) -контакт­
ным диффеоморфизмом к нормальной форме 

Z--70; .°о2=-7о. 
В аналитическом случае приводящие к нормальной форме 

ряды, вообще говоря, расходятся, так как на линии пересече­
ния возникает пара инволюций, имеющая функциональные 
модули (см. ll6l). 

Теорема 8 (см. [22]). Подмногообразие коразмерности 1 
на гиперповерхности в контактном пространстве приводится 
формальным контактным диффеоморфизмом к одной из нор­
мальных форм теоремы 1 при указанных ниже условиях невы­
рожденности. 

Обозначим через 2,. множество тех точек подмногообразия, 
где порядок касания характеристик с подмногообразием боль­
ше или равен k (это то же k, что в теореме 1). 

Условия невырожденности таковы: 
k~ 1 : подмногообразие трансверсалы-ю контактным пло­

скостям. 
k = 2 : ШтКег^|{а=0}ПГж-. — 1 (*) 
k= 3 : (*) и 2г траисверсально контактным плоскостям. 
Эти ограничения нарушаются, вообще говоря, на подмно­

гообразии коразмерности 1 в Si. 
Пример. Рассмотрим гиперповерхность в евклидовом 

пространстве Е. Построим по этой поверхности отображение 
ехр многообразия всех ненулевых векторов, приложенных в 
точках поверхности, в многообразие всех ортов объемлющего 
пространства, сопоставляя вектору ху, приложенному в точкех 
на поверхности, орт того же направления, приложенный в 
точке у. 

Отображение ехр можно рассматривать как первое канони­
ческое отображение для пары гиперповерхностей контактного 
пространства /- (_, R): в качестве первой гиперповерхности 
возьмем уравнение Гамильтона—Якоби распространяющихся со 
скоростью 1 возмущений, (Vz)2—1, а в качестве второй — ци­
линдр над данной в Е гиперповерхностью. 
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.. Предыдущие формулы дают нормальные формы особенно­
стей отображения ехр. 

Теорема 9 (см. [26, 22]). Особенности отображения ехр 
для асимптотических векторов поверхности общего положения 
в трехмерном пространстве даются таблицей 

точка 

особенности 

П-л 

А я , А2 

П4Л 

А21А3 

п5 

A, .A* 

П4,з 

А3 ,А3 

1 \ 2 1 \ з 

А 

1-4,2 

А3 

(типы П,,,. точек на поверхности определены в [111, § 15; ото­
бражение Ак эквивалентно проектированию поверхности 
xh+l-j-X\Xh-[~\-... +.-Ц—0 вдоль оси х на пространство с коор­
динатами A,i, К)-

Назовем орт евклидова пространства особым (относительно 
данной поверхности общего положения), если содержащая его 
прямая касается поверхности. Особые орты образуют четырех­
мерную гиперповерхность в пятимерном пространстве всех 
ортов. Из теоремы 9 вытекает 

Следствие . Гиперповерхность особых ортов имеет осо­
бенности па ортах асимптотических касательных: в окрестности 
ортов обычной асимптотической касательной она диффеоморф-
на произведению кривой с полукубической точкой возврата на 
трехмерное пространство, в окрестности ортов биасимптотиче-
ской касательной — произведению ласточкина хвоста на пло­
скость, триасимптотической — произведению трехмерного ла­
сточкина хвоста на прямую. 

4.5 Приложения к задаче об обходе препятствия. С вариа­
ционной задачей о скорейшем приходе с данного подмножест­
ва в переменную точку пространства связано два лежаидро-
вых многообразия: многообразие 1-струй (многозначной) функ­
ции времени и многообразие контактных элементов фронта. 
Предыдущие результаты позволяют описать особенности этих 
многообразий в задаче об обходе препятствия общего положе­
ния в пространствах 2 и 3 измерений (общий случай иссле­
дуется в § 6). 

Чтобы провести такое описание, мы должны коротко повто­
рить все конструкции, связанные с каноническими проектирова­
ниями, в контактном случае. Для наглядности мы будем пользо­
ваться терминологией задачи об обходе препятствия общего 
положения в римановом пространстве, хотя вся теория легко 
переносится на общий случай пары гиперповерхностей контакт­
ного многообразия, 

Мы начинаем с многообразия Jl(M, R) 1-струй функций на 
римановом многообразии без края М, снабженном выделенной 
гиперповерхностью дМ, Мы будем обозначать точку приложения 
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струи через хШ, значение струи через ^6R, первый дифферен­
циал струи в х буквой p. 

Рассмотрим в многообразии 1 -струй на М две гиперповерх­
ности 

SP(M, R), дР(М, R) 
(первая задана уравнением Гамильтона — Якоби p2=1 задачи 
о распространении возмущений со скоростью 1, вторая — урав­
нением хЬдМ). 

Характеристики первой гиперповерхности суть траектории 
геодезического потока в сферическом кокасательном расслоении 
ST*M, снабженные натуральным параметром t. Многообразие 
характеристик отождествляется с пространством сферического 
кокасательного расслоения над М. Действительно, зафиксируем 
момент времени т. Сопоставим каждой точке параметризованной 
траектории геодезического потока точку, соответствующую этому 
значению параметра, г.—т. Мы определили расслоение 
SJl(M, R){to}S-*M. Слои — характеристики, следовательно, мы 
отождествили многообразие характеристик на SJl(M, R) с про­
странством ST*M, Это отождествление зависит от выбора мо­
мента времени т. 

Характеристика второй гиперповерхности соетоит из 1-струй 
в фиксированной точке из дМ всех продолжений фиксированной 
функции с дМ на М. Многообразие характеристик естественно 
отождествляется с многообразием Р(дМ, R) 1 -струй функций 
на дМ. 

Контактные структуры многообразий характеристик совпада­
ют со стандартными контактными структурами в ST*M и 
Jl(dM, R) (определенными в § 2). 

Пересечение обеих наших гиперповерхностей есть «цилиндр. 
над краевыми ортами» 

Ц={(л:, Pt t) :р-=1, xGdM, t любое}. 
Первое каноническое проектирование I : Ц->5Г*Л1 переносит 

краевой орт в момент t в орт той же геодезической, соответст­
вующий избранному значению параметра, х. Второе, I I : Ц-*-
-{to}-/1 (<5-M, R) сопоставляет 1-струе функции на М в точке из 
дМ 1-струю ее ограничения на дМ. 

ЭТО отображение имеет особенность типа складка на гипер­
поверхности S в Ц, составленной из касательных к дМ ортов, 

2 = {(x, p, t) \р2=р0
2 = 1, х£дМ, t любое}, 

где ро — ограничение 1-формы р на дМ. 
Множество критических значений второго канонического про­

ектирования есть гиперповерхность SP(dM, R), заданная урав­
нением Гамильтона — Якоби ,о0

2— 1 на дМ. Мы получаем вло­
жение SJ^dM, R){to}U, (естественный диффеоморфизм на 2 ) . и 
отображение ехр :SJl(dM, R)-yST*M no существу совпадающее 
с обозначенным так же на предыдущей странице). 
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Рис. 13. Бильярдное преобразование Бирхгофа 

Построенные объекты образуют шестиугольную часть ком­
мутативной диаграммы 
(здесь е.. означает вложение, a {to}-* расслоение). 

Система геодезических на дМ, нормальных фиксированной 
гиперповерхности в дМ и параметризованных расстоянием до 
этой гиперповерхности, определяет решение уравнения Гамиль­
тона— Якоби ро2= 1 на дМ и, следовательно, лежандрово под­
многообразие /, вложенное в SJl(dM, R). Из этого гладкого 
лежандрова многообразия мы построим два лежандровых много­
образия с особенностями: 1-график функции времени и много­
образие контактных элементов фронта в задаче об обходе пре­
пятствия. 

С этой целью рассмотрим образ многообразия I при отобра­
жении ехр и объединение. Г, проходящих через точки I характе­
ристик первой гиперповерхности, SP(M, R). 

Т е о р е м а 10. ехр/ и Г являются лежандровыми многооб­
разиями с особенностями в ST*M и Р(М, R), соответственно. 
A именно, первое состоит из всех контактных элементов фронта 
в момент т, а второе из 1-струй (многозначной) функции време­
ни в задаче об обходе препятствия, ограниченного подмного­
образием дМ, при условии, что значение функции времени на 
дм определяется лежандровым подмногообразием I в 
SP (дМ, R). 

1-график Г функции времени удобно описывать при помощи 
гладкого пространства у расслоения у~>*1 с одномерными слоя­
ми, индуцированного ИЗ расслоения SP(M, R){to}-*57*M при ото­
бражении баз ехр 11: l-+ST*M. Именно, Г есть образ многообра­
зия у при естественном отображении пространств расслоений, 
y-+SP(M,R). 

Теоремы 10, 8, 1 и следствие 5 ПОЗВОЛЯЮТ привести контакт­
ным формальным преобразованием к нормальной форме всю 
левую часть приведенной выше диаграммы в ситуации, когда k 
теоремы 1 не превосходит 3 (например, вблизи асимптотических 
и биасимптотических лучей в задаче об обходе препятствия в 
трехмерном пространстве). Именно, к контактным нормальным 
формам приводятся следующие объекты: 

5/> (М. R), JX,SJl(dM, R), ST*M,l, expJ, 1, ехр, ехр|., у, Г. 
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Если исключить из этого списка Ц, SP(dM, R) и ехр, то все 
остальное можно привести к нормальной форме контактным 
преобразованием, даже в С°° и аналитическом смысле и при 
больших значениях k (т. е. в многомерной задаче об обходе 
препятствия) — см. § 6. Мы не будем выписывать здесь сами 
нормальные формы, укажем лишь 

С л е д с т в и е 11, Многообразия контактных элементов 
фронта и 1-струй функции времени в задаче об обходе пре­
пятствия общего положения в трехмерном пространстве имеют 
(в окрестности элемента луча, срывающегося по биасимптотиче-
скому направлению) особенности, диффеоморфные особенностям 
в нуле подмногообразий пространств многочленов 

{x5+A,x4+ . . . +АЪ} и {x7+a1x s+ . . . +а 7 } , 
состоящих из многочленов, имеющих корень кратности не ме­
нее 3 при сумме корней нуль и корень кратности не менее 5 
соответственно: 

ехр / _ {(л:— IJ3 Г^2+3§л:-{-ri)}, Tsa{{x—l)*(x*+4x+t)}. 
Функция времени на Г имеет вид tf = --ha1+const, а каждый луч 
(характеристика) состоит из всех сдвигов одного многочлена. 

В задаче об обходе препятствия, ограниченного кривой на 
плоскости, в окрестности элементов касательной перегиба 
exp/~{(x-|)2(-v+2.|)}c:{x3+Aix2+A2x+A3}, Г - { ( * - ! ) 4 ( * + 
+т))}. Выражение контактных структур пространств 1-струй и 
поверхностей SP(M, R) в координатах А{ и а. можно найти 
в §6 . 

П р и м е р . Из следствия 11 видно, что многообразие кон­
тактных элементов фронта диффеоморфно раскрытому ласточ­
кину хвосту (в пространственной задаче) и полукубической па­
раболе (в плоской), а 1-графики функции времени диффеоморф-
ны цилиндрам над этими многообразиями. 

Рассматривая рис. 6, можно усмотреть, что проекция 1-гра­
фика функции времени в плоской задаче на ПЛОСКОСТЬ есть не 
что иное, как рассматривавшееся Горюиовым ([111, § 17) про­
ектирование бифуркационной диаграммы В$ 

{x3 + axs + bx+c: Я кратный корень}->-{а, с}. 
Рис. 6 позволяет также представить себе и 0-график: чтобы 

'его получить, нужно лишь поместить каждую из эвольвент в 
свою плоскость (в изохрону пространства — времени). Получаю­
щаяся-поверхность (рис 14) имеет два ребра возврата (особен-

Рис. 14. График функции времени 
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ности типа 3/2 и 5/2), касающиеся друг друга с 2-м порядком 
касания, и линию самопересечения. Она диффеоморфна много­
образию нерегулярных орбит группы #з симметрии икосаэдра 
(см. [Ill, § 17). 

Функцию времени в окрестности графика можно привести к 
нормальной форме сохраняющим график преобразованием (по 
эквивариантной лемме Морса из [30], примененной к группе 
Hz). Нормальная форма графика — замыкание множества 

{(A, В, С) : х5+Ах* + Вх2 + С имеет кратные корни}. 
Нормальная форма функции времени: ^-=A+const. 

§ 5. Раскрытый ласточкин хвост 

В этом параграфе исследуются специальные алгебраические 
многообразия: многообразия многочленов фиксированной сте­
пени, имеющих корень фиксированной кратности. Их нужно изу­
чать потому, что они появляются в качестве нормальных форм 
различных особенностей. 

П р и м е р Г Многообразие многочленов хъ-\-Ах*-\-Вх2-\-Сх-{-
+ D , имеющих трехкратный корень, называется раскрытым 
ласточкиным хвостом. Ему диффеоморфно многообразие лучей, 
срывающихся с поверхности препятствия (см. § 4) , 

П р и м е р 2. Рассмотрим волновой фронт, распространяю­
щийся в трехмерном пространстве. Ребро возврата фронта за­
метает каустику. Предположим, что на каустике имеется ласточ­
кин хвост (эта особенность встречается на каустиках общего 
положения). Распространяющийся фронт изображается гиперпо­
верхностью («большим фронтом») в пространстве-времени. Эта 
гиперповерхность имеет в рассматриваемом случае особенно­
стью трехмерный ласточкин хвост (диффеоморфный многообра­
зию многочленов x5-\-Ax3-{-Bx2-\-Cx-j-D с кратными корнями). 
Ребра возврата мгновенных фронтов заметают на большом 
фронте двумерное (особое) многообразие. Ему принадлежат те 
точки (А, В, С, D), для которых многочлен имеет корень крат­
ности 3 или выше. Это и есть раскрытый ласточкин хвост. 

Дифференцирование многочлена понижает на единицу как 
его степень, так и кратность корня. При дифференцировании 
открытый ласточкин хвост в четырехмерном пространстве много­
членов 5 степени переходит в обычный ласточкин хвост в про­
странстве многочленов 4-й степени (рис. 8). 

Физический смысл этого отображения СОСТОИТ в следующем. 
Пространство-время расслоено на мировые линии «происходя­
щих в данном месте» событий. База этого расслоения трехмер­
на. БОЛЬШОЙ фронт в пространстве-времени можно привести к 
канонической форме 

{(А, В, C,D) :x s +Ax 3 +.9x 2 +Cx+D имеет кратный корень) 
диффеоморфизмом, переводящим мировые линии в прямые, па­
раллельные оси D (по теореме Ляшко [23] можно даже выбрать 
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этот диффеоморфизм так, чтобы на каждой мировой линии D 
отличалось от времени на константу). 

Таким образом, дифференцирование многочленов отвечает 
проектированию пространства-времени на пространство вдоль 
мировых линий: большой фронт лежит в пространстве много­
членов 5-й степени, а каустика — 4-й (если пользоваться нашими 
нормальными формами, т. е. подходящими координатами в ок­
рестности особенности). 

5.1. Заметание каустик ребрами возврата волновых фронтов, 
Исследование заметания каустики ребрами возврата мгновен­
ных фронтов проводится так: сначала изучается заметание рас­
крытого хвоста на большом фронте, а затем его проектирова­
ние на поверхность каустики. Для изучения заметания рас­
крытого хвоста на большом фронте нужно привести к 
нормальной форме функцию времени. Функция времени общего 
положения на всем большом фронте приводится сохраняющим 
фронт диффеоморфизмом к виду £=---hA+const (см. [30]). 
Однако этот диффеоморфизм переводит уже выпрямленные 
мировые линии в какие-то кривые. Поэтому его нельзя исполь­
зовать для изучения заметания каустики. Таким образом, воз­
никает задача о приведении функции времени к нормальной 
форме диффеоморфизмом, сохраняющим расслоение простран­
ства-времени на мировые линии. 

Если бы мы потребовали от приводящего диффеоморфизма, 
чтобы он сохранял еще и весь большой фронт, то мы получили 
бы слишком малую группу диффеоморфизмов, и ее нехватило 
бы для приведения к нормальной форме семейства ребер воз­
врата мгновенных фронтов. Поэтому мы будем приводить к 
нормальной форме лишь ограничение функции времени на 
многообразие, образованное ребрами возврата мгновенных 
фронтов в пространстве-времени. 

Сформулируем окончательные результаты. 
О п р е д е л е н и е 1. Функцией времени назовем функцию от 

(A, В, С, D), равную нулю в начале координат и имеющую там 
ненулевую производную по A. 

О п р е д е л е н и е 2. Назовем две функции времени эквива­
лентными, если их ограничения на раскрытый ласточкин хвост 
переводятся друг в друга диффеоморфизмом (A, В, С, D)-про­
странства, сохраняющим раскрытый хвост и переводящим в 
себя семейство всех прямых, параллельных оси D, и еще диф­
феоморфизмом оси значений функции. 

Т е о р е м а 1 (см. [10]). Функция времени формально экви­
валентна функции A±D. Иными словами, семейство мгновен­
ных ребер возврата фронтов приводится к нормальной форме 
A ± D — const, по меньшей мере на уровне формальных рядов. 

З а м е ч а н и е 1. В классе голоморфных функций такое 
приведение заведомо невозможно: ряды, вообще говоря, расхо­
дятся. Действительно, ребра возврата одного движущегося 
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фронта проходят через точку на линии самопересечения каусти­
ки дважды (рис. 15) [Из теоремы 1 вытекает, что оба момента 
прохождения разделены промежутком порядка s5'2, где 
s — расстояние от вершины каустики]. 

Рис. 15. Заметание каустики ребрами Рис, 16- Заметание зон-
возврата фронтов тика Уитни 

Рассмотрим прообраз линии самопересечения ласточкина 
хвоста на поверхности раскрытого хвоста. На этой линии воз­
никают две инволюции с общей неподвижной точкой над вер­
шиной каустики (одна инволюция переставляет две точки 
большого фронта с общей проекцией на каустику, а другая — 
две точки на одной изохроне). 

Пара инволюций приводится к простой нормальной форме 
в классе формальных степенных рядов, но в голоморфном 
случае приводящие ряды, как правило, расходятся: пары инво­
люций имеют даже функциональные модули (С. М. Воронин 
[15, 16], Экаль l34l). 

З а м е ч а н и е 2. В [10, 8, 13] доказано еще несколько тео­
рем о нормальных формах заметаний различных поверхностей 
ребрами возврата движущихся волновых фронтов и каустик 
общего положения. 

П р и м е р 3. В окрестности метаморфозы типа «губы» или 
«кос к носу» движущаяся по плоскости каустика (или фронт) 
формальным диффеоморфизмом пространства-времени, рас­
слоенным над ОСЬЮ времени, приводится к нормальной форме 

(%, х—координаты на плоскости). Если время не преобразо­
вывать, то можно привести семейство к виду 

. = (р(Я)+Я3/2г1=тг, cp'(0){ne}0 
не только формальным, но и настоящим диффеоморфизмом 
(в отличие от первой нормальной формы, приведение к которой 
в голоморфном случае осуществляется расходящимися, вообще 
говоря, рядами). 

•Пример 4. Рассмотрим заметание зонтика Уитни (образа 
отображения ф(р, q) = (р, pq, q*)) ребрами возврата мгновенных 
каустик или фронтов. Здесь нормальная форма функции време-
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ни имеет вид t=q-\~a(q2), и приведение к ней осуществляется 
настоящим диффеоморфизмом, причем на оси времени диффео­
морфизм не допускается (иначе нормальная форма t=q). 
В частности, общее семейство гладких кривых, заметающих 
зонтик, превращается в семейство прямых сохраняющим зонтик 
диффеоморфизмом (рис. 16). 

5.2. Бикаустики. Многообразие, заметаемое ребрами возвра-
та мгновенных каустик, движущихся в пространстве (не в про­
странстве времени), названо в [10] бикаустикой. 

О п р е д е л е н и е . Бикаустикой (каустики, расположенной в 
пространстве расслоения с одномерными СЛОЯМИ) называется 
проекция множества особенностей исходной каустики (не учи­
тывая самопересечения) на базу расслоения. 

В ПО] приведена классификация особенностей бикаустик 
общего положения на плоскости и в трехмерном пространстве. 
Здесь мы коротко воспроизведем основные выводы, На пло­
скости бикаустика общего положения в окрестности каждой 
своей точки диффеоморфна одной из следующих кривых в 
окрестности нуля: 

м = 0, ии-=0, «З = у-, и3 = аи2У2+о6 (4а 3+27#0). 
ЭТИ особенности устойчивы (при шевелении может меняться 
лишь параметр а в нормальной форме). 

Общая бикаустика в трехмерном пространстве имеет лишь 
следующие особенности (кроме самопересечений): 
1) ребро возврата (составлено точками типа At); 2) ласточ­
кин хвост (точка типа As); 3) зонтик Уитни (одна из точек 
типа A3); 4) линии D4 с особыми точками D5; 5) пересечения 
линий A4 и D4 с линиями самопересечения. 

В окрестности каждой регулярной точки поверхности осо­
бенностей (Л3) общей каустики в четырехмерном пространстве 
проектирование общего положения из четырехмерного прост­
ранства в трехмерное, ограниченное на поверхность A3, диф-
феоморфно либо вложению плоскости в трехмерное простран­
ство, либо отображению плоскости на зонтик Уитни ((и, v) .-* 
.-»• (и, uv, v2)) в окрестности начала координат. Устойчивость 
зонтика Уитни хорошо известна. 

Таким образом, бикаустика общего положения в трехмер­
ном пространстве имеет особенностями (кроме трансверсальных 
самопересечений) лишь особенности, диффеоморфные зонтику 
Уитни, и особенности на линиях, заметаемых точечными осо­
бенностями мгновенных каустик (A4 и D4). 

Общая бикаустика в трехмерном пространстве в окрестно­
сти каждой точки проекции линии A4 (исключая отдельные точ­
ки A5, Ds) диффеоморфна одной из трех поверхностей 

М2-=У3, U2 = VSW'3, U2W = V3W 
в окрестности начала координат. Эти особенности устойчивы. 

Итак, проекция линии A4 является ребром полукубического 
возврата бикаустики, за исключением отдельных точек, близ 
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которых обе разделенные ребром возврата части бикаустики 
пересекаются (рис. 17). 

Доказательство основано на том, что образ поверхности об-

РИС 17. Особенности бикаустик и их 
заметание ребрами возврата каустик 

Рис. 18. Особенность £>5 
на бикаустике 

щего положения с полукубическим ребром возврата при ото-
бражени складывания трехмерного пространства локально диф-
феоморфен «сложенному зонтику Уитни», в! = о ¥ . 

Общая бикаустика в трехмерном пространстве в окрестно­
сти каждой точки проекции кривой D4.+ (кошелек) диффеоморф-
на плоскости, a Df (пирамида)—поверхности w(w—и2) X 
X (w—Au2)=0, где для общих точек кривой А = а + и, a{ne}0, а 
для отдельных точек А = и либо А — а±и2, a{ne}0, 1 (рис. 17), 
Все эти особенности также устойчивы (значение параметра а 
может меняться при шевелении). 

В окрестности точек A5 общая бикаустика в трехмерном про­
странстве диффеоморфна ласточкину хвосту. Вопрос о нормаль­
ной форме бикаустики в окрестности точки D- (рис. 18) окон­
чательно не решен. 

Разумеется, на общей бикаустике могут встречаться также 
трансверсальные пересечения перечисленных ветвей. 

Вернемся, однако, к раскрытому ласточкину хвосту: теоре­
му 1 можно рассматривать как исследование заметания би­
каустики ребрами возврата мгновенных каустик в окрестности 
точки As-

Доказательство теоремы 1 основано на изучении векторных 
полей, касающихся раскрытого хвоста. 

Теорема 2. Каждое векторное поле в трехмерном прост-* 
ранстве, голоморфное в точке 0 и касающееся ласточкина хво» 
ста, является проекцией некоторого векторного поля, голоморф-» 
ного в окрестности точки 0 четырехмерного пространства и ка­
сающегося раскрытого ласточкина хвоста. 
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В [10] эта теорема доказана прямыми, но удивительными 
•вычислениями, в которых по «счастливой случайности» сокра­
щается много членов. Анализируя этот результат, А. Б. Гивен-
таль пришел к излагаемой ниже общей теории раскрытых ла­
сточкиных хвостов в пространствах многочленов любой степени. 

5.3. Многомерные раскрытые ласточкины хвосты. Начнем с 
башни, образованной многочленами всех степеней со старшим 
коэффициентом единица (ДЛЯ определенности комплексными, 
хотя все построения можно провести и в вещественном случае). 
п-й этаж башни есть пространство 

Cn={xn+XiXn-l+ . . . +А,„}. 
Отображение дифференцирования и деления на показатель 

степени проектирует каждый этаж на предыдущий (проектиро­
вание — расслоение с одномерными слоями). 

О п р е д е л е н и е . Кократностью корня многочлена назовем 
разность между степенью и кратностью. 

Дифференцирование многочлена не меняет кократности 
корня (пока он остается корнем). Многочлены, имеющие хотя 
бы один корень кократности <k, образуют алгебраическое под­
многообразие в каждом этаже башни. Мы получаем (для 
каждого фиксированного /г) цепочку многообразий многочленов 
различных степеней, имеющих хотя бы один корень кократно­
сти <k. Проектирование с каждого этажа на предыдущий ото­
бражает верхнее многообразие цепочки в нижнее. 

Т е о р е м а 3 (см. [ 18]). Описанная цепочка стабилизи­
руется на 2/г+1-м этаже (первом, где корень кократности <k 
•единствен). Точнее, каждое многообразие более высокого эта­
жа (т. е. многообразие многочленов степени n>2/e+l , имею­
щих корень кократности </г) лежит на гладкой алгебраической 
гиперповерхности, диффеоморфио проектирующейся на преды­
дущий этаж. Таким образом, все многообразия многочленов 
степени я ^ 2 / г + 1 с корнем кократности {le}k диффеоморфны 
•между собой (как многообразия с особенностями и как аффин­
ные алгебраические многообразия). 

З а м е ч а н и е . Аналогичная теорема верна для башни, со­
ставленной из многочленов с суммой корней, равной нулю. Это 
легко вывести из теоремы 3, учитывая, что дифференцирование 
коммутирует со сдвигами. 
• П р и м е р . Рассмотрим проектирование ласточкина хвоста, 
образованного многочленами х*+Ах2+Вх+С, имеющими крат­
ный корень, на плоскость с координатами A, В (рис. 19). Реб­
ро возврата проектируется в полукубическую параболу диффео-
морфио. Ибо оно лежит на поверхности С = —A2/4. Здесь /г=1 
и цепочка стабилизируется на этаже кубических многочленов. 
- -Указанную в теореме 3 гиперповерхность молено предъ­
явить явно. Для первого этажа над стабильным (n — 2k + 2) это 
сделал Гильберт [35]. Легко проверяется его 

Т е о р е м а 4. Если, 
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л я + М я " 1 + ••• +K=(x-a)k+2(xk-\-a1x"-l~\- . . . +aft), 
то 

2n!.\,,-=2(—-)г+1~1(я — WiK-i, Ki<n. 
Таким образом, гиперповерхность, на которой лежит второе-

стабильное многообразие, есть параболоид- Гиперповерхности 
следующих этажей — тоже параболоиды. Чтобы задать их 
уравнения явно, удобно ввести операторы G(s) формулой G(s)[Fl == 

Рис- 19- Диффеоморфное проектиро­
вание ребра возврата ласточкина 
хвоста на плоскую полукубическую 

параболу 

= (daF/dx3)/(s—г)\, где г — фиксированное число и где факто­
риалы отрицательных чисел определены как произведения пре­
дыдущих отрицательных чисел, оборванные на каком-либо до­
статочно далеком месте, например, на 1—г: при s<r мы по­
лагаем 

( s - r ) ! — ( s - r ) . . . ( l - r ) . 
Теорема 5. Если F =-= (х — a)T+l(л--1-1 + . . . ) , где г>[л, то 

^(J-i)Q4F]QJ\F}=0 
(суммирование по i + y - r + jx, 0 < i < ^ ) . 

Теорема 5 доставляет явную формулу для параболоида,. 
лежащего в г + |д-м этаже и содержащего многообразие много­
членов с корнем кократностн <й=-= ц - 1 . 

Из теорем 4 и 5 вытекает теорема 3, а также 
Следствие . Все п коэффициентов многочлена 

(х — a)r(xft + a1xft"1+ . . . -baA) = xn + X1.x:n-I+ . . . -\-кп 
выражаются через Л,Ь . . . , ^+1 полиномиально (в виде универ­
сальных, т. е. зависящих лишь от п и k, многочленов с рацио­
нальными коэффициентами). 

Доказательства теорем 4 и 5 можно получить непосред­
ственными вычислениями (это — довольно хитрые тождества 
для чисел сочетаний). A. Б. Гивенталь заметил, что теоремы 3, 
4 вытекают из следующих двух тождеств (в которых F0)= 
^d'F/dx'): 

Теорема 6 (см. [17, 18]). Если п четно, то"'для любого 
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многочлена F степени п многочлен #o[F] — 2 (—-lyF^F^ l) 

/=0 
есть константа. 

Если F имеет корень кократности <n/2, то эта константа 
есть нуль. 

Если степень и многочлена F нечетна, то многочлен R-,\F\ = 
(•"-1./2 

~ 2 (n-2i)F (0E ("-'> линеен, причем {dldx)Rx [E] = 
= R0[dF/dx]. Если E имеет корень кократности <(n—-1)/2, 
то линейная функция jRifE] есть нуль. 

Тождества теоремы 4 получаются из теоремы 6 подстанов­
кой х=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теорема 6 (по [18]). Рассмотрим 
«обобщенное уравнение Ньютона порядка 2т для свободной 
частицы» 

d2'"g/d/.2m----0. 
Функция 

Я - 1 / 2 2 ( -1 ) м ^ ) § ( 2 " г ~ г > (—[ | ( 2 т > § '^ ) 
-=i 

является первым интегралом.-Введем в фазовом пространстве 
уравнения Ньютона симплектическую структуру при ПОМОЩИ 
координат Дарбу 

? l = ^ 1 ) , pJ = (--)wS(2m~°. j = i ffl 
(или, что то же самое, при помощи вариационного принципа 
bSLdt — Q, где Ь—(£т))2/2). Уравнение Ньютона запишется тог­
да в виде системы Гамильтона с функцией Гамильтона Я. Ре­
шения уравнения Ньютона — многочлены степени <2т—1. 
Теорема 4 и первая часть теоремы 6 — это закон сохранения Н 
для уравнения свободной частицы. 

Эйлеровы однородное и квазиоднородное поля 
*0-2б(О--/--6(О. Ег^^д/д^ 

переводят фазовые кривые системы Гамильтона свободной ча­
стицы в фазовые кривые. Поле V- = (2m— 1)/2E0—Е\ гамиль-
тоново (так как симплектическая структура однородна степени 
2 и квазиоднородна степени 2т—1). 

Гамильтониан поля Vi равен 
я1-=1/22(-1У"1(2«- + 1-20§(г-1)§(2 '"" / ) (1<:*<м). 

Из однородности и квазиоднородносии Н легко найти скобку 
Пуассона: {Я, # i}=# . Это доказывает вторую часть теоремы 6 
(и теорему 3). 

Пример . Рассмотрим многообразия многочленов 
хп + °к%хп~9- + . . . +%п .с корнем кократности, меньшей или равной 
k = 2. В многообразии многочленов 4-й степени это обычный 
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ласточкин хвост, пятой — раскрытый. Проектирование раскры­
того хвоста на обычный — не диффеоморфизм, так как точки 
линии самопересечения имеют по 2 прообраза. Согласно тео­
реме 3, раскрытый ласточкин хвост в пространстве многочленов 
степени 2/г+1 = 5 уже стабилен: все вышележащие многообра­
зия цепочки ему диффеоморфны. 

Как и в этом примере, стабилизация всегда наступает в 
точности на том этаже, на котором впервые расцепляются все 
самопересечения. Поэтому мы будем называть первое стабиль­
ное многообразие «многомерным раскрытым ласточкиным хво­
стом». (Одномерный раскрытый ласточкин хвост — полукуби-
ческая парабола, двумерный лежит в пространстве многочле­
нов степени б и т . д.). 

5.4. Векторные поля, касающиеся стабильного многообразия 
многочленов с корнем кократности '>k. 

Т е о р е м а 7 (см. [18]). Каждый росток голоморфного век­
торного поля в нуле пространства многочленов хп + "к2Хп~2+ ... 
... +А,п, касающегося многомерного ласточкина хвоста (много­
образия многочленов с кратными корнями), поднимается до 
ростка в нуле голоморфного векторного поля, касающегося 
лежащего над ним стабильного многообразия. 

Иными словами, в пространстве многочленов любой степени 
N> (2n—3, п) существует голоморфный росток векторного по­
ля, касающегося многообразия многочленов с корнем кократ­
ности < ft—2 и проектирующегося в поле на пространстве мно­
гочленов степени п при N—n-кратном дифференцировании. 

З а м е ч а н и е 1. Аналогичные теоремы справедливы и для 
пространств многочленов без ограничений на старший коэффи­
циент или иа сумму корней. Они справедливы также для поли­
номиальных векторных полей во всем пространстве. 

З а м е ч а н и е 2. Поля, касающиеся (многомерных) ласточ­
киных хвостов, хорошо известны (см. [30]). Из доказатель­
ства теоремы 7 в [18] можно извлечь явные формулы для 
поднятых полей. 

З а м е ч а н и е 3. Ограничение стабильности N>2п—3 в 
теореме 7 существенно: при п==5, N==6 теорема неверна. 

З а м е ч а н и е 4. Всякое полиномиальное векторное поле в 
-• пространстве многочленов степени ft представляется в виде 

суммы полиномиального поля, поднятого из пространства мно­
гочленов степени п—1, и поля, касающегося многообразия 
многочленов с кратными корнями. Поэтому теорема 7 допу­
скает такое обращение: каждое полиномиальное поле, касаю­
щееся многообразия многочленов степени п с корнем кократно­
сти ,<k, представимо в виде суммы поднятий полей, касающих­
ся предыдущих ласточкиных хвостов (т. е. многообразий 
.многочленов с кратными корнями степеней п, п—1 к + 2 ) . 

Нам потребуется в дальнейшем еще один результат о 
раскрытом ласточкином хвосте. 
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5,5. Лагранжевость раскрытых ласточкиных хвостов. 
Теорема 8 (см. [18]). Раскрытый k-мерный ласточкин 

хвост 
{х!л + ая-аХл-*+ . . . + a 0 - (x-Z,)h+l(xk+ ...)} 

является лагранжевым подмногообразием (с особенностями) в 
пространстве многочленов степени n = 2k+l со старшим коэф­
фициентом 1 и суммой корней 0, снабженном своей естествен­
ной симплектической структурой (см. § 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, о какой симплектической 
структуре идет речь. Наше пространство является простран­
ством характеристик гиперповерхности h—О в симплектической 
пространстве многочленов следующей (n+1-й) степени, где 
h — гамильтониан сдвигов вдоль оси х. 

Раскрытый ^-мерный ласточкин хвост является проекцией 
на пространство характеристик многообразия многочленов сте­
пени n+1, делящихся на х"+2. На этом /е-мерном гладком под-
"многообразии в 2^+2-мерном симплектическом пространстве 
симплектическая форма равна нулю (оно является одной из 
координатных плоскостей в координатах Дарбу § 1). Поэтому 
его проекция в 2^-мерное пространство характеристик — лаг-
ранжево многообразие (вообще говоря, с особенностями). 

Явное выражение симплектической структуры теоремы 8 не­
трудно вычислить. 

Пример. Рассмотрим обычный раскрытый хвост (/г = 2)' 
{x5+Ax3+Bxs+Cx+D=(x—£)-(*-+3|л-+г-)}. 

Мы начинаем со стандартной симплектической структуры в 
•пространстве всех многочленов степени 2^+3=7, 

<7о*7/7! + <7i*76l + ?2x5/5! + ^3x4/4!—p3*3/3.+p2*2/2—pi*+Po, 
заданной координатами Дарбу § I. Гиперплоскость q0 = 1 имеет 
характеристиками прямые, параллельные оси р0, Пространство 
характеристик отождествляется с многообразием производных, 
т. е. многочленов степени 2£+2-=6 

x6/6! + <7ix5/5! + q2x
4/4\ + q&x42>\—p3x

2/2+p2x—pi 
(симплектическая структура — 2,dpi/\dqi), Гамильтониан сдви­
гов имеет вид 

#=/?!+p2<7i+рз?2+ <7з2/2. 
На поверхности Я=0 за координаты можно принять (<7i, #2, 
•7з, Р% p2). Характеристика поверхности # = 0 — это многочлен 
с #=0 , рассматриваемый с точностью до сдвига вдоль оси x. 
Пространство характеристик можно поэтому отождествить с 
пространством многочленов степени 2£+2=6 с Я=0, имеющих 
нулевую сумму корней (qi = 0). На этом пространстве коорди­
натами будут (p2, q% рз, <7з). 

Поэтому указанное пространство диффеоморфно проекти­
руется па пространство многочленов степени 2k+l = 5 при 
дифференцировании многочленов. Тем самым мы отождествили 
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пространство характеристик с пространством многочленов сте­
пени 2/г+1 = 5 с фиксированным старшим и нулевым следую­
щим коэффициентом. Симплектическую структуру пространства 
характеристик выразим через остальные коэффициенты много­
члена. Выражения этих коэффициентов через наши координаты 
Дарбу: A = 20<72, Б---60-73, С=—120р3, D = 120p2. 

Итак, теорема 8 утверждает, что раскрытый хвост лагран-
жев при симплектической структуре 3dAAdD — dB/\dC 
(в общем случае: 

2(-l) iJ!;!da !Ada /, j + /--=n-2). 
5.6. Раскрытый ласточкин хвост и метаморфозы кривых, 

проективно двойственных гладким. Пусть ср : R{to}R3 — гладкое 
отображение. Назовем его кривой типа (а, Ь, с) в 0, если пер­
вая, отличная от 0 в 0 производная, имеет номер а, первая, 
не коллинеарная с ней, — номер Ь, первая, не компланарная с 
ними, — номер с. 

Аналогично определяются кривые типа (ct\,..., ап) в R", 
RP", С", СР". Кривая конечного типа имеет в каждой точке 
соприкасающуюся гиперплоскость. 

Определение . Двойственная к <р : R{to}RP" кривая <р* : R-v 
-_-»-RP"* е с т ь многообразие соприкасающихся гиперплоскостей 
исходной кривой. Легко доказывается (см. [11], §§ 7, 17 и 
[27, 28]). 

Теорема 9. *р**--= ср; типу (а, Ъ, с) двойственен тип 
(с—Ь, с—а, с) в n-мерном случае: ап—ап-и ... ,ап—аи ап), 

Точки гладкости выделяются условием а.\ = \. Начало иерар­
хии точек гладких кривых в R3 таково: 

(1,2,.3)обычная то.чка-«-'(1,2,4)|уплощение-*-
-*- (1,2,5) биуплощение-'--... 
-*-1(1,,3,4)|перегИ'б-*-. .. 

Коразмерность типа дается формулой с=Б(а.—£) (тип ко­
размерности с реализуется неустранимо малым шевелением 
семейства кривых, зависящих от с—1 параметров). 

Многообразие всех касательных гиперплоскостей (гипер­
плоскостей, содержащих касательную прямую) кривой <р обра­
зует в двойственном пространстве развертывающуюся поверх­
ность с ребром возврата ф*. Мы назовем ее фронтом лежанд-
ровой особенности ср (короче, фронтом кривой ф). 

Пример. Пусть ср имеет простейшее вырождение 
коразмерности 1 (уплощение (1, 2, 4)). Тогда ср* имеет особен­
ность (2, 3, 4) кривой х=t2, у—Р, z = t*. Касательные прямые 
этой кривой заметают обычный ласточкин хвост — фронт кри­
вой ср. 

Если ф — кривая общего положения в R3, то на ней могут 
быть отдельные точки уплощения, но точек других типов нет. 
Следовательно, фронт кривой общего положения'—поверх-
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-ность с ребром возврата и ласточкиными хвостами в отдель-
.ных точках. 

В общем однопараметрическом семействе кривых в R3 при 
отдельных значениях параметра могут встречаться и точки 
биуплощения. Рассмотрим семейство двойственных кривых 
в R3*, Поместим каждую из них в свое трехмерное пространст­
во. Таким образом, мы рассматриваем семейство двойственных 
кривых как двумерную поверхность в четырехмерном прост­
ранстве R3*XR (R — ось значений параметра). 

Т е о р е м а 10 (см. [9, 27, 28]). Построенная иоверхность 
локально диффеоморфна раскрытому ласточкину хвосту, а ее 
разбиение на двойственные кривые—разбиению пространства 
многочленов x5-\-Ax3-\-Bx2-^Cx-^-D с трехкратным корнем на 
линии A = const. 

При отдельных значениях параметра могут встречаться и 
точки перегиба кривой исходного семейства. В этом случае 
нормальная форма поверхности, заметаемой двойственными 
кривыми в четырехмерном пространстве, согласно О. П. Щер­
баку [27, 28] такова: 

{х*-\-Ахг-\-Вх2-\-Сх-{-0 имеет кратный корень}, 
разбиение на двойственные кривые: .8— const. О. П. Щербак 
[28] доказал также следующие теоремы о фронтах кривых и 
их перестройках: 

1. Фронт кривой, двойственной к кривой общего положения 
(т. е. развертывающаяся поверхность, ребром возврата которой 
является исходная кривая общего положения в R3 или RP3), 
имеет в точках уплощения типа (1, 2, 4) исходной кривой 
особенность «сложенный зонтик Уитни» (диффеоморфный рост­
ку поверхности x2y3=z2 в нуле, см. рис. 17). 

2. Фронт кривой общего положения в RP" имеет особенно­
стями лишь многомерные ласточкины хвосты (локально диф-
феоморфные бифуркационным диаграммам Лй, \1<п). Объеди­
нение фронта кривой с гиперплоскостью, двойственной 
рассматриваемой точке исходной кривой, локально диффео-
морфно бифуркационной диаграмме 5„. 

3. В типичных однопараметрических семействах кривых в 
RP" встречаются при отдельных значениях параметра точки 
типов (1 , . . . , «—1, /г+2) и ( l , . . . ,n—2, п, /г+1). Нормальные 
формы соответствующих метаморфоз фронтов таковы: 

{xn+z+!kixn+ , . . +А,п+1 с кратным корнем}, фронты: ^1.= const; 
{xn+!+-X,ix"+ .. .+К+\ с кратным корнем},фронты: Яг—const. 
Теория фронтов кривых может рассматриваться как часть 

теории лежандровых особенностей. Более общим образом 
можно определить фронты многообразий любой размерности. 
Любое подмногообразие М проективного пространства опреде­
ляет лежандрово отображение. A именно, множество L всех 
контактных элементов проективного пространства RP", касаю­
щихся подмногообразия М, образует лежандрово многообразие 
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в PT*RP", Расслоение, сопоставляющее каждому контактному 
элементу содержащую его гиперплоскость (РТ*RP"{to}RPn*), 
лежаидрово. Отображение L{to}RP"* называется фронтальным 
отображением для М. Оно лежаидрово. Образ L в RP"* назы­
вается фронтом исходного подмногообразия в RPn. Независимо 
от размерности исходного многообразия в проективном прост­
ранстве, фронт — гиперповерхность в двойственном прост­
ранстве. 

Хорошо известно, что ласточкины хвосты всех размерно­
стей — развертывающиеся поверхности. Многомерное обобщение 
этого факта — следующая простая 

Т е о р е м а 11 (см, [28]). ВСЯКИЙ устойчивый росток ле-
жащфова отображения коранга m лежаидрово эквивалентен 
ростку фронтального отображения m-мерного подмногообразия 
проективного пространства. Фронтальные отображения кривых 
общего положения имеют лишь особенности Л„. Метаморфозы 
лежандровых отображений коранга т , встречающиеся в семей­
ствах общего положения с конечным числом параметров, также 
лежаидрово эквивалентны метаморфозам фронтальных отоб­
ражений ш-мерных многообразий, 

§ 6. Симплектические и контактные триады 
Задача об обходе препятствия привела нас в § 4 к раскры­

тым ласточкиным жо-стам: это особенности лагранжева многооб­
разия срывающихся с поверхности препятствия лучей в сим-
плектическом пространстве всех лучей (или особенности лежан­
дровых многообразий двух типов: многообразий контактных 
элементов фронтов и 1-струй функций времени). 

Особенности раскрытых ласточкиных хвостов мы описали в 
§ 5 в терминах геометрии пространств многочленов и бинарных 
форм. Теперь мы соединим результаты §§ 4 и Б, чтобы объяс­
нить, почему многообразия многочленов с корнями высокой 
кратности описывают особенности лагранжевых и лежандровых 
многообразий в многомерных вариационных задачах с односто­
ронними ограничениями. 

А. Симплектические триады. Следующее определение, при­
надлежащее (как и следующие за ним теоремы 1—4) A. Б. Ги-
венталю [19], получено из конструкций Мельроза [37] (см. §4) 
отбрасыванием ненужных для наших целей структур. 

О п р е д е л е н и е 1. Симплектической триадой называется 
набор (Н, L, I), состоящий из гиперповерхности Я в симплекти-
ческом многообразии и лагранжева многообразия L, касающе­
гося Н по подмногообразию / коразмерности 1 в L с первым 
порядком касания. 

П р и м е р 1. Рассмотрим область Г на гиперповерхности в 
рнмановом многообразии М. Зададим пучок геодезических на Г 
функций времени s: Г-к-R (равной расстоянию от некоторого 
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начального фронта на Г). Функция времени удовлетворяет урав­
нению Гамильтона — Якожи (V-")2=l (мы предполагаем ее 
гладкой в рассматриваемой области Г). 

С этой ситуацией связана симплектическая триада в фазо­
вом пространстве Т*М. Гиперповерхность Я состоит из всех ор­
тов (р2-— 1). Многообразие L образовано всеми продолжениями 
алгебраических 1-форм p — ds\q с касательных пространств к 
гиперповерхности Г на касательные пространства ко всему 
объемлющему многообразию М. Гиперповерхность Н высекает 
на L подмногообразие / коразмерности 1: оно составлено из 
продолжений, равных нулю на нормали к Г. [Если отождествить 
1-формы на М с векторами при помощи римановой метрики, то 
/ составлено из касающихся Г векторов поля grads, a L—из 
векторов, проектирующихся в предыдущие при ортогональной 
проекции на касательную плоскость]. 

Т е о р е м а 1. Тройка (Я. L, I), построенная по пучку геоде­
зических, есть триада. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Что порядок касания Я и L вдоль / 
первый следует из невырожденной выпуклости римановой мет­
рики (в менее регулярных вариационных задачах это условие 
может нарушаться!). Лаграижевость L следует из того, что 
i*pdq=dn*s (i: L-^T*M — вложение, п : L—>-Г — естественная 
проекция, pdq — каноническая 1-форма на Т*М). Итак, 
(Я, L, I) — триада. 

Рассмотрим теперь произвольную симплектическую триаду. 
О п р е д е л е н и е 2. Лагранжевым многообразием с особен­

ностями, порожденным триадой (H,L,l), называется образ мно­
гообразия I в пространстве характеристик гиперповерхности Я. 
Ясно, что это многообразие действительно лагранжево там, где 
оно неособо. 

Т е о р е м а 2. Лагранжево многообра'зие с особенностями, 
порожденное триадой теоремы 1, есть многообразие всех лучей 
(геодезических объемлющего пространства) касательных к гео­
дезическим рассматриваемого пучка на гиперповерхности. 

Действительно, пространство характеристик есть пространст­
во ориентированных геодезических объемлющего пространства, 
а начальные условия из t — это орты, касающиеся геодезических 
пучка на гиперповерхности. 

Симплектически эквивалентные триады порождают симплек-
тически диффеоморфные лагранжевы многообразия с особенно­
стями. 

Из теорем 1 и 2 следует, что для получения нормальной фор­
мы многообразия лучей, срывающихся с геодезических пучка, 
достаточно симплектически привести триаду к нормальной фор­
ме, Нормальные формы триад доставляет 

П р и м е р 2. Рассмотрим симплектическое пространство V 
однородных многочленов степени d—2k-\-2 от х со старшим ко­
эффициентом 1 с его естественной симплектической структурой 
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(см. § 1). Многочлен с координатами Дарбу (р, q) задается 
формулой 

Ф(х, 1) -=x7^r + ^ixd-V(d--l)!H- . . .+^ + i x f t + I / (k + 1)!—. 
pA+1*7£!+-..:+(-l)ft+1/>i 

(знаки перед p. чередуются). Обозначим через h гамильтони­
ан сдвигов, 

h=pi+q\p2-¥. • . • +^pA+i+.?2
s+i/2. 

Пусть Я— гиперповерхность h=О, L — лаграижева плоскость 
р = 0. Гиперповерхность Я квадратично касается лагранжевой 
плоскости L вдоль подпространства коразмерности 1 в L, за­
данного уравнениями р=0, <7M.I—0. Легко проверяется 

Т е о р е м а 3. Лагранжево многообразие с особенностями, 
порожденное триадой примера 2, симплектически диффеоморфно 
й-мерному раскрытому ласточкину хвосту, т. е. многообразию 
многочленов с корнем кратности >k в симплектическом про­
странстве многочленов степени 2&+1 (с фиксированным стар­
шим коэффициентом и с суммой корней ноль). 

Основным результатом о триадах является 
Т е о р е м а 4. РОСТОК триады примера 2 в нуле устойчив. 

Росток триады общего положения в точке квадратичного каса­
ния гиперповерхности с лагранжевым многообразием симплек­
тически эквивалентен ростку триады примера 2 или надстрой­
ке над ним. 

(Надстройка над триадой (Я, L, I) в R2a с координатами 
Дарбу (р, q) есть триада в R2o+R2a ' с координатами Дарбу 
(Р, Р'\ <7> Q'), где #HOBoe-tf+R2a ', LnoBoe-L+R0', Ra' —лаграи­
жева плоскость р —0 в R2"' ). 

С л е д с т в и е 5. Росток лаграижева многообразия с особен­
ностями, порожденного триадой общего положения, в каждой 
точке диффеоморфен произведению раскрытого ласточкиного 
хвоста подходящей размерности на евклидово пространство. 

С л е д с т в и е 6. Росток многообразия лучей, срывающихся с 
поверхности препятствия, диффеоморфен произведению раскры­
того ласточкиного хвоста подходящей размерности на евклидо­
во пространство (для пучка геодезических общего положения 
на поверхности препятствия общего положения). 

З а м е ч а н и е 1. Условие общности положения в теореме 4 
следующее. Рассмотрим поле характеристических направлений 
гиперповерхности Я. В точках из / направление поля касается 
L. Требуется, чтобы возникающее на гиперповерхности I в L 
поле касательных к Ь направлений было общим (приводилось 
к нормальной форме d/dq-l-\-q\d/dq2-\- • • • +Qa-\d/dqa диффео­
морфизмом L, приводящим Z к виду qa = 0). 

З а м е ч а н и е 2. Теорема 4 (и ее следствия) верны как в 
гладком, так и в аналитическом или голоморфном варианте. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. 
1°. Выпрямим локально гиперповерхность Я, выбрав коор-
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динаты Дарбу, в которых ее уравнение имеет вид 41 = 0 вблизи 
точки 0. 

2°. Выберем лагранжево линейное в этих координатах про­
странство, трансверсальное Н и.Х. в 0. Параллельные простран­
ства образуют лагранжево расслоение, L-—его сечение (вблизи 
нуля). 

3°. Выберем новые координаты Дарбу (линейные по отноше­
нию к старым), в которых слои расслоения имеют вид q = const. 
Уравнение L имеет тогда вид p=dS/dq, H остается гиперплос­
костью и в новых координатах. 

4°. Перейдем к координатам Дарбу Р—р—dS/dq, Q — q.. Те­
перь L стало нулевым сечением расслоения (Р, Qj^Q. Это лаг­
ранжево расслоение мы отождествляем (локально) к кокаса-
тельньш расслоением T*L (точку (Р, Q) истолковываем как 
1 -форму PdQ в Q). 

5°. Пересечение гиперповерхности Н с каждым слоем рас­
слоения T*L является в этом слое аффинной гиперплоскостью. 

6°. Задать аффинную гиперплоскость в двойственном данно­
му линейном пространстве — это то же самое, что задать в са­
мом данном линейном пространстве прямую, проходящую че­
рез 0, и линейную 1-форму на этой прямой. Действительно, ги­
перплоскость П== {I; g|#=•.-} определяет прямую {х : .six — 
= ц\х V|, г)бП} и 1-форму %\х на ней, а пара, состоящая из 
прямой и 1-формы на ней, определяет гиперплоскость. 

7°. Таким образом, гиперповерхность Н описывается во внут­
ренних терминах L как пара, состоящая из поля направлении 
на L и поля l-форм на прямых поля. Иначе говоря, Н превра­
щается в пару, состоящую из поля направлений на L и семей­
ства дифференциальных 1-форм на его интегральных кривых. 

Гиперповерхность I ъ L определяется в этих терминах как 
множество точек, где формы семейства обращаются в нуль. На­
правление поля в точках I характеристическое для Н. 

8°. Вложение гиперповерхности / в L и расслоение L на ин­
тегральные кривые определяют проектирование с одномерными 
слоями. Для триады общего положения особенности этого про­
ектирования — уитнеевские (см. § 4 и замечание 1 выше). 

9°. Следовательно, в L можно так выбрать координаты 
(х,%), ЧТО интегральные кривые будут прямыми Я'=const, а 
гиперповерхность / задастся уравнением F=0, где F—xa-\~ 
+А1Х---+ . . . +Яа-1. 

10°. Семейство дифференциальных 1-форм на интегральных 
кривых запишется в этих координатах в виде f(x,X)dx. На ги­
перповерхности / функция f обращается в нуль. Из того, что Н 
квадратично касается L вдоль I, следует, что порядок нуля в 
точности второй, т. е. что /(х, 1К)=ц>(х,%)Р2(х,Х), где ф(0,0)=т--0. 

11°. Лемма. Семейство дифференциальных 1-форм 
yF4x=y{x, A,) (*e+A,ixa--+ ...-\-%^i)2dx, где ф(0, 0) =5—0, рас-
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слоенной над А .заменой переменных (x=x(X,A), А. = -\(Л)) 
приводится к виду (Xa+AiX°--+ . . . +Aa-i)2dX. 

12°. Д о к а з а т е л ь с т в о , Это, в сущности, теорема нереаль­
ности для форм x°|dx|- /2. [По-видимому, аналогичная теорема 
версальности верна в гораздо более общей ситуации, например, 
для форм л:а | dx |". К сожалению, общее доказательство упи­
рается в недоказанные обобщения подготовительной теоремы 
Вейерштрасса—Мальгранжа]. В случае a = l/k (например, 1/2) 
теорема сводится к обычной теореме версальности для функции 
$xahdx (дело в том, что условие на производную функции быть 
k-й степенью инвариантно относительно диффеоморфизмов). 

13°. Перепишем конструкции 6° и 7° в явной координатной 
форме. Пусть q{— координаты на L, pi — соответствующие им­
пульсы. 

Гиперповерхности HczT*L с уравнением 
«o + « ip i+ ••• -\-uapa=0, ut^ut(q), 

мы сопоставили в 6° и 7° поле направлений векторного поля 
на L, 

?;-=«! ^-»ei 4'i = 0 (i>a) 
и семейство дифференциальных 1-форм на его интегральных 
кривых, равных 

— «о/М-71— ••• =—u.Qluadqa. 
В частности, если «1 = 1, то семейство 1-форм имеет вид 
>—u0dqi. Обратно, зная компоненты поля и форму, мы составля­
ем из них уравнения гиперповерхности Н. 

14°. Выберем координаты (X, Л) на L по лемме 11°. В этих 
координатах поле направлений имеет вид \д/дХ, а семейство 
1-форм вид Fi(X, A)dX. Будем обозначать соответствующие 
координатам импульсы через рх и Рл. Уравнение гиперповерх­
ности Н можно записать в виде 

F-(X, A)+px = 0 (см. 13°). 
Эта формула уже определяет некоторую нормальную форму 

триады и потому доказывает первую половину теоремы 4. 
Остается преобразовать триаду к указанному в теореме виду. 

15°. Л е м м а . Триада 
(H:px + F2(X, A)=0 , L:p---0, l^HQL) 

симплектически эквивалентна триаде 
(H:pl + qip*+...+qa-1pa+qa*l2 = 0; L:p = 0; l:p = qa=0). 
16°, Для доказательства леммы выпрямим / (ценой искрив­

ления поля). Удобно сперва сделать старший коэффициент F 
равным 1/а! и привести семейство 1-форм к виду 
•—-F2(X, A)dX/2 (это достигается растяжениями). После этого 
мы выбираем за новые координаты на L производные много­
члена Fi 
; qa=F, q^-dFfdX,..., q^d^F/дХ^ (=Х) 
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(координаты <7., от которых ни поле направлений, ни 1-форма 
не зависят, мы сохраняем). , 

17°. В новых координатах поле направлений и 1-форма лег­
ко выписываются. Действительно, производные новых коорди­
нат по X даются формулами 

<?; = ! . -72 == <7i' *« ч *7а = --7-3-1 • 

На интегральных кривых этого поля направлений F2dX/2 = 
— (qj[2)dqi. Следовательно, по формулам 13° уравнение ги­
перповерхности Я имеет вид .?-2/2+pi + <7iP2+ . . . +<7a-iP- = 0. 
Это доказывает эквивалентность триад и теорему 4. 

З а м е ч а н и е . Появление F2 в нормальной форме 14° ука-
зывает, по-видимому, на связь многообразия многочленов с кор­
нем высокой кратности с диффеоморфным ему (согласно [14]) 
многообразием многочленов с большим числом кратных кор­
ней (ср. 16° в § 12 в [11]). Каждый многочлен четной степени 
однозначно представляется, во-первых,- в виде суммы квадрата 
и многочлена вдвое меньшей степени, а, во-вторых, в виде сум­
мы многочлена с нулевым корнем ПОЛОВИННОЙ кратности и 
многочлена ПОЛОВИННОЙ степени. Нормальная форма 17° свя­
зана со вторым разложением, но иногда может быть полезной 
и симплектическая структура, связанная с первым. Приведен­
ные в [14] фромулы, к сожалению, не объясняют явного вида 
симплектической структуры пространства многочленов, в ко­
торой многообразие многочленов с большим числом кратных 
корней лагранжево (они не объясняют даже, почему диффео-
морфно ласточкину хвосту многообразие многочленов х5+1 
+Ax3 + Bx*+Cx+D с кратными критическими значениями). 

Б. Контактные триады. Опишем теперь контактный вариант 
теоремы 4 (см. [32]). Его назначение — исследование лежанд-
ровых многообразий с особенностями, возникающих в задаче 
об обходе препятствия (многообразий контактных элементов 
фронтов и 1-струй функции времени, см. § 4). 

О п р е д е л е н и е . Контактная триада (Я, L, I) состоит из 
1. Гиперповерхности Н в контактном многообразии, транс-

версалы-юй контактным плоскостям. 
2. Лежандрова подмногообразия L в ТОМ же контактном 

многообразии. 
3. Гладкой гиперповерхности / в L, : 

таких, что гиперповерхность Я касается L вдоль / с первым 
порядком касания. 

Мы будем исследовать росток триады в'точке 0 из I. 
О п р е д е л е н и е . Лежандровым многообразием, порож­

денным триадой (Я, L, I) в 0, мы называем образ ростка / в 
О при проекции Н на свое многообразие характеристик. 

П р и м е р 1. Рассмотрим контактное многообразие Л(М, R)", 
1-струй функций на римановом ногообразии без' края М,_ 
снабженном гиперповерхностью дМ (можно считать, что М —-> 

48 



евклидово пространство, и случай плоскости уже вполне содер­
жателен). 

Уравнение Гамильтона—Якоби для распространяющихся по 
М со скоростью 1 возмущений, ( V H ) 2 = 1 , определяет в /- ги­
перповерхность Н. Рассмотрим пучок геодезических на 1дМ, 
ортогональных фиксированной гиперповерхности и параметри­
зованных расстоянием s до нее. Рассмотрим всевозможные про­
должения функции s с \дМ на М. Многообразие 1-струй всех 
продолжений во всех точках дМ — лежандрово подмногообра­
зие L в / ' (M, R). ОНО пересекается с Я по многообразию 
1-струй продолжений, производная которых по нормали к д.М 
равна нулю. Обозначим это пересечение через I. 

Т е о р е м а 5, Тройка (Н, L, I), построенная по подмного­
образию дМ риманова многообразия М и пучку параметризо­
ванных геодезических на нем, есть контактная триада, 

Действительно, порядок касания Н с L вдоль / первый, вви­
ду невырожденной выпуклости метрики. 

З а м е ч а н и е . В обозначениях диаграммы 5° § 4, построе­
ние L из / симметрично построению у из / (симметрия перестав­
ляет I и II; / на этой диаграмме помещено не на вертикальной 
оси ЛИШЬ для экономии места). 

Т е о р е м а 6. Лежандрово многообразие с особенностями, 
порожденное триадой теоремы 5, есть многообразие контакт­
ных элементов фронта в задаче об обходе препятствия (лежа­
щее в многообразии ориентированных контактных элементов 
на М). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . См. в § 4 теорему 10. 
Для построения нормальных форм контактных триад мы 

определим естественные контактные структуры в нечетномер-
ных пространствах многочленов. Начнем опять с пространства 
бинарных форм нечетной степени и его естественной (БЬг-ин-
вариантной) симплектической структуры (см. § 1). 

Проективизация этого четномерного пространства есть 
нечетномерное проективное пространство всех гиперповерхно­
стей (нульмерных подмногообразий) фиксированной нечетной 
степени на проективной прямой. 

Косоортогоналы-юе дополнение к радиус-вектору задает в 
пространстве ненулевых бинарных форм ОЬ2-инвариантное 
поле гиперплоскостей. Это поле определяет поле гиперпло­
скостей в проективном пространстве нульмерных подмногооб­
разий проективной прямой фиксированной нечетной степени. 
Она естественна (инвариантна относительно действия группы 
проективных преобразовании прямой на пространстве нульмер­
ных подмногообразий фиксированной степени). 

Явную формулу для этой контактной структуры мы выпи­
шем через координаты (р, q) в аффинной части нашего проек­
тивного пространства размерности d=2a—1, образованной 
нульмерными подмногообразиями, не содержащими «бесконеч-
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•но-удаленной» точки x = {infty}. Такое многообразие задается усло­
вием f(x) — 0, где 

f{x)=x4d\+q2*l-l(d—l)\+...+qttpla\— . . 
; —/,йх°--(а—1)!+...+ (-1)7>1 W 

• (знаки перед /?, чередуются). Легко доказывается 
Т е о р е м а 7. Естественная, контактная структура проек­

тивного пространства подмногообразий задается во введенных 
•координатах (р, q) 1-формой a=p'dq'—d'dp'—dpi (где 

О п р е д е л е н и е . Нейтральной гиперповерхностью однопа-
раметрической группы контактных диффеоморфизмов назы­
вается гиперповерхность, образованная точками, где вектор 
скорости лежит в контактной плоскости (а(и)—0, если v — век­
тор скорости и а = 0 — уравнение контактных плоскостей). 

Предположим, что нейтральная гиперповерхность транс-
версальна к контактным плоскостям. Легко видеть, что орбиты 
группы на нейтральной гиперповерхности являются характери­
стиками последней. 

Сдвиги полиномов вдоль оси х действуют на пространстве 
полиномов (*), сохраняя его контактную структуру. 

Т е о р е м а 8. Уравнение нейтральной поверхности имеет 
вид k=0, где 

U = Р2 + . З Д + • • • +Ра?а-1 + ?а2/2-
Действительно, поле скоростей сдвигов вдоль оси х имеет 

компоненты q] = ql„b р «= - р , + 1 (где pa+i = qa, <7i = l)-
Теперь мы предъявляем нормальную форму контактной 

триады. Она образована в контактном пространстве многочле­
нов (.!• ) нейтральной гиперповерхностью k=Q и лежандровым 
подмногообразием многочленов, имеющих нуль корнем крат­
ности >а. 

Т е о р е м а 9. Тройка (Н: k=0; L : p = 0 ; l:p — qa=0) яв­
ляется контактной триадой в пространстве R2a_1 с контактной 
структурой a=p'dq'—q'dp'~dpi. 

Доказательство непосредственно получается из формулы 
для /г. 

О п р е д е л е н и е . Контактная триада теоремы 9 и порожден­
ное ею лежандрово многообразие с особенностями называются 
стандартной контактной триадой в R2"-1 и стандартным ле­
жандровым многообразием с особенностями. 

Размерность ЭТОГО стандартного многообразия равна 
' т—а—2. Мы будем обозначать /n-мерное стандартное лежанд­
рово многообразие через Б"1. 

Из теоремы 9 вытекает 
' - С л е д с т в и е 10. Стандартное лежандрово многообразие 
Е ^ 2 состоит в точности из тех многочленов вида (*), для 

' которых . . : . . . . _ . . 
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?2 = 0, р2----(-7зР4+ . . . +paq*~i + qJl/2), 
которые имеют корень кратности больше а. Контактная струк­
тура в этом пространстве задается 1-формой 

a=p"dq"—q"dp"—dplt где q"=-(qB 9а), р' - (p 3 , . . . , Ра) • 
Соединяя этот результат с результатами § 5 о многообра­

зиях многочленов с корнями высокой кратности, мы получаем 
С л е д с т в и е 11. Стандартное лежандрово многообразие 

Sm диффеоморфно раскрытому ласточкину хвосту размерно­
сти т, т. е. многообразию всех многочленов вида 

х2тП +.V2'»-1 + . . . +А,2т = (х - Ъ)т*\хт~1 + . . . ) . 
П р и м е р . При а — 3 следствие 10 дает многочлены 

Л'в/120 + -7з.л;3/6 — psx2l2 — q3
2x/2 — pv a=p3d.3,3 —-73dp3 —dpi. 

Многочлены этого вида с корнем кратности, большей 3* 
образуют лежандрову кривую Е1— {/= (х—£)4(х-|-4£)/120}, т. е. 
.7з = —l2/2, p3=—S2/3, p=—15/30. Эта кривая диффеоморфна 
полукубической параболе- Ее особенности ответственны за осо­
бенности порядка 5/2, которые имеют эвольвенты плоской кри­
вой в точках касательной перегиба. 

З а м е ч а н и е . Многообразие 2 е-- квазиодиородно. Если 
приписать координатам веса 

deg.7.- —i—1, uegpi = 2a—i (degk=2a—2, dego. = 2a— 1), 
то 2a~2 является образом пространства с координатами весов 
(1 , . , -, а—2) при квазиоднородном отображении. 

П р и м е р . При а = 4 координаты (-7з, «74, Pi, ps, P\) имеют 
веса (2, 3, 4, 5, 7). Лежандрово многообразие 22 есть образ 
плоскости (£, и), где deg |—1, degti = 2: 

£ 2 - { / = (X_g)B(^- + 5gX + 1l)/7!}. 
Согласно § 5, это многообразие диффеоморфно многообразию 

многочленов степени 6 со старшим коэффициентом 1, суммой 
корней ноль и корнем кратности не менее 4. 

О п р е д е л е н и е . Надстройка над стандартной триадой в 
j.»2a--i определяется как триада в R-"-1, где контактная структура 
имеет вид a=p'dq'—q/dp'—dpi(p'=(p2,...,pb), q'= (q% . . - ,Яь)). 
Триада (Н, L, /) определяется уравнениями 
Я : Р2+РЗ-72+ • • • +pa?~-i+/7a2/2-0; L : p = 0; I: р=0 , ^ = 0 (b>a). 

Т е о р е м а 12. Ростки в 0 стандартных контактных триад, 
и надстроек над ними устойчивы (как ростки контактных триад,,. 
рассматриваемых с точностью до контактной эквивалентности). 
Ростки контактных триад общего положения во всех точках 
контактно эквивалентны росткам надстроенных стандартных 
триад. 

С л е д с т в и е 13. Ростки лежандровых многообразий, обра­
зованных контактными элементами, касающимися фронта" в 
задаче об обходе препятствия общего положения (см. § 4), кон­
тактно устойчивы и контактно эквивалентны росткам стандарт­
ных (быть может, надстроенных) лежандровых многообразий с 
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•-особенностями, следовательно, диффеоморфны росткам откры­
тых ласточкиных хвостов. 

Теорему 12 можно получить из симплектической теоремы 4 
контактизацией. Выберем для этого 1-форму а, задающую кон­
тактную структуру, так, чтобы ядро формы da в точках гипер­
поверхности, входящей в триаду, касалось этой гиперповерхно­

сти. Проекция контактного пространства (вдоль интегральных 
кривых поля ядер) на четномерное пространство интегральных 
кривых определяет на последнем симплектическую структуру 
(образ формы da). 

Проекция контактной триады будет, как легко проверить, 
•симплектической триадой. Исходная контактная триада полу­
чается из этой симплектической контактизацией (добавлением 
производящей функции лагранжева многообразия в качестве 
новой координаты). Применяя эту конструкцию к стандартным 
симплектическим триадам теоремы 4, получаем стандартные 
контактные триады теоремы 12. 

Теперь мы можем привести к нормальной форме особенности 
1-графика функции времени (многообразия 1-струй функции 
времени, лежащего в Jl(M, R)}. 

Напомним, что 1-график функции времени (Г в обозначениях 
5° § 4) образован всеми характеристиками гиперповерхности Н 
(SJ^M.R) в обозначениях 5° § 4), проходящими через точки 
многообразия / триады (Н, L, I)теоремы 5 (см. в § 4 теоре­
му 10). 

Рассмотрим задачу об обходе препятствия, ограниченного по­
верхностью общего положения дМ в римановом многообра­
зии М. Рассмотрим на дМ пучок геодезических общего положе­
ния, параметризованных расстоянием 5 до фиксированной ги­
перповерхности на дМ. Такой пучок определяет функцию вре­
мени (совпадающую с s на дМ). 

Т е о р е м а 14. Росток многообразия Г 1-струй функции вре-
гмени в описанной ситуации контактно диффеоморфен ростку 
'многообразия многочленов (:4с), имеющих корень кратности 
'больше а. 1-струи функции времени в точках одного луча (т. е. 
ОДНОЙ геодезической на М) переходят при указанном диффео­
морфизме в многочлены, получающиеся друг из друга сдвигом 
-вдоль оси х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 5 тройка {H,L,l), по­
дстроенная по s, есть контактная триада. Для препятствия и пуч-
:ка общего положения эта триада (как нетрудно показать) — 
"общего положения. Следовательно, она эквивалентна триаде 
•теоремы 9 (по теореме 12; надстройки не нужны, так как мы 
.рассматриваем ростки стандартных триад не только в нуле). 
.Для триады теоремы 9 многообразие 1 состоит из многочленов 
«с нулевым корнем кратности больше а. Характеристики по-
-верхноети Я триады теоремы 9 — это орбиты действия СДВИГОВ 

' вдоль оси .х .'(по теореме 8). Орбиты точек из I заметают много-
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образие всех многочленов (* ) с корнем кратности больше «., 
что и требовалось доказать-

Выпишем, наконец, явные формулы для многообразий кон­
тактных элементов фронта и 1-графиков функций времени, 
реализованных как подмногообразия пространств многочленов 
нечетной степени 

xn+a1x"-1 + . . . -\-ап, n = 2 k + l . 
Естественная ^-ЗЕг-инвариантная) контактная структура 

этого пространства многочленов задается (как нетрудно сосчи­
тать) уравнением 

2Л/!(—l)'a.da.-—О, (где t + / = п , а0=\). 
Из теорем 14 и 12 вытекают 
С л е д с т в и е 15. 1-график (многообразие 1-струй) функции-

времени общего положения в задаче об обходе препятствия в 
пространстве размерности т локально контактно эквивалентно-
лежандрову многообразию с особенностями, образованному мно­
гочленами вида (х—l)m+2(xm-lJr .. .) в пространстве многочле­
нов степени n=2m—1 с его естественной контактной структу­
рой. Ограничение функции времени на это многообразие имеет 
вид .±0.1 + const, точки одного луча соответствуют многочленам,. 
получающимся друг из друга сдвигом вдоль оси х, 

С л е д с т в и е 16. Многообразие контактных элементов: 
фронта общего положения в задаче об обходе препятствия в 
пространстве размерности т локально контактно эквивалентно 
лежандрову многообразию с особенностями, образованному 
многочленами 

хп + %п-\Хя-1 + . . . + Х0 = (х — 1)т{хт~1 + т)%хт-2 + . . . ) 
в пространстве многочленов степени n = 2m— 1, снабженном. 
противоестественной контактной структурой 

dK-\ = ?'i\j\{—\)l{i-Y2)'kidX}, где 0 < i < « - 2 , i + y=-n—-2.. 
Вопрос о строении особенностей самих фронтов и графиков-

функции времени в многомерной задаче об обходе препят­
ствия остается открытым, даже в топологической постановке.. 

В частности, неизвестно, будет ли кратчайшее время обхо­
да препятствия общего положения, рассматриваемое как функ­
ция конечной точки, топологически эквивалентно функции Мор­
са (это так для функций максимума и минимакса, 

f (y) — maxF (x, у), / (г )=m'mm&xF (х, у, z) 
х у х 

семейств общего положения гладких функций на компактном 
многообразии [31, 24]). 

Неизвестно также, выполняется ли в задаче об обходе 
препятствия общего положения принцип хрупкости хорошего 
(§ 30 в [6]), согласно которому направления в «плохую» сто­
рону занимают не менее половины касательного пространства 
в особых точках границы «хорошего» множества. Ясно лишь», 
что «хорошим» оказывается именно недостижимое. 
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