
О ГОМОТОПИЧЕСКИХ ГРУППАХ ОБЪЕДИНЕНИЙ СФЕР1)

П. Дж. Хилтон

1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть S { — сферы размерностей гг +  1, rx >  1, i =  1, . . . ,  fe, имеющие 
одну общую точку, и пусть Т — их объединение. Как известно, Т служит 
универсальным примером для гомотопических конструкций (см. [1]). Целью 
этой статьи является вычисление* группы ъп {Т), n >  1 в виде прямой суммы 
гомотопических групп сфер соответствующих размерностей2). Каждое сла­
гаемое этой суммы вкладывается в группу ъ п (Т) с помощью некоторого 
кратного произведения Уайтхеда. Эти произведения (определяемые ниже) 
называются базисными, произведениями.

П усть3) Т0 =  SUi V  S «2 V  . . .  V SUmi где 1 <  иг <  и2 <  . . .  <  um <  k.

Тогда вложение ъп {Т0) —>кп (Т) является изоморфным отображением группы 
ъп (Т0) на некоторое прямое слагаемое группы ъп (Т). В дальнейшем эле­
менты группы ъп (Т0) будут отождествляться с их образами в группе тсп (Г). 
Мы будем говорить, что элемент группы %п (Г) охватывает сферы S M , . . . ,  SUm? 
если он принадлежит образу группы ъп (Т0). Имея в виду эти соглашения, 
мы следующим образом определим и упорядочим базисные произведения.

Базисными произведениями4) веса 1 называются элементы ix, . . . ,  ik, 
причем считается, что ix <  t2 <  . . .  <  ih; здесь  ̂— положительные5) образую­
щие группы тсг + 1(5 {), / =  1, . .  . ,  k . Пусть теперь уже определены и упорядоче­
ны базисные произведения веса <  до. Тогда базисным произведением веса до >  1 
называется всякое произведение Уайтхеда [<а , 6], в котором а  является базис­
ным произведением некоторого веса и , а Ь — базисным произведением некото­
рого веса v9 причем u +  v =  w и а < Ь .  Кроме того, если элемент b является 
произведением Уайтхеда [су d] некоторых базисных произведений с , d, то 
предполагается, что Базисные произведения веса до произвольно упо­
рядочиваются, причем каждое из них считается большим каждого произведе­
ния меньшего веса.

2) H i l t o n  Р. J . ,  On the homotopy groups of the union of spheres, J. London Math. 
S o c 30 (1955), 1 5 4 -1 7 2 .

2) Пространство T, очевидно, односвязно, и в связи с этим тривиальный случай 
п =  1 исключается из рассмотрения. Таким образом, в этой статье гомотопические группы 
рассматриваются лишь в размерностях п >  1.

3) Знак V употребляется автором для обозначения «букетной суммы» пространств, 
т. е. объединения пространств с единственной общей точкой. — Прим. ред.

4) Для наших целей элементы ц удобно рассматривать как произведения Уайтхеда 
минимального веса.

Определение базисных произведений копирует с незначительными, алгебраически несу­
щественными изменениями определение базисных коммутаторов, предложенное Холлом 
(см. § 3 этой статьи). Изменение конструкции Холла сводится к тому, что произведение 
[li> h] является базисным, а произведение [t2, ч] — нет. Во многих приложениях теоремы А 
(см. § 6 этой статьи) такое определение представляется более естественным.

5) То есть соответствующие некоторым выбранным ориентациям сфер — Прим. ред.
2*
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Таким образом, базисное произведение веса w является строкой симво­
лов iVl . . .  iVy) с соответствующим образом расставленными скобками, причем 

/ =  1, w. Если в этой строке символ 4 встречается раз, 
то мы будем говорить, что рассматриваемое базисное произведение раз

k
охватывает сферу S t. Число 2  называется высотой данного базисного

/= 1
произведения.

Пусть рг, р2, . .  . ,  ps, . . .  — все базисные произведения и пусть qs — вы­
сота базисного произведения ps. Тогда основную теорему этой статьи можно 
сформулировать следующим образом:

оо

Т е о р е м а  А. %п (Т) ^  2  (S?i+1), причем прямое слагаемое %n (Sqi+x)
i= 1

вложено в группу ъп (Т) при помощи композиции с базисным произведением 
Pi€'n:qi+ 1 (̂ П)*

оо

Заметим, что для каждого целого числа п в прямой сумме 2  ^ ( S ^ 1)
, t = i

существует только конечное число отличных от нуля членов, так как после­
довательность {q{} бесконечно возрастает. Очевидно, что в определении базис­
ных произведений имеет место значительный произвол. Однако, согласно 
теореме Витта (см. [11]), число базисных произведений веса w, охватывающих 

раз сферу Sif i =  1, . . . ,  k , равно

1 ^  [X (d)(wld)\
w Z j  (wild) 1 . . .  (Wh/d) ! ’ 

d/wi
где p. (d) — функция Мёбиуса. Каждому такому базисному произведению в группе

k
■тс (Т) соответствует прямое слагаемое вида ^n {Sq+l), где 9 = 2  ri wi• Таким

i= 1
образом, число, показывающее, сколько раз член тсп (5 ?+1) входит в прямую

п

сумму 2  х п  ( 5 ' ? г + 1 ) ,  не зависит от частного выбора базисных произведений.
/= 1

Другой выбор базисных произведений приводит самое большее к перестановке 
слагаемых и 4  изменению изоморфизмов вложения.

Рассмотрим случай, когда Т — 8 г V S2 V  Ss. Базисными произведениями 
веса 1 являются элементы 4 , t2, t3; базисными произведениями веса 2 — эле­
менты [ 4 , i2], [ 4 , i3], [t2, t3]; базисными произведениями веса 3 — элементы 
( 4 , [ 4 , t2]], [4 [ 4 , t3]], [l2, [ 4 , t2]], [t2, [ ll> l8]L [ l2> 1з]]> [ l3> [ ll> 1г]]>
[t3, [ 4 , tg]], [t3, [t2, t3]]. Подчеркнем, что элемент [ 4 , [ 4 , t3]] не является 
базисным произведением и, следовательно, представляется в .виде линейной 
комбинации базисных произведений. Почти очевидно, что произведение 
[ 4 , [ 4 » t3]] является линейной комбинацией базисных произведений [i2, [ 4 , i3]] 
и [i3, [4 , t2]]. Именно мы покажем ниже, что имеет место следующая

Т е о р е м а 1) В . Для любых элементов а £ (X ) , р 6 %q (X ) , у £ тиг (X)
имеет место т ождест во Якоби»

(- 1Г [[Р, Я,«] + ( - 1Г [[т,«]. РЖ -  !)rp [[«, Р], т]=о.
Мы докажем также «тождество Якоби» для относительных гомотопических 

групп. Дальнейшие применения теоремы А будут приведены в заключительном 
пункте.

х) Эта теорема доказана также Гуревичем, Дж. В, Уайтхедом, Накаока, Тода, Уехара 
и, возможно, другими авторами.
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Автор выражает свою признательность Серру и Грину за их важный 
вклад в эту работу: основная идея доказательства теоремы А принадлежит 
Серру, а необходимое развитие алгебраических методов в сущности сделано 
Грином. Автор благодарен также Муру за его любезное содействие.

2. ДВЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ЛЕММЫ

Пусть X —произвольное линейно связное пространство и 2  — его простран­
ство петель. Пусть далее г\: ъ р+{ (X) ^  %р (2 ) — естественный изоморфизм, 
h : тир (2 ) —> Я р (2) — гомоморфизм Гуревича и

р =  йт] :и;р+1 (Х )—>НР ( 2 ) .

Операция композиции петель определяет пространство 2  как Я-простран- 
ство и индуцирует умножение Понтрягина его классов гомологий. Произве­
дение Понтрягина классов !*£ Нр (2 ), %'£Hq (Q) мы будем обозначать через 

£H p+q(Q), а иногда просто через
Пусть 2  — пространство петель пространства Т и пусть e .= p i., t* £ ^r.+ i (T)r 

e . £ H r.(2 ), i =  1 , k. Ботт и Самельсон доказали следующую лемму 
(см. [2]):

Л е м м а  2.1.  Кольцо Понтрягина пространства петель 2  простран­
ства Т является свободным ассоциативным кольцом со свободными образу­
ющими е\, . . . ,  ek-

Вернемся к общему случаю. Пусть а£ (X ), $£Tzq+i(X),  так что 
[a,P] g 7ср+(?+1 (X ). Самельсон доказал (см. [8]) следующую лемму:

Л е м м а  2.2. р[а,[3] ~  ( — 1 )р (pa * р43 — ( — 1) wptB * pa).

3. АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА

Пусть R — кольцо, порожденное элементами е\, . . . ,  е — произвольное 
отображение произведения R х R в множество ( 1 , - 1) и I — произвольное 
отображение произведения R x R  в кольцо целых чисел. Положим

aob — \(a , Ь ) а Ь ~ г ( а , Ь) Ьау

где a ,b£R .
Элемент aob мы будем называть квазикоммутатором элементов а  и Ь. 

Используя вместо умножения Уайтхеда операцию о ,  мы определим теперь 
(исходя из упорядоченного множества е\, . . . ,  ей базисных квазикоммутаторов 
веса 1) базисные квазикоммутаторы любого веса точно так же, как выше 
с помощью произведений Уайтхеда были определены базисные произведения. 
Пусть Ъ\, 62, . . •, bs, . . .  — все базисные квазикоммутаторы. Любое слово М 
вида biiy b i2, . . . ,  bir будем называть одночленом от базисных квазикомму­
таторов. Весом одночлена М будем называть его степень как многочлена от 
образующих е\, . . . ,  ^ .  Числом инверсий одночлена М будем называть число 
пар (u, ’v), 1 < a < a < r ,  для которых iu > i v. Число инверсий одночлена М 
тогда и только тогда равно нулю, когда одночлен имеет вид 6"1 Ь%*. . . ,  
щ > 0 .

Т е о р е м а  3.1.  Любой одночлен от образующих ей  . .  . ,  е* степени w 
является линейной комбинацией одночленов веса w от базисных квазиком­
мутаторов; эти одночлены можно выбрать так , чтобы их числа инверсий 
были равны нулю .

Т е о р е м а  3 .2 . Пусть ей  . ek —свободные образующие свободного 
ассоциативного кольца R. Тогда одночлены от базисных квазикоммутато­
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ров, имеющие числа инверсий, равные нулю , образуют свободный аддитив­
ный базис кольца R.

Т е о р е м а  3.3. Число базисных квазикоммутаторов веса w равно

Q(w, * ) 2  р
d/w

где [1 — функция Мёбиуса.
Все эти теоремы доказаны1) для случая 6= — 1 , 1 (см. [11]).  Оче­

видно, что теорема 3 .3 не зависит от частного выбора «коммутаторов». 
Допустим, что теорема 3.1 справедлива. Тогда одночлены от базисных 
квазикоммутаторов, имеющие нулевое число, инверсий, линейно порождают 
кольцо R. Так как кольцо R градуировано степенями и так как число 
одночленов, порождающих подкольцо кольца R, состоящее из однородных 
элементов некоторой степени d , конечно и одно и то же как для ком­
мутаторов, так и для квазикоммутаторов, то теорема 3.2 следует из изве­
стных свойств коммутаторов. Доказательство теоремы 3.1 в ее обобщенном 
виде не содержит новых трудностей, поэтому здесь достаточно изложить лишь 
набросок доказательства, основывающегося на идеях Холла и Магнуса.

Степенью одночлена М =  bix bi 2 . .  . b[r мы будем называть число г. 
Пусть b — первый базисный квазикоммутатор (из последовательности b \, Ь2, . . . ) ,  
встречающийся при подсчете числа инверсий одночлена М. (Последняя часть 
этой фразы означает, что b =  biv и для некоторой пары (иу о), 1 < ц < ^ < г  
имеет место неравенство iu >  iv.) Предположим, что квазикоммутатор b в пер­
вый раз встречается при подсчете числа инверсий одночлена М как квазиком­
мутатор btv. Тогда iv̂ i > i v. По определению, b ^ o b ^ ^ - h b ^ b i ^  — s b i ^ b ^  
(для сокращения записи мы пишем просто X и г). Следовательно,
M  =  e\biЛ . . .  bi bi bi bi . . . b i r — e b i  . . .ft/  (bi obi )b i  . . .  blr =

11 lv~2 lv Lv- 1  lv+1 17 l l lV- 2  V lv lv - l  ’ Ч4 1  r

=  e k M ' - e M " ,

где M’ =  b: . . .  6; bi bi bi . . .  bir,
M" =  bi bi (bi °bi )b ilv - 2  v Lv lv - v  lv bir

Покажем теперь, что если одночлен М получен из одночлена относи­
тельно образующих е1У . . . ,  ek путем последовательного применения этого про­
цесса 2), то b^ obi^  является базисным квазикоммутатором. По определению, 
biv <~biv_ 1* В этом процессе будут возникать квазикоммутаторы веса >  1 
(в начале процесса квазикоммутаторов веса >  1 не было), но если при этом 
bi =  ао[3, то элемент а должен быть на более раннем этапе первым базис­
ным квазикоммутатором, встречающимся при подсчете числа инверсий. Дей­
ствительно, этот процесс, примененный, например, к элементу b , не вводит 
никаких новых базисных коммутаторов Ь' <  6, встречающихся при подсчете 
числа инверсий. Таким образом, а < 6^ и квазикоммутатор ЬцоЬ^^ является 
базисным. Таким образом, одночлен М представляется в виде е\М' — еМ", 
где М'у М” — одночлены от базисных квазикоммутаторов, причем число инвер­
сий одночлена ЛГ меньше числа инверсий одночлена М, а одночлен М" имеет 
меньшую степень. Одночлен М' по-прежнему имеет степень гу и веса одно­
членов М'у ЛГ совпадают, конечно, с весом одночлена М.

х) Согласно Холлу, коммутатор (ab— Ьа) является базисным только тогда, когда а > Ъ. 
Следовательно, мы получим определение Холла, если положим aob =  ba—ab и будем счи­
тать коммутатор сюЬ базисным только в том случае, когда а <  Ь. Сравни соответствующее 
примечание к определению базисных произведений.

2) То есть путем последовательного применения операции, с помощью которой одно­
член М был заменен двучленом е\М' — г М' — еМ". — Прим. ред.
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Тем самым получено основание для применения индукции. Предположим, 
что все одночлены степени <  г от базисных квазикоммутаторов могут быть 
выражены в виде линейной комбинации одночленов с нулевым числом инвер­
сий. Используя описанный выше процесс для снижения числа инверсий одно­
членов степени г, мы полностью завершим доказательство теоремы 3.1.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ Л

Пусть Q —  пространство петель пространства Т. Согласно лемме 2.1,  
кольцо Н (Q) является свободным ассоциативным кольцом, порожденным сво­
бодными образующими ег, Рассмотрим в кольце Н (&) операцию о,
положив для однородных элементов к ( а , Ь )  =  ( — 1)р, s ( a ,  b) =  ( — 1)P(Q+1), 
где a £ f f p (Q), b £ H q (Q). Тогда из леммы 2.2 вытекает, что отображение р 
переводит базисные произведения рг, р2, • • •»/V • • • в базисные квазикомму­
таторы Ь1У 62, . .  ., 68, . .  . ,  где ppt =  b{ , i =  1 , 2 , . . .  .

Пусть q{ — высота базисного произведения р{. Отображения SQi+l —>Т  
класса р. мы будем также обозначать через Отображение р{ индуцирует 
отображение Д: Qi —>Q, где Q{ — пространство петель сферы S Qi+i и, следо­
вательно, гомоморфизм Д *: Н (£Д) —> Н (Q). Пусть т]{ : (SQi+l) ъ  (£Д)—
естественный изоморфизм и h { : (Qf) ^  H q.(Qi)- -  изоморфизм Гуревича. Тогда 
кольцо Н ( 2 {) является свободным кольцом со свободным образующим 

где i — положительная образующая группы тиg.+ 1 (S ^ +1).

Л е м м а  4.1.  Отображение Д* является кольцевым гомоморфизмом и 
ft* Ы =  bv

Тот факт, что отображение Д* является кольцевым гомоморфизмом, сле­
дует из более общего предложения, утверждающего, что любое отобра­
жение X —*  Y всегда индуцирует гомоморфизм кольца Понтрягина пространства 
Q(X) в кольцо Понтрягина пространства Й(У). Равенство f i*b'i =  bi вытекает 
из коммутативности диаграммы

( S 9i+‘) — > Ч + 1 (О
I

T't I У1
Y Y

TC9j (Ц ) * TC9j (^)
I I

n  f i h

Я 9. ( 2 а  ~ ^ H g.(Q ),

в которой отображения pi*, Д» индуцированы отображениями pt, Д.
Из леммы (4.1) следует, что

Ь Ь 1п =  Ы

Рассмотрим отображения Д : —> Q, Д :Q . —> 2 , индуцированные отобра­
жениями р{ , ру соответственно. Обозначая композицию петель со, ш' £ Q через 
ш-ш' ,  определим отображение Д; : 2 г / 2  —> 2 ,  полагая Д, (иД, ш ) =  Д<в.. /ш 

«Дб2у.  Пусть Y i€ ^ ( 2 i ) ,  Y y € # ( Qy)- ТогДа 7i ® Y y € ^ ( Q t xQy).

Л ем м а 4 .2 . (Ду) . (т* 0  Ту) =  (/** Yi) • (/;*Ту)-
Пусть и : Р  —>Qi — сингулярный р-куб пространства 2 4 и пусть v : I q—> 2 у — 

сингулярный ^-куб пространства £Д. Тогда определенное равенством 
(и> v) (х, у) =  (их, vy), х С Р , y £ l q отображение (а, у ) : Р  х  /в —> х  Q,-, яв­
ляется сингулярным (р -Г ?)-кубом пространства При изучении гомо­
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логий пространства 2 { х 2  ̂ можно ограничиться рассмотрением только таких 
кубов. Имеем

y) =  f i ux ■ fjVy. (4.3)

Поэтому, обозначая цепные отображения, индуцированные отображениями 
теми же символами, мы из равенства (4.3) получим

/г; («<Э У) =

Умножение в правой части является умножением в группах цепей простран­
ства 2 ,  индуцирующим умножение Понтрягина классов гомологий. Для дока­
зательства леммы остается перейти к классам гомологий.

Рассмотрим отображения f i :Qi —*Q,  * =  1 , 2 ,  . . .  . Эти отображения ин­
дуцируют отображения

f : Q, X . .  . Х Й  —> 2

задаваемые формулами

J  К ’ • • • > ®m) =  /> 1  • • ■ L wm’ <0i € Si,
в которых для определенности предполагается, что расстановка скобок в пра­
вой части равенства совпадает с естественной расстановкой скобок в левой 
части. Пусть ш“ — нулевая петля пространства 2 { . Тогда при / <  т произве­
дение х . . .  X 2 г можно отождествить с подпространством 2 t х . . .  X 2 ; X 
X«o?+i X . . .  X пространства 2 Х х •. • X 2 т . Так как каждое отображение f i 

переводит петлю о>? в нулевую петлю пространства 2 , то

mf I — • • • X Ц ^ J  х . . .  X Ц > 2.
00

Пусть 2 *  =  J J  2 { . Кольцо # ( 2 {) является свободным кольцом с одной
1

образующей 6/. Так как размерность элемента Ъ[ стремится к бесконечности 
вместе с i, то кольцо Н (2 *) аддитивно порождается (конечными) тензорными 
произведениями b[ni 0  b2n2 ®  . . .  и система отображений mf  индуцирует вполне 
определенный гомоморфизм

* ; Я ( 2 * ) -» / / (  2 ).

Согласно леммам (4.1)  и (4.2) (последнюю лемму мы используем в 
несколько более общем виде), имеем1)

Т ( ^ Л1® 6*Л2®  =  •• • • (4 .4 )

Так как выражения вида Ь ^ Ь ^ .. .  образуют аддитивный базис кольца 
# ( 2 ) ,  то из теоремы 3 .2  следует, что отображение 9 действительно является 
аддитивным изоморфизмом кольца Я  (2 *) на кольцо Я  (2 ).

Предположим для упрощения обозначений, что первые t сфер букета Т  
имеют размерность 2. Тогда множество отображений {т /} индуцирует изо­
морфизм группы 7̂ ( 2 *) на группу ^ ( 2 ), переводящий каждый элемент

в элемент тц{ , i =  1 , . . . , / .  Пусть 2  — универсальное накрывающее пространство 

пространства 2  и пусть 2 * — универсальное накрывающее пространство прост­

ранства 2 * . Тогда 2 *  =  2 Х х . . .  X Qt X 2 <+1 х . . ., где 2 — универсальное на­
крывающее пространство пространства 2 { , i =  1 , . . . , / .  Отображения т /, т  =

*) Несмотря на равенство (4.4), отображение ср не является кольцевым гомоморфиз­
мом. Если элемент b[£H (Q 1) мы отождествим с элементом b [ 0 u 2 & Н 1 X &2)> гДе Щ — 
единица кольца Н (Q2), и аналогично элемент Ъ2 отождествим с элементом их0 Ь 2, то бу­
дем иметь Ь[-Ь2 =  Ь[0  b2> b2-b{ =  ±  (Ь[ 0  Ь2). Однако bxb2 ф  ±  Ь2ЬХ в кольце Н (Q).
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=  /,/-{- 1 , . . .  обладают однозначно определенными накрывающими отображе­
ниями _

mg: Ql X Q± X  . . .  Х Ц Х Ц +1Х ••• x 9 m»>S,
переводящими класс нулевых петель пространства 2 Х х  . .  • X 2 т  в класс
нулевых петель пространства 2 .  Более того, обозначая через w2 * простран­
ство, на котором определено отображение mg, и вкладывая обычным образом

пространство tQ* в пространство т 2 *, / < / < т ,  мы будем иметь

(4 -5)
Следовательно, отображения mg  индуцируют однозначно определенный гомо­
морфизм

9 : Я (2 * ) - ^ # ( 2 ).

Л е м м а  4.6 . Отображение 9 является изоморфизмом на кольцо Н (2 ).

Пусть 2 * (0) =  2 * ,  2 * (и) =  2 Х х . . .  X 2 и х Qu+1 X . . , ,  2 (0) -  2  и  ̂ пусть
2 (и) — накрывающее пространство пространства 2  с фундаментальной груп­
пой (y\iu+1, . .  .,  7]it), ц <Д . Тогда 2 * {*) =  2 * , 2 ('} =  2  и 2 * (и) является накры­
вающим пространством пространства 2 * (М~1) с группой скольжения (r\uiu), 
а 2 (и)— накрывающим пространством пространства 2 (w_1) с группой сколь­
жения (T]tu). Кроме того, существует система отображений {m/(U)}

x S uxQtttlx .. • х 2 ( Х  .. • x 2 m-* Q '“\

в которой отображение mf (U) накрывает отображение тРи~г\ причем т /(0) =  
=  mf , mf U) =  тё• Система отображений {mf (u)} индуцирует гомоморфизм

9CU) : Н ( 2 * (u)) —> Н ( 2 (и))

и изоморфизм группы тс1 (2 * Ш)) на группу 7u1 (2 (U)), отображающий элемент 
7]ts на элемент t\sis, u - | - l < s < X  Мы утверждаем, что соответствующие 
группы скольжений тривиально действуют на группах гомологий пространств 
2 *(и), 2 Ш). Это вытекает из следующей леммы:

Л е м м а  4.7 . Пусть X — произвольное Н-пространство и Y — его на­
крывающее пространство. Тогда пространство У является Н-простран­
ством, и факторгруппа (X ) /tz1 (Y) тривиально действует на группах 
гомологий пространства У.

Доказательство почти дословно повторяет рассуждения, изложенные на 
стр. 478 статьи [9]. Обозначая’ через % подгруппу тсДУ) группы тсДХ) 
и через Е — пространство путей пространства X , начинающихся в одной 
фиксированной точке е £Х ,  определим в пространстве Е операцию f v g >  
положив

(/ V g )t  =  ft V  gt.

Операция в правой части задается Я-строением пространства X.
Пространство Y получается из пространства Е отождествлением путей 

/, /' G Е, для которых петля h, заданная формулами

H t) =
f(2t),  0 < t < j ,

П 2 - П

определяет некоторый элемент группы тс. Обозначим это отношение эквива­
лентности через /'. Мы должны показать, что из соотношений f „ f '  и g^g'
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следует соотношение / V gZf'Vg'-  Петля k, заданная формулами

| g{2t),  0 < t < ± ,
*  (0 =  { , 2

определяет, по условию, некоторый элемент группы тс, и, следовательно, 
петля h V k определяет произведение элементов; соответствующих петлям к 
и к. Но

f ( / V g ) ( 20 . О < / < 1
(А V  Л) ( 0  =  { . 2

l ( / ' V g ' ) ( 2 - 2/),

Таким образом, умножение в пространстве Е действительно индуцирует неко­
торое умножение в пространстве У. Обозначим через е £ Е нулевую петлю 
в точке е £ Х  и рассмотрим гомотопию pt : (X, е ) —>(Х, е), для которой р0 =  1, 

=  х V  е. Определим отображение р/: Е, е —» Е, е, положив (рif) (и) =  рJ  (и). 
Очевидно, что Ро =  1, Pif  =  f V e .  Кроме того, легко проверить, что отобра­
жение р{ индуцирует гомотопию У —> У, деформирующую класс {/} в класс 
{/} V  W , rel{e}, где через {/}, {е} обозначены классы эквивалентности 
(являющиеся точками пространства У), содержащие пути /, е. Аналогично 
класс {/} можно деформировать в класс {е}Лу {f}, rel {в}. Следовательно, 
пространство У является Я-пространством.

Тот факт, что факторгруппа тс1(Х)/тс1 (У) тривиально действует на груп­
пах гомологий пространства У, доказывается почти так же, как соответству­
ющее утверждение на стр. 478 статьи [9]. Необходимо только заметить, что 
второй шаг в доказательстве Серра проходит и в наших более общих усло­
виях, потому что группа (У) является нормальным делителем группы 
тс1 (Х) и, будучи фундаментальной группой Я-пространства, является абеле­
вой группой. Тем самым лемма 4 .7  полностью доказана.

Так как отображение 9 является изоморфизмом кольца Я ( 2 * )  на коль­
цо П (Q), то для доказательства леммы 4 .6  достаточно t раз применить 
следующую лемму:

Л е м м а  4 .8 . Пусть f : Х 1—> Х2 —отображение, индуцирующее изо­
морфизмы

9 : Я  (Х х) ^  Я  (Х 2), тс1 (Х х) ^  тсх (Х 2).

Пусть тс — такой нормальный делитель группы тс1 (Х 1), что факторгруппа 
ли1 =  тсх (Х х)/тс является бесконечной циклической группой, и пусть тс2 =  
=  1̂ (Х 2)/<ртс. Пусть, далее, Yv У2 — накрывающие пространства пространств 

Х г, Х 2, соответственно с группами скольжений тс1, тс2, тривиально дей­
ствующими на группах гомологий пространств Yv У2, и пусть g  : Y1->  У2 — 
отображение, накрывающее отображение f и переводящее класс нулевых 
петель в класс нулевых петель. Тогда отображение g индуцирует изомор­
физмы

Очевидно, что отображение g  индуцирует изоморфизм тс, (Ух) те, (У2). 
Пусть о4 — образующая группы тс1 и пусть k { — проекция Yi —>X i, i — 1, 2. 
Серр показал на стр. 503 статьи [9], что последовательность

0 - »  С (У 4) - Д  С (У{) Д  С (Х {) —> 0, (4 .9)

в которой символ С обозначает группы цепей, является точной последова­
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тельностью. Кроме того, диаграмма

О С (Ух) с  (У,) X  С (Х ,)  - >  о

4 4  4
О С (У,) -~Л  С (У,) X  С (Х 2) - »  о, 

очевидно, коммутативна.
Из точности последовательности (4.9) и из того, что группа тсг тривиаль­

но действует на группах гомологий пространства Yif вытекает точность по­
следовательности

О - >  Нп (Уд - X  Я П(Х 4) X  Н 0. (4.10)

Из коммутативности указанной выше диаграммы вытекает коммутативность 
диаграммы

0 - >  Я п (Ух) - X  Я „ ( Х 1) - Д  н^ А У г)  —  о
*1 4 д 4

0 - >  Нп (У8) - X  Нп (Х 2) - Д  Я „ _ Щ 2) - >  0.

Следовательно, фд1 =  д29- Так как отображения 9 , k\* моно-
морфны, то первое равенство показывает, что и отображение ф мономорфно. 
Так как отображения д2, 9 являются эпиморфизмами, то второе равенство 
показывает, что отображение ф также и эпиморфно. Таким образом, лемма 
4 .5 , а вместе с ней и лемма 4 .6 , доказана.

Заметим, что наш метод доказательства леммы (4.6) позволяет вычи­
слить группы гомологий пространства Я  (2 ) и тем более пространства 
Я (2 * ) . Из точной последовательности (4.10) следует, что группы гомологий 
пространства Y{ тогда и только тогда являются свободными абелевыми 
группами, когда группы гомологий пространства Х { являются свободными 
абелевыми группами. В этом случае

Я п ( Х Л ~ Я п (У;) +  # „ -1 (Х )-

В рассматриваемом нами случае группы гомологий пространства 2  
являются свободными абелевыми группами, так что группы гомологий всех 
пространств 2 (w) также являются свободными абелевыми группами, и, более 
того, эти группы имеют конечное число образующих. Следовательно, обо­
значая через п-е число Бетти пространства 2 (м) и полагая р^)-=рп, 
PiP ~  Рп> мы будем иметь

t)(u~ О =  п(и) 4 -  п(и)Нп Нп 1 Н п-1 ’
откуда

Рп =  Рп~i tpn-1 +  • • • +  (  г ^ Pn-r +  • • • +  Pn-f 
Обращая эту формулу, получаем

: Рп ~~ tpn-l + • • • + ( “ !)
r t(t+  l ) . . .{t + г— О- Pn-r +  • • • +

I / 1 \n t (t 4- 1). . .(t + n— 1)
+  n\------------ Po-

После этих отступлений вернемся к доказательству теоремы А.
Пользуясь тривиальным обобщением теоремы Уайтхеда (см. [10]), вы­

водим из леммы (4 .6), что система отображений mg  индуцирует изоморфизмы 
гомотопических групп пространства 2 * на гомотопические группы простран­
ства 2 , и, следовательно, система отображений mf  индуцирует изоморфизмы
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гомотопических групп пространства Q* на гомотопические группы простран­
ен оо

ства 2 . Но ^  (2 * )  =  X  * n - i ( Qt)- Следовательно, ®п_х (S ) ^  X
г=1 г=1

Кроме того, группа (2 .) вложена в группу тсп_г (2 ) посредством компо­
зиции с гомотопическим классом отображения f u и поэтому, применяя инду­
цированный изоморфизм

ОО

М Л * »  Si=l
получаем, что группа тгп (5 ^ +1) вложена в группу ъп (Т) посредством компо­
зиции с отображением р{. Тем самым теорема А полностью доказана.

Теорема 3 .3  в общем не играет значительной роли в применениях теоре­
мы А. По определению, Q (w, k) является числом базисных произведений 
веса w. Однако, вообще говоря, различные базисные произведения одного 
и того ж е веса принадлежат различным гомотопическим группам простран­
ства Т. Тем не менее в особо важном специальном случае, когда г1 =  г2 =  ..-.
. .  . =  rk =  г, имеет место

С л е д с т в и е  4.10.  Пусть Т — объединение k экземпляров ( г + 1 ) -  
мерных ( r >  1) сфер с единственной общей точкой. Тогда

тсп (Т) ъ  ^  ( сумма Q(w, k) экземпляров группы irn (S^r+1) ) ,  

где
Q (w, k) =  1  2  f» (d) kw'd.

d[W 5

5. ТОЖДЕСТВО ЯКОБИ

Во введении было уже упомянуто, что произведение [ 4 , [i2, t3]] не 
является для пространства Т =  S 3+1 V  S 2+1 V  5 3+1 базисным произведением. 
Это означает, что разложение в прямую сумму

оо

^p+q+r+l (Т ) ^  S  тср+<7+г+1 (Sq%Jr ) 
i= 1

определяет нетривиальное представление произведения [ 4 , [t2, t3]]:
00

[ ll> [ 12> 1з]] == 2  Pt ° ai> ai € 'ICP+<7+r+ 1 (*S 1 )•
i=l

Пусть pj , . . . ,  Pjv  . . .  — все базисные произведения, не охватывающие 
сферу S3. Стягивая сферу S3 в точку, мы получим

ОО

0 =  X  Pix oa iy
Л=1

Следовательно, а/х =  0, 1, 2, . . .  . Аналогично 04 =  0 для любых базисных
произведений р{1 не охватывающих все сферы 5 Х, S2, 5 3. С другой стороны, 
для всех базисных произведений, охватывающих сферы Sv S2 и 5 3, кроме 
произведений [t2, [ 4 , t3]], [t3, [ 4 , i2]], имеет место неравенство qi -\-1 >  
>  Р +  Q +  r +  1 • Следовательно,

[ 4 » [ 12> 1з ] ]==^ [ 12> [ ll> h]] +  b [ l3, [ 4 , Ч]]’ (^*1)

где а , Ь — целые числа. Более того, это соотношение является единственным, 
так как не существует нетривиальных соотношений между базисными произ-
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ведениями. Поэтому элемент p[ilt [t2, i3]], где р:т.р+ч+г+1(Т )—> Hp+q+r (Q), 
единственным образом выражается в виде линейной комбинации элементов 
Р [t2, [ 4 , 4 ]], р [4 , [ 4 , 4 ], и соотношение

р [11> [ 12’ 1з]] =  ®р[12> [ 4 » ‘з]] +  Р̂ [ 13> [ 11> 4]]
тогда и только тогда имеет место в группе Hp+q+r (Q), когда соотношение 
(5.1) имеет место в группе Kp+q+r+1 (Т ). Таким образом, наша задача состоит 
в определении коэффициентов линейной зависимости между элементами 
р К ’ [ l2> h ) l  р [4 > [ li> 1з]] и Р [1з> [ li> 4 ]] в предположении, что коэффициент 
при члене p[tj ,  [t2, t3]] равен ± 1 .

Изменим слегка обозначения (имея в виду результат, который мы хотим 
доказать). Пусть Т =  Sx V  S 2 V  Sr3. Мы будем искать линейное соотношение 
между ^элементами p[[t2, 4 ], 4], р [[t3, 4 ], 4 ] и р[[4 , 4 ], 4 ], в котором ко­
эффициент при члене p[[i2, 4 ], 4 ] равен ± 1 .  Ясно, что такое же линейное 
соотношение имеет место1) между произведениями [[i2, 4 ], 4 ], [ [4 , 4], 4 ] и
ПЛ, h i  4]-

Согласно лемме (2 .2),

Р [[4 , 4], я ] =  ( - 1 ) ‘7+г (р [ 12. 4 ] ) -

=  ( -  1)*+г{ ( -  I )9' 1 (в*в» — ( — 1)W-* » О в з в . ) _
_  ( _  1 уя+г) (р-1) ( _  1),-1 ег (е2е3 -  ( -  1)<*-1 > <'-1 > е3е2)} =

=  ( — l )r+1 е2е3ех -+- ( — 1)«"'+''+1 е3е2ех +  ( — \)рч+'р+чехе2е3 +
+  { — l)pp+'P+‘>r+re1ese2.

Аналогично

f  [[':!■ 4 ]' 1а] =  ( ~  1 4  +  ( - |)Г№ +' й1еА  +

+  ( -  1 ) " " * ' * * ! ,  +  ( -  W ,
И

p [[‘i. h i  4] =  ( — 1)9+1 W 3 +  ( - i r +P+1 W s  +

+  ( -  l)rp+qr+pe3eie2 +  ( - l Г Р+ ™ + «  W l -
Заметим, что

( - 1  r ? [ [ ^  h i  h] +  ( - i r p [ [ i a> h i  h ] + ( - i ) rp?[[h> h i  i3] =  o , .
откуда

( - 0 й f[4. h i  4] +  ( - l ) er[[4. h i  h] +  ( - l ) rp[bv h i  t3] = 0.
Для доказательства теоремы В остается теперь воспользоваться отоб­

ражением букета Sp V  S? V Sr3 в пространство X , которое определяет на сфере 
S? некоторый представитель элемента а£тср (Х),  на сфере Sg — представитель 
элемента Рбтг^(Х) и на сфере — представитель элемента ч £ к г (Х).

Заметим, что дальнейшие соотношения между произведениями Уайтхеда 
влекут за собой соотношения между квазикоммутаторами.. Из тех же соображе­
ний, которые использовал Магнус в случае обычных коммутаторов в кольце 
(см. [7]), вытекает

С л е д с т в и е  5 .2 . Все тождественные соотношения между произведе­
ниями Уайтхеда следуют из закона косокоммутативности:

[а, Р] =  ( — ^ [ Р ,  4  а 6 * р (Х), Р ^ ( Х ) ,

тождества Якоби, свойств сложения и из свойства дистрибутивности 
умножения Уайтхеда.

*) Последующее вычисление неявно содержится в последнем замечании к статье [8].
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Докажем теперь следующую теорему:
Т е о р е м а  5.3.  Пусть [5, kj], [tj, £]£Tts+t(X, А) —обобщенные произведе­

ния Уайтхеда элементов $ £ ^ч+1 (X , A), tj g (А) в смысле статьи [ 1 ], 
s ,t  >  1 (таким образом, мы употребляем символ [ ] и для обозначения обоб­
щенных произведений Уайтхеда). Тогда для любых элементов а £  r.p 1̂ ( X ,  А), 
Р 6 ~q (Л), у £ тг.. (Л) имеет место соотношение

( — 1) (р+1)<?[[Р, т]> а]  +  ( - 1 П [ т , а],  P] +  ( - l ) r<p+, ) [ [ «f Р], Т] =  0 .
Для доказательства этого соотношения удобно, следуя предложению Бар- 

рата, изменить определение Блейкерса — Масси обобщенного произведения 
Уайтхеда. Рассмотрим гомотопическую последовательность

... - > '1C„(£*+I v S 2, S i V S ^ ) ^ w „ _ , ( S !  V  (£s,+1 V S 2) - > . . .  ,

где £ *+ 1— клетка, ограниченная сферой 5®. Так как отображение i является 
во всех размерностях эпиморфизмом, то отображение d мономорфно. Кроме 
того, очевидно, что произведение [ц , t2]£% + ^ -i (S\ V S 2) лежит в группе 
dizs+t(Esi+1 V S 2, S® V S 2). Пусть 0 =  d- 1 [ i1, i2] и пусть (£, ц) — класс ото­
бражения (£®+1 V  S 2, S si V  S 2) —> (Х , А), являющегося на клетке £s+1 пред­
ставителем элемента $, а на сфере S\ -представителем элемента т,. Положим

[5,  п}' =  ( I  -п) об ,  h ,  &]' =  ( - 1 ) * ' [ 6 ,  т)]'. ■
Эти произведения связаны с произведениями, определенными Блейкерсом 
и Масси, следующими формулами:

[5,  4 ] ' = - [ ? ,  -п], h ,  =  Ч- ( 5 . 4 )
Далее, используя временно символ [ ]' также и для обозначения обычного 

произведения Уайтхеда, мы немедленно получаем

d[k, ri]' =  №,  7)]', d[-n, E]' =  h ,  dl]'. (5.5)

Рассмотрим теперь гомотопическую последовательность 

. . .  1Г„ ( £ f +1 v  $2 V  5 з , S? V s q2 v  S 3) Л  (S? v  S q2 V  S 3)

(£ ? +| V S ?2 V S r3) - >  . . .  .

Отображение / снова эпиморфно во всех размерностях, и, следовательног 
отображение d является мономорфизмом. Образ отображения d, очевидно, 
содержит произведения [[t2, t3] ', 4] ', [ [4 , i j ' ,  i2]' и [[4 , i2] ',  i3] '.  Пусть 
%г — положительная образующая группы icp+i (£ р+ , S?). Из равенств (5.5) 
вытекает, что

< * { ( - 1Г [| > 2, is]' ,  4 ] '  +  ( - i ) r p [ K  чУ,  ч П  =
i»]' ,  ч ] '  +  ( - 1 Г [ [ ‘8, ч Г ,  4 ] '  +  ( - 1 ) гр[ [ ч .  ч Г ,  ч ] '  =  о.

Так как отображение- d мономорфно, то, отображая обычным образом букет 
Epi+l V  S 2 V  S 3 в пространство X, получаем

( - 1  Г [ [ Р ,  Т]' ,  « ] '  +  ( - 1 Г [ [ ъ  « ] ' ,  Н '  +  ( - 1 Г [ [ « .  Р]' ,  тЗ' =  ° -
Для доказательства теоремы остается воспользоваться формулой (5 .4).

6. ПРИЛОЖЕНИЯ

Пусть 7 £ icn (S r) и пусть Ф : тсп (S r) — - ~п (S) V  S 2) — гомоморфизм, полу­
чающийся стягиванием экваториальной сферы S r~ ' в точку. Пусть, далее,
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Я/_ ь  i =  1 , 2, — оператор проектирования группы ъ п (S'! V Sr2) на ее
(i-\- 2)-е прямое слагаемое в разложении, указанном в теореме А, и пусть 
Я г_1 =  # ;'_ 1Ф. Таким образом,

я 0 : * п ( 5 Г) - * * » ( 5 2 , ' Л
Я х, Я 2 : TCn (S r) —>itn (S 3r~2), . . .

И

ФТ =  ( li +  1г) 0 7 =  4  ° Т +  4 ° Т +  [4> 1г] 0 #о7 +
+  [4> [4 , 4 ] ]» t f iT  +  [ 4 .  [ 4 .  4 ] ] ^ гТ+ . . . .  (6 .1)

Гомоморфизм Я 0 является обобщением инварианта Хопфа, а также, как легко 
видеть, обобщением определенного в [3] для п < 4 г  — 4 обобщенного инварианта 
Хопфа. Действительно, имеет место

Т е о р е м а  6 .2 . Н* — ЕН0, где Я *  : г.п (S ') —>~)и1 (Slr) — определенный 
в статье [3] гомоморфизм, а Е —надстройка.

Эта теорема непосредственно вытекает из следующей леммы:

Л е м м а  6 .3 . Пусть T = S [  V  S i, р ,— i-e базисное произведение высоты qt 
и х : к п+1 (Sri x S S2 , S\ V Ss2) —> ic„+1 (S r+s) — отображение, индуцированное 
стягиванием букета S\ \J S\ в точку. Тогда jd~1 {pi о а) =  0 , где ag  тсп (S ?i+I), 
i >  з , xd_1 (Рз о а) =  Да, где а € тсп (Sr+s~1).

Отображение d : тсп+1 (5 ri x S | , S'! V  Ss2)~>wn(S\ V  S 2), очевидно, моно- 
морфно и

<**„+. ( t f  x S £ ,  S', V S|) 2  * „ ( ^ +1).
(= 3

Следовательно, доказательство леммы 6 .3  можно провести аналогично доказа­
тельству леммы 3 статьи [4]. Более того, обобщая лемму 3 статьи [4], можно 
получить аналогичный вывод, а именно следующую теорему:

Т е о р е м а  6 .4 . x * rt+, ( t f  х  S|, S ri V Ss2) =  EKn(Sr+s~').
Проекции H'i_i ( i> \ )  не являются естественными отображениями, так 

как они существенно зависят от выбора базисных произведений. Однако при 
перестановке сфер Sr и S s базисные произведения р3, pv р5 самое большее 
меняют знак, причем последние два произведения могут поменяться местами. 
Следовательно, соответствующие проекции являются в какой-то мере естествен­
ными отображениями. Позже мы еще вернемся к этому вопросу. Теперь дока­
жем следующую лемму:

Л е м м а  6 .5 . Пусть а, Р£тсг (Х)  и [а, (3] =  0. Тогда для любого элемента 
7 £ тсп (5 г) имеет место соотношение

(а +  Р) о  ̂=  а о 7 +  ро т.
Действительно, из равенства (6. 1) немедленно следует, что1)

(a+P)°T =  a o 7 +  P°T +  [a> Р]°Я07 +  [<х, [а, ВДоЯ^-ф

+ [Р» 1>. ,
но все члены, кроме требуемых, равны нулю, так как [а, Р] =  0.

Т е о р е м а  6 .6 . Пусть — гомоморфизм, индуцированный отображением 
Sr \ /Sr ^ S r класса (t, t), и пусть d' : x n+1 (5 r x 5 r, Sr V  Sr)->Ttn {Sr) -  
отображение, заданное формулой d' =  tjd. Tогда все элементы группы

3) Как отмечено Серром, эта лемма допускает элементарное доказательство.
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d ,'Kn+1(Srx S r, S r V S r) имеют вид

[i, t] о a, a £ irn ( S * 2'"-1 ), если г нечетно,
[t, 1] о o +  [t, [t, t ] ] o t ,  a g тсп ( S 2r_I), Tgwn (5 3r-2), если г четно.

В частности, все произведения Уайтхеда в группе ~и (Sr) могут быть 
выражены таким образом. Далее,

2 ([t, t ] oa)  =  0, если г нечетно,
3 ([ i, [t, t ] ] ot )  =  0 , если г четно1).

Напомним, что, как было показано в статье [5], [t, [t, t]] =  0 для г 
нечетного, а 3[ i ,  [i,  t]] =  0 и [t, [i, t ] ] g£тс3г_д{Sr~{) для г четного. Отсюда 
легко следует, что все (/-кратные произведения Уайтхеда, содержащие только 
один элемент t, равны нулю на сфере ST, когда / > 3  и г нечетно или когда 
</>4 и г четно3). Первая часть теоремы следует теперь из того факта, что 
для любого элемента' a£d'Tzn+1(Srx S r, Sr V  Sr) имеет место равенство

а =  [(, ( ] о Я ; а ' + [ 1, [t, 1] ] о Я у  +  [(, [t, 1] ] о Я ; а ' + . . . ,

где а =  т)а', а' 6 d*n+1 (Sr x S r, 5 r V  S r) •
Вторая часть теоремы вытекает из леммы 6 .5 .

Т е о р е м а  6 .7 . Пусть a £  icn (Sr), Р£тсг (Х) и k  — произвольное целое 
число. Тогда для любого нечетного г

( k ($oa ) ,  если k =  Am или 4т + 1 ,

^ ° а | &(р оа)4-[|3, ( 3]оЯ0а, если k =  4m — 2 или 4т — 1.

Так как k$ =  $ok i ,  k ф о а) =  р о ka =  р о k (t 6 а) и [р, р] =  р о [i, i], то 
достаточно доказать теорему для случая p =  t. Допустим, что число k 
положительно, и предположим, что мы доказали соотношение

ki  oa =  b  +  ^ y - - [ t ,  ( ] ° Я 0а. (6-8)

Тогда (ki +  t) о a =  ki о a +  a -j- [ki, t] о Я 0a, так как все «высшие» произве­
дения равны нулю. Согласно лемме 6 .5 , отсюда следует, что

(k +  1) t о a =- (k +  1) a +  [ t) t] о Я 0а.

Следовательно, равенство (6 .8) доказано для положительного k (оно, 
конечно, тривиально для k =  0 или 1).

Кроме того, 0 =  (ki — ki) о a =  ki  о a - j - ( — ki) о a — &2[t, i ] o f f 0a, так что 
для положительного k

( - | j t ) o a  =  -  —- [ t ,  i] о H0a-\-k2[iy i]o//0a =

=  - f e x + - fe(- fe- 1.) [ t, i] о Я 0а.

x) Некоторые из результатов этого пункта и дальнейшие результаты того же типа 
получены Джеймсом и будут опубликованы в готовящейся к печати статье2) «Оп the 
suspension triad».

2) См. Ann. Math., 63 (1956), 191 — 247. — Прим. ред.
3) Более сильный результат содержится в теореме 6.10. Под «g-кратным произведе­

нием Уайтхеда» мы подразумеваем элемент, получающийся повторением (q— 1) раз опера­
ции умножения Уайтхеда. Таким образом, базисное произведение веса w является ш-крат- 
ным произведением Уайтхеда.
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Тем самым равенство (6.8) доказано для всех k. Для доказательства 
теоремы остается заметить, что1) 2 ([i, t] о Н0а) =  0.

Аналогичный результат для случая четного числа г доказывается тем же 
способом. Мы ограничимся его формулировкой.

Т е о р е м а  6 .9 . Пусть я £ ~п (Sr), 3 £ - ,  (X) и k  — произвольное целое 
число. Тогда для любого четного г

£ Р о а =  £ ф о а ) + * Д р % ,  Р ] о Д 0а 4 - (  ̂+ 1) з (  ̂ ~ 1) [Р, РИ 0 Н^

Заметим, что2 3) 3([(3, [р, р ] ] о Я 1а) =  0 и что

( 0mo d3 ,  если k =  9m — \, 9т, 9т + \ ,
— l m o d 3 ,  если k =  9m-\-2, 9/п +  З, 9 т +  4, 

l mo d 3 ,  если k =  9m — 4 , 9т — 3, 9т —2.

Заметим, что в доказательстве теорем 6 .7  и 6 .9  мы использовали тож ­
дество q[i,  t ] oa  =  <7 ([i, t] о а), где q — произвольное целое число. Это тожде­
ство немедленно вытекает из леммы 6.5.

Т е о р е м а  6 .10 . Пусть agrc( (Sr), P6' rcm( 5 r), 7б ' 1С„(5'')- Тогда 
[а, [р, т]]~ 0  для нечетного г,
3[а , [Р. т]] =  0 для четного г

и все q-кратные (q >  3) произведения равны нулю.
Предположим сначала, что г нечетно. Тогда, согласно теореме 6 .6 , 

[Р ,  t] =  [ i , t] о о и потому

[“ . [Р> 7]] =  [ l o a > [ 1> О 0 0 ]-
Утверждение теоремы следует теперь из теоремы 2.1 статьи [6] и из того 
факта, что [t, [t, t]] =  0. Пусть теперь г четно. Тогда

[ Р ,  7 ]  =  [ t ,  t ] ° a  +  [ i , [ i ,  i ] ] o x

и
3[Р, Tf] =  3[ i ,  i] °e ,

Следовательно, 3[a , [(3, y]] =  [a> 3 [р, Y]] =  [ t ° a ,  3 [i, t ] °o] ,  и утверждение 
теоремы снова следует из теоремы 2.1 статьи [6] и из того факта, что 
[t, 3[ i ,  t]] =  0. Очевидно, что равенство нулю всех ^-кратных произведений 
влечет за собой равенство нулю всех -кратных произведений для любого 
q' >  q. Следовательно, последнее утверждение теоремы доказано для нечет­
ного г, а для четного г остается показать, что все четырехкратные произ­
ведения равны нулю.

Докажем сначала следующую лемму:

Л е м м а  6. 11 . Существует такой элемент т g ( 5ЗГ~2) , что 
[«, [P,Y]]  =  [ b [ ^ ] ] ° x .

Рассмотрим произведение [alt [рх, у2]]. М М Э Д .  Pi €®m(SI) ,  Y * € * n (SJ)- 
Тогда

[ai> [Pi> Y2 ]]= [li> 4]0 0 +  [li> [li> ls]]0 +  [l2 > [li> 1г]] ° x "  +  • • • > (6.12)
где 5 6 (5 2M), x Um+n_2 ( 5 3r 2). Применим теперь к обеим частям

Нам не известно ни одного случая, когда для нечетного г элемент [i, 1] о Н 0а 
отличен от нуля.

2) Автор и Джеймс доказали (независимо друг от друга), что элемент [р, [В, В]] о Н& 
равен нулю.

3  Математика № 1
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равенства (6.12) отображение y d 1- Повторяя соответствующим образом видо­
измененные рассуждения, с помощью которых в статье [4] была доказана 
лемма 3, мы получим

О =  Еа.
Согласно следствию 2 на стр. 282 статьи [10],  порядок элемента а яв­

ляется степенью числа 2. Применим теперь к равенству (6.12) отображение tj. 
Тогда [а, [Р, у]] =  [t, t] ° о +  [i, [t, i]] ° т, где т =  т' -{- т". Умножая это ра­
венство на 3, получаем 0 =  3 ( [ t, t ]oo) .  Так как порядок элемента а, а поэ­
тому и элемента [ i , i ] o o ,  является степенью числа 2 , то [i, i ] o o  =  0 и 
лемма доказана.

Возвращаясь к теореме 6.10,  получаем, что

[ 8 > [« . [Р> у ] ] ]  =  [ t  о S, [ t ,  t]] о т ]  =  0 ,

так как [t, [t, [i, t]]] =  0. Используя тождество Якоби, выводим отсюда, что 
все четырехкратные произведения равны нулю. Тем самым теорема доказана.

Вернемся теперь снова к гомоморфизмам Н{_г. Напомним, что если, как 
показано в статье [4], г нечетно, то 2Я *а  =  0 для любого элемента a£'irn (Sr). 
Следовательно1), 2 Я 0ос =  0, если г нечетно и п < 4 г  — 4. Трудность распро­
странения этого результата на все значения числа п заключается в том, что 
гомоморфизмы Н{__г не являются естественными отображениями. Проиллюстри­
руем эту трудность для случая я < 5 г  — 5. В этом случае (i1 + i 2) o a  =  

4 ° a - f  i2 о a +  р3 ° # 0a +  . • • +  Ps ° ^ 5a > гДе

H 3, H „ H 5 : v n (Sr) - > v n ( S ^ )
и

Р6~=  [ 11> [ 11> [11> 4]]]> Pi — [ 12> [11> [11> 1г]]]» Ръ — [ 12> [12> [11> 2̂]]]*

Пусть X —  автоморфизм %n (Sr V  S r) ъ  izn (Sr y S r ) , индуцированный отображени­
ем, переставляющим обе r -мерные сферы. Тогда для четного г получаем, приме­
няя отображение X, что

(l2 +  ll) ° a =  12 ° а +  4 ° a +  Рз 0 Н 0а +  Р5 ° -Г Р4 а +  Ps ° #За +  I
+  р'7оН^а +  рв г Нъа,

где, согласно тождеству Якоби,

Рч =  [ 4 у [ 12» [ 4 у 1г]]] =  Pi "Ь [Рз > Рз] “  Pi Н~ Рз 0 [ »  L* ]» .

здесь t* — образующая группы ^2r-i (S2r~l).
Мы получаем, что если г четно и я < 5 г  — 5, то

Я 1== Я 2, Я 3 =  Я 5, 2 Я 4 - 0 ,  [ I * ,  1 * ] о Я 4 =  0 .  ( 6 . 1 2 )

Пусть теперь г нечетно. Применяя снова отображение X, получаем

(t2 +  ll) ° a =  l2 G a “Ь ll ° a 4“ ( Рз) ° Р ъ ° Н  1а р4 0 ^ 2а Ре °
- р ; о # 4а - р 6 о # 5а.

Согласно тождеству Якоби, р' =  р7 -\~р3 о [i*,  i*]. Таким образом,

• ( - р з )  о Я 0a =  -  (р3 о Н0а) +  [р3, р3] о Я 0 (Я 0а) =  ~ { р 3° Я 0а) +

+  Р зФ *>  1*]оН 0 ( а д .

Мы получаем, что если г нечетно и п < 5 г  — 5, то

Н г =  —  Я 2 , # 3 =  —  Я 5 , 2 Я 4 =  0 ,  2 Я 0 =  [1*, i * ] o  (Я ^  +  Я 4). ( 6 . 1 3 )

*) Джеймс сообщил мне доказательство этого факта для произвольного п, основыва­
ющееся на одной теореме в его статье «On the suspension triad».
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Заметим, что 4# 0ос =  0. Из общих соображений можно получить, что для не­
четного г порядок элемента Н0а всегда является степенью числа 2. Мы наде­
емся вернуться к этому вопросу в следующей статье.

Закончим этот пункт теоремой, которая обобщает один из первых резуль­
татов Хопфа. Мы будем говорить, что вес отображения Н{_г равен w, если 
базисное произведение pi+2 имеет вес w. Обозначим через i положительную 
образующую группы Kq(Sq). Тогда для любого q имеет место

Т е о р е м а  6.14.  Hi (ki о а) =  kwi о Н а, если отображение Н{ имеет 
вес w. В частности,

Н{а, если отображение Н{ имеет четный вес,

Действительно, в равенстве

( 4 +  i2) ° fei ° a =  (^ i-f  Ai2) °a =  feii o(x +  fei2° a-f  [Ьр fei2] °^oa +  • • •

общий член имеет вид F p i+3 о Я {а, где Н{ — отображение веса w. Так как 
kwpi+s о Н{а =  pi+s о kwi о Н{а, то тем самым теорема доказана.

Заметим, что отображение Н{ веса w переводит группу rcn (Sr) в группу 
тсп (S U7(r~1)+1). Число w ( r - \ ) - \ - 1 нечетно, если число w четно или если оба 
числа w и г нечетны. Используя теорему 6.7,  получаем отсюда

С л е д с т в и е  6.15.  Н{ (кю а) =■ k^H^, где w — вес отображения Н[у
если

Представляет некоторый интерес рассмотреть как общую операцию ква-; 
зикоммутирования, так и некоторые ее специальные случаи. Тождество Якоби 
для тройных произведений, доказанное в п. 5, является следствием из тож ­
дества Якоби для некоторого специального класса квазикоммутаторов. В об­
щем случае тождество Якоби места не имеет. Однако из теоремы 3.1 следует, 
что квазикоммутатор а о (Ь о с) выражается в виде линейной комбинации 
одночленов от базисных квазикоммутаторов а, Ь, с, а о Ь, а о с, b о с у 
а о (aob) ,  а о (а о с), b o ( a o b ) ,  Ьо (сюс) ,  b o ( b o c ) ,  с о (а о 6), с о (а о с), 
с о (р с с) с нулевым числом инверсий, а из теоремы 3.2 следует, что если квази­
коммутаторы а, Ь, с алгебраически независимы в кольце R , то это представле­
ние единственно. Можно было бы сказать, что тождество Якоби справедливо, 
если квазикоммутатор а о (Ь о с) выражается линейно через квазикоммутаторы 
b о (а о с) и c o ( a o b ) .  Соображения п. 5 можно применить к доказательству 
того, что в случае алгебраической независимости элементов а, Ь, с каждый 
одночлен, встречающийся в представлении квазикоммутатора а о ( Ь о с ) ,  со­
держит все символы а, Ьу с . Тем самым доказана

Т е о р е м а  7.1.  В любом кольце R с квазикоммутаторами а о Ь  имеет 
место соотношение

а о (Ь о с) =  тг (abc) +  т2 а(Ь о с) +  тф ( a o c ) - f  m4c (а о b) +

где mi ~ целые числа, 1 <  / <  6 . Это представление единственно, если эле­
менты а , b , с алгебраически независимы.

Если перенести на операцию a o b  =  ab-\-ba процесс, описанный в пунк­
те 3, то получится

-  i о # .а, если отображение Нг имеет нечетный вес.

( 1) w четно, или
(2) w нечетно, г нечетно, k четно, или
(3) w нечетно, г нечетно, £ = = l r n o d 4 .

7. ДОПОЛНЕНИЕ К ПУНКТУ 3

+  тф о (а о с) +  т6с о (ао  Ь)у
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Т е о р е м а  7 .2 . Если а о b =  ab +  Ьа, то
а о (Ь о с) =  2а (Ь о с) +  2Ь (а о с) +  2с (а о Ь) — Ь о (а * с) — с о [а о Ь).

Случай X =  О, в =  — 1 имеет комбинаторный интерес. В этом случае 
ПоЬ =  Ьа и теорема 3 .1 позволяет нам так расставлять скобки в любом 
одночлене от переменных ех> . . . ,  ек> чтобы члены со скобками являлись одно­
членами от базисных квазикоммутаторов с нулевым числом инверсий. Так, 
иапример, е\еi =  e2(e2ei)> e ê2ei =z e3 ie2ei)- Последний пример содержит все, 
что остается от «тождества Якоби» в этом специальном случае.
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