
О НОВОМ ПОДХОДЕ К ГРАНИЧНЫМ ЗАДАЧАМ 
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ !)

Ж- Петре

Введение

Пусть 2  — некоторая ограниченная область в пространстве R", 
границей которой является {п — 1)-мерное бесконечно дифференцируе­
мое многообразие <?2 . Пусть задан дифференциальный^ оператор А, 
коэффициенты которого принадлежат пространству С°°(2):

А =  D) =  £ « . ( * ) Я ., ав(х )€ ё ( 2 ),
1*1 <  т

и дифференциальные операторы Bjt у = 1 , с коэффициентами из 
пространства С°°(д2):

BJ- B j i x ,D ) = y£ t bJaix )D a, bj, = bja( x )& ( d  2),
1*1 < mj

(здесь a — мультииндекс, т. е. последовательность а.х,...,о .р индексов 
а„, каждый из которых является целым числом между 1 и п; |а| обо­
значает количество/» индексов av в a, Da—i-Pd/dxa ,...,д/дхар). Мы 
рассмотрим граничную задачу

Аи =  /  в 2 , B j U = g j  на <02, у =  1 ,...,/. (1)

Хорошо известно, что задача (1) называется эллиптической, если вы­
полняются следующие условия (см. [14], [3], [17], [18], [19], [9], [4], 
[5], [22]). _

(I) Для каждой точки х;£2 и любого вещественного вектора Z Ф О 
справедливо РА{х, £) =/= 0. Более того, для каждой точки х£д& и каж­
дого вектора £, непараллельного направлению 0 границы <02* 2) в точке х, 
уравнение РА (х, Z +  хв) =  0 имеет одинаковое число корней х с положи­
тельной и отрицательной мнимыми частями.

( I I )  Это число равно I (т. е. количеству дифференциальных опера­
торов Bj). Для каждого дг£<02 и любого вектора £, не параллельного 
направлению б границы <02 в точке х, граничная задача

PA{x,% + bDt)u = f ,  PBj{x,% +bD t)u{  0) =  g /f у =  1....../,

имеет одно и только одно решение u(t), стремящееся к нулю на бес­
конечности, если функция /  ( )̂ стремится к нулю на бесконечности, а 
gj, у =  1,...,/, — произвольные заданные числа. (ЯЛ и PBj — главные ча­
сти операторов А и Вг )

') Р е е t г е J., Another approach to elliptic boundary problems, Communications 
on pure and applied mathematics, 14 (1961), № 4, 711—731.

2) Под направлением границы д'2 в точке х  подразумевается направление нор­
мали к 6Q в точке х. — Прим, перев.
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При выполнении этих условий имеет место следующее хорошо из­
вестное неравенство (см., например, [ 15]1); относительно более 
общих и примыкающих сюда результатов см. также [3], [41, [5], [22J,
Ш. И ):

I
II IL КС(  II' Ли, 2 ||iS_ m +  || BjU, dQ IU— 1/2 +  II и, 2 ||iy_ 1),

: /=i
и£Н*( 2 ), s > s 0, (2)

в котором С есть некоторая постоянная, зависящая только от s, где 
Sq =  sup(fij, (»2, . . . , | i /) +  1/2, a fiy — порядок оператора В} в направле­
нии нормали. (Относительно определения упомянутых пространств см. 
§ 1 и 7.) Рассмотрим теперь отображение

Т: и-*(Аи, B xu,...,BjU)
пространства H s( 2 ) в пространство H s~m (2 ) х  H s~m~l>* 2(dQ) X ••• 
...X  H s~mr ll2(d2). Введем обозначения

K s (2) = H s~m (2) х  H*~m\ -Ч2 (<?2)>х ... X H s~mi -W (<?*2) (3)
и

i
III v, 2 Hli =  II / ,  2 ||,_m +  £  || gj ,  dQ || s_ m._,u ,

/=i
*> = (/. £ i.-.g,)€^(2). (4)

Тогда неравенство (2) примет вид
l l « , 2 | | , < C ( | | | 7 V Q | | | , +  II й . 2H U ,), « £ / / '(  2). (5)

Из неравенства (5) немедленно следует, что ядро оператора2) Т 
имеет конечную размерность, а область изменения Т замкнута (ср. с 
леммой 3). Браудер [4] доказал, что область изменения имеет конечную 
коразмерность. Более точные результаты были получены при дополни­
тельном предположении, что у задачи (1) существует сопряженная гра­
ничная задача

Л *и  =  /  в 2 , B * u  =  g j  на <?2, у = 1 , . . . , / ,  (1 *)
т. е. для некоторых дифференциальных операторов S } и S *, действую­
щих на границе <?2 , выполняется формула Грина

i
|* Awv — uA*v  =  i j" B j u S p v  +  S j U B p v  

■q d£2/ = l

(cm. [15], стр. 78; это предположение, по существу, эквивалентно тре­
бованию нормальности в работах Шехтера [18], [19]; см. также рабо­
ту Браудера [4]). Если задача (1) эллиптична, то такова же и задача 
(1*). Отсюда следует, что неравенство (5) выполняется для оператора 
задачи (1*), а это, в силу теоремы Хана — Банаха, позволяет устано­
вить альтернативу для слабой задачи, соответствующей задаче (1) (ср.

’) В [15] мы рассматривали более узкое определение, чем данное здесь. Однако 
методы работы [15] нетрудно распространить на общий случай; см. замечание 
на стр. 55.

2) Ядро (null space) оператора Т— это совокупность решений уравнения Т и О .— 
Прим, перев.
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со следствием леммы 4). Далее, каждое слабое решение является 
инфраслабым решением (см. [15], стр. 78), а на основании теоремы регу­
лярности для таких решений оно является также сильным (т. е. клас­
сическим) решением. Другими словами, мы имеем альтернативу для 
сильных решений ([4], [19], [15]); Шехтер [18] использовал несколько 
иной подход, опирающийся на лемму Лакса — Мильграма.

Слабость указанного подхода состоит, конечно, в том, что он при­
годен лишь для нормальных задач. Цель настоящей статьи — найти 
иной подход, который позволил бы такжё изучать задачи, отличные от
нормальных. Мы рассматриваем сопряженное к Т отображение Т :

i
Т: (F ,G l, . . . , p l) ^ A F + ^ l B jO j1),

j = i

действующее из пространства H~s+m X H~s + m‘ + 1/* 2(д&) X •••
... X H ~s+mi+1!2(dQ) в пространство H~s. Положим

K qs =  H~s+m X # -* + т .+!/2 ($щ X . . .  X H~s+mi+1l2 (дЩ (6) 

и
i

III V, R n HU =  « F, R" I u +m + £  II GJt dQ \Us+mj+ii2,
;=i

V = (F, Gu ... ,Q t)S K ? .  (7) 

Тогда имеет место следующее неравенство („дуальное“ к неравенству (5)):

. | | | ц , ^ 11и < с ( | | Г 1/ , ^ | | _ ; + | | | ц ,  v ?» n u -i) , v $ K ? .  (8)
Отсюда вытекает, что для сильных решений задачи (1) выполняется 
альтернатива Фредгольма: уравнение T V  = 0 имеет лишь конечное число 
линейно независимых решений Vt ^ K ^ s, / = 1 , . . . ,  q, а уравнение Tu = v,
v £ K s(Q), имеет решение u £ H s(Q) тогда и только тогда, когда 
(V h v) = 0, i=  1, . . . ,  q (ср. со следствием леммы 4). По су­
ществу, этот результат принадлежит Браудеру ([4], теорема 4). Нера­
венство (8) на самом деле является его прямым следствием (ср. с лем­
мой 5). Главное новшество нашей работы состоит в доказательстве того, 
что если операторы В} не содержат нормальных производных, порядок 
которых больше m — 1, то все решения уравнения T V  — 0 оказываются 
гладкими в том смысле, что F, по существу, есть функционал вида
(.F , f ) = [ F * ( x ) f ( d d x , где F*£S{Q), а О ^ З Ц д 2), У = 1 , . . . , / 2).

2
Отсюда следует, что размерность q не зависит от s. Если рассматривать 
только однородные граничные условия, то*мы можем сформулировать 
наш результат в особенно простой форме следующим образом. Пусть N

*) Обобщенная функция AF есть функционал и ->  ̂ FAu; обобщенная функция
2~

BjGj есть функционал и ->  ̂ GjBju.
д2

2) Браудер систематически рассматривал только случай s =■ т, однако его метод 
является, очевидно, совершенно общим. Как указал автору проф. Хёрмандер, методы 
Браудера также могут быть использованы для получения результатов, эквивалентных 
нашим.
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обозначает пространство всех функций и £ 8 (2), таких, что В}и =  0 на <?2, 
У == 1, . . . ,  /, и пусть N  обозначает пространство всех функций v£$(Q ), 
таких, что равенство (Аи , v) = (и, Av) выполняется для всех функций 
u £ N .  Тогда существует лишь конечное число независимых решений 
v h i=  1, . . . ,  qu уравнения Av  =  0, v £ N .  Уравнение Аи =  / ,  / £ < ? ( 2 ), 
имеет решение u £ N  тогда и только тогда, когда (vh f )  =  О,
i =  1, 2, . . . ,  qj.

Мысль об использовании неравенств вида (8), включающих „дуаль- 
ные“ нормы, конечно, не нова. На самом деле аналогичный подход ис­
пользовался различными авторами в связи с задачей Коши для гипер­
болических и других уравнений (см. [12], [7], [8], [6]) ’).

Однако систематическое исследование граничных задач для эллип­
тических уравнений этим методом до сих пор в литературе не встреча­
лось. Шехтер [20], [21] получал неравенства типа неравенства (8), 
используя теорию существования; самые сильные его результаты явля­
ются частным случаем полученных нами.

Мы старались сделать настоящую статью не зависимой от существую­
щей литературы. Поэтому параллельно с доказательством неравенства (8) 
мы включили доказательство неравенства (5). В технических целях нера­
венства (5) и (8) нам понадобились в несколько более общих простран­
ствах, чем Hs, а именно в пространствах Hs>r. Эти последние исполь­
зовались также независимо Лионом и Мадженесом [13]. Оказывается, 
что неравенство (5) в пространствах H s•г в качестве специального слу­
чая содержит некий / 2-аналог принципа максимума Агмона [2], который 
также доказан Лионом и Мадженесом [13]. Мы изучаем систематически 
только случай бесконечно дифференцируемых коэффициентов, и, опираясь 
на некоторый вариант леммы Хёрмандера и Лиона [11], мы получаем 
весьма плохую оценку для констант, фигурирующих в наших неравен­
ствах. Лучшие оценки могут быть получены, если использовать идею 
Хёрмандера [10]. Это достигнуто в работе [16].

Мы используем, хотя и довольно свободно, обозначения и общие 
идеи теории обобщенных функций Шварца.

План статьи следующий. Статья состоит из двух глав. Первая 
глава посвящена получению оценок в полупространстве. В § 1 опреде­
ляются пространства H s-r в случае всего пространства R n и полупро­
странства и устанавливается аналог леммы Хёрмандера — Лиона. В § 2 
мы получаем оценку в случае постоянных коэффициентов и размерности 
пространства п =  1, а в § 3 — в случае п)> 1. В § 5 проводится (стан­
дартное) распространение на случай переменных коэффициентов. В § 4 
мы обсуждаем вопросы частичной гладкости, а в § 6 — гладкости. 
В главе II проводится (стандартное) распространение полученных оценок 
на случай произвольной ограниченной области. В § 7 мы определяем 
пространства Hs в случае ограниченной области и доказываем неравен­
ства (5) и (8) в общем случае. § 8 посвящен приложениям к теории 
существования. Сначала мы рассматриваем абстрактный случай, а затем 
формулируем результаты для рассматриваемых граничных задач.

Мне приятно поблагодарить проф. Шехтера за полезные беседы и 
помощь в связи с настоящей статьей. >

') Добавление автора при корректуре. Ср. с работами М. И. Вишика и
С. Л. Соболева [26] и Лиона и Мадженеса [13], [24], [25].
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Г л а в а  I
ОЦЕНКИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Пространства H s,r{R") и H s,r(R%)

Через R n мы будем обозначать «-мерное вещественное декартово 
пространство. Элементами R n являются последовательности х  =  {.*»}" 
действительных чисел. Элементами пространства, двойственного к R n, 
также являются последовательности & =  {£,}" действительных чисел. 
Двойственность здесь задается с помощью билинейной формы x l  =

П
=  2 л ;Д у. Мы будем обозначать через R+ {R-) полупространство, оп- 

1
ределенное неравенством х п >  0 (хп •< 0), а через Rn ~ 1 — плоскость, 
заданную уравнением х п =  0. В дальнейшем будет удобно использовать 
также обозначение

х  = (х ',Ц , х ' — {•£„} *, t =  x

Аналогично введем обозначения
? =  (Г, т), * =  $„•

Тогда билинейная форма, выражающая отношение двойственности, 
принимает вид х  £ =  х '¥  -f-1 т.

Пусть <Ш — пространство функций / ,  определенных в R n и таких, 
что все производные /  принадлежат Z2. Пусть <Ш' — пространство всех 
обобщенных функций /  в R n, которые являются некоторой суммой про­
изводных от функций из Z2. Преобразование Фурье каждого элемента 
/  а<М (Шг) есть такая измеримая функция /(£ ) , что (1 + 1£ 12Г /2/ Ш  
принадлежит Z2 для всех (некоторого) значений s и, обратно, каждая 
такая функция /(£ )  является преобразованием Фурье некоторого эле­
мента /  из Ш (<Ш') ’).

Для произвольных чисел s и г мы обозначаем через H S'T = H s,r{Rn) 
пространство обобщенных функций /  £<Ш'’, таких, что

(1 +  U ' 12)r/a (1 + ' I е 12) '/3 ^  <е> е
а через || /  ||^>г =  || / ,  Rn ||J>r — соответствующую норму

Если г =  0, то мы пишем просто H s = H s(Rn) и ||/ ||^  =  | | / ,  ■̂ "Hi- 
Легко показать, что пространство H ~s’ ~г является двойственным к 
/-[s.r _ Отсюда следует, что пространство H s,r полно и Ш плотно в H s,r.

Л е м м а  1. Пусть ?£.3> — заданная функция. Тогда для любых 
чисел s и г существует такая постоянная Cs,r (?), кто оказыва­
ется справедливым следующее неравенство:

II9 /  Ikr <  sup |<f III /  II *,г +  C s<r (?) II /  ||J)r _ 1, /  € Зв.

!) Мы обозначаем функции, определенные в Rnt ч ер ез/, или, более точно, 
через f  (х), g  а функции двойственного пространства — через /  ($), g  (£)>... •
Таким образом, /  =  / ( * )  и  / ($ )  в одном и том же контексте могут обозначать раз­
личные элементы. Вообще, через /(£ )  мы обозначаем преобразование Фурье функции /  
и аналогично через / ( £ ' ,  t) — частичное преобразование Фурье (т. е. преобразование 
Фурье по xf) функции / .
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Это утверждение является непосредственным обобщением одной 
леммы Хёрмандера и Лиона [11] (относительно доказательства см. так­
же [16]). Если г =  0, то последний член можно заменить на | | / | | $ - 1.

С л е д с т в и е .  Если mo и <?f£Hs’r .
Введем теперь пространство H s,r {R%) всех обобщенных функций на 

Rn+, которые являются сужениями на /?+ обобщенных функций из прост­
ранства H s>r . Пространство H s<r (R+) может быть отождествлено с фак-
торпространством H s>r по пространству H s,rn :

R —

Я ' . ' / Я * 'R — /
где H s,rn — подпространство в Hs>r , состоящее из тех обобщенныхR_

функций, носители которых содержатся в R n_ • При этом в простран­
стве H S>T (R+) естественно ввести норму факторпространства, а имен­
но

II/, ЯМ\ s,r inf||/,[|,,r, / е я ^  (/ft).
где нижняя грань берется по всем обобщенным функциям f x £ H s>r , су­
жения которых на R+ совпадают с / .  Можно показать, что двойствен­
ным к H s<r (^+ ) является пространство H~S’̂ T . Введем обозначение

R +

Е = { Г + А ')1/-, Д ' = D* + ... + D W ) .  (9)
Тогда имеем

И/  1кг =  (   ̂ 1 Е ' (D t +  l E f f  I* 2d X ) ,/a.

Будем искать теперь соответствующую формулу для нормы 
II / .  R+ |U,r- Рассмотрим отображение

P - .fi-*  (А  +  / Е)~*Е-' У+ Е '  (Dt +  iE Y fx
* пространства H s>r в H s’r , где Y+ — характеристическая функция мно­

жества Rn+. Очевидно, что Я — оператор проектирования с нормой, рав­
ной 1, и P f \  =  0 4огда и только тогда, когда носитель обобщенной
функции / j  содержится в R 1 , ибо оператор E r(Dt +  iE )s отобража­
ет пространство H s,r„ на Я °„  2). Следовательно, H s’r{RX) можноR— R _
отождествить с подпространством пространства H s>r .

Отсюда вытекает, что

II/. R"+ I\s,r E 'iD t + i E Y f ^ d x y 1*, ( 10)

где f x — любая обобщенная функция из Н  s>r, сужение которой на /?+ 
совпадает с / .  Используя эту формулу, можно легко распространить 
результат леммы 1 на случай пространства H s>r (Af+)-

*) Степени оператора 1 +  А' и, в частности, оператор Е, строго говоря, опреде­
ляются с помощью преобразования Фурье. Аналогично с помощью преобразования 
Фурье определяются ниже степени оператора Dt -f iE.

2) См. примечание I переводчика на стр. 63. — Прим, ред.
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Л е м м а  2. Пусть у £3) — заданная функция. Тогда для лю ­
бых чисел s и г существует такая постоянная C?iS (<р), что вы­
полняется следующее неравенство:

llcP/>̂ +IUr< sup [?[ II f M l . r  +  Ct,r (?)l(/,/&|L,-i, /  € m~{Rn+).
С л е д с т в и е .  Если f £ H s’r(R+), то и <р/ € H s’r(Rn+).

§  2. О ц е н к и  в  с л у ч а е  п о с т о я н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в ,  п = \

В этом параграфе мы принимаем п =  1. Переменная будет обозна­
чаться через t\ далее мы положим Dt = — id/dt. Пусть A = A{Dt) и 
Bj = Bj(Dt), j  =  1 ,...,/,— дифференциальные операторы с постоянными 
коэффициентами. Мы предполагаем, что полином Л(т) унитарен, т. е. 
старший коэффициент равен единице. Допустим теперь, что уравнение 
Л(т) =  0 не имеет действительных корней и что количество корней с по­
ложительной мнимой частью равно / (т. е. количеству дифференциаль­
ных операторов Д .). Корни уравнения А(т) =  0 мы будем обозначать че­
рез {ta}SU, считая при этом, что {тй}й=1 есть совокупность корней, име­
ющих положительную мнимую часть. Пусть Ф == {Фу*}у,*=1 будет мат­
рица, определенная соотношением

i
Ц ф ^ т Г ^ Ы ,  м = 1,...,/.
р - 1

(Эта формула, конечно, имеет смысл, только в случае, когда корни xk раз­
личны; относительно случая совпадающих корней см. [9].) Предположим, 
что матрица Ф не вырождена. Рассмотрим граничную задачу

A u = * f  в / ? + ,  B j U ( 0 )  =  g j ,  у  =  1 , 2 , . . . , / .

Если s > s0 =  sup(ft1,...,[x/) -f  1/2, то для любого
v = (f>gu---’£i) € H s~m(R+) X С1 ,

существует, и притом только одно, решение и € H S(R+) этой задачи. 
Применяя теорему о замкнутом графике к отображению

Т: и —> (Аи,В1и,...,В1и), 
находим, что имеет место неравенство

||и,/?+[ |,< е | | |7 ’й >/?+|||„ « € //* (/? + ),
в котором постоянная С зависит лишь от s и где положено

i
i i k ^ + i il= И/.Я+И, - * + 2  i^-i •

;=i
Ясно, что С непрерывно зависит от коэффициентов a0,av ...,am( = I) и 
bjo,---,bjm. операторрв А и В}. Поэтому С ограничена на каждом мно­
жестве, содержащемся в каком-либо (замкнутом) множестве вида

k =  0,1,...,/га,
k =  0 ,l ,. .. ,/n y., j  =  1,2,...,/, 
k =  1,2,...,/,

X € СК

К К т о
\bih\ <  Т2.
I Iu it J  >  тгз.
I I I

S | S v » > h S w -
j  =  l k = l  k = l

4 Математика № 1
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Заменим теперь норму ||/ , /? +||4 на (эквивалентную) норму | | / , / ? +||s:№, 
которая получается, если в определении нормы | | / , i ? +Jjs заменить т2 +  1 
на т2 -f- W2, где W —любое положительное число. Пусть также

i
JM+||l,;ir =  ||/,/?+||,-*;#Ч- 2  ->/2 |g-;|.

Имеет место следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е  1. Предположим, кто А и Bj удовлетворяют 
следующим условиям:

(I) к к - п г - - * ,
(И) 1̂ 1< Т 2^ т Г й,
( I I I )  |1 т т й| > Т зГ ,

i i i
( IV )  £  w - * j  12 Ф,А > Т 4 2 w - % \ ,

k =  0,1 ,...,т,
£ =  0,1 , . . . ,m j,  j =  1, . . . , / ,  

£ =  1

1=i a=i

A £ Cl,
1=1

я/щ  некоторых -jy, y2, y3, y4 и IV > -0. Тогда для любого числа s^>'s0 
справедливо неравенство

ll«.^+ll4/ir-< C |||7 ’« l/?+||U .r , « € # '( /? + ) ,  (И )
в котором постоянная С зависит от s, ту, y2, Тз> ?4> но не за в и ­
сит от W.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем обозначения

A w(x) =  W~mA( Wx)
И

B f { x ) = W - m j B j ( W x ) .

Тогда многочлены Л^(х) и B J(t)  удовлетворяют условиям (I)—(IV), в 
которых положено W =  1; тем самым доказательство предложения 1 сво­
дится к случаю, когда W =  1, а этот случай уже был рассмотрен выше. 

Положим
i

III V M - s : w  =  \\B ,#\\s+m;w +  2  r-*+";+1'2 №j\,
;=i

K  =  ( F , 0 1, . . „ G , ) g ^ - ; + ” x C '

Из соображений двойственности мы немедленно получаем следующий ре­
зультат.

П р е д л о ж е н и е  2. Если выполнены условия предложения 1, 
то имеет место (на самом деле с той же постоянной С, что и 
в ( 11)) неравенство

|||K ,/?|||_,;Wr <  C | | 7 ^ | | _ f;V, V £ H H s*mX O .  (12)

З а м е ч а н и е .  Отметим, что в обоих случаях тривиальным образом 
устанавливаются обратные неравенства

l l|7 'w > ^ + IIU ’W' C\\u,R+\\s;W

||7’^ ,/< |U ;iF < C |||K >/?||U .wr.
И
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Константы в этих неравенствах зависят лишь от s, 7j, т2> а всякое ог­
раничение, накладываемое на корни или матрицу Ф;й, оказывается из­
лишним.

Наконец, нам понадобятся два простых результата, касающихся 
„частичной гладкости0. •

П р е д л о ж е н и е  3. Предположим, кто операторы А и Bj удовле­
творяют условиям  (I) и (II) при некотором W^>0. Тогда для лю­
бого s^>s0 имеет место неравенство

IIDtF, R\\-a+m- iiW<  C (|[f V,R\U;w  +
l

+  S  W~s+mj+w \Oj\ + WWFMW-s+m-vw') , 
i = 1

V = (F,G1,...,Gl) £ H - ^ m x C l, (13)

в котором константа С зависит только от s, 'и , у2, но не зави­
сит от W.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим сначала, что, в силу неравенства 
треугольника и очевидных оценок, соотношение (13) является очевидным 
следствием неравенства

j+m—1;w -j- W,||/7||_.s+m._i;w'). (14)
1

(Напомним, что T V  — AF  - f - ^ BjGj.) Для доказательства неравенст-.
3=i

ва (14), как и раньше, достаточно ограничиться случаем W =  1. Из до­
казательства будет видно также, что неравенство (14) справедливо без 
всяких ограничений на число х. Возьмем функцию ср £ H s~m+1(R+) и по­
ложим (Dt +  =  ф. Получим

(DtF) (?) =  Р(Щ )  =  F (А (А  +  /Г->ф) =

=  Д(Лф) +  F ((Dt{Dt +  г)»"* ~ Л )ф ).
Первый член справа, очевидно, меньше, чем

\\a f \\_J M + II, •
Поскольку Dt(Dt +  i)m~l — А —дифференциальный оператор, порядок ко­
торого меньше, чем т, второй член в выражении справа можно оценить 
сверху посредством выражения

q n u + m - i i M + i i , -
Но так как ||t|>,/?+||J =  ||9 ,/?+|^_т+1, неравенство (14) тем самым доказано.

П р е д л о ж е н и е  4. Предположим, кто оператор А удовлет­
воряет условию , (I) при некотором W ~F> 0. Тогда для любого s 
справедливо неравенство

С ( ||Л и ,^ +||^_т ;\г +  W\\u,Ft+\\s-i-,w, и £ /Д (/?+) , (15)

в котором постоянная С зависит только от s и 71, но не зави­
сит от W.

Мы опускаем доказательство этого предложения, поскольку око со­
вершенно аналогично доказательству неравенства (14).

4*
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§  3 .  О ц е н к и  в  с л у ч а е  п о с т о я н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в ,  я >  1

В этом параграфе мы вновь возвращаемся к случаю п^> 1. Пусть 
А =  A(D) и В} = Bj(D), у =  1 ,...,/,—дифференциальные операторы с по­
стоянными коэффициентами. Предположим, что соответствующая им гра­
ничная задача в R+ является эллиптической, другими словами, суще­
ствуют постоянные тг2, у3, у4 и L , такие, что

(О 1Л ^ ') К т г ( О Д ) ,в-*,
для всех S',

(Н) |Д/*(0 |< Т 2( ^ ' Г г * ,
для всех S',

k =  0,1,..:, т,

£ =  0,1 ,...,тр j =  1,.

(Ill) |Imift(S')| > т з  £■(?'), £ = 1 , 2
для всех S', у которых |S'| L,

(IV) 2  (£ ($ ') ) -  
/=1 Л = 1

> T 4 S ( m r yi M,
;=i

* € С ' ,

для всех S', у которых |S '|!> Z .
(Напомним, что £(S') =  (1 +  | S '12)1/з, см. (9); Ak(S') и 7?^ (S') — это 

коэффициенты дифференциальных операторов А и Bj, рассматриваемых 
как многочлены от Dt\ ta(S') и Ф;ft(S') определяются аналогично.)

Легко проверить, что условия (I) — (IV) эквивалентны обычному 
определению эллиптичности (см. Введение).

Т е о р е м а  1. Пусть операторы А и В f удовлетворяют сфор­
мулированным выше условиям (I) — (IV). Тогда для любого s > s 0 
и любого числа г имеют место неравенства

и
I и. /?«||,,г<  с (л ти, /?"+!|,,г +  1«, /г»ц,_1>г), « е я "  (/?*). (16)

II V , /? » ||_ ,1_ Г< С ( | 7 Ч '  /?«1-в, - , + М  У, R n
у е к - ‘п’" ,  (17)

в которых константа С зависит лишь от s, г, ту, у2, т3, y4, L 
и где положено

У'У, ^ + l | i . r = | / ,  R" ‘ lU -m ^ - l/2 - r  ,
;=i

v  =  ( / ,  gi, • • •, gt) € K s>r (R +) =
= H s- m’\ R \ )  X я , - т .- 1/2+,(/?я“ 1) x  . . .  X H s- mi~m +T

III V ,  / ? " I _ , ) _ r  =  | | / 7 , R n - s + m . - r + ^ i O j ,  R n X s + m .+ , l 2 - r ,

J= 1

V  =  ( F , О,,..., (?,)€*-*-' =
R +

=  Н - 3Т - ГХ H - s+m‘+il2-.r (R * '1) X . • ■ X H~s+mi+ll2~r(Rn~1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о н е р а в е н с т в а  (16). В формулировке пред­
ложения 1 положим W= Е (Ю> А =  А (Ю Dt), B j=  В} (Ю D t), и =  и (Ю ^)- 
Возведем обе части неравенства (11) в квадрат, умножим полученное 
неравенство на (E{%'))2rd%' и проинтегрируем его по множеству |Ю  > Z .  
Применяя формулу (10), найдем, что

j  J  | (Е (ЮГ Ф /  +  iE (ЮГ и (Г, 0 12 <

< C 2/ j  j  |(Д(Ю )г Ф / +  ^ ( Г ) Г - М й (Ю t)\2d №  +
\ t> o | S' ]>z,

l
+  S  j  |(^ (Ю Г -т / - 1,2+г̂ « ( ^ .  0)|2< r <

;=i i s' i>£

< С 2(1|Лй, ^ L - * , r  +  S « V >  R n- l\s-mr ll2+r ) =  С2|]|Гй, * « § „ , .

На основании той же формулы (10) теперь остается только оценить 
интеграл в левой части последнего неравенства, взятый по множеству 
| Г К / . .  Рассмотрим по отдельности два интеграла:

j  j  | (Е (Ю)г+1 (Dt +  iE ( Г ) Г 1 и (Ю t)|2 dl'd t (18)
<>0 | S' |<£ 

и

j  j  |(£(Ю )г( ^  +  ^ ( Г ) Г _ 1/ ) гй(Ю t)\2dVdt. (19)
<>0| 5'|<L

Поскольку при | $ ' | ^ Z  функция Е{¥) не превосходит ( l- j -Z 2)1/2, вы­
ражение (18) оказывается меньше, чем

<1 + £ * ) ||« ,

Чтобы оценить выражение (19), мы воспользуемся предложением 4. Воз­
ведем неравенство (15) в квадрат, умножим результат на (E(i'))2r d \ r 
и проинтегрируем обе части полученного неравенства по множеству 

Мы получим тогда, что интеграл (19) не превосходит

С2 f  J j  I (Е(ЮГ (Dt + iE(l ')Y-”Au (Ю t) I2 d\'d t +
\ t > о I S' \<L

+  J J \{E(V)y+'{Dt + iE{V))s- 'u {V , t)\2d % 'd t\ .
/>0U'|<£ /

Рассуждая так же, как выше, найдем, что последнее выражение не пре­
восходит

Это очевидным образом доказывает неравенство (16).

Д о к а з а т е л ь с т в о  н е р а в е н с т в а  (17)1). Доказательство со­
вершенно аналогично доказательству неравенства (16). Надо лишь вместо

’) См. примечание II переводчика на стр. 63. — Прим. ред.
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предложений 1 и 4 воспользоваться предложениями 2 и 3. Возводя обе 
части неравенства (12) в квадрат, умножая результат на (E(¥))~2rd¥  
и интегрируя полученное неравенство по множеству \%'\ >*Z, находим, 
что

\V\>L I
+  £  j  \(E(n)-s+mj+ll2-r0j(n2M'<

1=1 I V \>L
c2 j j | ( £ ( r r ( T | / £ f n r s( ^ ( r ,t )  +< C 2

! i' \>L

+  X  (S'. •')) I2 < C2\T V, Rn IL , - , -

-5 4-772^+1/2—1—г *

j = 1
Остается оценить интеграл в левой части этого неравенства, взятый по 
множеству \%'| < Z .  Очевидно, что каждое из слагаемых второго члена 
(слева) не превосходит

(l + z2) Г
1£'1<£

< ( 1 + 12) 10 ,., R " - r
Чтобы оценить первый член, рассмотрим отдельно интегралы

Г С |(£'(£'))- , '+1(т +  iE(t,'))~s+m~lE , i)\2 d%dx (20)

И

J  j  \(Е(¥))-г(х + 1Е(И'))-‘+т- 1хР(¥, х)\2сКгс1х. (21)
U 'l< a

Легко видеть, что интеграл (20) не превосходит (1 +  L2)\E, /? " ||ii+m_1(_r . 
Для того чтобы оценить интеграл (21), нам необходимо только восполь­
зоваться предложениём 3 0 - Мы получаем следующую оценку:

i

I V 1<£L j — l
I

+  2  [  l(£ (5 '))- ,+my+1/2- rOy( n i W  +
j = i  I e ’ к г

+ J j. |(£'(1/Г г+1(̂  + ̂ (П)^+т-1̂Ш12̂
U'l <L

< C 2( I A F + j^ B jQ j, R nt Si_r + .

<

1=1

+  ( i  +  i ! ) 2 l |0 , .  « " ' l L , +„ . +1/!_,_, +  ( i  +  i !) l f .  S " | i s+m — 1,— r
1 = 1

Тем самым, очевидно, неравенство (17) доказано.

*) Имеется в виду двойственная (относительно преобразования Фурье по пере­
менной t) форма предложения 3, в которой операция Dt заменяется умноженйем на 
т. — Прим. перев.
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З а м е ч а н и е .  Неравенство (17) можно вывести непосредственно из 
неравенства (16) следующим образом. Заметим сначала, что неравенство 
(16) оказывается верным без добавочного члена [|и, 7?" Для функ­
ций и, таких, что и{¥, 7) =  0 при \ ^ \  < Z .  Тогда из соображений двой­
ственности следует, что неравенство (17) выполняется для тех V, 
у которых V (£', 7) =  0 при \ \'\<^L, и остается лишь рассмотреть слу­
чай, когда V (£', 7) =  0 при \ \ ' \ ^ L ,  что может быть проделано, как 
и выше, с использованием предложения 3.

§  4 .  Ч а с т и ч н а я  р е г у л я р н о с т ь

Мы отклонимся несколько от изложения, чтобы привести два про­
стых результата, касающихся частичной регулярности, которые пона­
добятся в следующем параграфе. Фактически эти результаты содержат­
ся в предложениях 3 и 4, а их непосредственное доказательство явля­
ется лишь некоторым видоизменением доказательства упомянутых 
предложений. Поэтому мы опускаем здесь вывод формулируемых ниже 
результатов.

Пусть А =  А (*, D) — произвольный нормальный дифференциаль­
ный оператор, коэффициенты которого бесконечно дифференцируемы 
и являются постоянными числами вне некоторого компактного множе­
ства в полупространстве 7?". (Нормальность означает, что при каждом 
фиксированном значении %' и каждом л: А (х, £', т) — унитарный много­
член по т.) Тогда имеет место следующее

П р е д л о ж е н и е  5. Пусть s — произвольное число. Если 
и 6 r+1 (R+) и Аи £ H s~m'r (R+), то Dtu £ # s_1-r (7?” ) {или, что
эквивалентно, и £ H s,r {R+))-

Пусть D) — произвольный граничный дифференциальный
оператор с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами, постоян­
ными вне компактных подмножеств пространства R n~l. Тогда справед­
ливо

П р е д л о ж е н и е  6. Пусть s > s 0. Если V  £ ТС-4-1’- '* 1 и
*+Т V £ H -sn>-r, mo DtF £ //- i+ m -i,-г (цли, что эквивалентно, F £ n ~ s+m‘~r

R + R + R +

З а м е ч а н и е .  Предложение 5, по существу, совпадает с теоремой 
1 на стр. 73 работы [15]. В известном смысле предложения 5 и 6, так 
же как и упомянутая теорема, выражают тот хорошо известный факт, 
что при доказательстве теорем регулярности достаточно оценить тан­
генциальные производные.

§  5 .  О ц е н к и  в  с л у ч а е  п е р е м е н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в

Рассмотрим теперь дифференциальные операторы А и 7?; , у =  
=  1, 2, . . . ,  /, вида

А = А{л:, D) =  A '(D )+  2  г«(0) =  0, | а | < / я ,
1 а |</7Z

Bj= B j (x ,D ) = B'} (D )+  2  d Ja(x)D„  ^ е(0) = 0,
I а I <771 у

(22)
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Мы предполагаем, что операторы А' и В'. (фиксированные в дальнейших 
рассмотрениях) удовлетворяют условиям (I) — (IV) § 3 и что все их 
коэффициенты бесконечно дифференцируемы в R n+.

Рассмотрим сначала тот случай, когда коэффициенты операторов А 
и Bj обращаются в нуль вне некоторого компактного множества, лежа­
щего в /?", и при этом число

i
Х =  s u p |c J  +  2  2  sup |rfy.J  (23)

| a | 7=1 [а|<яг.

мало (ср. [15]).

Т е о р е м а  2. Существует положительное число С (зависящее 
от s и г) такое, что при Х<;с выполняются неравенства (16) 
и (17).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства необходимо только обыч­
ное применение (Корн) лемм 1 и 2; поэтому детали мы оставляем чита­
телю. На первом шаге получаются дополнительные1) члены \ u,Rn+ |j
и ||| V,Rn HI _5,_г_1 соответственно. Они оцениваются с помощью нера- 
венств, следующих из предложений 5 и 6 соответственно.

Рассмотрим далее дифференциальные операторы А и Bj вида (22) 
без всяких предположений относительно поведения коэффициентов этих 
операторов на бесконечности и величины X. Пусть w — бесконечно диф­
ференцируемая функция с компактным носителем, равная 1 в некоторой 
окрестности нуля. Положим

AW = A '+  2  w (x)ca(x)D a ,
| a I <  m

K j  = 1B’j +  2  ® (*) dj, (*) £>« .
| a  | <  >Ry

Тогда величина Xw, определяемая посредством (23), стремится к О, 
когда носитель функции w стремится к точке 0 таким образом, что w  
остается ограниченной. Следовательно, утверждение теоремы 2 приме­
нимо к операторам Ат и Bwj, если носитель функции w достаточно 
мал. Это можно сформулировать также следующим образом. Существует 
некоторая открытая окрестность Е точки 0 (лежащая в 7?"), зависящая 
от чисел s и г, обладающая тем свойством, что неравенства (16) и (17) 
выполняются для любых функций и и V, носители которых содержатся 
в Е. Пусть, далее, функции и и V  имеют произвольный носитель. 
Тогда неравенства (16) и (17) можно применить к функциям ср# и 9 V, 
где ср — любая функция из пространства С°°, носитель которой содер­
жится в Е. Более точно, имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а  3. Д ля  любых чисел г и х >• х0 найдется такая 
окрестность Е точки 0, что для каждой функции ср £ С°°, носи­
тель которой содержится в Е, выполняются неравенства

II 9u,R% II <  С (III 9Tu,Rn+ III +  2 II Da9u ,R l  IU iл  U € н (7?;), (24)

*) Сравнительно с доказываемым неравенством.— Прим, перев.
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а
\ \ \ ?V, Rn \ \ U - r < C [ l ? T V ,  R n \ U - r +

+ 2  III Dj-P V,Rn |||-,-i,_r ), V € K ~jrr. (25)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства достаточно применить 
формулу Лейбница

в ее дуальной форме (Хёрмандер)

§  6 .  Р е г у л я р н о с т ь

Т е о р е м а  4. Пусть А и Bjt j  = 1,2, .. .,1 ,— дифференциаль­
ные операторы вида (22). Пусть Е — открытая окрестность 
точки 0, определенная теоремой 3. Тогда при любых значениях 
s (> s0 и г справедливы следующие утверждения:

(I) Если и £ 3 ) '(Е) и Ти£ K s,r (Е), mo u £ H s>r(Е).
(II) Если V € 2)‘:1Х Я'(дЕ) X . . .  X £'(дЕ) и T V  £ H Js’~r, то 

I/ € Л 7 w .
З а м е ч а н и е .  Через H s>r(E) мы обозначаем здесь пространство 

обобщенных функций /  на Е — <?Е, таких, что сp f£ H s>r для любой 
функции ср^С00 с компактным носителем, содержащимся в Е. Осталь­
ные пространства, встречающиеся в формулировке, определяются ана­
логично.

Д о к а з а т е л ь с т в о  (I). Очевидно, достаточно рассмотреть случай, 
когда функция и имеет компактный носитель (содержащийся в /?«). 
Всегда существуют два таких числа s' и г', что и £ H s,’r> {R\). В силу 
утверждения о частичной регулярности (предложение 5), можно счи­
тать, что х =  s'. Поэтому достаточно доказать, что

(.Rn+) и 7и £ К * '(R+) =ф и € Н ^  (Я+)- 
Применим неравенство (16) с заменой г на г — 1 к функции {uw — и)/1 h' |, 
h '^ R n~ \  где Uh'(x) ■■= и (х ' +  h',t). Нетрудно проверить, что правая 
часть этого неравенства остается ограниченной, когда h' —* 0, а значит, 
и тем более ограничена его левая часть. И теперь хорошо известное 
рассуждение, основанное на слабой компактности единичной сферы 
в пространстве H S,T~'(R+), показывает, что u £ H s’r (R+)1).

Д о к а з а т е л ь с т в о  (II). Мы можем снова считать, что функция
V имеет компактный носитель. При некоторых значениях s' и г'

____ pi
V  £ К RtV . Вновь используя результат, касающийся частичной регу­
лярности (предложение 6), мы можем считать, что s = s'. Таким обра­
зом, остается доказать, что

т _ , _ —s , —r —1 —  _ _ r r — s , —r  т _ r r  — s , —r
‘ V $ .K Rn+ и T V  Rn+ =i>V£KRn •

г) См. примечание III переводчика на стр. 64. — Прим. ред.
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Это может быть сделано точно так же, как выше, хорошо известным 
приемом с применением неравенства (17) (с заменой г на г 4-1) к функции 
( V k '- V ) l \h '\ ,  h'£R*~K

С л е д с т в и е  из (I). Если й £25'(Е), Л й =  0 й В м  =  0, у =  1,2. . . , / ,  
mo и £ 8 ( 2).

Доказательство очевидно.
_  i _

С л е д с т в и е  из (II). Если F^3)'s, Gy£®'(<?2) и Л /7+  2 ^ 0  — О, 
mo F* = F \ L - d E £ S ( Z ) ' )  и Q j£ i{d l), j =  1, . . . , / .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 4 следует, что Оу£ £ (5 2 ) и что 
F  С H~s>~r (I) для любых г и х ]> х 0. Отсюда и из результатов, касаю­
щихся частичной регулярности (предложение 6), вытекает включение 
Е*£ё{1).

Допустим теперь, что операторы Bj не содержат нормальных произ­
водных порядка, большего т — 1. Тогда справедливо следующее ут­
верждение.

С л е д с т в и е  из  с л е д с т в и я  к (I). Обобщенная функция F 
является „каноническим продолжением“ обобщенной функции F*, 
другими словами

F ( f )  =  J F* ( x ) f { x )  dx ,  f £ 3 )  (2 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании формулы Грина (см. [15], 
стр. 77) имеем

F*(Au) =  &(F*,u),
где $  — некоторая интегральная форма, которая не содержит нормаль­
ных производных порядка, большего или равного т. Но по определению

i
Д ( Л ^ ) = - £  Gj(B^) .  

j=i
Поэтому разность F(Au) — F*(Au) не содержит нормальных производ­
ных, порядок которых не меньше т, а это, очевидно, и означает, что 
F = F*.

З а м е ч а н и я .  1. Отметим один интересный специальный случай 
теоремы 4. Рассмотрим задачу Дирихле Bj = й{~1 и положим s = I, 
г =  — 1/2. Тогда из Ли =  0 и В}и С (52) вытекает, что
й С (Е). Этот результат можно рассматривать как £2-вариант прин­
ципа максимума Агмона [2]. Этот факт был независимо доказан также 
Лионом и Мадженесом [13J, которые использовали интерполяцию в гиль­
бертовом пространстве.

2. Поскольку , каждая граничная задача, в которой операторы Bj 
содержат нормальные производные любого порядка (в частности, боль­
шего или равного т), может быть сведена к некоторой граничной задаче 
с граничными операторами BJ% содержащими нормальные производные 
только до порядка т — 1 включительно, рассмотрение только этих 
последних задач не ограничивает в существенных чертах применимости 
теории (ср. замечание на стр. 55).

!) Другими словами, функционал F есть бесконечно дифференцируемая функция 
на компактных подмножествах области 2 . — Прим, перев.
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Г л а в а  II
ОЦЕНКИ В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ

§  7 .  С л у ч а й  п е р е м е н н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в

З а м е ч а н и е .  В случае переменных коэффициентов мы определяем 
только пространства Hs, но не пространства H s’r, поскольку для пос­
ледних трудно дать определение, инвариантное относительно беско­
нечно дифференцируемых преобразований координат.

Пусть 2 —некоторая ограниченная область в пространстве R n, гра­
ницей которой является (п — 1)-мерное бесконечно дифференцируемое 
многообразие д2. (Мы всегда предполагаем, что область 2 лежит по 
одну сторону от границы <?2 .) Для любого s пространство H s (2 ) опре­
делим как пространство обобщенных функций /  на 2 , являющихся 
сужениями на 2  обобщенных функций / х £ Hs, и положим

ll / .2 L =  i nf | | / i L.

Двойственное к Hs (2 ) пространство /ДМ есть подпространство в H~J_, 
состоящее из обобщенных функций, носители которых содержатся в 2 .

Пусть теперь А и Bp j  =  1, 2, . . . ,  /, составляют произвольный 
дифференциальный оператор с бесконечно дифференцируемыми коэффи­
циентами в 2 и на <?2 соответственно. Допустим, что соответствующая 
граничная задача

[Аи =  /  в 2 , £ уй =  £ ; н а с ? 2 , у =  1,2,  . . . , / ,  (26)

эллиптична. Определим / ^ ( 2 ), |||-, 2 ^ ,  K$ s, |||», R" [||_  ̂ подобно тому,
как это сделано в введении (см. (3), (4), (6), (7)), и пусть снова Т 
обозначает отображение

и-+{Аи,В1и , . . . ,В 1и),
а Т — сопряженное к нему

i
(F,Gb . . . ,Ol) ^ A F  + Y i B j G j .

j - 1
Пусть s^> j0 и /" — заданные числа. Мы утверждаем, что _у каждой 
точки д; £ 2  существует такая открытая окрестность £ с  2 , что для 
всех функций 9 £ С°°> носители которых содержатся в £, имеют место 
следующие неравенства:

| f « , 2 L < c ( | | ! 9 7 ’« ,2 |||,  +  S | |£ ) e9 « ,2 L _ 1) , и£Н* (Q) (27)
а

И

. V Z K ? .  (28)
а

Утверждение очевидно, если л; £ 2 . Если лс ^ то мы локально „рас­
прямим" границу <?2 в точке х  с помощью бесконечно дифференцируе­
мого преобразования координат. Тогда неравенства (27) и (28), в силу 
теоремы 3, выполняются в новых координатах. Но все нормы инва­
риантны относительно любого бесконечно дифференцируемого преобра­
зования координат (относительно доказательства см., например, [15], 
предложение 2, стр. 17). Отсюда следует, что неравенства (27) и (28)



60 Ж. Петре

выполняются также в исходной системе координат. Возьмем теперь 
какое-либо конечное покрытие замыкания области 2 окрестностями 2„ 
и пусть <pv — связанное с этим покрытием разбиение единицы: <р„£25(£ч),

1. Тогда имеем
v

и«.%< Si?,»,
V

< S (ill f Ju,Q III, + 2 II £>a<pv«,2|u) <
V  V

< C ( | | |7 X  2Ц1, +  1«, 2 IU ,)
И

2 И ^ ^ ^ | | и <
V

<  2 Cv (|l< p J^  Rn\\-S + ^ \ \ \ D ^ V r ^ U U - i X *
V у

<  С (||ГК , / ? i _ , +  |||V , /?»|||_,_,).
Таким образом, доказана следующая

Т е о р е м а  5. Неравенства (27) и (28) справедливы при любом 
s >  %

Наконец, установим теорему 4 для случая ограниченной области.

Т е о р е м а  6. (I) Если и € 3)' (2 ) и Ти =  0, то и € <?(2).
(II) Предположим, что операторы В} не содержат нормальных 

производных, порядок которых больше, чем т — 1. Если
V =  X  О» ■ ■., Qt) X &  (dQ) X . . .  X ЩдЩ 

и Т V  =  0, mo F имеет вид
F ( f ) = ^ F * { x ) f W d x, f €S(Q) ,

a
причем F* £ ё (2 ), а G]£33(<?2 ).

З а м е ч а н и я .  1. Изменения, которые следует внести в формулиров­
ку утверждения (II) в случае, если операторы Bj содержат нормальные 
производные порядка, большего, чем т — 1, очевидны.

2 . Как заметил 'Шехтер, оказывается верным следующий, более 
общий результат: если F и F(Au) =  0 для всех функций й £ $ ( 2 ), 
удовлетворяющих граничному условию BjU =  0 на dQ, у =  1, 2, . . . , / ,  то

F ( f ) = ^ F * ( x ) f ( ^ ) d x ,  f e S (  2),
__ 2

где F* £ $ (2) (ср. с Введением).

§  8 .  П р и м е н е н и я  к  п р о б л е м е  с у щ е с т в о в а н и я

Для удобства начнем с абстрактного случая. Пусть Н, К, Н0 — 
гильбертовы пространства (более общо, рефлексивные банаховы прост- 

-  ранства); нормы в этих пространствах обозначим соответственно через 
11*|1> 111*111» N o- Предположим, что Н  а  Н0 и что оператор естественного 
вложения и и пространства Н  в Н0 вполне непрерывен. Пусть задано 
некоторое отображение Т пространства Н  в К.
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Л е м м а  3. Следующие условия эквивалентны:
(I) а) Ядро N  оператора Т имеет конечную размерность-,

Ь) область изменения R оператора Т замкнута.
(II) Существует такая постоянная С, что

||й ||< С (|||7 '« ||| +  |И 0), и £ Н .  (29)

Д о к а з а т е л ь с т в о :  (II) =4(1). а) для всех u £ N  имеет место 
неравенство

1|м11 ^  С 1|«]|о- (30)
Отсюда следует, что единичный шар подпространства N  компактен, 
а значит, N  имеет конечную размерность (теорема Колмогорова).

Ь) Разобьем Н  в прямую сумму подпространств М  и N: Н  =  М  +  N . 
Очевидно, что на подпространстве М  отображение Т является взаимно 
однозначным. Поэтому, вновь используя свойство компактности, нера­
венство (29) можно усилить на множестве М,  а именно:

||0 ||< С |||7 ,й|||1), и £ М  ' (31)

Пусть теперь {vk} — сходящаяся последовательность элементов из R; 
обозначим через v  ее предел, \im vk = v. Тогда существуют элементы 
uk£M,  такие, что Tuh = vk. Из неравенства (31) следует, что после­
довательность {uk} фундаментальна. Пусть и £ М а  Н  — предел этой 
последовательности. Ясно, что Tu = v,  откуда и следует v £ R .

(1)=2>(П). Разобьем снова пространство Н  в прямую сумму подпро­
странств: Н  =  М  +  N.  Сужение оператора Г на Ж является взаимно 
однозначным отображением „на“. Поэтому (в силу теоремы о замкнутом 
графике) должно выполняться неравенство (31), а на основании приве­
денных выше рассуждений* 2) и неравенство (30). Пусть теперь и —про­
извольный элемент пространства Н\  пусть и ^ М  и и2 € N  — компонен­
ты и. Тогда имеем

I N K  с  11177*111
и

I N I  ^  с  IN Io  ^  с  (Iloilo +  UNlo) ^  с  (Н«11о 111̂
откуда и следует неравенство (29).

Пусть Н  и К  — пространства, двойственные к Н  и К; обозначим 
через Т оператор, сопряженный к Т.

Л е м м а  4. Следующие условия оказываются эквивалентными:
(I) Область изменения R оператора Т замкнута .
(II) Разобьем пространство Н  в прямую сумму H  = M + N ,  

где N  — ядро оператора Т. Тогда существует постоянная С, 
т акая , что

|Н |< С |||П г |||,  и £ М .  (32)

*) Если неравенство (31) не выполнено, то для некоторой последовательности 
{ип)Т одновременно ||£/я||-= 1  и ||| Тип\\\ ->0. Поскольку операция вложения Я -> Я 0
вполне непрерывна, можно считать, что последовательность фундаментальна в Я0, а 
значит, согласно (29), и в Я. Пусть ип-> и в Я. Поскольку оператор Т, очевидно, замк­
нут, соотношения Тип-> 0, ип->и  означают, что и =  0 (ибо и £ М)  в противоречие 
с тем, что ||и|| =  1. — Прим, перев.

2) В которых используется теорема Колмогорова. — Прим, перев.
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Д о к а з а т е л ь с т в о :  (И)=4>(1). Очевидно, что достаточно доказать 
следующее утаерждение: уравнение T V  = U , U £Н,  имеет какое-либо 
решение V  £ К  тогда и только тогда, когда (U, и) =  0 при всех u £ N -  
Допустим, что (U,u)  = 0, u £ N .  Тогда можно определить линейный 
функционал

v- ^U(u) ,  v = Tu,
который, согласно (32), очевидно, непрерывен в R.  Распространим его 
по теореме Хана — Банаха на все пространство К . Тогда найдется та­
кой элемент V £ К,  что

U (и) = V {Ти), и £ М  
а это и означает, что TV — U.

( ^ ^ ( П ) 1). Пусть область изменения R  оператора У’ замкнута. Тогда, 
разлагая пространство К  в прямую сумму К  =  М  +  N,  где N  — ядро 
оператора Т, мы находим (теорема о замкнутом графике!), что для 
элементов V £ М  выполняется неравенство

i r i | |< C | |7 V | | .
Применяя теперь доказанное только что соотношение (П)=^(1) к опера­
тору Т, мы приходим к тому, что область изменения оператора. Т зам­
кнута и вторичное применение теоремы о замкнутом графике доказы­
вает неравенство (32).

С л е д с т в и е .  Если выполняется неравенство (29), то мно­
жество R замкнуто. У равнение TV  =  U , U £ / / ,  имеет по крайней 
мере одно решение V £ К  тогда и только тогда, когда (U, иг) =  0, 
i =  1, . . . , / ? ,  где элементы их образуют какой-либо базис в под­
пространстве N .

Пусть теперь К 0 обозначает некоторое гильбертово пространство, 
причем АГ с  Ко и оператор естественного вложения V —> V пространства 
К в Ко вполне непрерывен. Тогда мы можем применить следствие лем­
мы 4 к оператору Т. Это приводит к следующему утверждению.

Л е м м а  5-. Д л я  того чтобы ядро оператора Т имело конечную 
размерность, а область значений Т была замкнута и имела 
конечную коразмерность, необходимо и достаточно одновременное 
выполнение неравенств

1Н1<С(НМ1 +  Мо), « € Я ,
1 Г 1 Н < с ( | | г И |  +  1П11о). VZK-

Рассмотрим теперь вновь дифференциальные операторы A h Bj, j  =  
=  1, 2, . . . , / ,  в ограниченной области 2 в рамках схемы, изложенной 
в § 8. Мы предполагаем^ что соответствующая граничная задача явля­
ется эллиптической. Введем обозначения H  = H S(Q), К  =  K s (2), HQ =  
=  7 Д _ 1(2 ), / f 0 == K<zs~l. Необходимые предположения о полной непре­
рывности при этом, очевидно, выполнены на основании обобщенной тео­

ремы Реллиха. Роль оператора Г 2) здесь играет, разумеется, оператор
Т: и-^(Аи,  В хи, . . . ,  Btu).

*) Мы приводим здесь отличное от авторского доказательство соотношения (I) —> 
=> (П), которое представляется нам более убедительным. — Прим, перев.

2) Фигурирующего в абстрактных рассмотрениях § 8. — Прим, перев.
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Имеет место следующая теорема (которую можно рассматривать как 
основной результат работы).

Т е о р е м а  7. Д л я  любого s^> s0 ядро оператора Т имеет 
конечную размерность р, а область изменения оператора Т зам­
кнута и имеет конечную коразмерность q. При этом числа р и q 
не зависят от s .

З а м е ч а н и е .  Обратно, из леммы 3 следует, что если выполняется 
утверждение теоремы 7, то граничная задача необходимо является эл­
липтической.

ПРИМЕЧАНИЯ ПЕРЕВОДЧИКА
I. Последнее утверждение: оператор Er (Dt +  iE)s отображает Hs>„ наR_

H°Dn — играет в дальнейшем весьма существенную роль и, кроме того, представляет R_
самостоятельный интерес, так как устанавливает в известном смысле локальный 
характер оператора Er (Dt +  iE)s при нецелых 5 и г. Поэтому приведем здесь его 
доказательство. Достаточно, очевидно, ограничиться случаем п =  1, Е =  1.

Обозначим через Ф+ пространство интегрируемых с квадратом функций 9 (а) (а  ве­
щественно), продолжаемых аналитически в верхнюю полуплоскость и таких, что функция
| 9 (a -f /т) | квадратично интегрируема по каждой прямой, параллельной веществен-

о°
ной оси, и интегралы J | 9 (а 4- /т) |2 da при всех т ;> 0 ограничены сверху одной

— оо
константой. В теории преобразования Фурье доказывается следующая теорема: 
пространства Hs х и Ф̂+ двойственны относительно преобразования Фурье.

Пусть теперь 9 (t) £  Hsd1 и  9 (а) =  J 9 (t)z~liQ dt — ee преобразование Фурье RL
( с  вещественно). Согласно приведенной теореме, 9 (а )  £  Ф+ и, так как функция (а +  i ) s 
аналитически продолжается в верхнюю полуплоскость, а 9 (0  € 7 / Л ,  функция

ф (а) =  (а +  i ) s 9 ( а )  также принадлежит Ф+ . Но это и означает, в силу той же
теоремы, что обратное преобразование Фурье функции ф (а), а именно ф (t) =
— (D t  +  i ) s9 ( t )  принадлежит пространству н \  .R1

Обратно, пусть ф (̂ ) £  Я® 1# Тогда ф (а) £  Ф+ и, как легко видеть, функция

9 (а )  =  (а  -f i)~s ф (а) принадлежит Ф+ . Переходя к обратному преобразованию 
Фурье, мы находим отсюда, что

Ф ( О- ( Я*+ 0*9 (О.
и если заметить теперь, что, согласно определению, построенная функция 9 (t)
принадлежит пространству Hs х , то требуемое утверждение будет доказано.R1 II.

II. При выводе неравенства (17) автор существенно использует неравенство 
(12). Это место в работе, на наш взгляд, нуждается в разъяснении, поскольку раз­
личные операторы, участвующие в этих неравенствах, автор обозначает одним 
и тем же символом Т.

Обозначим через Т оператор, сопряженный к оператору Т, имеющему после 
преобразования Фурье по „касательным* переменным £' вид
Т : Hs> г (Яп+) Э а (€', t ) ^  (A ( t ' , Dt) и, Я, (5' ,  Dt) и.........Bt ( ; ' , Dt) u)£Ks’ r{Rn+).
(Заметим, что явный вид оператора Т нам не известен.)

При каждом фиксированном £  Rn~l оператор Т есть обыкновенный диффе­
ренциальный оператор с граничными условиями, задаваемыми при t — 0. Обозначим 
его через Т у .

Пусть V (£^  t) =  (F, Gx.......  Gt) — произвольный элемент пространства
~г> и пусть TV (£', t) =  g ( ¥ ,  ~ r. Докажем, что для почти каждого
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фиксированного значения £'0£ R n 1 g ^  ^  Как функция t принадлежит области
значений оператора 7V , сопряженного к оператору 7V . В самом деле, для неко-

0 0̂
торой функции А (£ ',./)  ~г (/?^), зависящей от £7 как от параметра
имеет место соотношение

(Т и (? 9 t),V(V, t),
i

AuFdt +  Yi B)uGi (50 =  j  a (S'. О A (S'. 0 dt;
}=\ t

другими словами, при каждом £7 функция А(£7, t) принадлежит области значений 
оператора Д ,. Стоящая слева, а значит, и стоящая справа функции интегрируемы 
по £7, так что

(Ти, V,
1

AuFdtd? +  $ ]  j BJÛ J ( S ' )  W
j = i  S'

= J j*  « (6 ', О Л (e ', t)db’dt.
Vt J

^Здесь (•, •, Rn) обозначает билинейную форму, относительно которой двойственны 

пространства K.s’ г (#")  и К~% Из определения оператора Т следует, что при

всех и ($', t) £  Я'5’ г (О?")

Я«(£ ', О *  (5'. О dt d t r = A(S0 О
6'/

Следовательно, g-(£7, 0  =  A(g7, /). Тем самым доказано, что функция g-(£7, 0  при­
надлежит области значений оператора Т у и, значит, согласно (12), |||V'(g/, я ч и ,  - г <

< !C (g ,) || TV, _ r , где для всех с | g ^ [ > L  константа С может быть выб­
рана одной и той же. Таким образом, требуемая оценка для функции V (V , t) (при 
больших £7) действительно является следствием „одномерной оценки" (12).

III. Автор использует следующий результат. '
Если f  (х) £  Hs~l (Rn) и величина

\\f(x +  h ) - f { x ) \ \ s_ x
\h\ , h £ R n,

остается ограниченной при А 0, то f ( x ) £ H s.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В условии теоремы положим h =  'kev где ех =  (1,0,..., 0). 

Поскольку единичный шар в гильбертовом пространстве Hs~l слабо компактен, мы
находим, что существует последовательность чисел {АЛ}х° , такая, что ХЛ->0, а функ­
ции <рХ£ (х) =  ( f (x  -f  Х ^ ) — / ( * ) ) / ^  слабо сходятся к некоторому элементу

g  £  Hs~l. С другой стороны, последовательность срх̂  (х) сходится, например, в &6!
к Д / .  Отсюда следует, что g =  Д /  и, зйачит, Д /  £  Я 5-1. Точно так же можно 
показать, что Д /  £ H s~l, v >  1, а это и означает, что / £ # 5.
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