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Ю. Г. Лумисте 

Настоящий обзор посвящается анализу развития инвариант­
ных методов исследования дифференциально-геометрических 
структур в крупнейшей в нашей стране школе дифференциаль­
ной геометрии С. П. Финикова — Г. Ф. Лаптева в том ее на­
правлении, которое связано с именем Анатолия Михайловича 
Васильева, профессора Московского университета, признанно­
го научного руководителя одного из старейших и наиболее 
крупных геометрических центров страны — семинара по клас­
сической дифференциальной геометрии при МГУ. Семинар был 
организован в 1933 году С. П. Финиковым и явился своего 
рода организационно-научным оформлением московской диф­
ференциально-геометрической школы, берущей свое начало от 
геометрических работ основателей современной московской ма­
тематической школы Д. Ф. Егорова и Н. Н. Лузина. Многие го-. 
ды руководителями семинара по классической дифференциаль­
ной геометрии были С. П. Фиников и Г. Ф. Лаптев. С 1974 года 
работу семинара возглавил A. M. Васильев — ученик С. П. Фи­
никова и последователь новых геометрических идей и методов 
Г. Ф. Лаптева. 

Научное содержание деятельности семинара с начала пяти­
десятых годов далеко уходит от первоначальных границ клас­
сической тематики теории поверхностей, конгруэнции и проб­
лем изгибания. Отправляясь от этой тематики и первыми в. 
мировой геометрической практике взяв на вооружение метод 
внешних дифференциальных форм и подвижного репера 
Э. Картана, С. П. Фиников и затем Г. Ф. Лаптев прозорливо-
увидели возможности дальнейшего развития этих методов на 
основе идей современной теории групп преобразований и тео­
рии расслоенных пространств. Г. Ф. Лаптев в пятидесятые годы 
создает свой универсальный инвариантный метод продолжений 
и охватов и дает вместе со своими учениками яркие образцы 
применения метода в решении трудных проблем построения 
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инвариантных оснащений подмногообразий в классических од­
нородных пространствах, в исследованиях разнообразных новых 
структур на гладких многообразиях. Становится сразу ясным 
соответствие метода широте категории дифференциально-гео­
метрических структур в современном понимании. 

В последние годы жизни Г. Ф. Лаптева, в конце шестидеся­
тых годов А. М. Васильев начинает свою плодотворную дея­
тельность по дальнейшему развитию методов геометрических 
исследований с привлечением арсенала современной алгебры и 
это направление становится главной линией творчества 
A. M. Васильева. Другой чертой его творчества является ши­
рота научных интересов, стремление вовлечь в орбиту исследо­
ваний самые разнообразные структуры геометрии, а также 
структуры математики и физики, имеющие геометрическую 
сущность. Вокруг разнообразных геометрических проблем, 
поставленных А. М. Васильевым, создается и его собственная 
большая научная шкода. Следует отметить, что на всех эта­
пах своей деятельности семинар по классической дифферен­
циальной геометрии играл роль ведущей школы по подготовке 
специалистов-геометров высшей квалификации для самых раз­
личных регионов страны и свою большую лепту в эту благо­
родную деятельность внес A. M. Васильев, воспитавший через 
-аопирантуру около сорока высококвалифицированных специа­
листов по дифференциальной геометрии, из числа которых вы­
рос ряд известных, имеющих немало своих учеников профессо­
ров — Ю. Г. Лумисте, A. С. Феденко, Н. В. Степанов, докторов 
•наук —П. Я. Грушко, В. Ф. Кириченко, Р. В. Восилюс. Первым 
из фактических учеников А. М. Васильева был ныне один из 
•крупнейших китайских математиков Гу Чао-хао, защитивший 
20 лет назад в МГУ докторскую диссертацию ио теории 
псевдогрупп преобразований. В последние годы научная и пе­
дагогическая деятельность А. М. Васильева не только не ос­
лабевала, но по всем ее направлениям приобретала новый раз­
мах. Тем более горько сознавать, что эта деятельность так 
внезапно оборвалась и нам, последователям и ученикам Ана­
толия Михайловича Васильева приходится подводить некото­
рые предварительные итоги его научных трудов с тем, чтобы 
•попытаться в дальнейшем обозначить какие-то из направлений 
••развития исследований, группирующихся вокруг семинара по 
классической дифференциальной геометрии при Московском 
.университете. 

Анатолий Михайлович Васильев '(1923—1987) начал учебу 
на механико-математическом факультете МГУ в 1940 году. 
Учеба была прервана участием в боях Великой Отечественной 
войны. После завершения учебы на механико-математическом 

:факультете и в аспирантуре А. М. Васильев был оставлен в 
Московском университете и работал в нем до последних дней 
своей жизни. Уже в студенческие годы он глубоко воспринял 
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геометрические идеи своего учителя Сергея Павловича Финико-
ва и ВЫПОЛНИЛ ряд серьезных работ по классической теории 
конгруэнции. Работая над своей кандидатской диссертацией, 
A. М. Васильев вслед за Г. Ф. Лаптевым включается в разра­
ботку новых мощных и универсальных методов геометрических 
.исследований. 

Идеи метода подвижного репера, основанного на исчисле-
.нии внешних дифференциальных форм Э. Картана, первым и 
лучшим пропагандистом и последователем которых был 
С. П. Фиников, были органически ; соединены в методе 
Г. Ф- Лаптева с теорией геометрических объектов, групп Ли и 
расслоенных пространств. Метод был рассчитан на исследова­
ние подмногообразий любого однородного или неоднородного 
пространства с любой группой Ли преобразований, а также 
расслоенного пространства с соответствующей групповой связ--
иостыо и сразу же нашел блестящие применения в геометрии 
подмногообразий 'классических однородных пространств. 
A. M. Васильев в своей кандидатской диссертации (1952 г.): 
без какой-либо основательной модификации приложил новый 
метод и к самой общей ситуации, когда подмногообразие лежит 
в пространстве представления бесконечной псевдогруппы Ли, 
которое порождает бесконечную последовательность расслоен­
ных над исходным пространством пространств с расширяю­
щейся структурной группой. Таким образом, в орбиту метода 
продолжений и охватов были включены любые дифференциаль­
но-геометрические структуры как конечного, так и бесконечного 
типа, в частности любые поля геометрических объектов, самые 
общие системы дифференциальных уравнений, структуры, свя­
занные с геометрическими аспектами вариационного исчисле­
ния и других разделов математики и физики, имеющих коорди­
натный аналитический аппарат. После периода работы над. 
докторской диссертацией (до 1968 года), посвященной изуче­
нию инвариантных связностей в некоторых важных классах 
однородных пространств, А. М. Васильев возвращается ж раз­
работке на более высоком алгебраическом уровне дифферен­
циально-алгебраического аппарата построения и изучения са­
мых общих дифференциально-геометрических структур и их 
отображений. С этого времени разработка оригинальной тео­
рии внешних дефференциальных алгебр, их геометрических реа-, 
лизаций и конкретных приложений в самых современных гео­
метрических теориях становится магистральным направлением 
исследований \A. М. Васильева, синтезирующим картановскую 
методику канонизации подвижного репера (редуцирование 
главных расслоений реперов различных порядков) с методом 
продолжений и охватов. Это направление в семинаре класси­
ческой дифференциальной геометрии привлекло многих учени­
ков и последователей A. М. Васильева. Геометрия однородных 
пространств, римановы, обобщенные эрмитовы многообразия и. 
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их отображения, теория тканей, теория связностей, общая тео­
рия дифференциально-геометрических структур различных по­
рядков, ее приложения к геометрии систем дифференциальных 
уравнений, теории солитонов, преобразований Ли — Бэклунда, 
построению законов сохранения, геометрии лагранжианов и ин­
тегралов с параметрами — таков беглый перечень проблем, ис­
следуемых в работах A. M. Васильва и его школы, отражаю­
щих современное направление семинара по классической диф­
ференциальной геометрии, связанное с именем A. M. Василье­
ва. 

В научной деятельности A. M. Васильева четко выделяются 
четыре неравнозначных по времени и объему работы периода. 

Начальный период — период классической тематики теории 
конгруэнции и комплексов прямых, освоения на конкретной 
геометрической практике исчисления внешних дифференциаль­
ных форм и метода подвижного репера Э. Картана. Следующий 
период, связанный с разработкой темы кандидатской диссерта­
ции, отражает ПОЯВИВШИЙСЯ активный интерес к развитию но­
вых инвариантных методов в геометрии самых различных 
•структур на основе теоретико-группового метода продолжений 
и охватов Г. Ф. Лаптева. Третий период прерывает на несколь­
ко лет эту основную линию творчества A. М. Васильева и воз­
вращает его. к конкретным исследованиям в области геометрии 
однородных пространств и аффинных связностей в них. Эти 
исследования составили докторскую диссертацию A. M. Ва­
сильева. В дальнейшем A. М. Васильев окончательно возвра­
щается к разработке общих методов в геометрии на основе 
своих широких исследований дифференциально-алгебраических 
моделей структур геометрии. Объектом конкретных геометри­
ческих работ самого A. М. Васильева становится теперь гео­
метрия систем дифференциальных уравнений с постановкой 
самых актуальных в настоящем времени вопросов. Первый раз­
дел нашего обзора будет касаться конкретных геометрических 
исследований первого и третьего циклов. 

1. Первые научные результаты А. М. Васильева были опуб­
ликованы еще в его студенческие годы. В '[|1*]*' он рассматри­
вает такую четверку комплексов прямых в трехмерном проек­
тивном пространстве, которая при перенесении Плюккера дает 
4-ортогональную систему гиперповерхностей гиперквадрики Qi 
в P6, рассматриваемой с ее естественной конформной метрикой. 
Доказывается существование такой четверки и свойство 
6 конгруэнции, получаемых при попарном пересечении ее комп­
лексов, быть конгруэнциями W, при этом две из них эллипти­
ческие, остальные четыре— гиперболические. Характеризуется 
взаимное расположение фокусов этих конгруэнции и инфлек-
ционных центров комплексов на произвольно фиксированном 

*) «Звездочка» отсылает к литературе из списка трудов А. М. Васильева. 
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луче. Эти результаты A. М. Васильева были затем изложены и 
развиты в монографиях других авторов (см. [14], гл. XVIII; 
([6], часть 11, ГЛ. IV, §5) . 

Исследования, составляющие предмет дипломной работы 
A. M. Васильева при окончании МГУ, были впервые опубли­
кованы в монографии [13], в ее главе XII, озаглавленной 
«Конгруэнции A. M. Васильева». Так С. П. Фиников называет 
конгруэнции в Рз, у которых поверхности Ли, присоединенные к 
фокальным поверхностям в фокусах одного луча, касаются 
друг друга вдоль общей прямолинейной образующей. Она яв­
ляется конгруэнцией W, так же как и конгруэнция этих прямых 
касания. При перенесении Плюккера эти две конгруэнции изо­
бражаются поверхностями на Qt, каждая из которых получает­
ся двухкратным преобразованием Лапласа другой, причем это 
последнее свойство является характерным для них. Затем в 
[14*] это свойство было принято за основу, причем сообщались 
новые подробности о строении такой пары конгруэнции W. 

Начиная с 1958 г. стали появляться публикации A. M. Ва­
сильева, результаты которых составили предмет его доктор­
ской диссертации, 

В [8*] он рассматривал однородное пространство G/H с 
компактной О, которое по П. К. Рашевскому и К. Номидзу 
обладает редуктивной структурой, и установил, что подмного­
образие в G/H вполне геодезическое относительно инвариант­
ной связности П. К. Рашевского (канонической связности 2-го 
рода) тогда и только тогда, когда оно является орбитой такой 
подгруппы F, которая ортогональна в метрике Картана к ста­
ционарной подгруппе Н точки в G/H. В связи с этим результа­
том в [7*] перечислен ряд классов ортогональных пар подгрупп 
группы 0(N), изоморфных прямым произведениям групп 0(1а), 
C/(mb), Sp(2nr), действующих. независимо в попарно вполне 
ортогональных E (/<-), Б(2тк), Ё(4пг) в E(N) и тождественно в 
их ортогональном дополнении. В частном случае, когда участ­
вуют лишь О (/-.), эти классы были выведены в [8*]. Подроб­
ное расширенное изложение общего случая дано в [13*]. 

Далее вышеуказанный результат был перенесен на общий 
случай редуктивного однородного пространства 0/Н с осна­
щающим т (т. е. g=h@m, [h, m]{subset}.m). Условие ортогонально­
сти подгруппы F к Я (в случае компактного G) обобщается в 
[10*] в виде условия нормальности F, требующего, чтобы име­
ло место /=(/Flh)©(ffl<*n). Э т о условие равносильно вполне гео-
дезичности орбиты подгруппы F относительно связности Ра­
шевского. 

В последующих своих работах A. M. Васильев видел возмож­
ность ввести целые семейства инвариантных аффинных связностей 
без кручения в такой ситуации, когда Н не является макси­
мальной редуктивно оснащенной подгруппой группы Q. Постепен­
но углубляясь в предмет, начиная с [11*], он дошел в [12*] 
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и [14*] до такой постановки, когда & случае С?/Я-с редуктивным 
оснащением.то имеются последовательности GZDHXZD.. . Э Я Р ~ Э Н 
и J*njс . . . ст р с:т подгрупп и подпространств, такие что любая 
пара (#я, т>\) редуктивна при 1<?i,<p , т. e. g = h®m^ 
\hx, тх]ат),. В ЭТОМ случае можно базисные левоинвариантные 
1-формы на G выбрать и группировать в виде соЧ со'1, . . . , ©Л ai 

так, чтобы уравнения со*- = . . . — coij--- == 0 определяли подгруп­
пу Hi, уравнения и'« •=.. .== со •'=--• О—подгруппу Н, а уравне­
ния ш ^ = ...==© .Р----Ш-----0 определяли оснащение т%, уравнения 
со-0-оснащение т. Установлено, что тогда при любом выборе 
постоянных £vx (Х=0, ..., р\ v== % + 1 , . . . , p) уравнения 

dy*= C* /W + UC£,yWv 
определяют в Q/H геодезические линии вполне определенной 
инвариантной связности без кручения. Полученное семейство 
связностей названо семейством С-связностей, соответствующих 
заданным последовательностям. Частный случай так называемых 
С-связностей, когда £,* = 1—1м-гЫ-2.... .lv, был рассмотрен в 
'[|11*]. Исследован также и вопрос о вполне геодезических под­
многообразиях С-связностей [14*]. Сводное изложение этого 
цикла работ дано в /[|16*]. 

В качестве примера применения развитой общей теории в 
'[15*] определены геодезические и вполне геодезические под­
многообразия в пространстве линейных элементов (точка, еди­
ничный вектор) евклидова пространства E3 при различных ре-
дуктивных оснащениях и связностях. Получились наглядные 
иллюстрации почти всех основных положений общей теории. 
В {[17*] затем перечисляются все семейства линейных элемен­
тов, огибаемые вполне геодезическими подмногообразиями, най­
денными в [15*]. В вводной части дается общий подход к за­
даче нахождения подмногообразий однородного пространства, 
огибаемых максимальными интегральными многообразиями не­
которой вполне интегрируемой системы, зависящей от парамет­
ров и заданной на этом пространстве. 

2. Описанные в первом пункте две группы работ A. M. Ва­
сильева: по классической линейчатой геометрии и по геометрии 
однородных пространств редуктивного типа — базируются на 
картановском методе подвижного репера и внешнем дифферен­
циальном исчислении, дающем алгебраический аппарат струк­
турных форм и уравнений однородного пространства и дейст­
вующей в нем группы Ли. Эти две группы работ разделяют во 
времени работы, составляющие содержание кандидатской ра­
боты А. M. Васильева, в которых в связи с созданием метода 
продолжений и охватов начинает проявляться его глубокий 
интерес к развитию инвариантных теоретико-групповых и ал­
гебраических методов исследования самых различных диффе-
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. ренциально-геомет.рических структур. Итоги этого этапа ста­
новления, развития и приложений НОВОГО инвариантного мето­
да были подведены в обзорном докладе Г. Ф. Лаптева [7] на 
111 Всесоюзном математическом съезде в 1956 году, а" также в 
докладе A. М. Васильева [6*]. Как отмечалось в докладе 
Г. Ф. Лаптева, целью дифференциальной геометрии является 
изучение СВОЙСТВ многообразий, вложенных в пространства, 
преобразуемые либо конечномерной группой Ли, либо псевдо­
группой Ли, как правило, бесконечного типа. Первоначальный 
вариант метода продолжений и охватов был сформулирован 
Г. Ф. Лаптевым для пространств с соответствующей групповой 
связностью. Картановская теория структурных уравнений ин­
вариантных форм псевдогрупп Ли позволила A. M. Васильеву 
без каких-либо широких обобщений приложить метод продол­
жений и охватов к случаю псевдогрупп Ли, среди которых 
прежде всего выделяется псевдогруппа всех локальных диффео­
морфизмов многообразия. Как заметил Г. Ф. Лаптев, этот вклад 
А. М. Васильева в новый метод придал ему завершенность и 
универсальность. 

Пусть Мп — гладкое n-мерное многообразие, на котором 
действует псевдогруппа (группа) Ли G. Над Мп выстраивается 
бесконечная последовательность (для группы'конечная) глав­
ных расслоенных пространств реперов различных порядков с 
транзитивным послойным действием G 

Мп*-Н (ЖЛН Я 2 (Жл)ч- . . . , 
юао (оао,й)а1 щЯо,юа-..а>а-

где дифференциальные формы ©-», сйа-,...,й> р для каждого 
р = 0, 1, 2 , . . . определяют соответствующие инвариантные се­
мейства кореперов на Мп, # ( M n ) , . . ., Нр+1[Мп). Дифферен­
циально-геометрические свойства подмногообразия SaMn ха­
рактеризуются уравнениями 
(ол = Х%а>а, (соа, соа) = соа«, a==l, 2 , . . . , dimS, сс.-=1, 2 , . . . , п, 

и их дифференциальными продолжениями 

получаемыми на каждом шаге внешним дифференцированием 
предыдущей системы с последующим применением леммы Кар-
тана. При этом используются структурные уравнения для внеш­
них дифференциалов форм а - , , , » ^ , . . . 

с постоянными структурными коэффициентами Ср0*?в̂ р,а.> 
Дифференциальные формы 02, 0**, . . . линейно выражаются через 
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линейные дифференциальные формы <ва., со-., . . . с коэффициен­
тами—многочленами возрастающей степени относительно 
Д.™, Я2», >.. В каждой точке подмногообразия 5 %% .-vS».... 
образуют координаты касательного элемента порядка 
1, 2,. -., р (относительно свободного репера соответствующего 
порядка), который сам является элементом некоторого рас­
слоенного над Мп пространства A->(Mn), ассоциированного с 
соответствующим главным расслоением Н?{Мп), с послойным 
и, вообще говоря, нетранзитивным действием G. 

Пусть F{Mn)—произвольное расслоенное над Мп простран­
ство, ассоциированное с каким-то Нр(Мп). Его элементами яв­
ляются геометрические объекты определенного типа порядка р 
относительно G. Если У4 — координаты элемента y£F(Mn) от­
носительно произвольного репера из НР(МП), ТО структура 
F(Mn) характеризуется вполне интегрируемой системой струк­
турных дифференциальных форм вида 

VY — dr i + Ea(Y)u>a, coa-(m~ —co«s coa., . . . , со*р). 
На F (Mn) также определено послойное действие G, сохраняю­
щее относительные координаты У- преобразуемых элементов 
F(Mn). Если Ф(-Ми)—другое, ассоциированное с" Я-°(Д„) 
расслоение меньшей, чем F(Mn), размерности со структурными 
формами VZ- = dZs-T-Oa

s(Z).Ba, ша-,то послойное, тождествен­
ное по Мп отображение 

q>:F(Mn)-*0(Mn), 
инвариантное относительно действия G, определяется отобра­
жением типовых слоев 

Z----Qs(y-) 
и называется отображением охвата. Г. Ф. Лаптев сформулиро­
вал критерий охвата, который выражается в терминах струк­
турных форм VT, VZ условием 

Искусство отыскания отображений Q, подчиняющихся приве­
денному условию, составляют основу практического владения 
методом продолжений и охватов. Изучение дифференциально-
геометрических свойств подмногообразия SczMn состоит преж­
де всего в отыскании всевозможных охватов 

у:А*(Мп)-+Ф(Мп), р=1. 2 , . . . , 
то есть в построении в инвариантной форме всех геометричес­
ких объектов, определяемых касательными элементами различ­
ных порядков на основе критерия охвата и структурных форм 
VXa

a, Vkab
a, . . . . 

Используя алгебраическую теорию инвариантов, A. M. Ва-
Ю 



сильев обосновывал применение лишь рациональных алгебраи­
ческих операций при построении формул охвата Qs. Если систе­
ма уравнений 

сг-чсяь, . . .)=о 
имеет инвариантный относительно действия G смысл, то под­
многообразия S, для которых в каждой точке Qs(.\)s=0, обра­
зуют специальный класс, характеризуемый некоторым общим 
для этого класса геометрическим свойством. 

Аналогичной схеме поддается изучение подмногообразий, 
вложенных в Н(Мп), Н2(Мп),... и любое ассоциированное 
расслоение F(Mn), в частности, подрасслоения этих расслоений 
и их сечения — поля геометрических объектов. Например, под­
многообразия в расслоениях Av(Mn\ различных порядков, или 
в расслоениях р-струй ТР{МП, F(Mn)) сечений Mn-*F(Mn), 
являясь системами дифференциальных уравнений, могут изу­
чаться геометрическими методами, как и любая другая гео­
метрическая структура, подвергаясь в частности инвариантной 
классификации, с построением присоединенных объектов, групп 
инвариантности, преобразований Ли—Бэклунда, законов со­
хранения и других свойств. ЭТИМИ же методами могут иссле­
доваться лагранжианы, различных порядков, соответствующие 
различным вариационным задачам (геометрия Финслера, Ка-
вагучи, метрических пространств Картана). Связности в рас­
слоенных пространствах также представляют собой сечения не­
которых надстроек над исходным расслоением. 

В упомянутом докладе Г. Ф. Лаптева приведены имевшиеся 
к тому времени весьма успешные реализации нового метода в 
широком спектре дифференциально-геометрических структур. 
С тех пор каждый год приносил новые достижения на этом пу­
ти. Однако, и картановский метод канонизации подвижного ре­
пера с целью получения дифференциальных инвариантов, осо­
бенно в сочетании с методом продолжений и охватов, не исчер­
пал всех своих возможностей и как вспомогательный прием 
временного характера, и как метод, неизбежный в особо слож­
ных ситуациях. Поскольку процесс канонизации, означающий 
сужение расслоений реперов, протекает не однозначно, а для 
различных классов подмногообразий данного типа имеет су­
щественно различный характер, включающий в себя вопросы 
существования тех или иных классов, возникает задача изуче­
ния и реализации всех внешних дифференциальных алгебр, 
подобных алгебрам, образованным структурными формами 
тех или иных дифференциально-геометрических структур. 
A. М. Васильев приступил к разработке указанных выше диф­
ференциально-алгебраических вопросов теории дифференци­
ально-геометрических структур лишь после завершения цикла 
работ по теории инвариантных аффинных связностей в редук-
тивных однородных пространствах, не требовавших большого 
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разнообразия инвариантных алгебраических методов, ограни­
чивавшихся аппаратом структурных уравнений инвариантных 
форм группы Ли однородного пространства, а. также аппарата 
вполне приводимых матричных ассоциативных алгебр. 

Первая работа А. М. Васильева по разработке своей теории 
внешних дифференциальных алгебр и их геометрических реа­
лизаций появляется в 1966 году ['21*], затем следует большой 
цикл работ в этом направлении [24*], {125*], [26*], [27*], [28*], 
[31*], [32*], [33*], [64*], [35*], [38*], 'завершаемый книгой 
[48*], Среди этого цикла работ мы видим работы [36*], [87*], 
[39*-], в которых начата разработка двойственного контравари-
антного алгебраического аппарата, В следующем пункте наше­
го обзора дано более детальное обозрение цикла дифференци­
ально-алгебраических исследований A.' M. Васильева. 

3. Всякий геометр, выполняющий работу, основанную на 
методе внешних форм Картана, видит преимущественно алгеб­
раический характер используемых средств, и необходимость 
постоянно прибегать к дифференцированию не говорит о сколь­
ко-нибудь значительной роли аналитического аппарата. Многие 
исследования посвящены выявлению в достаточно полном объе­
ме границ алгебраической части в изучении дифференциально-
геометрических образов достаточно широкого класса. Наи­
большая преемственность обеспечивается при исследованиях в 
рамках дифференциальной алгебры. 

В 1964—1965 гг. была опубликована работа Зингера и Стерн-
берга о бесконечных группах Ли—Картана >[|16] и примыкаю­
щая к ней работа Гие'мина и Стернберга [15]. 

В этих работах локально транзитивным (однородным) гео­
метрическим объектам сопоставлены алгебраические объекты — 
бесконечномерные фильтрованные алгебры Ли, содержащие в 
себе всю информацию о локальных свойствах исходных гео­
метрических объектов. Однако роль ассоциативных (внешних) 
алгебр здесь невелика. Кроме того, этот аппарат фактически 
бесполезен при изучении интранзитивных геометрий общего ви­
да. 

В период 1965—1975 гг. в указанной серии работ А. М|. Ва­
сильева была существенно развита теория бесконечномерных 
внешних дифференциальных градуированных алгебр (внешнее 
дифференциальное исчисление), моделирующих чрезвычайно 
широкий класс объектов локальной дифференциальной гео­
метрии, содержащий все ранее рассмотренные обобщенные 
пространства. Тем самым был создан универсальный метод изу­
чения дифференциально-геометрических структур. 

Была выдвинута программа исследования геометрических 
образов, содержащая следующие этапы: 
1) точное описание категории Ш1 изучаемых структур; 
2) определение категории U алгебраических систем, служащих 
для их изучения; 
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3) задание обладающего функториальиыми свойствами отобра­
жения, реализующего алгебраические системы из U в множестве 
аналитических объектов (дифференциальных форм, векторных 
йолей и т. д.) на многообразиях, составляющих категорию ЗЛ. 

3.1. Илволютивность. Понятие инволютивности в смысле 
Картана и Спенсера получило широкое обобщение в [|25*j, 
[31*]. Представляя и самостоятельный интерес, ОНО ПОЗВОЛИЛО 
найтн условия построения бесконечной последовательности 
продолжений заданной внешней дифференциальной алгебры. 

Рассматриваются градуированные модули над внешними 
алгебрами. Под внешней алгеброй понимается градуированное 
векторное пространство F= S Р^ с ассоциативным умножени-

->о 
ем, причем, если &BFW, 6C{cdot}F<9>, то aA^F{p+q) и " соЛб=-
=:(—1)рчбДш. Простейшим примером является свободная 
внешняя алгебра F„ c n образующими ®\...,ап первой степе­
ни и единицей. Естественным образом определяются гомомор­
физм, подалгебра, идеалы. Внешним левым ^-модулем М на­
зывается градуированное векторное пространство с билинейным 
отображением FXM-+-M, такое что ^?<p•Ml9•{subset}Лf(-5'ь<•', и a(px) = 
=• {а/\$)х при a, pGF, хШ. 

Гомоморфизмы и подмодули рассматриваются обычно гра­
дуированные. Свободный внешний F-модуль представляет тен­
зорное произведение f®Z, где Z—градуированное векторное 
пространство. Заметим, что Af* = Mom(AJ,F) будет правым 

р 
/•-модулем. Кроме того, (F®Z)*=-F®Z*, так что сопряженный 
к свободному модулю также будет свободным. Определено ес­
тественное билинейное отображение MXM*{to}F, называемое 
скалярным произведением и обозначаемое через <х, а)р, хШ, 
аШ*. 

Если McF®Z — подмодуль, то ортогональный подмодуль 
MxczFxZ* no определению равен 

Ml^{xeF®Z*l (х, М)Р^0}. (l) 
Имеется естественный изоморфизм (F®Z*)/MX = M*. Кроме 
того, (М1) *L -- M, так что (M*)* — М-

Рассмотрим модули над свободной внешней алгеброй F=F n 
с выделенной системой образующих со1,...,©" первой степени 
и пусть фр — идеал в Fn, порожденный элементами со",..., юп 

(р~1,...,п), так что Р=ф1=|ф2=- ...-39n=--(i)nAF-
Пусть М — подмодуль свободного модуля F<S>Lo, а Мх — ор­

тогональное дополнение в F®Lo*. Вводится обозначение 
Ср-= {a{in}E9Lo/ < a, M 1 > РСФр}- (2) 

Очевидно, МсСр1 Фр®10сСр. 
О п р е д е л е н и е 1. Подмодуль McE®L0 называется 

ииволютивиым в степени h в проективном смысле, если 
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1) LD не имеет ненулевых элементов степени выше h—1; 
2) C^--=(M+(pp®L-)(A) при всех p = l , 2, . . . , n . 
Пример 1. Пусть Ж—О, L 0 = 2 Ь°П- Тогд-а -W—LS®E, 

}<т 
Cp=L0®fp и модуль ииволютивен в любой степени п>т. 

Пример 2. Пусть M=L-®E. Тогда M-—-0, CP=L0®F 
и модуль инволютивен в любой степени h>m. 

Пример 3. Пусть Lo=--Lo_I) c базисом еъ ,..,еп, а модуль 
М порожден образующими т1еъ...,«%. Если y6Mx, yet = 
= QfiF, то со'ЛЙ*-0> то есть й- = со'йг, где Q^eE. Из этого 
следует, что Cp/(M + <pp®L0) изоморфно пространству 
д{ю1, . ..jco."-1}®^, , . . ,е л }. Значит М будет инволютивен 
в степени h, если куп—2. 

О п р е д е л е н и е 2. Фактормодуль M = (L0®E)]/ называется 
инволютивным в <-тепени / в инъективном смысле, если сопряжен­
ный модуль M*xzL*Q®F инволютивен в степени h= —l в про­
ективном смысле. 

Пример 1. Если L0=^LiJ\ 1 = 0, то фактормодуль 
L0®E----(L0®E)|0 инволютивен в степени 1<Ст в инъективном 
смысле. 

Пример 2. Нулевой фактормодуль 0 = (L0®F)l(L0®F) 
инволютивен в степени 1<.т в инъективном смысле. 

Пример 3. Пусть К=К(1) с базисом е-,...,е„, а 
M=(K®F) \i является фактормодулем по подмодулю __E<B'<3( 

i 
с образующими второй степени. Тогда сопряженный модуль 
M*CLK*®F изоморфен ортогональному подмодулю ILc.K*®F, 
Его образующими являются 01%*, ...,со"е*, где {е*}-базис, 
дуальный к {ei}. Так как такой модуль инволютивен в степени 
h>n—2 в проективном смысле, то исходный фактормодуль ин­
волютивен в степени />2—п в инъективном смысле. 

При построении реализаций внешних алгебр используются 
следующие результаты об инволютивных модулях, [35*]. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть /^-модуль McK®Fn инволю­
тивен в степени h в проективном смысле, причем К= ® К{а\ 
К <М К и з а д а н л и н е й н ы й изоморфизм z:K^K{q)®F{n\ 
Пусть К=К®К{+\ a /=/?®En{to} .̂ «/^„—гомоморфизм, такой 
ЧТ0 Я - ^ г а — е®~, /|*<+>в/>я-=--*• Тогда модуль M = f-\M)c 
cK®Fn инволютивен в степени h. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть модуль McK®Fn инволютивен 
в степени h в проективном смысле относительно базиса 
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o)I,...,£u"eEn). Тогда подмодуль McK®Fm+n=K ® (EmAFn). 
порожденный MdK®FnciK®\Fn/\Fm)=K®Fn+nn ииволютивен 
в степени h относительно любого базиса в F%lm, соде-щащего 

3.2. Продолжения внешних модулей. В трудах A. M. Ва­
сильева для целей локальной дифференциальной геометрии 
впервые стали использоваться такие понятия гомологической 
алгебры, как инъективные, проективные модули и резольвенты. 

О п р е д е л е н и е 1. Проективным продолжением модуля М 
называется эпиморфизм 8:K®F-*-M. Ядро M-=Ker б этого 
эпиморфизма также называется проективным продолжением 
модуля М, 

Таким образом, имеется точная последовательность 

o{to}.M1{to}/r®E{to}M{to}o (з) 
гомоморфизмов модулей, причем K.®F — свободный модуль. 
Проективное продолжение обладает свойством универсально­
сти: для любого гомоморфизма бо: L®F-*-M существует гомо­
морфизм бо°: L®F-+K®F, такой что бо = 6-бо°. Построив се­
мейство проективных продолжений вида 

- I 
0{to}M,+1{to}./C,+1®E,{to}./Wi{to}0 (4) 

и применив операцию умножения точных последовательностей, 
получим длинную точную последовательность 

...{to}/f2®E{to}A"i®F{to}M{to}0, (5) 
называемую резольвентой модуля Ж. 

О п р е д е л е н и е 2. Сокращением проективного продолже­
ния (3) называется эндоморфизм e,:K®F{to}K®FczK®F, такой 
что бе=6 . 

в 
Тогда имеем проективное продолжение /<r®F{to}M{to}0. При 

сокращении продолжений бг в K&F получаем сокращение pe-
Й ~ 51 _ 

зольвенты . . . {to}Kz®F {to} K\®F {to}0. Роль сокращений заключает­
ся в том, что резольвента, полученная каким-либо грубым 
стандартным приемом, заменяется резольвентой с меньшим 
числом образующих. 

О п р е д е л е н и е 3. Инъективным продолжением модуля М 
называется точная последовательность модулей вида 

0{to}M{to}i<'®E,{to}M1{to}0. (6) 
Очевидным образом конструируется инъективная резольвента 

0{ to}M{to} /C1<2E{to}A-2®E-->- . . . ( 7 ) 
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из последовательности инъективных продолжений , 

.0{to}Mi{to}^+i®F->Mw->0. (8) 

О п р е д е л е н и е 4. Сокращение инъективного продолжения 
(6) это эндоморфизм е модуля K&F, для которого A(/0-S>F) =-• 
---•A.®F, eA==A. При сокращении инъективных продолжений 
(8) получается сокращение инъективной резольвенты, 

При переходе к сопряженным модулям инъектавные продол­
жения и резольвенты переходят в проективные и наоборот. 

Т е о р е м а 1. Всякая проективная резольвента модуля, ин-
волютивного в степени h в проективном смысле, сократима до 
резольвенты, в которой степени элементов из /Ci не превосходят 
h + j — 1. 

Т е о р е м а 2. Всякая инъективная резольвента модуля, ин-
волютивного в степени / в инъективном смысле, сократима до 
резольвенты, в которой степени элементов из Ki не ниже / + 

Эти теоремы играют ключевую роль в теории продолжений 
внешних дифференциальных алгебр. 

Важным примером проективного продолжения является на­
туральное, получаемое сокращением продолжения А0: M®F-+ 
—УМ-+0. Таким образом, здесь Ко=М рассматривается как 
свободный модуль над ОСНОВНЫМ полем скаляров f, a 
Ао(х®(й)—в>-х при х£М, ©6F. 

Применяя функтор Нот, получаем точную последователь 
ность 0-+ М* = Нот Ш, F)-+ Hotn.(M®F, F)^Hom(M,F)®F 

F F f 
Таким образом, получаем для E-модуля М* инъективное про­
должение. Заменяя М на М*, получаем инъективное продолже­
ние 

0{to}M{to}tfo/re(M*, F)®F (9) 
f 

F-модуля М, то есть K=Hotn(Mf, F). 
f 

Натуральное инъективное продолжение определяется как 
двойственное к натуральному проективному продолжению, то 
есть получается сокращением (9). 

3.3. Реализации внешних алгебр. Примером внешней алгеб­
ры является алгебра A(M) внешних дифференциальных форм 
на многообразии М. Отметим, что A(MXN) = Л(М)ЛЛ(А0. 

О п р е д е л е н и е 1. Гладкой реализацией внешней алгебры 
Л = ФЛ№ называется мономорфизм Ф : Л->-Л(.М), сохраняющий 

i 
градуировку, 

П р и м е р 1. Если G — группа Ли, G — ее алгебра Ли, 
{ej — базис (г, {8*} — дуальный базис из левоинвариантных 
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дифференциальных форм на G, то соответствие co-{to}8* опреде­
ляет реализацию алгебры Fn на многообразии G. 

П р и м е р 2. Если M=F(M0)—расслоение реперов n-мер­
ного многообразия Mo, то формы смещения со1 , . . . , со™ задают 
реализацию алгебры Fn на M. 

П р и м е р 3. Если Л : X{to}M-=^~"(M0) — субмерсии, то фор­
мы со — ю-я* задают реализацию En на многообразии X. 

Реализация называется дифференциальной, если <DdA = 
= dM<&, где dA — дифференциал в алгебре A, dM—внешний 
дифференциал формы в А{М). 

Реализация в примере 1 будет дифференциальной, если опре­
делить оператор dA в алгебре Fn c помощью уравнений Мау-
рера — Картана. Алгебра левоинвариантных дифференциальных 
форм на группе О обозначается через Л&. Отметим, что 

Реализация из примера 2 не является дифференциальной ни 
при каком выборе dA, так как подалгебра в A(F(M.)), по­
рожденная формами смещения, не является дифференциальной. 

Естественно поставить вопрос о наличии реализации данной 
внешней (дифференциальной) алгебры и о классификации та­
ких реализаций. Для успешного решения такой задачи необхо­
димо наложить некоторые ограничения на строение алгебры А. 

О п р е д е л е н и е 2. Геометрической тройкой называется 
расслоение T:GXV—>-F, инвариантное относительно действия 
группы G на QXV и на F, [48*]. 

Таким образом, группа G действует слева на F, причем 
r(g\g2,v)=giT(ga,v),gugubQ,vGV. 

Типичный пример геометрической тройки получается, если 
имеется действие группы Ли О на многообразии V. Тогда 
t(g,v)=gv> 

Алгебра дифференциальных форм на GX.V изоморфна 
A(G)AA(V). Подалгебра G-инварйантных форм изоморфна 
Aft/\(A{V)). Таким образом, A$/\(A(V)) реализуется на много­
образии QX.V. Слои расслоения определяются уравнением 
g-o — const, откуда dg-v-\-g-dv = 0, g~ldg-v-\-dv = Q. Таким об­
разом, они являются интегральными многообразиями распреде­
ления, порожденного линейными дифференциальными формами 
(g~1dg)v-\-dv. В результате, факторалгебра А& А (Л (V)) по диф­
ференциальному идеалу / , порожденному g~ldg-v-\-dv, реали­
зуется на базе расслоения. • 

Мы видим, что реализации проще всего находятся для алгебр 
вида (A5AE)|/i где 7 —дифференциальный идеал, порожденный 
элементами первой степени. Они называются внешними диффе­
ренциальными тройками [48*]. 

3.4. Продолжения внешних алгебр. Пусть модуль М являет­
ся фактором свободного модуля K®F по подмодулю I:iW = 
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= (K®F) | -.. Градуировка в К индуцирует градуировку в сво­
бодной внешней алгебре [Л] модуля К. Далее, [.KjAF я в" 
ляется внешней алгеброй, содержащей F в качестве подалгеб­
ры. Вложение К в [К] определяет вложение K®F в [К]ЛК-
Подмодуль Lc:K®F порождает идеал {L}a[K]AF- Фактор-
алгебра А (М) = ([К]/\F) \{L} содержит F в качестве подалгеб­
ры и М= (K®F) | Ь в качестве E-подмодуля. 

Эта конструкция определяет класс внешних алгебр, играю­
щий большую роль в общей теории. Для реализации алгебр бо­
лее общего вида необходимо сначала исследовать вопрос о вло­
жении их в алгебры; для которых легко находятся подобные 
реализации. Такие вложения называются универсальными про­
екциями. 

Определение 1. Пусть Э-?—категория внешних алгебр,. 
содержащих F, a VLF — категория внешних алгебр вида C/\F. 
Универсальной проекцией алгебры A&bF в категорию UF на­
зывается гомоморфизм ф : A{to}CGU-p, обладающий универсаль­
ным свойством. 

Теорема 1. Пусть M=(Ko®F) \L, а Д : M-+K®F — инъек-
тивное продолжение, причем /СН)=6 при г<0. Тогда естествен­
ное отображение Ko®F-^K®F определяет гомоморфизм 
Ф(Д) :А(М)-*-[К] AF> обладающий универсальным свойством и 
потому задающий универсальную проекцию алгебры A (M) в 
категорию It*. 

Если / — идеал в алгебре -A(Af), аннулируемый универсаль­
ной проекцией, то факторалгебра Л(М)|Х называется квазили­
нейной. Она содержит F в качестве подалгебры и М в качестве 
подмодуля. 

•Приведенная теорема указывает способ реализации квази­
линейных алгебр. Более сложной является задача о нахожде­
нии дифференциальных реализаций. 

3.5. Продолжения внешних дифференциальных алгебр. 
О п р е д е л е н и е 1. Пусть $8£—категория дифференциаль­

ных алгебр, содержащих F в качестве подалгебры, а ^—ка­
тегория дифференциальных алгебр вида A = C/\F- Универсаль­
ной проекцией алгебры BB%d в категории §t£ называется мор-
физм Ф-.В^-АЪ^а, обладающий универсальным свойством. 

Наличие универсальной проекции позволяет получить диффе­
ренциальную реализацию алгебры 5б35£. Универсальная проек­
ция может быть получена с помощью многократного применения 
конструкции дифференциального продолжения с использованием 
предельного перехода [31*]. 

Определение 2. Дифференциальным продолжением 
алгебры Be%*d называется последовательность .£--•>• A{to}.8b такая 
что AQU , Bi&a, Ф, V являются ^-гомоморфизмами, а у*Ф — 
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дифференциальный гомоморфизм с выполнением универсального) 
свойства. 

Теорема 1. Пусть внешняя дифференциальная алгебра В 
имеет вид -5-=СлД где £> = А (М) |/— квазилинейная алгебра, 
M=(K0®F)\L. Если А:ЛГ->/С®^--инъективное продолжение, 
причем К обладает образующими неотрицательных степеней, та 
существует дифференциальное продолжение 

В^С /\D^ А^С MK^F 1вх = С А[К]АА{МХ), (10> 
где Mt = (K®F)\Li, причем К изоморфно К в силу изоморфизма 
d, повышающего степени всех элементов на единицу, a Li — образ 
Л при соответствующем изоморфизме K®F ̂ >*R®F. 

Теорема 2. Пусть внешняя дифференциальная алгебра В 
имеет вид B = C/\D, причем £> = А (Ж) \, —квазилинейная 
алгебра, а модуль M=(K0®F)\t инъективен в инъективном 
смысле в нулевой степени. Тогда всякая инъективная резольвента 

0^yVJ{to}^i®F{to}A:2®E->.... (П> 
в которой все элементы из Kt имеют степени не ниже i— 1, 
определяет универсальную проекцию <p:i3{to}AeUrf, причем 
A=G/\F, G —индуктивный предел алгебр Ot = C/\ 
Л [ А " . ] Л • .-[Kt], a Kt получено из Kt повышением степеней 
всех элементов на i — 1 . 

О п р е д е л е н и е 3. Внешняя дифференциальная алгебра. 
называется главной, если она имеет вид B=CAD, где 
D -=- A (М)\/ — квазилинейная, причем M = (K0®F)\L инволютивен 
в инъективном смысле в нулевой степени, К0=Ко2)-}-К§\ 
ЛГо2)®со1л...Л»',с:Д a G=-+G(1)]AGo> Ч& Go—алгебра с кот 
нечным числом образующих нулевой степени. 

Теорема 3. Всякое дифференциальное продолжение, глав­
ной дифференциальной алгебры, описанное в теореме 1, яв­
ляется главной дифференциальной алгеброй, если инъективное 
продолжение Д : M-*-K®F, используемое при этом, является на­
туральным. 

3.6. Дифференциально-алгебраические структуры. Подходя­
щими объектами для реализации главных дифференциальных 
алгебр являются главные дифференциальные структуры, рас­
смотренные А. М. Васильевым в [32*]. Такие реализации со­
гласованы с дополнительными структурами, имеющимися в ал­
гебрах и расслоениях. 

Р 

Пусть Е {to} M„—произвольное расслоение. Горизонтальный 
репер в точке xQjz — это мономорфизм b:Rn->-Tx, такой что 
P*b:Rn-+Tpx является изоморфизмом, то есть репером в точке 
px6M„. Полным продолжением первого порядка расслоения 
(Я, р, M„) называется многообразие Р[Ц(Е) всех горизонтальных 
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реперов,' Определяется последовательность 
р* pi p 
- > p [ 1 ' (E){to}E{to} Мп (12) . . . {to} piH-ii ( E ) - % t ? w (Я) {to} 

полных продолжений произвольного порядка по индукции: 
pik+i] (£•) состоит' ИЗ мономорфизмов b\Rn->T x(pW{E)), 
*ep\k

E\, таких что x=pk^b:Rn^-7V.pl*--] (Е). 
О п р е д е л е н и е I. Главной дифференциальной структурой 

на расслоении (E, р, М„) называется подрасслоение 

• g — , . - * • - . 
Н, /Р. 
рЩЕ-) 

•м: 
(13) 

то есть [I—иммерсия, pi\i — субмерсия. 
Например, p m (E) является главной дифференциальной 

структурой на (piU(E), р\Е). 
О п р е д е л е н и е 2. Продолжением первого порядка глав­

ной дифференциальной структуры (13) называется коммута­
тивная диаграмма 

где р.<'\ р—иммерсии, р, ръръ Рь Рг~-•субмерсии, р,1-1) (•F,(1))c 
C<5W и для всякого qQ8 p.<-)p-- (q) является плоским подпро­
странствомв p21i^(q)cipl2] (E). 

Продолжение порядка k определяется по индукции как 
расслоение ё?№) над Мп, для которого задана коммутативная 
диаграмма морфизмов 

&») Ря+i £ск-1) ..... 

ы.к) и(К-1) 

р « + % ) Р - - - - Р
< | < 1 ( Е ) — • 

. < s < 1 ) -

— р---(Е)-»-р-13(Н) 

в которой вертикальные стрелки — иммерсии, а • осталь­
ные — субмерсии, <SW — продолжение порядка I струк­
туры 8 при l^.k—1, а слой &№> над элементом gee?0»-1' являет­
ся плоским аффинным подпространством пространства элемен­
тов ^ thlc:p[ '-+11(.E), проектирующихся в тот же элемент q& 

О п р е д е л е н и е 3. Дифференциально-алгебраической 
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структурой называется фундаментальная реализация главной 
дифференциальной алгебры на главной дифференциальной 
структуре (точное определение фундаментальной реализации 
см. в'[|32*]). 

Т е о р е м а 1. Пусть В — Сf\D — главная дифференциальная 
алгебра, D — А(М)\г, причем выполнены следующие дополни­
тельные условия: а) модуль М инволютивен в нулевой степени 
в инъективном смысле; б) идеал, порожденный подалгеброй 
FncB, является дифференциальным; в) существует подпро­
странство 5 ( 0 ) сС 0 , порождающее алгебру С0, такое, что 
d{F{^®Cll)®Sm}czCAFn+k0. Тогда алгебра В имеет фунда­
ментальную реализацию. 

Отметим, что условия б), в) являются необходимыми, то 
есть для всякой алгебры, допускающей фундаментальную реа­
лизацию, они выполняются. 

Т е о р е м а 2. Пусть (В, с?) —дифференциально-алгебраическая 
структура, B = CAD, D=>A{M)\f, M=(K0®Fn)[L, E{to}A{to}B1-
дифференциальное продолжение алгебры В, определенное нату­
ральным инъективным продолжением А : M-*-K\®Fn. Существу­
ет фундаментальная реализация алгебры Вг на &w, такая что 
гомоморфизм Vcp: B-y-Bi коммутирует с гомоморфизмом реали­
зации этих алгебр на <8 и <8Л\ индуцированным проекцией 
<rci>{to}cr. 

Теорема 2 определяет продолжение дифференциально-алгеб­
раической структуры. Продолжение любого порядка можно 
определить по индукции. 

Т е о р е м а 3. Пусть дифференциально-алгебраическая струк­
тура (В, &) такова, что модуль McnK®Fn инволютивен в ну­
левой степени в инъективном смысле. Тогда (В, S) обладает' 
продолжениями любого порядка ([32*]). ' 

Мы заканчиваем этот достаточно предметный обзор диф7 
ференциально-алгебраических работ A. М. Васильева, выявля­
ющих чисто алгебраическую сущность операций, которыми one--
рируют при исследованиях любых геометрических образов на 
гладких многообразиях современными методами, основанными 
в основном на исчислении внешних дифференциальных форм» 
Разумеется в конкретных геометрических исследованиях таки­
ми методами оперирование алгебраической терминологией не 
является неизбежным, и это ярко иллюстрируют чисто геомет­
рические работы A. М. Васильева этого же периода. Основные 
геометрические интересы последнего периода деятельности 
А. М. Васильева лежат в исследованиях систем дифференци-
альных уравнений, трактуемых как геометрические структуры 
на многообразии. Основной круг вопросов здесь: вопросы клас­
сификации, отыскания законов сохранения, геометрической 
трактовки и отыскания преобразований Ли—Бэклунда, геомет-
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рической трактовки вопросов теории солитонов. Таковой была 
и тематика последних учеников и аспирантов A. М. Васильева. 

В следующем пункте приводится никоим образом не претен­
дующий на полноту обзор некоторых направлений, представлен­
ных в научной школе A. М. Васильева. 

4. Разработанные A. M. Васильевым новые методы диффе­
ренциально-геометрических исследований требовали постанов­
ки и новых задач более глубокого изучения различного, рода 
дифференциально-геометрических структур. A. M. Васильев 
-был, пожалуй, первым среди крупных специалистов в области 
дифференциальной геометрии в СССР, который начал систе­
матически ставить такие задачи. Как правило, эти задачи ухо­
дили своими корнями в классическую проблематику диффе­
ренциальной геометрии, что надежно обеспечивало их геомет­
рический характер, но в современной постановке оказывались 
на стыке различных математических теорий, одной из которых 
неизменно являлась дифференциальная геометрия. Решение 
этих 'Задач требовало от исследователя не только высокой 
(математической культуры, но и порождало новые актуальные 
'задачи, в том числе и в смежных областях. 

Поэтому говоря о школе А. М. Васильева, возникшей в 
результате реализации многих интереснейших идей ее руково­
дителя и насчитывающей к настоящему времени свыше четы­
рех десятков докторов и кандидатов наук, очень трудно кратко 
охарактеризовать всю тематику проведенных исследований. 
Единственное, что объединяет эти работы, — это их современ­
ность, выражающаяся в постановке задач, их глубине, полноте 
исследования, и в методе. 

Сделаем попытку очень кратко выделить некоторые направ­
ления, принадлежащие геометрической школе А. М. Ва­
сильева. 

Довольно большая группа работ связана с геометрией диф­
ференциальных уравнений (Н. В. Степанов, Р. В. Восилюс, 
X. О. Кильп, Г. М. Кузьмина, Д. К. Петрушкевичуте, С. И. Бил-
чев, Э. M. Шварцбурд, Л. Н. Орлова, Е. В. Ферапонтов). 

Под изучением геометрии дифференциального уравнения 
подразумевается задание на дифференцируемом многообразии 
М, на котором действует псевдогруппа Ли G, некоторого диф­
ференциального уравнения Е; требуется выделить те свойства 
множества интегральных многообразий уравнения Е, которые 
сохраняются 'при действиях псевдогруппы G. Для - работ 
Н. В. Степанова [10] характерно стремление выделять геомет­
рические инварианты, связанные с уравнением. Для изучения 
геометрии обыкновенного дифференциального уравнения он 
построил специальный дифференциально-алгебраический аппа­
рат, с помощью которого удалось обобщить результат Э. Кар-
тана о том, что 'пространство интегральных элементов уравне­
ния г/(3>-=;0 имеет структуру трехмерного .псевдоевклидова про-
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странства (c подобием): пространство интегральных кривых 
дифференциального уравнения 

z/(n>=0 (1) 
обладает структурой n-мерного аффинного пространства Ап, 
несобственной гиперплоскостью которого является (п—1) -мер­
ное проективное пространство с фиксированной норм-кривой. 

Была найдена также интерпретация геометрии этого урав­
нения в проективном пространстве Рп, причем оказалось, что 
An и Рп двойственны, и выделена максимальная группа инва­
риантности рассматриваемого уравнения— (n+4) -параметри­
ческая группа Ли g2,e(n). Было дано описание групп инва­
риантности уравнения — это подгруппы 

g-.is(n); . 'з .зН; £з.5("-У' ёзА^У' ёзл(пУ> ё5,ЛпУ ^ ( « l -
К каждому уравнению (1) может быть присоединена неко­

торая связность, но лишь вышеперечисленные группы gh,m(fi) 
могут быть фундаментальными группами этих фундаменталь­
но-групповых связностей при n;$s7. Каждая из этих групп мо­
жет быть определена как группа инвариантности определенно­
го дифференциального уравнения порядка n> в некоторых коор­
динатах имеющего канонический вид 

г/(п)|=|т21/(п-2)+ . .. +rnny, mft—const; k=2,.. ., п. 

Решена задача определения по данной группе gm,k(n) 
уравнения, для которого эта группа является группой инва­
риантности. Найден произвол, с -которым группа ~m,ft(n) 
определяет уравнение (1): если уравнение порядка п > 1 до­
пускает группу инвариантности gw(n) . то оно отличается от 
канонического уравнения, определяющего данную группу 
gm,h{n), на преобразование нормализатора этой группы. 

Изучены строение и взаимосвязи инвариантов и инва­
риантных объектов дифференциального уравнения (1) и по­
строена инвариантная классификация обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений. Выделены неизвестные ранее инва­
риантные классы таких уравнений. 

Геометрия систем дифференциальных уравнений была од­
ним из объектов исследований Р. В. Восилюса [2], который 
предложил новый способ построения внутренних связностей, 
представляющих собой их промежуточные интегралы (связ­
ности Лихнеровича). Отсюда Р. В. Восилюс пришел к разра­
ботке метода изучения дифференциально-геометрических 
структур, позволяющего изучать их с помощью современной 
теории дифференциальных операторов в расслоенных про­
странствах, который дал возможность получить различные 
дифференциально-геометрические связности, внутренним обра-
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зом присоединяемые к дифференциально-геометрическим 
структурам конечного типа, и применить их к изучению гео­
метрии дифференциальных уравнений. 

Нетрудно заметить, что в этих исследованиях активно 
используется теория связностей, как теория некоторого клас­
са дифференциально-геометрических структур. Изучением соб­
ственно теории связностей в однородных расслоениях и на од­
нородных подмногообразиях занимался Ю. Г. 'Лумисте [8]. 
Им 'Подробно изучены объекты кручения и кривизны связно­
сти, описывающие действие инфинитезимальной группы голо-
номии на однородном слое. Особенность этих работ — направ­
ленность в сторону приложений. Недавние работы Ю. Г. Лу­
мисте относятся к выяснению глубоких связей между теорией 
главных и присоединенных расслоений и связностей в них, с 
одной стороны, и калибровочными теориями — с другой. Им 
систематизированы, например, построение вспомогательных 
расслоений и разработка цравоинвариантного формализма: 
вместо алгебры фундаментальных полей fund Р рассматри­
вается алгебра Ли cal P правоинвариантных вертикальных по­
лей на главном расслоении Р — подалгебра Ли в алгебре Ли 
янфинитезимальных автоморфизмов autP(9]. 

A. С. Феденко [<1 1} разработал метод отыскания симметри­
ческих пространств Картана с полупростой группой движений 
и нашел все такие пространства, группа которых — простая 
неспециальная. Им же найден и изучен класс римановых сим­
метрических пространств с неполупростой группой движений, 
получающихся из пространств с простыми группами некото­
рым предельным переходом. 

Как известно, в симметрическом римановом пространстве М 
с каждой точкой хВМ связана инволютнвная изометрия 
Sx: М-*-М, для которой х является изолированной неподвиж­
ной точкой. А. С. Феденко ввел |[12] понятие пространства с 
симметриями как такого многообразия М, .с каждой точкой 
которого связано отображение Ss, оставляющее точку х 
неподвижной. Аналогично определяется пространство с локаль­
ными симметриями. Если пространство с симметриями снаб­
жено какими-либо дополнительными структурами и каждая 
симметрия Sx сохраняет эти структуры, то М называется про­
странством с автосимметриями. Все разновидности симметри­
ческих пространств, а также некоторых их обобщений суть 
частные случаи пространств с (локальными) симметриями. Им 
же найдена классификация периодических локальных одно­
родных пространств с простыми основными группами класси­
ческих серий и с особыми простыми основными группами. 
Наконец, метод предельного перехода при изучении групп Ли 
перенесен на случай пространств с симметриями. 

Изучение различных геометрий, многих задач, связанных 
со всевозможными дифференциально-геометрическими структу-
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рами на многообразиях, эквивалентно изучению G-структур с 
какой-нибудь конкретной группой G. П. Я. Грушко рассмотрел 
i[3] категорию геометрических структур, ЯВЛЯЮЩИХСЯ некото­
рым обобщением понятия структуры по Чженю, и изучил ото­
бражения сопряженно транзитивных структур, обладающих 
некоторым сходством с однородными. Структура сопряженно 
транзитивна, если группа сопряженных автоморфизмов транзи-
тивна на пространстве этой структуры. Класс сопряженно 
транзитивных структур обладает определенными преимуще­
ствами по отношению к классу транзитивных структур (напри­
мер, устойчивость относительно расширения структурной груп­
пы или относительно операции неголономного расширения)' и 
является более удобным для изучения с помощью техники 
структурных функций. Для этого класса был построен новый 
инвариант и с его ПОМОЩЬЮ сформулирован критерий одно­
родности геометрической структуры. Среди приложений отме­
тим обобщение теории симметрических и периодических про­
странств, не выходящее за пределы теории сопряженно тран­
зитивных структур. 

В. Ф. Кириченко исследовал [4], 1[5}' дифференциальную 
геометрию почти эрмитовых многообразий. Для этого был 
построен специальный математический аппарат, активно ис­
пользующий понятие Q-алгебры над кольцом с инволюцией. 
Условие согласованности операции композиции с метрикой 
почти эрмитова многообразия превратило этот аппарат в бо-г 
лее эффективное средство изучения этого класса многообра­
зий, а развитие его дало возможность решить ряд трудных за­
дач, например, теории почти контактных 'Метрических структур 
классического и гиперболического типов. В результате были 
найдены примеры таких структур, которые по своим свой­
ствам существенно отличались от классических почти эрмито­
вых структур. 

Не ставя задачи перечислить здесь полученные результаты, 
заметим лишь, что удалось 'опровергнуть известную гипотезу о 
том, что сфера S6 является единственным примером шести­
мерного приблизительно кэлерова многообразия с неинтегриру-
емой структурой, выделить класс таких 'многообразий и по­
строить его классификацию. Следующий пример также ха­
рактерен для геометрической школы A. М- Васильева. 

Задача изучения геометрии интегралов, зависящих от па­
раметров, была поставлена еще Э. Картаном, но систематиче­
ские исследования в нашей стране были проведены С. X. Apy-
тюняном. Подынтегральному выражению n-кратного интегра­
ла, зависящего от п параметров, МОЖНО поставить в соответ­
ствие внешнюю «-форму £2 на многообразии 2п-мерного двои-
ного расслоения переменных интегрирования и параметров М 
и изучение геометрии интеграла свести к рассмотрению геомет­
рии этой формы на М. Было установлено {1], что на М по-

26 



рождается, псевдориманова структура, причем соответствующая 
метрика имеет нулевую сигнатуру, а также были выделены 
пространства Эйнштейна такого же типа, в случае которых 
имеет смысл ставить задачу обращения интеграла. Для от­
дельных классов решена обратная задача выделения классов 
интегралов, задающих на М заданные дифференциально-гео­
метрические структуры допустимого типа, В частности, было 
показано, что геометрия 2л-мерного псевдоевклидова про­
странства E2»n порождается на М интегралом n-формы 

Q'=P(xi , . . . , хп) Q{у, уп) exp (xVOdx'A • • • Adxn, 
где i t1 , . . . , xn —переменные, у и • • • ,Уп — параметры. 

Отметим, что многие ученики А. М. Васильева не только 
стали ведущими геометрами в СССР, но и возглавили создан­
ные ИМИ новые дифференциально-геометрические школы, где 
важную роль играют традиции геометрической школы их учи­
теля— Анатолия Михайловича Васильева. 

Завершая наш обзор, предлагаем 'в л. 5 изложение докла­
да А. М. Васильева, сделанного им в марте 1987 г. на семи­
наре по дифференциально-геометрическим структурам, содер­
жание которого публикуется впервые. Доклад A. M. Васильева 
отражает его научные интересы в последний период. 

5. Преобразования Бэклунда, как средство построения ча­
стных решений систем дифференциальных уравнений, находят 
широкое применение в рамках теории солитонов. Тем не менее 
ощутима нехватка геометрической интерпретации этой кон­
струкции. На конкретном примере преобразований Бэклун­
да, определяемых двумя уравнениями Пфаффа в четы­
рехмерном пространстве, дано четкое геометрическое описание 
процедуры размножения решений, а также так называемых 
«соотношении переместительности», широко используемых в 
математической физике. При этом соответствие между кривы­
ми, которое определяет рассмотренное преобразование, есть не 
что иное как ограничение классического преобразования Бэк­
лунда для уравнения Sine-Gordon на характеристики, опреде­
ленные на его решении. 

5.1. Два уравнения Пфаффа в четырехмерном пространстве. 
Конструкция преобразования Бэклунда. Рассмотрим на четы­
рехмерном многообразии М* два неинтегрируемых уравнения 
Пфаффа 

со3 -0, со4 -0. 

Пусть е4, <?з—характеристические направления для первого 
и второго уравнений соответственно, то есть 

Сй3|е4 = 0, С04|е3 = 0, 

d©3|<?4—0 mod со3, dco4|.53=0 mod ш4. 
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Характеристические направления е4 н --"з задают расслоения 
пространства M4 над двумя трехмерными базами, для которых 
мы введем обозначения М3 (и3) и M3 (со4). При этом слоями пер­
вого расслоения являются интегральные траектории доля направ­
лений еА, второго—'Интегральные траектории поля направлений е-. 

Пусть р% и РА — соответствующие проекции 

у \н 
Из самой конструкции Л1а (со3) и М3(а4) мы можем заключить, 
что уравнение о>3=0 фактически задано на M3(co3), а уравне­
ние ш4=О— на jW3(di4). Решениями уравнения со.3—О, рассмат­
риваемого как уравнение на ЛГ3(со3), будут при этом кривые, 
касающиеся распределения со3—0. Аналогично для со4—0, рас­
сматриваемого на М3(ш4), решениями будут кривые, каса­
ющиеся распределения со4—0. 

Опишем конструкцию преобразования Бэклунда, которое 
позволяет тю произвольному решению уравнения <о3=0 на 
M3(co3) построить однопараметричеокое семейство решений 
уравнения со̂ —0 на M3(cu4). 

Пусть / — некоторая кривая в Л13(со3), касающаяся распре­
деления со3—0. Тогда прообраз рз -10)—двумерное многообра­
зие в -М4, удовлетворяющее уравнению со3—О (рассматрива­
емому уже в -М4). Ограничивая уравнение со4=0 на рз"1Ц),тлы 
получим однопараметрическое семейство кривых, проекция ко­
торых с помощью p4 на M3(co4) даст однопараметричеокое се­
мейство решений уравнения ©4=0. Указанная процедура раз­
множения решений является приспособлением к данному част­
ному случаю общей методики, предложенной в книге [48*]. 

В п. 5.2 получены структурные уравнения дифференциаль­
но-геометрического объекта, определяемого двумя уравне­
ниями Пфаффа в .М4. B результате иолной (канонизации репе­
ра выделен один наиболее интересный случай, который затем 
подвергается более подробному геометрическому исследова­
нию. Отмечена справедливость «теоремы переместительности», 
что позволяет рассматривать данный пример как преобразо­
вание Бэклунда, которое, несмотря на кажущуюся простоту, 
сохраняет все типичные свойства преобразований, применя­
емых в теории солитонов. 

5.2. Структурные уравнения. К дифференциально-геометри­
ческой структуре, задаваемой двумя уравнениями Пфаффа 

со3-0, ,со4=0, 
на четырехмерном многообразии M4 _присоедишм инвариант­
ным образом семейство реперов .61, е2> ё3, е4 таким образом, 
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чтобы векторы ег, е% лежали в двумерном распределении со3— 
-== со4.==0, а е4(<-'з) были направлены вдоль характеристических 
направлений уравнений со3-=-0 и со4-—=0 соответственно. Для 
уравнений инфинитезимального перемещения репера будем иметь 

аез = сйзе3, 

d{cdot}24= © 4 е 4 ' 

dex — <u\ei-\-<s>\e2, 

dg2—-°2-'l + '-"2--2. 
Переходя к двойственному кореперу со1, со2, со3, со4, получим 

структурные уравнения 
cfco3 = со3Л со3 + а®1 Л со2, 

dco4 = ю|Л со4 + Йоэ.Л «>2> 

(1> 
dco1=со J Д со1 + Ц Л --2 + Ь:а3 Л со4» 

dco2 = ю^Л-а1 + со^Л ю2 + 62со3Л со4. 

Дифференцируя (1), найдем разложения для da , db: 
d a + а (со] + со2=со3) = . . . , 

. ^ + &((0] + C02 — C 0 4 ) = . . . , 

где здесь и ниже многоточие обозначает некоторую комбина­
цию базисных форм .со1, ,co,2,, -co3, со4.. 

В силу неинтегрируемости распределений со3—0 и со4—О, 
а и Ъ не равны нулю, и, значит, возможна канонизация а— 
= b=i, в результате чего уравнения (1) примут вид: 

dco3 = (со} + со2) Д со3 + со1 Д <--- + (ai со1 + а2й-2) Л <~3 + с3со3 Л ш4. 

dco4=(со} + со2) Л со4 + со1 Д со2 — (a1coI + a2C02)A--4 + c4-o3A--4
1 

(2) 
da1 = со} Л со1 + со' Л со2 + <->i«>3 Л <.->4> 

d©2=-ffi2Aco1 + co2Aco2 + M3A.-o4. 
При этом для дифференциалов dau da2, db\, db2 получим 

разложения 
da-i + a.co}+а2а1 — • . . > 
da2

Jrai(u\-\-ai(u\=.,., 
d ^ + u j ^ + ffij)-^-..., 

db2 + h (2o)} + со2) — 61cof • = . . . . 
Отсюда получаем, что величина (а1Ь1+а2&2) является отно-
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сительным инвариантом 
d(aibi+a2b2)+2(aibi+a2b2) (со^+шг2)^ . . . . 

Дальнейшая канонизация уже зависит от того, равен или 
не равен нулю указанный относительный инвариант: 

1) (a . f r i+a^^O. Канонизация дает: ai = bi=0, ач—Ь%—\. 
2) \а\Ь\-\-аф2)— 0., Канонизация дает: a2—bi=0, a1=Ь2=:1. 
Случаи 1), 2) имеют существенно различную геометриче­

скую интерпретацию. Достаточно заметить, что в первом слу­
чае все оставшиеся вторичные формы coi1, ©г1, «п2, сог2 выра­
жаются в результате канонизации через главные, и мы прихо­
дим к дифференциально-геометрической структуре конечного 
порядка, в то время как второй случай дает бесконечную 
структуру. 

Остановимся более подробно на случае 1). При этом, как 
уже отмечалось, все вторичные формы выразятся через глав­
ные, Потребуем, чтобы полученная дифференциально-геометри­
ческая структура допускала группу автоморфизмов, транзитив-
но действующую на многообразии M4 (такое требование в точ­
ности означает постоянство всех компонент структурного тен­
зора). Это дополнительное требование позволяет уже совер­
шенно однозначно определить уравнения дифференциально-
геометричеокой структуры, которые с точностью до несущест­
венных переобозначений примут вид: 

dm3 = 2 (со1-со3) Дсо2, d © 4 - 2 (cu4 + ©!)A<»2» 
(3) 

^2 = - - - ( (оЗ_(о1)Д(со4_1_ ( 0 1) ) rfcu-0. 

Вводя обозначения 
со1- CU3=Q?, o4 + cu---=.Q2, а2 = Й> «('----б, 

перепишем (3) в виде 
dQ?=2QA&a 

dQ2==—2ЙЛ&.. . 

dQ=Q2A{Omega}2, 
d0=O, 

что позволяет отождествить базисное многообразие М4 с пря­
мым произведением 5L(2,R)XR. 

Уравнения Пфаффа в новых обозначениях перепишутся' так 
Q2_0=-0, {Omega}-1. —e = 0. 

В следующем п. 5.3 мы дадим простую «двумерную» интер­
претацию для преобразования Бэклунда, определяемого этими 
уравнениями, которая реализует его в виде некоторого специ­
ального соответствия между двумя параметризованными кри­
выми на плоскости. 
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5.3. Геометрическая интерпретация. Реализуем SL(2,R) 
как группу сохраняющих объем движений плоскости R2: 

dex ==- Й<?1 + Q?-s2, 

de%~ ОФХ— Q<?2» 
Поскольку решение уравнения Q? —0 = 0 задается произволь­

ной дополнительной зависимостью между Q? и Q, ему однозначно 
соответствует некоторая кривая, описываемая радиус-вектором~ех* 
(Заметим, что характеристическая система ДЛЯ уравнения 
Of —9 = 0 имеет вид Qi-=Q—0 — O и оставляет вектор ех непод-. 
вижным). Аналогично второму уравнению Q\ — 0 = 0 соответствует 
кривая, описываемая радиус-вектором е2-

Подставляя .Q1—Q2—0, получим 

de2=Qex — йёг. 
Положим 

Q = cdu, 
(где с = const будет впоследствии интерпретироваться как «спек­
тральный параметр» преобразования Бэклунда), и 

Q=Xdu, 
(где X — произвольная функция). Тогда уравнения инфинитези-
мального перемещения репера примут вид 

- ^ - 7 , 1 - +се* 

-1Г=сех~-%е2. 

Дифференцируя эти уравнения по и еще раз, получим 

^ • « ( V . + ^ + c-)?,, du* 

dui = (—Я' + .\2 + С2)е2, 
. , dX где %' = ш . 

Следовательно, и — натуральный параметр на кривых, опи­
сываемых радиус-векторами ёх и ё2. Кривизны этих кривых за­
даются формулами 

kx=h'\+%2+c\ 
k2=— X'+X2+c2, 

откуда 
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k2=ki—2%'. 

Резюмируя сказанное, придадим преобразованию Бэклунда 
следующую «двумерную» интерпретацию: 

Выберем кривую с радиус-вектором ё.(«), параметризован­
ную натуральным параметром и 

Где кг— кривизна кривой. _ 
Поставим ей в соответствие кривую с радиус-вектором е3(и) 

такую, что: _ _ 
а) Площадь параллелограмма, натянутого на е-(и) и е2(и), 

постоянна. 
б) Параметр и—натуральный для обеих кривых. 
в) d(ei + e2) — c(<2i + .22)i--Od(.-!i — £2), 

d (Й1 -— е.-) — — с (е! — е2) mod (ei + e2). 
(Как легко видеть, из б) следует, что с — const). 

При этом кривизна k2 второй кривой вычисляется по фор­
муле 

k2=— Д/+А2 + с2, 
где функция Я является решением уравнения Рикатти 

Г+Я2+с- = &1. 
Заметим, что по исходной кривой ei(u) кривая .з2(и) опре­

деляется наложенными требованиями не однозначно, а с произ­
волом в одну константу. 

Для рассмотренного преобразования имеют место классиче­
ские «соотношения переместительности», которые заключаются 
в том, что композиция преобразований с параметрами с\ и с2 
не зависит от порядка их выполнения. 

Таким образом, несмотря на простоту конструкции, преобра­
зование Бэклунда сохраняет все типичные свойства, характер­
ные для преобразований Бэклунда уравнений в частных произ­
водных, которые изучаются в математической физике. 
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