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к Д О О Т А Т О Ш Ш М Условиям одножошости и щ т о т в ш ж т 
РМВЖЙ ОБРАТНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

Решения внутренней и внешней обратных краевых задач (ОКБ) оп­
ределяются соответственно интегральным!* представлениями [l, гл.1], 
[2, § 33] 

dx , (I) 

&К , (2) 

где 2,7 в е Е={2.|2К1} , г ; , ^ £ Е"={^и1>?} 7р ( е ) ,У(0) -
вещественные и 2f - периодические функции. В работах многих ав­
торов получен рад признаков однолистности функций | (z) * Т(К) в 
форме, ограничений на плотности р(0) , 9(0} и их производные (см., 
налр*, обзор [з] ).э Из них наиболее часто используются признаки, 
включажщие в себя условие принадлежности р^(0) , 9^(0) 
классу Липшица. Известно, что класс Липшица включается в класс фун­
кций, обладающих ограниченной полной вариацией. Поэтому имеет смысл 
провести исследование однолистности функций f(Z) , в предпо­
ложении, что функции р ^ ( е ) , Чб) из класса функций с огра­
ниченной полной вариацией, -

В связи с этим для любых целых п>\ , к>0 рассмотрим 
.класс 2Ж -периодических функций . г • 

Удовлетворение функциями р(0) , 9 ( 0 ) второй части условий в оп~ 
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ределении Рд ( t l 7t) обеспечивает разложения вида f (Z) 7=1 

= 1+~йп 2 ^ 4 - , , . у f (?)=1 + 1̂ ? 1 ~h .. .Из условия однозначности 
решений ОКЗ следует, что п>2 в разложении f (О • 

В доказательствах теорем валовую роль играют следующие оценки в 

Л е м м а. I [4]. Пусть S(2)== GLft Z n + a f t + j 4- .... ? 

п>/1 у регулярна в Е и принадлежит классу функций Hi [б] . 
Предположим, что U ( 0 j = £ es(e t 0 )£Р А ft^O, Тогда 
в круге 12,: |2| ̂  1 < i ) справедливы оценки 

|S(Z)f4 (3) 

k(2n~i) о . ' . A(2n-l) 
|Bes(z)| * Y ^ T 7 - f . n ^ ) 7 | I m S ( z ) | ^ J ^ T T Z f c (l") (4) 

при fe четном; 

|Res(z)U J^rrXk(i )r\[ms(z)\4 s ^ tk(x ) (5) 
щ ж It нечетном, где 

4 ( i ) = | гУ", 1 к ( г М + | (2М)!!г4>2^!!(2Н1Г^г/2 . 

При fc^l c£fc("l)4E(fc+0,S (х) - дзета-функция Еимана,Х>1. 

Дл* функции S ( 5 6 n в ц н ц %~П 1 + ... ? П > 1 , регулярной 
! ~ в предположении, что • S(i/z) ( Ht , Z (- Е , и U (9) = ' 

= S (C,UKPA(tt,ft) , '*>0 , справедливы щешш (3) -- (5) в 

облас т {с :K I >X" f 

Передаем к формулировке и доказательству основных результатов» 
Теирома I. Пусть функция |(2) определена формулой (I), 

да |>(В}( Рд(Т1?0)/;Т1>1, Если А < f u / 2 (2тН) , то функция 
однолистна в Ё , . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (I) дифференцированием по­
ддаем - ^ • 



i f J 

2f , 

Поскольку p(0)— R eltt| / (lt$) . . - функция с ограниченной пол­
ной вариацией, то она ограничен^: j р(б) j 4 Ы * const , 
9 С [ 0 ? 2 £ ] v Тогда 

21Г 'в 

lRe{^WK^JRe^r||p(e)|de..<M , 
т.е.. { n f < fi0 (Z) =°2М(П)"1 !n[(1+Z)/(1-2)] ( < -знак 
подчинения) [б, с.35б]. А так как i 0(Z)( Н, . то на основании 
известного неравенства [б, с.357] получаем 

сю 

Поэтому lm|^(Z) С ̂  . Так как inf {%) в точке 2—0 име­
ет нудь порядка ft , то по лешв 1 

, ' . A ( 2 f i - i ) ft A(2n-0 
' |Rcfnf — aTcsiriUI 4 2 п . (в) 

Для оценки воспользуемся следующей леммой. 
Л е и ш а 2 [7]. Пусть функция 9 (Z) = С0'+ Сп % п + .. . 7. 

Н ? ! регулярна в Е и - fll^Rcjj (2)4 М . Тогда 

|^(Z)|42(M-m)n|zryi(f-|z!2tl)7 2€ Е . 
Взяв теперь *}(2,) = l!n| (Z ) и учитывая, что (6) дает нера­

венства -А(2тН)/2п« Beg(2КА(2п-1)/2п , получим 
|f /(2)/?'(z)h<2A(2n-f)|z | T ,7 ?(Hz| 2 , t) ? Е . 

Отсвда в силу неравенства П 1 П ̂ (l-t 2) ̂  I ^ ft > f f 

X С [ 0 ? 1 ] ̂  следует 



|? / / (Z)/ | , (2)!>2A(2n~i)/in(i~SZ| 2 ) ? 2€E . 
Достаточное условие однолистности в £ Беккера (см,, напр* , 18, 
с.42] ) 

1 / 0 - 1 ^ ) . , 26Е 
выполняется, так как 2 A {2n~i)jSri4 1 . Поэтому функция одно­
листна в Е . Теорема доказана. 

Теорема_2. Пусть функция определена формулой '(2), где 
9 ( е ) ( Р & ( п ? 0 ) 7 п » 2 _ . Если Ъ4$и/А(2п-1) . , то функ -

вдя .f( К) однолистна в £, 
Д о к а з а т е л ь с т в . о . Аналогично доказательству тео­

ремы I для функции пол;/чим оценку 
— 2п . Применение лемш 2 для функции In J f 

Z = l / ? e £ и неравенства n t n " 2 ( 1 - X 2 ) 42(1~г я) t ц » 2 . Г ( [ 0 , | ] ; 

дает 

kf (o/f ( c)K4b(2n - i ) / f t t ( i a 2 - i )aE~ . 
А так как 1 , ô> достаточное условие однолист -
ности Беккера 

k f ' k ) / f ( w u i / W - u , * Y E ~ с?) 
выполняется и, следовательно, • ?(0 однолистна в £ . Поскольку 
оценки, используемые при доказательстве, неточны, то при выполнении 
условий теоремы для функции §~ (К) будет существовать такое Q41 , 

что I r f ' C ^ / f ^ K ' a / C K I 2 - ! ) , Е~ . Это неравенство оз­
начает [9] возможность квазиконформного продолжения на всю кошлеке-
ную плоскость. Следовательно, граница (Е~) будет простой кривой* 
Этим-замечанием, которое будем иметь в ввдув' случаях применения 
признака (7), закончим доказательство теоремы* 

Доказательства теорем I и 2 пригодны ш для обоснования одноли­
стности-представлений (I) и (2) в случаях, когда р(б)(РА (Tt,fe ) » 

Pfe(ti7fe) ск>/ Г Однако,- как-выяснилось, .лучшие знача -
ния постоянных А и Ь получаются в следаювдх теоремах. 

• - б -



Теорема 3- Пусть в (I) р(е)(Рд (ft, 1) ? П > 1 • Функция 
| (Z) , представленная формулой (I), будет однолистной в £ ', 

если A=2jr(2n-1)"42 _ t ,(1-t1 ,)(l-t2)"2 . г д е t , C < t < l -
единственный корень уравнения 

пгп-Ч\-гг)+2{\-1п)1к{1-1п) = 0 7 u[0,l) . (8) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (I) нетрудно получить 

fi(i)=i2[£tif'(z)]= - jp'tejpcj' d e . 

Как i при доказательстве теоремы I, установим, что f t (ZKHj * фун­
кция ft ( Z ) в-точке 2 = 0 имеет нуль'порядка И , следовательно, 
по левше I -

|zf(z)/f(z)|4M2n-i)Cti(H2!n)7ftt . 
Воли m a x ( 1 - | 2 | 2 ) { t l ( { ~ - | 2 l T t - . 2 l / A ( 2 n-l) , то уело-
вне Беккера выполнено, поэтоцу функция | (Z) будет однолистной в 

Е» » 

Пусть y>(t) = ' ( t - t 2 Kn(t- t t l )" 1 - ? ' X ( [ 0 , l ) .Поскольку 
У(0) = Т(1-0)=0 , то максимум функции Y(X) достигается во 
внутренней точке t интервала ( 0,1) , причем , ( { ) = 0 . Ура­
внение Y (t) = 0 на (6?l) равносильно 

Y(t)^n(i^i2)x?4bt t t)^2xtt~t{n(i~t t l|= 0 7 (9) 
или, что то же самое, уравнению (8), так как 
Так как Y(+0)= + о° т Т( 1 — 0)= , то (9) имеет единственный 
корень, если Vf (1) <0 7 X € (0,1} Последнее неравенство имеет 
место. Действительно, 

, т я ( Ы 2 ) - 2 0 - г п ) О-г^О-гТ-тл*-' 
у ' ( 1 ) = « t " 3 . — - — 4 - 2 



и, применяя неравенства (]-1П) (л ( l-X f t) H 4 %П

; ttt* (I-г*)4 |-1 * 
, П > 1 . получим 

' r%.(i+tn)-z гп-пчп1 г-п 
Y (г) <пг ~~йг"~ г(1-1") < 2 1ГМ"Г 4 0 ' 
Итак, уравнение (8) имеет единственный корень в точке Х = t, 

и функция достигает своего наибольшего значения, равного 

y ( t )= ( l - t 2 Hn O-t")-1 = (n/2)t f t-2(l-t2)2 ( i - t T - « f [A(2n-f 
Теорема доказана, 

В тайлвде I для Т1=1 , 5 приведем приближенные значе -

Т а б л и ц а I 

П : I I 2 : 3 •: 4 : 5. 
t 0*^5 0,795 0,856 0,870 0,890 
А 5Д16 5,912 7Д47 \ 8,680 10,271 
% 0 0,705 0,778 0,835 
Ь 2,094 4,318 6,033 7,718 

ния корней t и соответствую^: им величин А Заметим, что при 

Л=в2 уравнение (8) равносильно 1-н t n ( l - t 2)=0 или l-t2 = в^', 
Изклшая '1~t 2 из выражения для А , получим, что А~2 JTt/З . 

1налогично доказывается следущая 
Теорема 4. Пусть в (2) 9(9)( (\(й7!) 7 П> 2 # Тогда фун­

кция :Г(0 * представленная формой (2), будет однолистной в 
Ё " , ваш • 5 = 2 з г ( 2 п - 1 ) " 1 Г 2 ' Л 0 - ^ ) ( « - Г г Г 2 , где I , 
04 Г < i - единственный корень уравнения 

t l t ' n (t- ' t i ) + 20-t 1 l )*nO-t*Jj= О , 0 4 Х < 1 . СЮ) 
Оказалось, что ддя П= 2 корень уравнения (10) вычисляется 

точно и равен ' Т = 0 ,'а Ь—2ж/5 . Для П = 3 ? 4 7 5 приближен­
ные значения Г и & указаны в таблице„ 

- 8 .- '• 



Теорема 5. Пусть в (I) р (G)£ РА (n,k) ? П>А7к>2 ^ 

Вот А4А(п,к ' )п^ , где A(n,fc.)«jt п[2 0 U - 1 ) 5 (*)Г [ (tl + 
-Ь 2)/u] ( t t+2V2

 t то функция | ( х ) » определенная формулой (I), 
однолистна в Е, 

Д р к. а з а т е л ь с т в о -..' Как и при доказательстве тео -
реш 3, для фржщи' it (X) = i Z | "(Ъ)/\ \Z) с действительной частью 
р?(0) на окружности [Z-iZj—l j та левше I имеем 

В силу равенства 

т а х [ ^ 0 - - г 2 ) ] = = [ п / ( а + 2 ) ] ( 1 1 + 2 ) 2 2 / * > и > 1 , ( Ш 

получаем f что щ>и [п/ (п+2)] ( п ^' 2/п-jr[АМ)п в(2п-1)г;(•«] 
условие Беккера выполняется, и поэтому функция | . ( z ) будет однолис­
тной в £ * Теорема доказана. 

Доказательство следующей т е о р е ш проводится аналогично, но при 
этом вместо неравенства (II) используется неравенство 

шах 1~ (1 -Х j = (п—2)/л- 2/п ? п > 2 . Итак, справе-

длива 
Теорема 6. Пусть в (2) 9(0) i РЛп,1е) , П>2 , к »2 

Если &4B(n,k)n f c , где В(п,к) = ! п [ 2 ^ п - ^ О с ) ] " 1 

[ n / ( n - 2 ) ] t n ~ 2 ) / 2 (Ь(2,К)=фс(Н)]"1) . тофуншщя 

определенная формулой (2), однолистна в Е 
Как показывают примеры, постоянные А - и Ь в теоремах 5 и 

6 не могут превосходить 4$п (tn-l).Действительно, положим 

о 



Нетрудно выяснить, что p ( f c , (0 )=a£ ft tn( l~e t n e ) ' , где' р(б)== . 

= R e t n f , ( c i 9 ) ? 0€[О ? 2 ^ ] . Отсюда у р ( f c , (0 j = 2asn . . . вел "• 
a > 2 ti^~1 (f l -И) 7 то нарушается необходимое условие однолнстностжf 

а именно неравенство j &%\ 4 2/lt для фунющм |;(zJ = . 

= 2(КЙ п г П+-...){б г с .474] . Поэтов Д;4 4 |ГйЧпИ) , 

Аналогично устанавливавтся^веретяя р^анща для Ь ,. м при 
этом рассматривается функция f (С) = f / f (1 /С j " 7 £ ( . 

Применим теперь оценки лемш I к исследованию однолнстностж 
решения внутренней (ШЗ, имеющей угловые точки* Решение такой задачи 
определяется интегральным представлением 

f(z)=cf П (i-z/z^>- *f '(zjdz z 0 , z € E " 7 сю 
где f 0 (X) ^правая часть формулы (1) с зашной р (0) на.'ро (8). Об­
раз точки 2̂  = 6 ^ при отображении W = | ' ( Z ) является угловой 
точкой кривой 7)|(Е)-с внутренним углом', (j— 9. причем 

Л.:А-.Акевнтьввым-[ю] и другими авторами (полное описание биб -
лиографии см.* в {в] ) подучены достаточные условия в ввде принадлежа 
ности функции р о ( 0 ) ~ ^ glu | 0 (б 1 0) и ее 'производных классу Гель-
дера и ? в частности, классу Шшшщ,* 

Цусть в (12) ро(б).(Рд (tl,k) 7 Т1>/1:. Тотда_фун»-
ш . I (Z) , определенная формулой (12), будет однолистной в Е , 
с.:.̂  выполнявтся одно из следрщшх условий: 

I) к = о и A4(l -£xj lu/2(2ti-i): ; 

Д о к а з а т е л ь с т в о I . Из (12) нетрудно получить 

. е в ) 

. - ю -



В силу условий теоремы имеем | Ц/2)/|0'(Z)U2A(2n-l)/Sn(l-|E|2) . 
ZC Е (см, доказательство теоремы I). Для оценки первого слагаемо­
го в (13) заметим, что 

i m 

Это давт возможность применить оценки жз работы [ll], на основании 
которых имеем ' 

f ^ z / ( z ^z ) - a | z | 2 / ( i - l z i')|4< a |E | / ( i - | z i 2 ) 7 z^E . 

Здесь через Q обозначена вежадна * Вычитая из обеих 
чаете! равенства (13) tt|Z|2/(l-|Z|a)" , получим 

| (b |z| 2)z| ? tz)/ | ; (£)-a |z! 2 | ^ '2AC2n-i)'/jru+tt:. •• 
.Так как 2A(2t l—Ij/^U+Q 4 1 , то достаточное условие: однолист-* . 
ности Альфорса f 9] 

| ( H z f ) z f * ( z ) / f t e M | z | 2 | 4 1 ? z e E , см) 
где | 1 ! 4 I / I - комплексное чжело, выполняется и§ следовательно, 
^(2) однолистна в .£ . . В действительности в:силу неточности, 
оценок в (14) будет строгое неравенство. Поэтому с привлечением рас-
с у п е н и й , как при доказательстве теореш 2, можно убедиться в одно-
листности |(2) в'замкнутой области £ . • ' . 

2* Доказательство приведем по схеме доказательства теореш из 
[8 ] , Из (12) получаем, что ^'(Z)/g4z)=^(Z), Z i i , где 

§г(г) = сП ( t - z / z j ^ r "• 

По принципу максщрт длятарюничёских функций2 е|| (Z)/V(Z) ] > 

По лемме I в силу условий теоремы вшолняется_Еаравенсето К 0 ^ | ^ 
41/2 . Поэтому Re[f'(Z)/g'(z)] > 0 , Z € Ё . Так как а = Щ<2. 



то, как показано в первой части доказательства теоремы, функция 
является вшуклой, Поэтоцу на основании результатов работы [Х2] за­
ключаем, что функция | (2) однолистна (почти выпукла) в Е * Тео­
рема, доказана* , w 

Постановка задачи предполагает, что ^ ^ ^ 2 , однако 
условия 1 теоремы дают признак однолистности (12) при более жестком 
ограничении на D.|(E) : ]Г ^ 4 1 . Предположив дифференцируй 

емость фунвдин р (б) f как это сделано в условии 2 S удалось обос -
новать однолистность (12), не ограничивая класс решений внутренне! 
ОКЗ. 

В заключение рассмотрим достаточные условия единственности ре­
шения внешней ОКЗ. В работе [13] (см* также [l5 c,5l] )' СЛ1.К&дря -
шовым установлена единственность решения J (.£)' * которое опреде « 
ленр формулой (2), при условии у'^ (0) < 1 » а также при условии 
V 9 ' (0 ) < 2l1c ? К ̂  1,71 ,. , • 0 Использовался такой критерий: 

функция будет единственным решением задачи, если только 

\&ы1Г(*)\ < 2/(mz~i) 7 хлг . 
В силу сходства между этим условием и условием Беккера доста -

точно привести^ формулировку теоремы* 
' , Т ^ е щ 8,.Пусть в (2) 9(0) £ Р^(п 5к) , П >2 :Функция%(£)-

единственное решение внешне! 0КЗ? если "'выполняется одно из следую -
щих условий: 

I) '• , И « jrn/2(2n-l) ; . 
?) к=1 Я « 2Ь ; • • 
з) |? > 2 , г>.^'2Ь(п,1с)т1 

Здесь & и B(tl,k) те же, что и в теоремах 4 и 6 соответственно• 
Заметим, что первое и второе условия теоремы В дает единствен­

ность с меньшими постоянными в оценках при .11=2 на полную вариа­
цию, чем в утверадениях из [хз]Здесь учтено влияние пропусков в 
разложении в ряд J(Z,) . 

Автор выражает глубокую признательность Л.А.Аксентьеву за вни­
мание к работе* 
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