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А.И.Скошш 

ТОЗДЕСТВО ЯКОШ ДЛЯ ГРУШ 

Нашей целью является получение некоторого тождества в груп­
пах, обобщающего обычное тождество Якоби для лиевых алгебр. 

Пусть S - свободная группа, записанная аддитивно. Операция 
коммутирования будет записываться как умножение: 

аЬ = -а-Ь +а +Ь 
•» 

где а,Ь е S . При этом кратное произведение без расстановки ско­
бок будет предполагаться левонормированным: 

K
av Q-K-.a-K = =( Qv<O aK • 

(В частности, abK= (afeK",,)b .) С введением таких обозначений 
группа S оказывается записанной как алгебраическая система, 
близкая к лиевой Z -алгебре. Для элементов из S определены 
три действия - сложение, умножение и умножение на скаляр из Z 
На основании наших обозначений, непосредственно проверяются сле­
дующие свойства действий: 

6 + a = a + b + ba ("квазикоммутативность сложения"); 
6а =-а& (антикоммутативность умножения); 

а(6+с) = ас+аЬ + аЬс (левая "квазидистрибутивность"); 
(b+c")a=ba>bac +ca (правая "квазидистрибутивность). 

Аналог имеющего место в алгебрах "правила вынесения скаляра": 
(ка.)Ь ~ к (&Ь) , для k e Z , здесь сложнее. При к =-< эти 
свойства имеют следующий вид: 

(-a)& = -ai> + 6a(-aV, 

(-a>(-b) = ai> + afe(-&V(-̂ a-(-°L) • 
Мы будем вести выкладки в S !с некоторой степенью точ­

ности", т.е. с точностью до слагаемых из некоторого члена цент­
ральной фильтрации группы S : 

S(o = s ^ s u + o = s u > s ̂  

Если a e S"°\ Sla+'\ то мы будем говорить, что степень \>(ал эле­
мента а равна п. , т.е. v(a) = a . В случаях, когда степень 
элементов близка (в смысле выбранной степени точности) к "пре­
дельной", приведенные выше формулы принимают обычный для Ж -ал­
гебр вид. 

Элементы из S можно записывать как полиномы от образующих. 
При выполнении действий,над элементами, записанными в такой фор­
ме, бывает удобно привести все слагаемые к левонормированному 
виду. Выводимая нами формула позволяет проводить такое приведе-
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ние с нужной степенью точности. 
Пусть А, х,и е S , где х,и произвольны, а А е Scz\ 

(Последнее ограничение нужно лишь для упрощения в счете). Мы бу­
дем преобразовывать нелевонормированное произведение А с их) к 
сумме левонормированных слагаемых, т.е. таких, которые в приня­
той нами записи не требуют расстановки скобок. 

Известно, что, с точностью до слагаемых пятой степени, вер­
но равенство: 

A(ux , i = Аох - Ахи + . . . , 

вытекающее из тождества Якоби для лиевых алгебр. Мы найдем в 
этом равенстве дальнейшие слагаемые до девятой степени включи­
тельно. Таким образом, все вычисления будут проводиться по моду­
лю десятого коммутанта S w . Поэтому в дальнейшем слагаемые из 

SWMH будем опускать, и все равенства следует понимать как 
сравнения по модулю St,0). 

Имеем: , 
Afux^AHx+i^+^+xVH A(^ + x)+A(-(x+^y+A(-(x+^(^+xV ( I ) 

Обозначим: А =А, А = A(x+u/, A = Acx+ufd j+x^ (с тем, что-
т-г бы удобнее было следить за степенью). Тогда A(-(x+uS)= А<, + А6 + А8-

- А 9 - \ - А 5 - А 3 = В+С , где 6= А„*А6+А- , С = -4А9-А,-А5 - А3. 
При этом \>(AR>n, \>(BV4, ^(C)>/3 , ибо, согласно выбора 

А,х ,^ , v(Al>2,vwH,V{ijn< .Далее: 
A(-(x+^)(u+x,)=(B + CVu+x,) = B(u+x,)+ Bcu+x^C + C(u +x). 

Вычисляем каждое слагаемое в последней сумме 
В(Ч + ху=(А, + A 6 + A , ^ + x i = A 5 + V A , ; 

В(^х^С=(А5 + Аг + А9 ) ( -А9 -А7 -А5 -А3 )=-А5А з ; 
С ( Г х ^ ( - А 9 - А 7 - А г А з ) ( Г х ^ - А г А 6 + \ А Г А 8 + А 6 А 9 . 

Подставляя в ( I ) , находим: 

A(^V\ + A6 + A,-A9-VV\+VVV 
- А 5 А 3 - А , - А 6 + А Ц А 3 - А 8 + А 6 А Э . 

Упорядочим в этом разложении слагаемые по степени, (При переста­
новке слагаемых с суммой степеней < 10 появляется их произведе­
ние.) 

A(uxy= v v y v vA»+ W \ - \+ АЛ~АЛ + 

Л А 8 -А 8 + А3А3 + А5Аэ + А 9 - А з + А
6

А Г А Л + А Л - А 5 А - (2) 

Теперь приступим к раскрытию скобок (* +у) и (ij +x^ , входящих 
в А а и Аа . 

А3-А3 = А(у+x4)-A(x+u,) = Ax'+Au + Aux-Axi^-Ax-Aip' 
= 3A^x3-Axij+Ax(Au) + Ax«j(AxVAx.(j(A^-Ayx(AxV - (з) 

- Аух (А^ - Ax(Auf + A4(Axf. 
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Из этой формулы ясно, что группа слагаемых высшей степени в (2) 
исчезает. Действительно, заменяя в (3) А на А8 , мы получаем 
А ~ А = 0 ; аналогично А А -А А =0 , А,А - А. А = 0 . Далее, 

9 9 ' 6 3 6 3 ' 5'\ 5 
находим: 

А^ = A(x + u f = Аиг+Ахи+Аих+АхЧДх
ги + А х и х + Ахц_г + Аихи + 

+ Ахихи +Аих(Ах>) +А|ДАх} +Ах1(Ахи,| +Аих(Ахи} + Аих(Ах>)и + 
+Аиг(Ах^)+ Ах^Ахи)^ + AxiAAx*) + Ахи\Аих^ + Аих(Ахи^и+Аихи(Ах гу, 

А^=А(х + иХч + ̂  = Аих+Ахг'+А^г + Ахи+-^Ахих+Ахиг + Аи!1х + А х ( / х + 
+ Аих(Ах} + Аиг(Ах^ +Ахг(Ах^ + Аих(Ах^ + AtAAx^x + АЛАхил + 
+ Ахих( Аиг1 + Axi^x(Ax^ + Аигх(Ахи) + Аиг( Ахи)х . 
А^~ АА= Ахги -Ахих + Аихи-Аигх +Ахихи - A x i / x -Ах г( Ахи1) -Ax a (AuV 

+ Аих(Ах)и-Аих(Ахи)-Аих(Аиг)-Аиг(Ах^х-Ахги(Ах^-Ахги(Ах^-
-Ахги(Аих^-Ах^(Аи^+Ах^Ах^ + Ах^х(Ах^+Ахих(Аих^+Axu2(Ao?> 

+Ахи г(Аих^Аихи(Ахи^-Аихи(Аих^-Аихи(Аи^+Аих(Ах^и +Аугх(Ахг,( + 
+ Аугх(Аих) + Аугх( А^-АЛАх^х. (М 

\ - \ = \ и х - \ х Г - А х ^ +Ах\,х-Ахихи + Ах^х -Аи^ +Аихих -
- Аи*хи+АиЪ:-Ахгихи +Ах ги*х~Ахих ги+Ахихих-Ахи гхи + Ахи3х -
-Аихихи +Аихи гх-Ахихихи + Ахихи x -Aux iAx ' i xu + Aux(Ax , )ux -

- Аиг(АхЧхи + Аиг(Ах)^х. ( л 
А -А = Ах^и-Ах^х + Ах гихи-Ах ги гх + Ахих ги-Ахихих + Ахи гхи -

- A X U J X + A u X J U - A x a u X + А и х и Х и - A U X U 2 X + А ^ Х г и - A l J ^ X U X + A u 3 X U - А ^ Х + 

+ Ахгихи-Ах*игх +Ах2их ги-Ах2ихих+ A x ^ ^ u - A x V x + Ахих 1 и -
- AXUXSJX +2Ахихихи-£Ахихи*х + Ахи гхи - A x i / x u x + Ахихи -Axu'x + 
+ Auxzuxu -AuxVx +AUXUX\J - Auxuxux + Aux i /xu - A u x u V + A A c u x u -
_ Аигхигх + Ах г ихихи - А х г и х | / х + Ахих гихи~Ахих ги гх +Ахихих г и -
- Ахихихих+Ахихи гхи-Ахухи4х + Ахи гхихи-Ахи гхи гх +Аихихихи -

- Аихихи г х . (6^ 
А т-А т=-Ах*и +Ах ,их-Ах гихи +Ахгигх-Ахгих1и +Ахгихих - Ахг(/хи + 

+ AxVx-Axux iu+Axux aux-Axuxuxu + A x u x c r x - Ахих г и +Ахи гхих -
-Ахихи +Ахи"х-Аих'и +Aux i ux- Аихгихи + AuxVx ~Аихихги + Аихихих-
~Аихигхи +Auxux-Auax\j +Аи гх гух-Аи гхихи +Аи гхи гх-Аи3х гу + A iAcux -

-Аи1,хи+Аи5х-Ах1,ихи +AxVx - A X \ J X \ I +Ax 3 uxux -AxYxu + A x V x -
_ AX4JX\J + Ах^их^их-ЕАх^ихихи +2Ах гихи гх -Ах ги гх гу +Ах ги гхих -
- AxVxu +Ахгих-Ахихги +Ахих3их-2Ахцх ги xu+2.AxuxVx - <.Ахихихгу+ 
+ 2.Ахихцхих-2Ахихиг ,хи +ЯАхихи3х-Ахи^иМхигхгих-2.Ахигхихи + 
+ ̂ Ахцгхигх-Ахи3хги +AxuJxux - Ахиху+Ахих-Аих3ихи +AuxVx~Auxiux2u + 

Mux^xux-Aux^xu+AuxYx-AuxuxWAuxuxW-EAuxuxu^ +2Аихихигх -
- AyxuVu +Aux*uxux "Лихими +Аихи"х-Аухгихи М и 4 / х -Aufxu^u + 
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+• A U ^ U ^ L I X - Ai/x i /xu +Аигхи*х -Аи'хихи +Аи5хигх. (7) 
AJ[-A=Ax6u-Axsux+Ax'uxu-AxYx +Ахихги-Аз?ихи-Ах3и*х. +Ахаих^ - A x W u x + 

+Axbxuxu-Axuxux +AX\MJ - A X \ / X U X + A X V X U - A X U X + AxuOtu -AXIJXSUX + 
+Axux\jxu-AxyxVx+Axuxuxu -Ахихихих + Ахихигхи -AxuxuV +Ахугх5и-
- A X U X \ J X +Axilxuxu ^Axiixc/x + Ахиэхги -Axuxux + Axuxu- Axu5x +AuxW 
+ Аих5цхц-Аихух + Аухгихги ~Аихгихих +AuxVxu -AuxYx + Auxux\| -
-Аи=счхгих + Аихухихи -Аихихи гх +Аих|/хи ~Аихи*хих +Аихи3хи -
"Аихи'х +AuVu -Au*xJux + Аигхгиху - Аи гх\/х + Аи*хих*и - Ai /xuxux + 

+ Aiixuxu -AiAuJx + Аи3х1| - А'/х'их + Atfxuxy -Adxux +Aux\j- A uxu x + 
+ Au sxy-Au6x. (81 

\"Аа-АцА4=-Ах^(Ах)-Ах!и(Аи) +Axux(Ax'^+Axux(Au,)-Auxu(Ax') -
-Au^Au) + Aî tCAx") + А^хсАф-АхуАхи1) + Axux (A xu^-Axuxu (Ax)-

-Ax^(Au^+Ax^(AxVA^423c.(Au)-Auxu(Ax^ +Аигх(Ахиу. (9") 
АД-А5А3=Ахги(Ах^+Ах^(Аи,)-Ах^х(Ах,)-Ах^х(Аи) + Axuxu(Ax,i + 

+Axu^(Ai^ -Ax^x(AxY-Axu2x(Au) +Аихги(Ах')+Аихги(Аи^-Аихих(Ах1 
- A ( JX^X(A^ + Аигх^(Ах^ +Аигхи(Аи'|-АиЧ(Ах^ - AiAc(Au). ( Ю1) 

До окончательного приведения подобных членов в (З)-(Ю) приведем 
к левонормированному виду те слагаемые в (3), (4), (5), (9), 
(10), которые еще содержат скобки. Для этого воспользуемся при­
ближением выводимой нами формулы. Ограничимся в (3), (4), (5) 
слагаемыми, степень которых 4 6, и парой слагаемых из (6), в ко­
торые входит лишь один раз и . Тогда (2) дает: 

А(их) = Аих-Ахи + Ахги - А х и х + Аихи - A i A ; -Ах 'и +Ах'их-
-Аих^ +Аихих~Аигхи +Аи3х + Ах(Аи) +Ах',и ~ Ах\ /Х +. - • 

Заменяя здесь А на Ах , и на А , х на и , мы получим: 
AxiAu^-AxUjA +АхАи + АхигА-АхуА^-Ах^А +АхигАи +АхАиА -
-AxAu + Ax^A-Ax^Au-AxuxA^ZAxuAxA-AxuAx-AxAu'A+AxAuA.I125 

Далее, аналогично получаются все остальные разложения. Подстав­
ляя эти разложения в (З)-(Ю) и в (2), мы получим после приведе­
ния подобных членов следующее равенство.: 
А(ихч=Аих-Ахи +Ахги-Ахих +Auxu-Au*x-Ax\f +Ax4ux-Agx4| -

-Auxux- Ai/xu +Aulx-AxuA + AxAu + Ax^-Axbx+Aux3u-Aux lux + 
+ Аигхги-Аигхих+Au3xu -АиЧ-AxuxA+AxuAx + АихаА-АихАх + 
+ A u x u A - A u x A u - A x ^ u + A X W - A U X \ J + A U X J U X -Au2x*u + АсАЛх 1 -

- Au'x^ + A u W - Au"xu + A & + AI?AIJ -A^Axij-AuaM + AuVAx+ 
+ Ax^-AaFAif-Axuxy A + А х ^ х А и - А ^ А + г А Л А х - А ^ А х 1 -
-A^x^'A +2.Аих^Аи-АихА^-А^А + АигхАи +AxAuA-AxA*u + 
+ Ахьи- Axsux +Aux5u - AuxW + А и ^ и - А и ^ и х - А и Ц - AuVux + 
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-Au'xux+AuS:u-At/x-Ax4Au-AxsbxA + Ax"uAx + AxJAxy .+ Ax\|xAx-
-АЛАхНАхчх»А-гАх^хгАх -нАхухАх2- + АцхцА-АихьАх-АхуА + 

+Ax\jAu -AX?AJ+ г Ax\jxAy - AxYxA +2.Ax^Ax - 2Ax\jАхи-Ax^ Ayx+ 
+ Ах2-Ахиг+Ахих;иА-2.Ахих2'Аи+АхихихА-2.Ах^х^Ах + AxyxAxy + 
+ AxuxAux + Ax t / x *A-£Ax i / xAx +-AxuiAx2--Aux*yxA + Aux*u Ax + 

+ Аих гАхи-АиХ гАиХ +Аихих гА-АихихАх~АихАх ги +AuxAxux + 
+ гАигх3А-'|AyVAx + гАм^хАх^-АхуАи + АхгуАуг + АхухугА -
-AxuxuAu +АхигхиА-АхигхАи -Ахи*Ах + Axi/Ayx-AuxVA + 
+ АихгиАи-АихгА^ + 2.АихихАи-АихигхА + 2AyxytAx -ZAuxuAxu 
-АихуАух+АухАхиг+АЛ^А-2АуЗДу-АугхуАх + 2АугхАхи + 
+А«?хАух +AyVA-ZAyJxAx + Ау»Ахг-Аи*Ахгу + Ауху^А-гАух^Ау 
+АихуАуг^уЧу^-2АугхуАу+АугхАуг + Ау1хуА-Ау5хАу -
-Ахих Аг + SAxuAxA-£Axu Ах-АцхАуА + АихА1и + АиАхАх -

-АуАх*-А. ^13^ 
Это, по существу, и есть нужная нам формула. Мы ее упростим 

прибавив к правой части равенства (13) разложение (аналогичное 
разложению (12)) следующего равного нулю элемента: 

АЛАх^+АхЧАЛ + Aux(Ay4 +A^(Aux^-Axz(AxuxV Axux(Ax^ + 
+ АхЧАхЧи-:АхЛАх*ч- Ахг(АхиЧ-Аих(Ахих^-Ахих(Аих^-
-Axz(Auxu)-Auxu(Ax^ +Axu(Ax^u+Ax4Axuii4 +Aux(Ax^u + 
+ Ахг(Аухуу +Au»(Ax )̂ + Ax*u(A(/)- Аих(Ахиг)-Ах^(А^х\-Ахи(Ах^) 
-Ах^г(Ах^+ АхуСАхуЧу +Аиг(Аихи) + Ауху(Ауг) - Aul(Aul)x -

-Axy(AxAVAxA(AxM-Ax(Ai^(AxVAu(Axf.-

Теперь равенство (13) дает нам следующую окончательную формулу: 
A(yxY = Aux-Axu+Ax*u-Axux + Auxu-Au2x-Ax\ j + A x \ / x - A u x \ j + 

+ Аихих-Аи г хц + Au3x-AxuA +AxAu + Ax\f~Ax4ix + AyaAi - A u x \ j x + 
+ Аугх^-Аугхух+Ауъху-Аух-АхухА + AxyAx t AuxM-AyxAx + 

+ AyxyA-AyxAy-Ax*y+AxW-Ayx , y+Ayx i ux " A y V y + А у г х * у х -
- Au*x lu + Ay*xyx-Ay"xu +AA. + Ax3Ay-Ах гАху ~Ayx4A + Аух гАх + 
+ АхуА-АхгуАу-АхихиA+AxuxAu-АигАх + АугАух + AxAyA -
- АхАгу + AXSJ - Ax*ux + Аух5у - A u x W + A ' U V L . -Ау гхъух + Аи5Хъу -
-AuVyx + Ay,,xzu-Ay',xyx+Au5xu-Au6x-Axl,Au +АхъАих +АхгАхги-
- A x ^ A x u x + Aux^A -Aux^Ax -AxVA + АхъуАи~АхэАуг + Ах г ухиА -

-АхгуАху +АхгАхуг +AxyxuxA-AxuxuAx-AxuxAxu + АхуАхЧ/ -
- АхуА + АхуАу + АхухугА-Ахуху L - АухуА + Аухгу Ау + 
+ Аух^ гАх-Ауху Аих ч-Ау^Ах-Ау3Аху + АугАиху - АугАу*х + АхАхАи-

-АхА1ху-АухАхА+АцхАгх-АихАиА+АихА\|. 
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Эту формулу естественно назвать тождеством Якоби для групп. 
Замечание. Ясно, что сумма коэффициентов в группе слагае­

мых, имеющих одинаковые степени по каждой из пе­
ременных А, х, и равна нулю. 
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