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НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ СРЕДНЕГО 
ЧИСЛА ПОВТОРЕНИЙ ш-ЦЕПОЧЕК 
И ДЛЯ СРЕДНЕГО ЧИСЛА 
НЕПОЯВИВШИХСЯ т-ЦЕПОЧЕК 
ИЗ ЗАДАННОГО КЛАССА 
В.Г.МИХАЙЛОВ 

В работе доказываются оценки сверху и снизу д л я среднего числа 
г -кратных повторений го-цепочек из заданного класса (т .е . принад­
лежащих некоторому множеству S цепочек длины го над рассматри­
ваемым алфавитом) . С помощью этих оценок получены аналогичные 
оценки для среднего числа непоявившихся го-цепочек из заданного 
класса. 

Рассмотрим последовательность независимых случайных величин Y%, 
Y2,. •., принимающих значения из множества N = {1,2, . . .} с вероятнос­
тями 

Pki = P{Yi = k}, ] Г р ь = 1 (г = 1 , 2 , . . . ) . (1) 
fc€N 

Пусть 
Xi — (Yi,. . . ,Yi+m_i), г = 1 , 2 , . . . , 

— последовательность m-цепочек в последовательности {Yi}. Для произ­
вольного подмножества 5 множества N r a определим случайные величины 

&.($)= £ i{xtl = ... = xires}, (2) 
1 < ! 1 < . . . < » ' Р < П 

где I{В} обозначает индикатор события В. Величина £T{S) называется 
числом r-кратных повторений га-цепочек из класса S в последовательнос­
ти (1). В данной работе получены оценки сверху и снизу для величин 
E&(S). 

Систематическое изучение числа r-кратных повторений га-цепочек 
& = £r (N r a) началось с работ [1] и [2], в которых были получены усло­
вия сходимости к сложному пуассоновскому распределению. Скорость та­
кой сходимости была оценена в работе [3]. Условия асимптотической нор­
мальности £г изучались в работе [4]. Суммы случайных величин £г можно 

© В. Г. Михайлов, 2000 

10* 



148 В. Г. Михайлов 

использовать при изучении асимптотического поведения разделимых ста­
тистик. Данный подход, разработанный в [5], позволил получить простое 
по форме достаточное условие асимптотической нормальности разделимой 
статистики, определенной на частотах m-цепочек в неоднородной полино­
миальной схеме. Метод работы [5] может быть использован и для полу­
чения явных оценок математических ожиданий разделимых статистик. В 
настоящей работе этот подход применяется для оценивания среднего числа 
непоявившихся m-цепочек из заданного класса. 

Пусть N(S) — множество чисел из N, встречающихся в записи цепо­
чек из множества 5. Положим 

р = max max P {Y{ = к}, P{S} = max P {Xt G 5} , 
» k£N(S) i 

n 

о(к) = 5 ] Р { ^ = к}, Q r=£(a(k)) r . 
«=i k e s 

ТЕОРЕМА 1. Пусть р < 1/2. Тогда при всех г, удовлетворяющих 
условию 2 < г < п, выполнены неравенства 

1 
E£ r(S) < - Qr(S) + (га - 1) прт (1 + прту-* MrP{S), (3) 

г де 
Mr = max < — 

(г -l)l'{l-2p) \ 

1 1т — 1 
E* r(S) > yjQr(S) - 2 ( ( r _ 2 ) ! ) P ( 5 ) {npmy-\ (4) 

З а м е ч а н и е 1. Верхняя оценка типа (3) для Е£ г(£) была получена 
ранее в работе [5] в случае S = N m . Сформулированная выше теорема 
упрощает ее и распространяет на случай произвольных множеств 5. Кроме 
этого, мы получаем нижние оценки для E£ r(S) . 

Оценки теоремы 1 можно использовать при выводе аналогичных оце­
нок для математических ожиданий разделимых статистик от частот т-
цепочек в неоднородной схеме. Это можно продемонстрировать на примере 
статистики fio{S) — числа непоявившихся цепочек из заданного множест­
ва S. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть р(2 + е + епрт) < 1. Тогда 

Е^5)-Ее~°(к) 

kes 

< (га - 1) прт (е1+прт - l ) P(S) + 

(5) 
(т - 1) епр™(1 + пр-) 1 _ menP-p{s)_ 

1 - р(2 + е + епрт) К ' 2 v ' У К ' 

З а м е ч а н и е 2. Оценка (5) является новой даже для наиболее изу­
ченной статистики /io = /io(Nra) в однородной схеме (когда вероятности 
ры не зависят от индекса г). Этот случай изучался в работе [6], где имеется 
асимптотическая оценка разности 
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F,fj,0(Nm)- J2 e-"Pfei •"*""». (6). 
fci,...,*TOeN 

Позднее (в [7]) данный результат работы [6] был распространен на случай 
множеств S достаточно общего вида при сохранении предположения об 
однородности схемы. В отличие от результатов обеих упомянутых работ, 
теорема 2 дает явную оценку величины погрешности (6), которая пригодна 
для численных расчетов. 

Нетрудно заметить, что при го = 1 оценки (3) и (5) значительно упро­
щаются. Аналогичное упрощение имеет место и при го > 2, но для специ­
ально выбранных множеств 5. Рассмотрим один интересный случай. 

Пусть го > 2. Обозначим через N(m) множество всех го-цепочек 
k = (ki,...,km), удовлетворяющих условиям 

™1 f1 кт, (ЛЬ ™2) i1 \km-\i km),. . . , («i, . . . , Km-l) Ф («г, • • •, km). 

Цепочки из JV(ro) обладают тем свойством, что начало такой цепочки не 
совпадает с ее концом. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть го > 2, р < 1/2 « 5 С N(m). Тогда при всех г, 
удовлетворяющих условию 2 < г < п, выполнено неравенство 

E € , ( 5 ) < i g r ( 5 ) . (7) 
г! 

ТЕОРЕМА 4. Пусть го > 2, S С ЛГ(го) и р(2 + е + enpm) < 1. Тогда 

EMo(S)-5>-"<k 

k € S 

< i ( 2 r o - l ) n p ™ e ^ m P ( S ) . (8) 

З а м е ч а н и е . 3 . . Интересно выяснить, сколь содержательны оцен­
ки (3)-(5) при S(]L N(m). Наиболее показательным представляется следую­
щий пример. Рассмотрим равновероятную схему с N исходами (pki = 1/N 
при к < N и pfej = 0 при к > ЛГ). Пусть 

S={ ( * , . . . , * ) : fe€{l,...,JV}}. 

В этом случае неравенство (5) принимает вид 

\Eno(S)-Ne-"\ < (го - 1) а (е 1 + а - 1) ЛГ1-™+ 

Jm-lKj^ ,. 1 
+ l-JV-i(2 + e + e a p + 2 1 1 ) а в Л ' 

где а = n/Nm. Эта оценка содержательна даже при а -»• со. Например, 
при Ne~a —>• А, 0 < Л < оо, величина в правой части имеет порядок 

О {maeaNx-m) = О (то In ЛГ • N2~m). 

file:///km-/i
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З а м е ч а н и е 4. Задача о числе непоявившихся га-цепочек имеет 
довольно длинную историю, начинающуюся с работы П.Ф. Беляева [8]. Из 
последующих работ следует отметить статью [9], в которой, в частности, 
были описаны условия сходимости распределения этой величины в однород­
ной схеме к распределению Пуассона. Вопрос об условиях асимптотической 
нормальности этой величины изучался в работе [6]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Ясно, что 

E^r(S) = y£p{A(i1,...,iT)}, 
j 

где 

A{iu ...,iT) = {Xh =...-• XireS}, J = {1 < ii < . . . < ir < n). 

Разобьем область суммирования J на сумму непересекающихся множеств 
J(l): 

( г 
J(l) =z <(ii,...,ir) Е </: множество V(«i,.. .,ir) = \J [it, it + m — 1] 

состоит ровно из I связных компонент >. 

Тогда 
г 

Е 6 ( 5 ) = 2 ^ . E, = Y^P{A(4,..-,ir)}. 
i=i J(i) 

Следующие утверждения дают оценки для величин Ei. 
ЛЕММА 1. Выполняются неравенства 

^Qr(S)-{^~^-QrMS)<Er<^Qr(S). (9) 

СЛЕДСТВИЕ 1. Выполняется неравенство 

Е* *hQr{S) ~ W^W)P{S){npmrl- т 

Оценка (10) вытекает из (9) и того, что в силу неравенств 

а(к) < прт и ] Г о(к) < nP(S) 
kes 

имеем 
Q r _ 1 ( 5 ) < P ( 5 ) n ' - 1 p m ( ' - 2 ) . 

Заметим, что из (10) следует оценка (4) теоремы 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1. Пусть 

J*(r) = { ( i i , . . . , i r ) Е {1 , . • -,п}Т: все элементы i±,.. .,ir различны и при 

их упорядочении по возрастанию получается набор из J (г)}. 
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Воспользуемся тем, что случайные величины X,- конечно-зависимы. Полу­
чаем 
Е* = ЕЕ Р ( Х ь = .-. = *<, = к} = 

kesj(r) 

kes»i=i «r=i»=i 

Теперь заметим, что 

{ 1 , . . . , п Г \ Л ( г ) С U Jat, 
l<s<t<r 

где J , t = {(ii,.,.,ir) £ { l , . . . , n } r : |г„ -it\<m}. Кроме этого, 

ЕЕП р №.- к )< 
j s t kes u=i 

( n y - 2 n min{n,t',+n»-l} 

E p № = kJ Ep№.=k> E *{*. = *>< 
» = 1 / «»=1 max{l,« a-ra + l} 

< {2m-l)pmQT-1{S). 
Следовательно, 

^ = E E p {^-i = • • • = Xi- = k> = 
kesj(r) 

kesj ,(r)«=i ' u ; - / 

Лемма 1 доказана. 
ЛЕММА 2. При 1 < / < г — 1 выполняется неравенство 

Доказательство этой леммы мы не приводим. Достаточно повто­
рить (с незначительными уточнениями) рассуждения, проведенные на 
стр. 95-96 работы [5]. 

ЛЕММА 3. Пусть р < 1/2. Тогда 

Y, Ei<{m- 1) прт (1 + npm)r-X MrP(S). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3. Воспользуемся аналогией с 
соответствующими частями доказательства леммы 3 работы [5]. 

Используя неравенство леммы 2, можно записать 

g^-^gC-Wte)' r-1-l 

< 
(12) 

< (m - 1) прт (1 + тгр™)1""1 max{a i , . . . , a r _i} P(5) , 

где 

Так как a//a;_i = (1 — p)/(lp), то при г — 1 < (1 — р)/р максимальным 
значением а; является a r_i = 1 — (г — 1)!, и имеет место неравенство 

г - 1 „m\r—1 
Х > < (m - 1) P(S) пр™ ^ ± ^ Т - . (13) 
г=1 

Рассмотрим теперь случай г — 1 > (1 - р)/р. Тогда 

m a x { a i , . . . , a r _ i } =max{a„ ,a M + i } , 

где и — [(1 —р)/р]. Используя оценку п! > (п/е)п, получаем 

/ \ « / ч г - а - х / \ и / \ г —« —х • 

Аналогично получается оценка 

Таким образом, в рассматриваемом случае 

/ \ г —1 
m a x j a i , . . . , a r _i} < i — -

Подставив эту оценку в (12), получим, что при г — 1 > (1—р)/р выполнено 
неравенство 

^ ^ < ( т - 1 ) Р ( 5 ) п р ™ ( 1 + п р ™ Г 1 ( 1 — - J • (14) 

Объединяя оценки (13) и (14), получаем утверждение леммы. Лемма 3 до­
казана. 

Используя леммы 1 и 3, получаем (3). Теорема 1 доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Из формулы включения-

исключения следует, что 
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/io(S) = | S | - " ( S ) + £ ( - l ) r M S ) , (15) 

где v(S) — число m-цепочек среди Х\,.. .,Хп, принадлежащих множест­
ву S. Поэтому 

п 
E(i0(S) = \S\-Ev(S) + Y,(-l)rVZr(S), (16) 

г=2 

Воспользуемся этой формулой для оценивания Еро(«)- Как нетрудно заме­
тить, 

|S| = Q 0 ( S ) = : ] r > ( k ) ) 0 , Ei/(5) = Q1(5) = 5 ] o ( k ) - U?) 
k £ 5 k € S 

Заметим еще, что при г > п верхняя оценка теоремы 1 для E£ r(S) поло­
жительна, а нижняя оценка — отрицательна. Поскольку E£ r(S) = 0 при 
г > п, мы можем использовать оценки теоремы 1 при всех целых г > 2. 

Начнем с верхней оценки для E/io(5). Применив расширенную указан­
ным выше образом теорему 1 и равенства (17) к тождеству (16), получим 

E/i0(5) < J ] e-a<k» + Gi + G2 + G3, 
где k e S 

G 'i = Y,(m-l)P(S)npm [
 (

ПР I = (m-l)np™ ( l + n p " l ) ' - 1 P ( 5 ) , 

CO у \ Г — 1 

G2 = g ( m - 1) np» (1 + пр-Г-1 P(S) ( ^ J = 

= (m-l)enpm(l + npm)r-1 

1 - p(2 + e + enpm) ' ' ' 

G 3 = E 2((Г-~2)1) ( n p m ) r _ 1 = 2 ( 2 W ~ 1} ^ m e " " m p ( 5 ) -

Аналогичным образом доказывается нижняя оценка 

ЕМо(5) > Е e _ a ( k ) - Gi - G3 - Ca­
kes 

Теорема 2 доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Применим схему доказа­

тельства оценки (3) теоремы 1. Отличие состоит в том, что в данном слу­
чае E£ r(S) = Ег. Поэтому достаточно воспользоваться неравенствами (9) 
и получить (7). Теорема 3 доказана. 

Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству теоремы 2, и 
мы его не приводим. 

Автор признателен А. М. Зубкову и В. П. Чистякову за обсуждение 
затронутых в статье вопросов и полезные замечания. 
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