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§ 0. Введение
Мы преследуем в этой работе двоякую цель. Во-первых, мы изла­

гаем основы теории погруженных минимальных поверхностей в рима- 
новом многообразии. Главный результат этого общего исследования 

. состоит в выводе линейного эллиптического уравнения второго пррядка, 
которому удовлетворяет вторая фундаментальная форма любой мини­
мальной поверхности в любом объемлющем многообразии (см. теоре­
му 4.2.1).

Во-вторых, мы применяем эти общие результаты для более подроб­
ного изучения минимальных поверхностей в сфере и в евклидовом про­
странстве. В это изучение входят оценка для индекса и дефекта 
не вполне геодезической замкнутой минимальной поверхности, погру­
женной в S71; теорема, обобщающая на произвольную коразмерность 
теорему де Джорджи [8] об образе при гауссовом отображении замкну­
той поверхности в Sn коразмерности 1; теорема, оценивающая сверху 
минимальное значение скалярной кривизны на произвольной замкнутой 
не вполне геодезической поверхности в Sw; теорема, явно указывающая 
окрестность стандартной метрики S*, изолирующую ее в пространстве

*) Simons James, Minimal varieties in riemannian manifolds, Ann. of Math., 88 
(1968), 62—105.
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метрик, образуемых не вполне геодезическими минимальными погруже­
ниями в Sn; теорема, обобщающая результат Альмгрена [9] и утверж­
дающая, что конус над любой не вполне геодезической замкнутой мини­
мальной поверхностью в Sn коразмерности 1 не стабилен относительно 
его границы при п ^  6, и пример конуса над такой поверхностью S7, 
который по крайней мере локально стабилен. Из этого последнего ре­
зультата вытекает распространение до размерности 7 теоремы о внут­
ренней регулярности решений и распространение до размерности 8 гипо­
тезы Бернштейна. Мы выражаем благодарность Ф. И. Альмгрену, 
познакомившему нас с рядом основных задач в этой области; беседы 
с ним доставили нам весьма ценную информацию.

§ 1 . Римановы векторные расслоения
1 . 1 .  Определения. Пусть М — р-мерное риманово многообразие, 

с краем или без края. Мы будем всегда считать М ориентируемым. 
Обозначим через Т(М) касательное расслоение М и через Т(М)т — ка­
сательное пространство в точке т. Пусть (х, у) — скалярное произ­
ведение векторов х, у£Т(М)т\ это произведение распространяется на 
скалярное произведение в пространстве всех тензоров произвольной 
заданной валентности, обозначаемое тем же символом (,). Риманова 
связность на Т(М) естественным образом индуцирует связность на век­
торном расслоении тензоров любой заданной валентности; эта связность 
сохраняет указанное выше скалярное произведение.

Пусть Z — тензорное поле на М, и х£Т(М)т; обозначим через V XZ 
ковариантную производную Z в направлении х. V xZ есть тензор в точ­
ке т той же валентности, что Z. Поскольку связность сохраняет ска­
лярные произведения, имеем

V , < Z ,  W) =  {bxZ, W) +  ( Z ,  дXW)> ( 1 - 1 - 1 )

где Z, W — тензорные поля одинаковой валентности.
Для векторных полей X, Y на М получаем первое структурное 

уравнение:
AxY - AyX  =  [X,Y]. . (1.1.2)

Векторам х, у £ Т (М)т соответствует антисимметрическое линейное 
преобразование RXt у: Т (M)m —> Т (М)т — преобразование кривизны. R Xt у 
естественным образом индуцирует антисимметрический эндоморфизм на 
каждом ассоциированном пространстве тензоров.

При этом антисимметричность понимается по отношению к указан- 
, ному выше скалярному произведению в этих пространствах. Пусть 
■X, у £ Т (М)т и z — тензор в точке т. Построим на М векторные поля 
X, Y и тензорное поле Z, принимающие в точке т соответственно значе­
ния х, у, z. Тогда второе структурное уравнение имеет вид

R x , y Z  =  V X V KZ  -  V KV X Z .  ( 1 . 1 . 3 )
О п р е д е л е н и е .  Пусть V{М) — векторное расслоение над М. 

Предположим, что на слоях V (М) введено евклидово скалярное про­
изведение и что на V(M) введена линейная вязкость, сохраняющая это 
скалярное произведение.

Тогда V(M) называется римановым векторным расслоением 
над М.

Мы будем обозначать скалярное произведение на слоях V(M) также 
через ( , ). Пусть ф — сечение V (М) и х  £ Т (М)т; обозначим
снова через ковариантную производную <]> в направлении х.
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Очевидно, Vxty£V (М)т. Поскольку связность сохраняет скалярные 
произведения, имеем

<Ф» <Р> =  <^ф. <р) +  (ф, (1.1.4)
где <р, ф — сечения на V  (М ).

Связность и скалярное произведение на V (М) и Т (М) естествен­
ным образом индуцируют связность и скалярное произведение на любом 
тензорном произведении ассоциированных векторных расслоений. В ча­
стности, так получаются связность и инвариантнре скалярное произве­
дение на П (Т, V) =  Нош (Г (М), V (М)). Именнб для г, s £ H (T ,  V)m 
достаточно положить

р

(г, s) =  '2i (r(e l), s (e t)), (1.1.5)
t -л

где {et} — любой ортонормированный репер в Т (М)т.
Пусть — сечение расслоения / / ( Г ,  V); положим

V *  («Я?) ( У )  =  V *  Ш  ( Г ) )  -  т  ( V XV ) ,  ( 1 . 1 . 6 )

где х, у £ Т  {М)т и Y  — любое векторное поле, принимающее в точке 
т значение у. Как легко видеть, приведенные определения скалярного 
произведения и связности однозначны и скалярное произведение при: 
этом инвариантно.

1.2. Оператор Лапласа. Сечение ф расслоения V (М) индуци­
рует в расслоении П (Т, V) сечение Уф по формуле

Уф(*) =  Ухф. (1.2.1)

Используя связность на Н (Т, V), определим для заданных х, у £  
€ Т (М)т вектор Vx, уФ € V (М):

Чх,у* =  Чх т ( У ) -  (1-2.2)
Ясно, что отображение (л:, у) —<> VXt уф есть билинейная форма на 

Т (М)т со значениями в V (М)т.
О п р е д е л е н и е .  Пусть ф — сечение V(М). Определим новое се­

чение V 2ф расслоения V (М ), полагая У 2ф (т) равным следу билинейной 
формы (л:, у )-*У х>уф.

П р е д л о ж е н и е  1.2.1. Пусть еи . . . ,  ер — ортонормированный 
репер в Т(М)т.

Построим векторные поля Е j , . . . ,  Ер, принимающие в точке 
т значения ev . . . ,  ер и такие, что {EL\ Еj) =  bu и VEiEJ (m) =  0 . 
Тогда для любого сечения ф расслоения V (М ) имеем:

р

У2ф ( / д ) = У  Уг.У^ф(от). (1.2.3)
/=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (1.2.2) и определения следа получаем. 
р р

у 2ф (т )  =  £  у ^ ф  = ' 2  У^(Уф) (ef) =
i- 1 i= l
р Р Р

/=1 i- 1 i=1
Ч .  Т .  Д .
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П р е д л о ж е н а ! ;  1.2.2. V2 есть дифференциальный оператор, 
определенный на пространстве сечений V (М ). Если М компактно 
и замкнуто или если М — компактное многообразие с краем 
дМ, на котором ф, <р обращаются в нуль, то

\  <?2Ф, ?> =  5 <ф, V 2<p) =  -  $ (Уф, Vcp). (1.2.4)
м м  м

Таким образом, V2 — неположительно определенный самосопря­
женный оператор.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (1.2.3) и (1.1.4)
р р  р

(? 2ф, <Р) =  2  ? >  =  2  Ч  < ? >  -  2  <^,ф. V > .
i=l (=1 i=l

Из (1.1.5) видно, что правая часть равна — (Уф, У<р). Определим 
на М  дифференциальную форму первой степени с действительными 
значениями 6 по формуле

0(*) =  <V, ф,<р>-
Тогда левая часть того же равенства равна 50, откуда

< ? 2 ф , ? )  =  8 0 _ ( У ф ,  Уср>.

По теореме Стокса,

5 <У2Ф’ ?> =  -  Vcp) +  $е*.
М  М  дМ

Но по предположению В* \дМ — 0, ч. т. д.
П р е д л о ж е н и е  1.2.3. Пусть L — произвольное сечение класса 

С“ расслоения Нош (И (Ж), V (М)). Предположим, что эндомор­
физм L в каждой точке симметричен. Тогда оператор V2 +  Z. 
сильно эллиптический, и задача Коши для него обладает свой­
ством единственности в каждой точке т, т. е. если У2ф +  L (ф) =  0 
и ф|£/ =  0, где U — открытое множество, то ф =  0 везде.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть л^ , . . . , . *^  — нормальные координаты 
в окрестности точки т. Зададим произвольный ортонормированный 
репер v l, . . . , ‘vd в V (М)т; построим локальные сечения V v . . . ,  V d, 
параллельно перенося эти векторы вдоль исходящих из т геодезических 
лучей. Любое локальное сечение ф в окрестности т записывается в виде

ф — u^Vх + . .  .4- ndV d,
где все и ^ С 00(М). Положим u =  (ul t . . . ,  ud); тогда в точке т имеем

У2ф = 2
М = 1

Vi +  . .  . +
р
V

h
Поэтому, отождествляя пространство локальных сечений с простран­

ством всех систем из d функций и =  {их, . . . ,  и а), определенных 
в окрестности т, мы приходим к уравнениям

2
i- 1

д2щ

ди\
—  (ttv  i . . ,  Ud),

Ld (^1» • • •» Ud)i
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где Lj задаются формулой

L { '2 u*V b) =  — '%Li(ui” “ ’ ud)v *- 
J

Тривиальным образом проверяется, что в точке т комплексные 
характеристики предыдущей линейной системы все различны. Поскольку 
т была выбрана произвольно, они различны везде, и можно применить 
основную теорему работы [1].

§ 2. Погруженные подмногообразия

2.1. Святости в касательном и нормальном расслоениях. 
Пусть М  — /^-мерное многообразие с краем или без края и М — п-мер­
ное риманово многообразие. Рассмотрим погружение класса С°°.

Обозначим через Т (М), N(M )  касательное и нормальное расслое­
ния М. Связность и метрика М  индуцируют связности и инвариантные 
скалярные произведения на Т (М) и N(M).  При этом связность на Т (М), 
естественно, есть связность, однозначно определяемая индуцированной 
из М  метрикой. Мы укажем сейчас явные выражения обеих связностей.

Пусть Y — векторное поле на М. Рассмотрим Y в окрестности 
точки m £ М, столь малой, что /  диффеоморфно отображает ее в Ж . 
Тогда можно отождествить Y с векторным полем d /  (К), заданным в М 
вдоль образа М.

Пусть х  £ Т (Ж)от; положим

V ,r  =  ( V ,n 7'. (2.1.1)

где V — риманова связность на Т (Ж) и ( )т обозначает проектирова­
ние на Т(М)т.

П р е д л о ж е н и е  2.1.1. V есть однозначно определенная ри­
манова связность на Т (Ж ), соответствующая риманов эй мет­
рике М, индуцированной погружением.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Y, Z  — векторные поля на М, 
х £ Т { М )я . Тогда

<v,r, Z) + (Y, vxz> =  <(_vxn r. Z) + <r, (V,zy> =
=  <V,K, Z) +  (YVXZ) =  V* (Y , Z> =  V, (Y , Z).

Таким образом, V сохраняет скалярные произведения на Т (М ). 
Покажем, что V не имеет кручения:

VKZ - V zF - [ r ,  Z\ =  (y_YZ y - q _ zY )T -[Y , Z] =
=  {yYZ)T- V z Y y - [ Y ,  Zjr =
=  VyZ - V zY - [ Y ,  Z jy = 0,

ч. Т. Д.
Аналогично определяется связность в N(M). Пусть V — сечение 

в N (М). Пусть дано V  в окрестности точки т £ М,  диффеоморфно 
отображаемой в М.  Тогда можно рассматривать V  как векторное поле 
на М  определенное вдоль образа М.  Для х  £ Т  (М)т положим

W  =  (vxv f '
где ( )N обозначает проектирование на N ( M m).

(2 . 1.2)
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П р е д л о ж е н и е  2.1.2. V есть связность на N(M), сохраняю­
щая скалярное произведение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  То же, что для предложения 2.1.1.
2.2. Вторая фундаментальная форма. Мы построим над М  

два векторных расслоения, ассоциированных соответственно с Т (Ж) 
и N  {М). Обозначим через 5(Ж ) расслоение, слой которого в каждой 
точке m есть пространство симметрических линейных отображений 
Т (Ж)ш —* Т (М)т. Далее, положим //(Ж ) =  Н от(ЛДЖ ), S  (М)). Для 

и w £ N (M )m, таким образом, задано ассоциированное сим­
метрическое линейное отображение Lw : Т (M)m —* Т (М)т. Вторая фун­
даментальная форма А есть некоторое сечение Н  (Ж), определяе­
мое ниже.

О п р е д е л е н и е .  Пусть Построим в некоторой
окрестности точки f (m )  произвольное векторное поле W на Ж , при­
нимающее в точке /  (т) значение w и нормальное к /  (Ж). Определим 
преобразование Aw: Т (M)m —> Т (М)т с помощью формулы

A"(x) =  — (VXW)T. (2.2.1)
А  называется второй фундаментальной формой погружения / .

П р е д л о ж е н и е  2.2.1. А однозначно определяется форму­
лой (2.2.1) и является сечением класса С°° в Н  (М).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть W' — другое локальное нормальное 
поле на Ж,. принимающее в точке / ( / я )  значение w. Пусть у £ Т (М )т 
и Y — любое векторное поле на Ж, касательное к Ж и принимающее 
в точке /  (т) значение у. Тогда имеем

< - ( v „ w y ,  y ) - { - V xw r ,  У)  =
=  < V '  -  VXW, у) =  {Vх (W  -  W), у) =
=  (VX( W '- W ) ,  Y) =  VX{ W ' - W ,  Y ) - ( W ' - W ,  VXY).

Но оба последних члена равны нулю, и, таким образом, Aw однозйачно 
определено. Чтобы доказать симметричность A w, построим на Ж век­
торные поля X  и Y, касательные к Ж и принимающие в точке / (т )  
заданные значения л:, у. Тогда

(Aw (х), у)-(А ™  (у), x) =  - ( 4 xW, Y)  - f  (vyW , Х) =
=  -  V, (W , Y) +  Vy (W , X)  +  (W , f xY) -  (W, VyX)  =

=  0 +  < Г , [X, Y}) =  0.

Очевидно, А линейна по всем переменным и тем самым является сече­
нием Н  (Ж). Как показывает вычисление А в локальных координатах, 
ЛбС°°, ч. т. д.

Иногда удобнее рассматривать вторую фундаментальную форму как 
симметрическую билинейную форму на Т (М)т со значениями в N  (М)т.

Пусть х, у £ Т (М )т; определим В(х, y )£ N (M )m по формуле

{В(х, у), w) =  {Am(x), у). (2.2.2)

П р е д л о ж е н и е  2.2.2. Пусть х, у £ Т (М )т. Построим на М  
векторное поле Y со значением у в точке т, касательное к / ( Ж )  
Тогда

B(x ,y)  =  (VY)".  (2.2.3)

5 Заказ № 356
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (2.2.2) и (2.2.1) имеем 

{В (х, у), w) =  <Л«(*), у ) = -  (V, W, у) =

=  - ( V x W ,Y )  =  - V x {W, Y )+  ( Г ,  Vx У) =  

=  0 + (Vx Y ,w ) ,
ч. т. д.

Вторая фундаментальная форма А порождает три важных сечения 
в расслоениях, ассоциированных с Т (М) и N(M). Первым из них. 
является средняя кривизна.

О п р е д е л е н и е .  Поскольку В на каждом слое Т(М)т есть били­
нейная форма с векторными значениями, принадлежащими N(M )m, можно 
найти ее след относительно скалярного произведения на Т{М)т. Этот 
след является сечением N(M); обозначим его через К. К  называется 
средней кривизной данного погружения М. Пусть еи ... ,ер — ортонор­
мирований репер в Т (М)т; тогда

’ "  . К =  S  B(eltet). (2.2.4)
i=l

Так как Л есть сечение расслоения Н от (Л/'(Ж), 5  (Ж)) и поскольку 
каждое рассматриваемое здесь расслоение снабжено евклидовым ска­
лярным произведением, можно построить для оператора А транспони­
рованный оператор ‘А. {А задает сечение расслоения Н от (S (М), TV (Ж)); 
если s £ S (M )m и v £ N  {М)т, то (M (s), v) =  {Av, s). Положим далее

А =  *А°А. (2.2.5)

Заметим, что если ю, w £ N (M )m и $ € £ ( Ж ) т , то [Л®, [Aw, 5]] £ 
£ 5  (Л4)т, т. е. отображение (v, w) —* ad A v ad A w есть билинейная форма 
на N  (М)т со значениями в, Н от (S (Ж)т , S  (М)т. Обозначим через Л  
след этой формы; иначе говоря, для произвольного ортонормированного 
репера v x,...,vn- p в пространстве N (М)т полагаем

п - р

А =  2  adAvtadAvi . (2.2.6)
/=i

П р е д л о  ж е н и е  2.2.3. Л есть сечение в Horn (TV (Ж), TV (Ж)) 

класса С°°; А есть сечение в Н о т(5 (Ж ), 5(Ж )) класса С°°. А и А
г*/

являютдя в каждой точке т симметрическими неотрицательна 
определенными операторами.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Принадлежность классу С°° проверяется 
без труда.

Пусть далее v, w £ N (M )m. В силу (2.2.5) имеем 

(Л (v), w) =  (М  (Л»), w) =  {Av, Л®>.

Следовательно, Л симметричен и

< Л (« ),‘о) =  |Л*|*. (2.2.7)
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Пусть sv s2£ S (M )m. Тогда в силу (2.2.6)
П—р П—р

<А (sx), s2) =  2  <[А% [Л"', sx]], s2)=  2  < \А \ sx], \ А \  s2] >.
~ i=i i=i

(2.2.8)
Следовательно, А — симметричный неотрицательно определенный 

оператор. ~

2.3. Кривизна в Т (М)_и в N(M). Пользуясь второй квадратичной 
формой и формой кривизны М, нетрудно вычислить формы кривизны Т(М) 
и N {М). Пусть х, у £ Т (М )т; определим отображение Q?, у: N(M )m~* 
—► N  (М)т по формуле

( Q x ,  у v, w) =  { \A \  Л “ ] (*), у). (2.3.1)

Ясно, что Qx, у антисимметрично по отношению к х, у и является 
антисимметрическим линейным отображением N  (М)т в N  (М)т. Обозна­
чим через Я  тензор кривизны М. Для л:, у £ Т (М )т построим отобра­
жение Я х ,  у' N {М)т~* N (М)т по формуле

R ^ y V = ( R x , y v r .  (2.3.2)

Ясно, что Я х ,  у также антисимметрично по х, у и является антисиммет­
рическим линейным отображением N (М)т в N  (М)т.

П р е д л о ж е н и е  2.3.1. Пусть Я — тензор кривизны N(M). 
Тогда для х, у £ Т  (М)т имеем

R x , y =  R x , y +  Q x , y .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть v, w £ N (M )m. Построим локальные 
сечения V, W расслоения N (M )m, принимающие в точке т значения v, 
w, и векторные поля X, Y на М, принимающие в точке т значения х, у. 
Тогда в силу (2.1.2)

< /? „ ,* ,  ®) =  (VxVr y ,  W ) - ( V YVXV, W ) - ( V IX,Y]V, W) =
=  <V* ( J r  V)", W) -  {fy (Vx V)N, W) -  (V1W1K, W) =  
=  (4x 4 y V , W ) - { f YVx V ,W ) - { V \X,Y]V, W ) -  ■
-  <Vx (4y v y ,  W)  +  <vK (yx v y ,  W).

В силу (2.2.1), (2.2.2) и (2.2.3) это можно записать в виде 

(RXiyv ,w )  + (Vx (AV(V)), W ) - ( V y (AV(X)), W) =

=  <Ях, Уv ’ w> +  <в  (•*> Av (у)). W> -  (В (у, Av (х)), w) =
=  ( Я х ,  У V , w )  +  { A w Av (у), X)  —  (Л® Av (х), у) =

=  <fix,y'v, w) + (\A*, Л»](*), у),
ч. т. д.

Для л , у £ Т (М )т определим отображение Qx, у: Т (М)т -* Т (М)т 
по формуле

( Q x ,  y z, и) — — {В (х, z), В (у, и)) 4- (В (х, и), В (у, г)). (2.3.3)
5 *
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Ясно, что Qx,y антисимметрично относительно х, у и является антисим- 
метрическим линейным отображением Т (М)т в Т (М)т.

Определим также Щ ,у\ Т (М)т -» Т (М)т по формуле

R l y  z = ( R x, yz)r. (2.3.4)
П р е д л о ж е н и е  2.3.2. Пусть R — тензор кривизны Т (М). 

Тогда
%х, у — Rx, У+ Qx, у

Д о к а з а т е л ь с т в о  представляет собой вычисление, аналогичное 
проведенному выше.

В дальнейших вычислениях иногда удобно будет пользоваться выра­
жением Qx, у через А (а не через В). В следующем предложении мы 
отождествляем А 2Т (М)т с пространством антисимметрических линейных 
эндоморфизмов Т (М )т .

П р е д л о ж е н и е  2.3.3. Пусть v u ... , v n- p — ортонормирован­
ии# репер в N  (М)т.

Тогда
п - р

Q x . y =  —  2  ' A Vi* A A Viy -
i= 1

Д о к а з а т е л ь с т в о  сводится к прямому вычислению. 4

2.4. Вариации. О п р е д е л е н и е .  Пусть {/,}  — однопараметриче- 
скре семейство погружений М  в М, такое, что / 0 =  / ,  и пусть ото­
бражение F : М  X [0, 1 ]—>М, заданное формулой F (т, t) =  f t (m), 
принадлежит классу С°°. Тогда {/,}  называется вариацией / .

Вариация {/,} погружения /  индуцирует описываемым ниже спо­
собом векторное поле Е в М, определенное на образе М. Пусть д/д(— 
стандартное векторное поле на М  X [0, 1]; тогда положим

E{m) =  d F ( ~ -  (т, 0 ) ) .  (2.4.1)

Е порождает при надлежащем ортогональном проектировании сече­
ния в JV(Ж), соответственно в Т (М ), причем без труда доказывается

П р е д л о ж е н и е  2.4.1. Пусть { f t} — вариация / .  Тогда EN 
а, Е Т — сечения N(M), соответственно Т (Ж), класса С°°.

Поскольку Е т есть, векторное поле на-Ж,  а М  обладает вместе 
с римановой метрикой формой объема, можно поставить в соответст­
вие Е т дифференциальную форму на Ж степени р — 1; обозначим ее 
через 9£ т- :

-  > х р- i) =  <£7W i  Л  -  Л  х р - ь  ex/ \ . . . f \ e p), (2.4.2)

где ev ...,ep — произвольный ортонормированный репер в Т {М)т поло­
жительной ориентации.

Т е о р е м а  2.4.1. Пусть М компактно; обозначим через &(t) 
р-мерный объем / Г(Ж). Тогда <#'(/)€£’“ и

& ' \ Q ) ^ - \ ( E N,K )  + \  0£г-
М дМ

(2.4.3)
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где интегрирование по М функции (EN, К) производится отно­
сительно формы объема, соответствующей римановой ст рук­
туре М.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку это известный результат, мы 
не приводим здесь его доказательства; заметим только, что оно легко 
получается вычислением в локальных координатах (см. [2]). Можно также 
провести доказательство глобально, подняв каждое отображение f  t до
отображения f t: M —>Gp(М ), где Qp (М ) —расслоение Грассмана ориен­
тированных /7-мерных плоскостей (см. [3]). В этом расслоении естест­
венно определена форма ш степени р, для которой Л {t) =  ^ ш°d f t. Да-

м
лее вычисление опирается на простую формулу, связывающую а'<о со 
средней кривизной. Такой глобальный подход особенно полезен при 
вычислении второй вариации.

§ 3. Минимальные поверхности
3.1. Определения и примеры. Как и в предыдущем параграфе, 

/ :  М  —»М  есть погружение.
О п р е д е л е н и е .  М  называется минимальной поверхностью в М, 

если К — 0, т. е. средняя кривизна М  обращается в нуль в каждой 
точке.

Простейшие примеры минимальных поверхностей получаются при 
d i m A f = l :  в этом случае они оказываются геодезическими в М. В бо­
лее высоких размерностях каждое вполне геодезическое подмногообра­
зие является минимальной поверхностью; в самом деле, условие „пол­
ной геодезичности" равносильно тождественному обращению в нуль 
второй фундаментальной формы.

Класс минимальных поверхностей гораздо богаче класса вполне 
геодезических подмногообразий. Геодезические на М  являются горизон­
тальными проекциями интегральных кривых некоторого поля направлений 
в расслоении сфер. Точно так же минимальные поверхности в М  суть 
горизонтальные проекции /7-мерных интегральных подмногообразий диф­
ференциального идеала в грассмановом расслоении Gp (М) (см, [3]). 
Более того, этот идеал не имеет (р— 1)-мерных характеристик, содер­
жащих вертикальные направления. Пользуясь теоремой Картана — Ке­
лера, можно поэтому доказать следующую теорему.

Т е о р е м а  3.1.1. Пусть М  — действительное аналитическое много­
образие, U — окрестность точки 0£ R p~l и g: U-*-M — аналитическое 
погружение. Для точки u£U обозначим через dg(u)(p— I)-мерную ка­
сательную плоскость к g(U) в точке g(u). Пусть, далее, вдоль g(U) 
задано аналитическое поле ориентированных р-мерных плоскостей Р, 
для которого dg(u) а  Р(и).

Тогда существует окрестность V с  U точки О, число е > 0  
и погружение / :  V X [0, е ]-* Ж , для которых "

(1) f ( v ,  0) -= g (v);
(2) d f ( v ,  0) =  P(v); _  ;  (
(3) V  X [0, e] погружено в M в качестве минимальной поверх­

ности.
Погружение f определяется однозначно, с точностью до аналитиче­

ской параметризации.
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Эта теорема, однако, бесполезна для построения локальных мини­
мальных поверхностей в многообразиях класса С°°. Далее, так как систе­
ма уравнений в частных производных, служащая для определения 
минимальной поверхности, эллиптична, то естественно пытаться решать 
для нее краевую задачу. В этой области был проведен ряд исследова­
ний, и в последние годы достигнуты значительные успехи. Полный спи­
сок литературы содержится в [4].

Наибольший интерес, во всяком случае с геометрической точки 
зрения, представляют замкнутые минимальные поверхности в компакт­
ных многообразиях и полные минимальные поверхности — в некомпакт­
ных. Сян доказал в [5], что при действии замкнутой подгруппы группы 
'изометрий на компактном многообразии орбита наибольшей площади 
является минимальной поверхностью. Это приводит к широкому классу 
примеров, в том числе к новым примерам замкнутых минимальных по­
верхностей в S™ коразмерности 1. Столь же интересны полные мини­
мальные поверхности в Rn. Известная гипотеза Бернштейна состоит 
в том, что если функция f(xь хп-{) определена везде и график ее 
есть минимальная поверхность в Rn, то f — линейная функция. Эта ги­
потеза была доказана для п =  3, 4, 5 (см. [6, 7, 8 и 9]).

В последнем параграфе этой работы мы покажем, что гипотеза вер­
на до п = 8. Интересно отметить, что, как мы уже упомянули в § 0, 
существует тесная связь между полными минимальными поверхностями 
й евклидовом пространстве и замкнутыми минимальными поверхностя­
ми на сфере.

В качестве последнего класса примеров рассмотрим келеровы мно­
гообразия. Известна следующая теорема.

Т е о р е м а 3.1.2. Пусть М  — 2п-мерное келерово многообразие, 
М -2р-мерное погруженное келерово подмногообразие. Тогда М — ми­
нимальная поверхность в М.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через J  постоянное ковариантное 
линейное отображение, удовлетворяющее условию J 2 =  — 1. Возьмем 
точку т £ М .

Поскольку М — келерово подмногообразие, для х ^ Т ( М ) т имеем 
J  {х) £Т (М )т. Покажем сначала, что

В(х, x ) + B (J (x ) ,  J(x)) =  0. (3.1.1)
Построим векторное поле X  на М, для которого Х(т) =  х. В си­

лу (2.2.3) и инвариантности J
В (J  (*), /  (*)) =  (V, {X)J  (Х)Г  =  ( j  (V, (,) Х )У  =  J  ((V/ сг) * )* ).
Так как В симметрична, это равно

/  ((V .̂ J (X))N) =  J 2 (В (*, х ) ) = — В (х, х).
Далее, можно построить такой ортонормированный репер еи ...

в Т(М)т, что J (e t) — f Тогда теорема следует
из (2.2.4) и из предыдущего.

3.2. Первая и вторая вариации. В этом и в следующих пара­
граф ах М  означает /7-мерное многообразие, М  —• «-мерное многообра­
зие, f :  М —*М — погружение М  в Ж  в качестве минимальной поверх­
ности.

Т е о р е м а  3.2.1. Пусть { f t} — вариация / ,  причем для всех t 
f t (дМ) =  /  (дМ). Тогда, если М компактно и &(t) — площадь 
образа М при отображении f t, имеем А ' (0 )= 0 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о  непосредственно вытекает из теоремы 2.4.1, 
поскольку в силу краевых условий ЬЕт | дМ  =  0.

Из этой теоремы видно, что компактные минимальные поверхности 
являются критическими точками функционала площади. Теперь нам надо 
вычислить вторую вариацию через EN.

Пусть v £ N { M )m; еь . . . ,  ер — ортонормированный репер в Т(М)т.
Положим

R { v ) = 'Z ( R ei<vei)N. (3.2.1)
г=1

Равенство (3.2.1) задает линейное отображение N  (М)п в себя. 
Отметим, что (R (v), w) =  (R(w), v). Приведенное определение, оче­
видно, не зависит от выбора репера; оно представляет собой нечто вроде 
частичного преобразования Риччи.

Т е о р е м а  3.2.2. Пусть { / ^  — вариация / ,  для которой 
Л ( < Ш ) = / ( М ) .

П  редположим, кто М компактно. Тогда для сечения V = E N 
расслоения N{M), определенного в предложении 2.4.1, имеем

&"(0) =  jj (Vv, Vv) +  (R (v), v) -  (M- (v), v). (3.2.2)
м

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (3.2.2) есть просто выраженный в нашей тер- 
.минологии результат вычислений в [10]. Формула того же типа содер­
жится в [11] (но с ошибкой в знаке у члена, связанного со второй фун­
даментальной формой; это отражается на геометрических приложениях 
автора).

В силу предложения 1.2.2 можно переписать (3.2.2) в виде

& "(° )= § < -V 2V + R ( V ) -  A(V),V).  (3.2.3)
м

Пусть М  компактно и V, W — сечения N(M), обращающиеся в нуль 
да дМ. Положим

/  (1/, W) =  [ ( - +  R  (1/) -  А (V ), W). (3.2.4)
м

Из предложения 1.2.3 и общеизвестных фактов о сильно эллипти­
ческих дифференциальных операторах вытекает

П р е д л о ж е н и е  3.2.1. I есть симметрическая билинейная 
форма на пространстве сечений N(M), обращающаяся в нуль 
на дМ. /  может быть диагонализирована по отношению к обыч­
ному скалярному произведению и имеет различные действитель­
ные собственные значения {XJ, такие, что

При этом каждое собственное пространство имеет конечную 
размерность.

О п р е д е л е н и е .  Индексом компактного погруженного многообра­
зия М называется сумма размерностей собственных подпространств, 
принадлежащих отрицательным собственным значениям.



72 Джеймс Саймонс

Дефектом (nullity) называется размерность собственного подпро­
странства, принадлежащего нулевому собственному значению.

3.3. Поля Якоби. О п р е д е л е н и е .  Сечение V расслоения N(M) 
называется полем Якоби, если оно удовлетворяет уравнению

V*V =  R ( V ) - A ( V ) .  (3.3.1)
Легко доказывается

П р е д л о ж е н и е  3.3.1. Пусть М компактно. Тогда пространство 
полей Якоби на М, обращающихся в нуль на дМ, конечномерно и сов­
падает с ядром I. Таким обррзом, размерность этого пространства равна 
вырожденносш М.

Следующая теорема является р-мерным аналогом известной теоре­
мы о геодезических. Доказательство состоит из очевидных, хотя и гро­
моздких, вычислений и потому предоставляется читателю.

Т е о р е м а  3.3.1. Пусть {ft} — вариация М, причем каждое (М, f t} 
есть погруженная минимальная поверхность. Тогда EN — поле Яко­
би на М.

С л е д с т в и е  3.3.1. Пусть V — векторное поле Киллинга на М у 
VN — сечение N(M), полученное проектированием V. Тогда есть 
поле Якоби на М.

С л е д с т в и е  3.3.2. Пусть М  — келерово многообразие; предполо­
жим, что V — конформное векторное поле на М, т. е. такое поле, для 
которого производная Ли поля J в направлении V обращается в нуль. 
Тогда, если М есть погруженное келерово подмногообразие, VN есть 
поле Якоби на М.

В следующем пункте мы охарактеризуем все поля Якоби на ком­
пактных замкнутых келеровых подмногообразиях.

В случае геодезических верна также теорема, обратная теоре­
ме 3.3.1.

Насколько нам известно, вопрос о том, верна ли для минимальных 
поверхностей высших размерностей хотя бы локальная версия этой 
обратной теоремы, пока остается открытым. Именно пусть на М дано 
поле Якоби; всегда ли его можно получить, хотя бы локально, из некото­
рого однопараметрического семейства минимальных поверхностей? 
В действительном аналитическом случае такой результат может быть,, 
вероятно, получен с помощью теоремы 3*3.1.

3.4. Теорема Морса об индексе. Первоначальная теорема Морса об 
индексе есть формула, связывающая индекс геодезической дуги с ее 
сопряженными точками по отношению к одному из кондов; точную фор­
мулировку и доказательство см. в [12]. Недавно Смейл [13] существен­
но обобщил этот результат; его теорема представляет аналогичную 
оценку индекса любого симметрического, строго эллиптического диффе­
ренциального оператора на пространстве сечений векторного расслое­
ния. Теорема вполне подходит для случая минимальных поверхностей 
и приводит к естественному обобщению теоремы об индексе геодезиче­
ской. В работе [13] Смейл приписывает этот результат автору настоя­
щей работы; однако я располагал лишь правильной формулировкой: 
теоремы, но не ее правильным доказательством. Ниже следует изложе­
ние теоремы Смейла в нужном нам контексте.

Пусть М  компактно и dim дМ =  р  — 1.

О п р е д е л е н и е ,  Пусть {gt} — однопараметрическое семейство* 
диффеоморфизмов М  на себя, g0 — тождественное отображение и отоб-



Минимальные поверхности в римановых многообразиях 73'

ражение g t (m) принадлежит классу С°°. Далее, пусть Mt— об­
раз М  при отображении g t.

Если M f с  M s при t^> s ,{g t} называется сжатием М. Если 
&{Mt)<^e при достаточно больших t, (g t) называется семейством. 
е-типа.

Л е м м а  3.4.1. Пусть C ^ N (M t) есть пространство сечений 
N {М(} класса С°°, обращающихся в нуль на д(М {). Тогда суще­
ствует такое е > 0 ,  что для любого сжатия {^} из неравен­
ства вытекает неравенство I t (V, 1 / ) > 0  для любого-
V N  {Mty, при этом

I t {V ,V ) =  ^ { - V * V +  R { V ) - A ( V ) , V ) .
Mt

Д о к а з а т е л ь с т в о .  См. [13].

О п р е д е л е н и е .  Для данного сжатия край дМ( называется; 
сопряженным, если в N (M t) существует поле Якоби. Порядком  
сопряженного края называется размерность пространства таких полей 
Якоби.

Т е о р е м а  3.4.1. Пусть е выбрано, как в лемме 3.4.1, и {gi} — сжа­
тие г-типа. Тогда существует лишь конечное число сопряженных краев 
dMt . и индекс М равен сумме порядков этих краев для всех Ф  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В предложении 1.2.3 мы показали, что опера­
тор —V 2 +  i? — А сильно эллиптичен и задача Коши для него обладает 
свойством единственности; поэтому можно непосредственно применить 
основную теорему работы [13], ч. т. д.

3.5. Поля Якоби на келеровых подмногообразиях. В [17] Федерер 
показал, что полное келерово подмногообразие келерова многообразия 
реализует минимальную площадь в классе всех гомологичных подмно­
гообразий с тем же краем. Отсюда без труда следует, что индекс такой 
минимальной поверхности должен быть равен нулю. Интересно, далее,, 
выяснить, чему равен дефект. Доказываемая ниже теорема 3.5.1 иллю­
стрирует понятия индекса и дефекта.

Дальше, до конца этого пункта, М обозначает 2р-мерное погружен­
ное келерово подмногообразие 2/г-мерного келерова многообразия М. 
Оператор J индуцирует автоморфизм каждого пространства Т(М)т, 
N(M)m. Сечение V расслоения N(M)m называется голоморфным, если; 
для любой точки хУТ(М)т

V j ix)V  =  J ( V x V) .

Т е о р е м а  3.5.1. Пусть М компактно и бШдМ =  2р — 1.. 
Тогда индекс М и вырожденность М равны нулю. Пусть М  
компактно и замкнуто. Тогда индекс М равен нулю, а дефект 
М равен размерности пространства глобально определенных 
голоморфных сечений N  (М).
Доказательство этой теоремы будет следовать из нескольких лемм.

Л е м м а  3.5.1. Д л я  каждого v£ .N (M )m
J ° A v =  A Jw  =  - A v°J,

A ° J  =  J  ° А .

(3.5.1)

(3.5.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть V — локальное сечение N(M )m, для 
которого V(m) =  v. Тогда для х £ Т (М )т в силу (2.2.1) имеем

• J  ( А *  (■*)) =  -  J  ((V Д Т) ~  —  ( J  & XV ) ) T =  -  ( V  ( V ) ) *  =  A > w  (x).
Итак, JoAv =  AJ<V\  Далее, для х, у £ Т (М )т

(А- (У (х), у) =  (AV (у), У (х)) =  -  (У (Л- (у)), л:) =
=  <Л ^)(у), л> =  - < Л ^ ) ( л ) ,  у).

Тем самым AV°J =  — ЛУ(г,), что и доказывает (3.5.1).
Для доказательства (3.5.2) воспользуемся (3.5.1) и равенством (2.2.5),

служащим определением А. Для v, w £ N (M )m имеем

(Л (У (и)), w) =  {Aj&\ Aw) =  ( J oAv, Aw) =

=  —  ( A * ,  J o A ™ )  =  - { A * ,  A JW )  =  —  ( A ( v ) ,  У(®)> =  (У(Л(г»)),.®), 
ч. т. д.

Пусть R — форма кривизны N  (М); еи . . . , е р, f u . . . ,  f p — репер 
в Т(М )т, для которого / г =  У (е^. Построим симметрическое линейное 
отображение R j : N  {М)т —> N  {М)т по формуле

R , =  - J - ^ e  /<■
/  =  1

Очевидно, R j  определено однозначно.

Л е м м а 3.5.2. R j (у) =  /? (и) — Л (г>).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из предложения 2.3.1 следует, что

R . , . i , = K h  +  ^ ' / r  W
Пользуясь первым тождеством Бьянки и тем фактом, что отобра­

жения кривизны в М  коммутируют с У, получаем для v £ N ( M m)

Revf{V ~  №evfiv}N =  eJ 1 ~  ve^ N ~
=  (Re, vJ (et) +  R/lt VJ  (.f №  =  j  (Ret, +  RU, * / , ) " •

Поэтому в силу определения R(v)  (3.2.1)

- J o ^ R ^ j p ^ R i v ) .  (**)
i=l

Пусть теперь v, w £ N (M )m. В силу определения QN (2.3.1) 
зи леммы 3.5.1

®> =  <[Л», Л®] (<?,), / />  =

=  <Л® (в,), Av (/,)>  ~  C/i). ^  (е,)> =
=  -  (Л® (в,), Лую (в,)) -  (а ™ ( / , ) ,  Лу<’> ( / ,) ) .

Отсюда

®> =  — (Л®, ЛУ(г,)> =  — (Л  (У (d), w) =  - {J o A {v ) ,  w).
i - 1
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Таким образом,

— J  2  Qei’fiV =  — А (*0- (***)
1=1

Соединяя (*), (**) и (***), получаем утверждение леммы, ч. т. д. 
Из определения поля Якоби (3.3.1), формы I(V , W ) (3.2.4) и пре­

дыдущей леммы вытекает

Л е м м а  3.5.3. Пусть V  — сечение N, (М). Тогда V является  
полем Якоби в том и только том случае, если

V2!/ =  RjV.
Далее, для любого V, удовлетворяющего условию 1/[<Ш =  0,

имеем
I ( V ,V )  =  \ ( - V > V  + R j< y),V).  

м
Л е м м а  3.5.4. Пусть V — голоморфное сечение N(M); тогда 

V  — поле Якоби.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем в Т (М)т репер ev . . . ,  ер, / 1(. . . ,  f p, 

для которого / г =  / ( е г).
Построим локальные поля {Et, F t}, образующие в каждой точке 

ортонормированный репер, обращающиеся в точке т в {et, / J  и та­
кие, что

Fi — J {Et) и VJt£ / (w) =  VjrF i (w) =  0
при всех i и всех х£ Т (М ).

В силу (1.2.3) и определения голоморфного сечения
р

WV  =  2  (Че^ еУ  + V ppFy )  =
г = 1

=  S (V ^ V £/  +  y (V ^V £jK ))=
i=p

=  Ъ <У*?еУ  +  J ф в у Ру )  +  J Щ .еУ ) )  =
1=1,

= 1 <Ув?*У + J2 Фе? еУ) ~ J №et,ftV)) = Rj (У),
i=1

Ч .  Т .  Д .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  Любое сечение V  расслоения 
N  (М) индуцирует сечение DV  расслоения Horn (Т (М), N  (М)), опре­
деленное по формуле

D V ( x )  =  V J{x)V ~ J ( V xV ) .
Очевидно, V  голоморфно в том и только том случае, когда DV  =  0. 
Применяя стандартным образом теорему Стокса (ср. предложе­

ние 1.2.2), легко показать, что для всякого сечения V, удовлетворяю­
щего условию V  | дМ =  0, справедливо

J (DV, DV) =  2 J < -  V2̂  +  Rj(V),  К).
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Из леммы 3.5.3 следует теперь, что

I { V , V ) = ^ ( D V ,  DV). (*>
м

Случай I. divadM — 2 р — 1. В силу (*) / ( V, V)^>0, так что 
индекс М  равен нулю; далее, согласно (*), из I  (V, 1/) =  0 следует 
голоморфность V. Поскольку V \ дМ =  0, должно быть V ■= 0, и де­
фект М  оказывается равным нулю.

Случай II. дМ =  0. Из (*) по-прежнему следует, что индекс М ра­
вен нулю. Для любого поля Якоби V имеем I(V, У) =  0; поэтому из (*) 
вытекает,'что все поля Якоби голоморфны. Согласно лемме 3.5.4, голо­
морфные сечения суть поля Якоби. Таким образом, дефект М равен 
размерности пространства глобальных голоморфных сечений, ч. т. д.

3.6. Обобщение леммы Синга. Известная лемма Синга утверждает,, 
что в многообразии строго положительной кривизны (для всех двумер­
ных сечений) каждая замкнутая геодезическая, вдоль которой суще­
ствует параллельное нормальное векторное поле, может быть деформи­
рована в замкнутую кривую более короткой длины. Нормальное поле 
требуемого вида всегда может быть построено, например если размер­
ность многообразия четна. Эта теорема легко обобщается на компакт­
ные, замкнутые минимальные поверхности любой размерности.

Пусть х, у — касательные векторы в точке т £М ;  обозначим через 
k (х , у) кривизну М  в двумерном направлении, порожденном этими 
векторами. При ||л:|| =  | |у | |=  1 и (х, у) =  0 имеем

k(x, у) =  — (Rx,yX, у). (3.6.1>
Пусть Р — /^-мерная касательная плоскость в точке т£М„  

PN — пространство, нормальное к Р , и у С PN. Положим

b(P ,y)  =  '%k(el, y) =  — '21(Rel. yei, у), (3.6.2)
г=1 i=i

где еъ . . . ,  ер — ортонормированный репер, порождающий Р. Очевидно, 
можно определить k(P, у) независимо от выбора репера. Заметим, что 
при p — dimP =  n — 1 функция k(P, у) есть кривизна*Риччи в точке у.

Т е о р е м а  3.6.1. Пусть риманово многообразие М таково, что 
k(P, у ) > 0  для любой р-мерной плоскости Р и любого вектора y£PN. 
Тогда, если М — компактная, замкнутая минимальная поверхность, по­
груженная в М, вдоль которой существует глобально определенное па­
раллельное сечение в N(M), то М можно деформировать в замкнутое- 
многообразие меньшей площади.

С л е д с т в и е  3.6.1. Если М имеет положительную кривизну Риччи,, 
то любая погруженная в М замкнутая минимальная поверхность кораз­
мерности 1 может быть деформирована в замкнутое многообразие мень­
шей площади.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Следствие тривиальным образом вытекает из. 
теоремы, поскольку в случае коразмерности 1 единичное нормальное 
поле всегда параллельно в N(M).

Для доказательства теоремы возьмем в N(M) параллельное нор­
мальное сечение V и построим вариацию {/)}, для которой EN — V (это. 
можно сделать, например, с помощью экспоненциального отображения). 
Как видно из формулы второй вариации (3.2.2),
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* ff(0) =  $<tfOO, V ) - < A ( V), V).
м

(*)

Если теперь Р(п) — р-мерная касательная плоскость к /  (М) в точ­
ке /  (ш), то из (3.6.2) имеем

(R{V), V) =  -k { P { m ) ,  Iг [п)\.

Поскольку в силу (2.2.7) {А (V), V) =  || Л КЦ2, оба члена в (*) отри­
цательны, так что .# " ( 0 X 0 .  Так как Яг (0) — 0, площадь убывает, 
ч. т. д.

§ 4. Основное эллиптическое уравнение

4.1. Система первого порядка. Вторая фундаментальная форма А 
по определению есть сечение расслоения Н(М) =  Н о т  (М(М), S(M)). 
Так как это расслоение риманово, можно воспользоваться его связно­
стью при вычислениях с производными А. В случае когда М — мини­
мальная поверхность, из таких вычислений вытекает, что А удовлетво­
ряет эллиптической системе уравнений первого порядка, а также эллип­
тической системе уравнений второго порядка. В обоих случаях коэффи­
циенты зависят лишь от тензора кривизны объемлющего многообразия 
и от самой формы А. Если объемлющее многообразие имеет специаль­
ный вид, например является сферой, или евклидовым пространством, то 
уравнения принимают особенно элегантный вид, позволяющий делать 
геометрические заключения о погруженном многообразии.

Как и в предыдущем параграфе, М  будет означать /^-мерное мно­
гообразие, М  —/г-мерное риманово многообразие и / —погружение М  в М  
в качестве минимальной поверхности.

Т е о р е м а  4.1.1. Пусть В (,) есть вторая фундаменталь­
ная форма М, рассматриваемая как симнетричёская билиней- 
мая форма на Т {М)т со значениями в N  (М)т. Тогда

V ,(£)(y , z) — Vy(fi)(x, z) =  {Rx^ z ) N\/x, у, z £ T ( M ) m, (4.1.1) 

2 V«t (£)(*,, г) =  2  (PerZei) " v z e T ( M ) m. (4.1.2)
i= 1 i = i

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала соотношение (4.1.1), спра­
ведливое для любого подмногообразия М, не обязательно являющегося 
минимальной поверхностью.

Построим на М локальные векторные поля X, Y, Z, обращающиеся 
в х, yt z в точке т и имеющие в этой точке нулевые, ковариантные диф­
ференциалы относительно связности V. Тогда, используя известные 
свойства ковариантного дифференцирования, имеем

V, {В) (у, Z) =  V, { B y  , Z)) =  Vx (уyZ)N
=  (М  Vyz y r  =  (VAZ)" -  (V,JVKZ )X  -  
=  (V*Vr Z )"  -  В (x, Vy, Z) =  (VXVYZ)N. 

Меняя местами х а  у, получаем

V, (В) (у, z ) -  Vy (В) (х, z) =  (V/Vr Z _ -  VyVxZ f  =
=  (R Xt у z f  +  (V |x, y \Z )n  =  ( /? , ,  у z r ,  

так как [X, Y] =  0.
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Для доказательства (4.1.2) возьмем в Т (М)т ортонормированный 
репер еь . . . ,  ер. В силу (4.1.1) и симметрии формы В

р р р
2  Vej (В) (elt z) =  2  (5) (г, et) =  2  (V, &) (е{, et) +  R ^ e ^ ) .
/=i /=1 . i=i

Но поскольку М  — минимальная поверхность, должно быть tr f i  =  0* 
откуда trV 2(Z?) =  0, ч. т. д.

4.2. Система второго порядка. Теперь мы определим несколько 
новых сечений расслоения Н (М). Пусть ev . . . ,  ер — ортонормированный 
репер в Т (М)т. Для х, у £ Т (М )т и w ^ N (M ) m положим

_ р
( R ' w  (х), у) =  2  «V , (R ) e v y e t w )  +  <Vei (R)eitXy, w)). (4.2.1}

i=i
Легко видеть, что форма R'  не зависит от выбора репера и ли­

нейна относительно w, х  и у. По отношению к х, у эта форма сим­
метрична; это доказывается применением второго тождества Бьянки. 
к первому члену (4.2.1) и первого тождества Бьянки — ко второму. 

Положим далее
<Я(Л)®(.к), у) =

р |  2 (Ret,yB(x, e t), w) + 2 (R eitXB(y,  <?,), w) —

=  2 '  -  (*)» P ‘ i . y e t )  ~  < A "  O'). R e ^ e d  +
“Ь  ( R e i B ( x ,  y ) e i i  2 ( Л “ ' ( ^ <) ,  R e ^ x y ) -

(4.2.2)

Форма R(A) также не зависит от выбора репера. Чтобы доказать 
ее симметричность относительно х и у, заметим, что при перестановке 
этих векторов первый и второй члены, соответственно третий и четвер­
тый, меняются местами; пятый член очевидным образом симметричен 
относительно х и у\ для шестого члена то же доказывается с помощью 
первого тождества Бьянки, причем используются симметричность Aw 
и антисимметричность ЛТХ, у  

Тем самым доказано

П р е д л о ж е н и е  4.2.1. R' и R{A) являются сечениями рас- 
слоения Н  (М) класса С°° R' зависит лишь от ковариантного
дифференциала R в объемлющем римановом многообразии М. 
R(A) линейно относительно R и А.

Из предложения 2.2.3 видно, что А°А и А°А также являются се­
чениями Н  (М) классса С°°.

Т е о р е м а  4.2.1. *) Пусть А — вторая фундаментальная фор­
ма минимальной поверхности. Тогда А удовлетворяет уравнению

V2A =  — А°А — .Д°.А4-^?(-А)-К-/?/-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Построим ортонормированный репер еь ... ,  
ер в Т(М)т и локальные ортонормированные векторные поля Ей ..., Ер 
на М, обращающиеся в е\, . .. ,  ер в точке т и имеющие в этой точке 
нулевые ковариантные дифференциалы. Пусть х, у£Т (М )т\ построим

•) Уравнение Саймонса обобщено в работах [18—20]. — Прим, перев.
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локальные векторные поля X, Y, обращающиеся в х, у в точке m 
и имеющие в этой точке нулевые ковариантные дифференциалы. По­
скольку следующие далее вычисления довольно громоздки, мы разобьем 
их на ряд лемм. Кривизна для всех расслоений, ассоциированных 
с Т(М) и N(M), обозначается через R.

Л е м м а  а.

V2(B)(*. y )  =  ^ i ( R e l ,x ( B ) ( e i , у) +
/  =  1

+ ( V * + (V£. (Щ. xv r r .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (4.1.1) и (4.1.2) имеем

V2(/?)(*, у) =  2 ^ в 1{В)(х, У) =  2 Че1(Че1(В)(Х, У)) =
i=l  i= 1
Р

=2 (v* Ф )  (*Л)+ ( Щ . хУ У ' ) =
i = 1
" Р

=  2  Ф е ? х  Ф )  ( е „  у )  +  VEl ( Щ , х Г ) " )  =
1 = 1

= 2  (& ,*  Ф ) <«/• у) + Ф) у) +  Ч  -
i= 1 

Р

=  2  WetJ.B) (et, у) + V* ( У ф )  (Eh Y)) +  V£; (REi>x Y)n) =
i = 1 
P

=  2 Ф е , х (В) ( е „ у )  +  Чх  ( Щ , у Е ; ) »  +  Щ , х Г ) " )  =
i=l

P

=  2 (%* ф ) («,. У) + (V* Ще -.уЕ ^ Г  + (V£< (%,X Y) N)N,
i = 1

4 .  T .  Д .

Исследуем теперь по отдельности каждый из трех членов леммы а. 
Л е м м а  Ь.

р -  — р __
2  (v* = 2  ((V, (/?)«,,^ +
*=i t=i
+  Щ в ( х , е t),ye i ) N  +  ( R  ev  B(x,y)e i ) N  +

+  (Rei,yB (x, e t)yf -  В (x, (Re^e.Y)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .

2  <УХ ( Н е ф ^ Г  =  2  W x (Re^ yE W  ~
i = 1 i=l

-  <?* (Re,,у £ , m  =  2 « ? ,  Щ .,„е,Г  +  (R-xCr rE , f  +  

+ (Re,, ;xy £ , r  +  (R e ,rV „£,)■■< -  В (x, (R ,, ,€,)?)).
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Так как в_точке т VxE t =  VA-K =  0, то в той же точке VxE t =
=  В(х, et) и ~ В ( х ,  у). Остается внести это в последнюю строку 
предыдущей формулы.

Л е м м а  с.

2  (?£, № ,  хУ)Я)" =  I  ( (? .,(« ) ,,,* ,)"  +  (& ,, l M y)K +
i  =  1

+  (^ ,  у )Г  -  в (et, (Re,xy)T))-
Доказательство аналогично доказательству предыдущей леммы; 

один из членов обращается в нуль, поскольку
р

1=1
Л е м м а  d.

j ^ R e i ,x ( B ) ( e i , y )  =  ' Z ( R e l ,x B ( e i , у ) ) " - £ ( ( & , , у ) -
/ = 1 / = 1

- Я ( е „  (& ,,*у)г) +  <$,*»(*,, y ) - B { Q l i,xei, у ) - В ( е р Q*,xy)).
Д о к а з а т е л ь с т в о .

2 / Ь ,Д Я ) ( е „ у )  =
г = 1

Р
=  S  (Я*,ДВ (е о У)) -  5  У) -  5  (*j. #^,*У))-

/ = 1

Теперь лемма вытекает из предложений 2.3.1 и 2.3.2, выражающих 
Л  через R, QN и QT.

Подставим формулы, доказанные в леммах b — d, в формулу лем­
мы а и используем определения R (Л) и R' (А); тогда получается 

Л е м м а  е.
(V2 (В) (х, у), w) =  < Я И )»  (х), у) + (R ,W (*), у) +

+  '2i ((Q?.,xB (e i, у), w) — (В (QellXeI, у), w) — {B(ei, Qlt,xy), ® ».
i=1

Исследуем теперь члены, содержащие Q.

Л е м м а  f. Пусть v x, . . . ,  vn- p — ортонормированный репер 
в N  {М)т. Тогда

2  <<$■'*(*/« У)’ ® > =  2  Avl\{x), у).
i=i ;=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пользуясь определением QN (2.3.1),, имеем 

2< Q i^£(< ?;, у), ® > =  -  2 У» =
J = 1  / = 1

=  — 2 ®/><5 (в<» у), Л'Д =
i=i i=i
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-  2  2 < И “\  Av)](x), е,)(А°>(у), 0  =
/=1 «=1

п —р п—р

=  2  <[■А 9 , Л "/•] (X), Л"У (у)) =  2  ( A vio\AW, A VJ] (х),  у ).
j =i /=1

Л е м м а  g.
p n—p

- 2 < 5 ( ^ . - ^ ’ У). ® ).=  -  %<A"Av}AvJ (x), y>.
1=1 /=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу определения Qr , содержащегося 
в предложении 2.3.3, имеем

- 2 < S ( Q ^ / .  У). ® > = -  2 < л * ( у). Q i > / > =
i = i  i=i

=  s  2  < Л* (у), (Л”; (е,)Д л ”; (*))(.,)>=
/=1;=1

=  2  2 ^  О», (*l). *,> (*) -  ( Л*' (*)> О  AVJ (в;)) =
i = 1 ;=1

=  -  2 " 2  <А9 (У), -A*-; (* ,)> (AVJ (х), et) =
j = l /=1
/1— р П—V

=  -  S  (у), (х)> =  -  2  (л м ’ м ч  (х), у),
/=1 У=1

ч. т. д.

Л е м м а  h.
Р  / 2 - Р

-  2  <В (*/> ®> =  -  (A2''0') (я), у) +  2  {Av)A^Avi (х), у).
i = 1 j =1

Д о к а з а т е л ь с т в о .
р р

— 2 Q^ y ) .  ® > =  — 2 <а *(«/). сГ ,^у>= .
/=1 г=1

=  2  ¥ (е,), (А1'/ (^)АЛ^ (*)) (у)> =
<=i/=i 

р п—р

=  2  2  <Ae ( 0 ,  <A^(e,), у)Л*Д.х;)-<ЛХ(л-), у> Л ^(ег)> =
Д--1 /=1

=  2 2 « ^ ( е*)’ л д ч -о х л ^ ) ,  у ) - (л м ^ ) ,  л^(в,)>(л^(ж),.у» =
* = 1 _/ = !

6 Заказ № 356
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=  ^ ( ( A - A vJ(x), AVJ ( у ) ) - (A (w), Vj){Avi{x), у)) =
}=i

п - р

=  -  <A*"Kx), у) +  2  (AvJAwAvi (х), у), 
i =1

ч. т. д.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы. Подстановка формул, доказанных 
в леммах f, g, h, в формулу леммы е дает

(V2 (В) (х, у), w) =  (Н (Л)® (*), у) +  (R'w (х ), у) -  

-  <Д*(®> И ,  у) -  ((А (Л»)) (х), у).

Поскольку, очевидно (V2(B)(x, у), w) =  (V2(A)w(x), у), это сводится к  

V2A =  - A o A - A o A  +  H (А) +
ч. т. д.

§ 5. Замкнутые минимальные поверхности в сферах

5.1. Индекс и дефект.. Простейшим примером р-мерной замкнутой 
минимальной поверхности в Sn является S p с обычным вполне геодези­
ческим вложением. Для сравнения с другими минимальными поверхно­
стями отметим

П р е д л о ж е н и е  5.1.1. Минимальная поверхность S p имеет в Sn 
индекс п — р и дефект (р +  \)(п  — р).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку нормальное расслоение N ( S p )  
тривиально, можно построить в N  ( S p ) векторные поля V), . .. ,  V n - p  
с нулевыми ковариантными дифференциалами во всех точках, образую­
щие в каждой точке m 6 S p ортонормированный репер {Vi(m)} простран­
ства N(Sp)m. Заметим также, что для любой р-мерной минимальной 
поверхности в Sn из (3.2.1) следует

R ( v ) = —pv. (5.1.1)

Поскольку в этом случае Л =  0, (3.2.4) принимает вид 

/ (У ,  № ) = J  (—V2!/ — p V ,  W ) .
sp

(5.1.2)

Поэтому собственные подпространства /  совпадают с собственными 
подпространствами —V2, причем собственному значению X для —V2 
соответствует собственное значение X — /? для / .  Любое сечение V

расслоения N ( S p) имеет вид V  =  2  где { g j  — функции на
i- i

п - р
Так как {Vt} ковариантно постоянны, —'V2V =  2  {—V2 (gt) V i). Итак,.

i= 1
—V2V — \V  в том и только том случае, когда

( - V2(g l) , . . . ,  - V 2(*„_,)) =  ( \gv . . . ,  Xg„_p).
Поэтому собственное подпространство оператора —V 2, действую­

щего на сечение N(Sp), состоит в точности из всевозможных систем 
(gb .. ♦, gn-p) функций на S p, каждая из которых является собственной
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функцией —V 2 с тем же собственным значением. Но оператор —V2, 
действующий на функции, имеет одномерное собственное подпростран­
ство постоянных с собственным значением 0; далее, он имеет (р —1 )- 
мерное собственное подпространство с собственным значением р , со­
стоящее из всех рассматриваемых на S p линейных функций евклидова 
пространства Rp+1 zd Sp. Все другие собственные значения оператора 
—V2 (на пространстве функций) строго больше р. Итак, оператор —V?* 
действующий на сечения расслоения N(Sp), имеет (ги— р ) -мерное соб­
ственное подпространство с собственным значением 0, (р-\-1)(п  — р)- 
мерное собственное подпространство с собственным значением р, дру­
гие же его собственные значения больше р. Но тогда /  имеет 
(п — р)-мерное собственное подпространство с собственным значением 
—Р, (р +  1) (п — р) -мерное — с собственным значением 0, все же 
остальные его собственные значения положительны, ч. т. д.

Те о р е ма  5.1.1. Пусть М — компактная, замкнутая минимальная 
поверхность, погруженная в Sn. Тогда индекс М не меньше п — р, при­
чем равенство достигается лишь для М, совпадающего с S p/ Д ефект М 
не меньше (р -\-1 )(п  — р), причем равенство достигается лишь для 
совпадающего с S p.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть I обозначает (п -f 1) -мерное векторное 
пространство векторных полей на Sny являющихся касательными проек­
циями на Sn параллельных векторных полей пространства i?n+1.

Ле м м а  5.1.1. Пусть Тогда для любой точки m £ S n суще­
ствует такое число X, что при всех x £ T ( S n) m

=  (5Л.З)
где V означает ковариантный дифференциал на S n.

До к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через V ковариантное дифферен­
цирование в Rn+1.

Тогда для параллельного векторного поля W в Rn+l, полагая 
Z =  WT, имеем . ы • !!,

Vx Z = ( f x Z)T= ( f x W T)T= - ( f W N)r = A w N (x), - V . ' -
где А — вторая фундаментальная форма S n в R n+1. Поскольку AwN — 
=  XI, где I  означает тождественное отображение, это равносиль- 
но (5,1.3), ч. т. д. - , !.

Пусть Z ^ l  есть векторное поле на S n\ тогда ограничение Z на, Ж 
и проектирование на касательную и нормальную плоскости приводят 
к сечениям расслоений N (М), Т (М); обозначим эти сечения соответст­
венно Z N и Z T.

Лемма 5.1.2. Д л я  Z  сечения Z N и Z T удовлетворяют соот­
ношениям

VxZ» =  ~B(x ,  ZT); МЛ А)
VxZ r =  AzN (х) +  \х ,  (3.1.5)

где х £ Т (М )т и X не зависят от х.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (5.1.3)

= Z"Y* =  &XZ -  V, Z T)N = (U - f xZT)N=._ 0 - B ( X ,  ZT):
Снова применив (5.1.3), получаем , ,

VxZ T ^ ( V xZ T ) T ^ (y xZ - - V x Z»)T===\Jc + A Z N(x)) ^
Ч .  T .  Д .  V . • \

6*
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Л е м м а  5.1.3. Д л я  Z £ £  сечение Z N удовлетворяет соотно­
шению

V2(Z") =  - i4 (Z * ) .  (5.1.6)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ev . . . ,  ер — ортонормирэванный репер 

в Т (М)т, . .. ,  Ер ортонэрмнрэванные векторные поля в окрест­
ности точки т, образующиеся в этой точке в е1У ...,е„  и такие, что 
■ ^ £ = 0 .  Тогда, согласно (5.1.4),

р рV2 (Z") =  2 V*, (Z") =  -  2 V£i (В (£„ Z*)) =
i = 1 1=1

P

=  ~  2 (Я) («/. 5  ( ^  £ ,  Z r ) -f  В (eh Vei ZT)).
i =1

Поскольку объемлющее многообразие M  есть в данном случае S n, из 
теоремы 4.1.1 следует, что первый член равен нулю. Второй член обра­
щается в нуль, так как VeiE t =  0. Таким образом,

V2(Z") =  - 2  B ( e ^ t l ZT).
г=1

Далее в силу (5.1.5),

V2 ( ZN) = - 2 (  ̂(«,. e t) + В (et, A*N (et))).
<=i

Первый член равен нулю, так как 714 — минимальная поверхность, 
и легкие алгебраические преобразования приводят второй член к ви­

ду — A (Z N), ч. т. д.
Л е м м а  5.1.4. Д л я  Z £ $  сечение Z N расслоения N {М) удов­

летворяет соотношению
I{ Z N, Z N) =  - p  j|Z*|*.

м
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку (5.1.1) справедливо для любой 

/>-мерной минимальной поверхности, из (3.2.1) следует

I  (Z N, Z N) =  jj < -V 2 (ZN) —p Z N—A(ZN), Z N)t 
м

и лемма 5.1.3 приводит к требуемому соотношению.
Обозначим через V* векторное пространство всех сечений Z N рас­

слоения N(M), где Z 0 . .  Тогда из предыдущего вытекает

Л е м м а  5.1.5. Индексная форма I  ( ,  ), рассматриваемая 
на конечномерном векторном пространстве \N, отрицательно 
определена.

Л е м м а  5.1.6. D im \N ^>n — р. При этом d im \п =  п — р в том 
и только том случае, когда М диффеоморфно S p и стандартным 
образом вложено в S'1 как вполне геодезическое подмногообразие.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В каждой точке т £ М  векторное простран­
ство £ порождает все касательное пространство Т (S n)m. Поэтому в каж­
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дой точке m векторное пространство Xм порождает N(M )m и тем са­
мым dim XN ~^п — р

Пусть теперь — р. Пусть к] — ядро гомоморфизма X—>XN.
Если Z£ri, то Z r =  Z  во всех точках Ж. Фиксируем точку / я £ Ж  
и обозначим через (Зт ядро гомоморфизма X —► N  (Ж)т , заданного по фор­
муле Z  —>(ZN) (/га). Очевидно, у £  [3m. С другой стороны, dim XN — п—р, 
так как в силу предположения dim tj =  п +  1 — (га ■— р), имеём также 
Ч =  Р*. откуда

При отображении Z —>Zr (/ra) плоскость (Зт отображается на Т{М)т\ 
следовательно, и т) отображается на Т (М)т. Итак, мы показали, что 
предположение dim?iV =  ra— р  влечет за собой

(*) Для любого z £ T  (М)т существует такое Z  £ X, 
что Z  (т) — 2 и Z  всюду касательно к М.

Вследствие (*) и (5.1.4), для л:, z£ T (M )m получаем 
В (х, z) — — '4x Z N =  0.

Таким образом, (3 =  0 и М  — вполне геодезическое подмногообразие. 
Но единственными такими подмногообразиями S n являются S p, ч. т. д. 
Из лемм 5.1.5 и 5.1.6 вытекает первая половина теоремы.

Обозначим далее через 2 векторное пространство векторных полей 
Киллинга на S". Поле W £ 2  порождает посредством нормального про­
ектирования сечение WN расслоения N  (Ж). Из следствия 3.3.1 полу­
чается теперь

Л е м м а  5.1.7. Если W £ 2, то WN -есть поле Якоби на Ж.
Эта лемма может быть также доказана в рассматриваемом случае 

прямыми вычислениями, аналогичными проведенным в доказательстве 
леммы 5.1.3; мы их, однако, опускаем.

Обозначим через 2 ^  конечномерное векторное пространство сечений 
расслоения N  (Ж), состоящее из полей Якоби WN.

Л е м м а  5.1.8. Фиксируем т£М ; пусть
® € ^ (Ж )Я, Л еН от(7Д Ж )т , N(M )m).

Тогда 3 1 /6  2^ , для которого
V (т) =-v и (4XV) (/га) — h (л:).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть g — некоторый антисимметрический 
эндоморфизм Т (Sn)m, для которого g  | Т (M)m — h. В силу известных 
свойств векторных полей Киллинга на S n существует единственное по­
ле W  £ 2, удовлетворяющее условиям

W(m) =  v (yxW)(m)==g(xy yfx€T(S«)m (*)

Положим V =  WN; тогда V {m )~ v ,  и, поскольку W T(m) =  0, из (*) 
следует

V, V =  VXW* =  (V, WN)N =(VXW) -  (V* W r)N =
=  g(x) — В (x, W T (m)) =  h {x)t

4 .  T .  Д .

Л е м м а  5.1.9. Y)imQN ~ ^ > { p 1) (n — p). При этом d im 2JV =  
— (P +  1) (я — p) в том 'и только том случае, когда Ж диффео- 
морфно S p и стандартным образоч вложено в S n, как вполне 
геодезическое подмногообразие.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для фиксированной точки т £ М  определим 
9m:Q N^ N  (М)т ®  Нош (Т (M)m, N  (М)т)

по формуле f m (V) =  (V (т), h), где h (х) =  Vх V.
Очевидно, <рт есть линейное отображение, и из леммы 5.1.8 следует, 

что есть эпиморфизм. Поэтому dim QN > (п  — р) + р(п — р) =  
Ы Р +  1) (п — р).

Пусть теперь d im 2 Ar =  ( /? +  1) (п — р). Это значит, что <рт есть 
изоморфизм. Поэтому, если для выполнены соотношения WN (т)=0
и VxWN( m )~ 0  для всех х £ Т ( М ) т, то WN =  0, т. е. W  везде каса­
тельно к W.

Обозначим через От подгруппу группы всех изометрий S n, состоя­
щую из элементов g, удовлетворяющих условиям

g(m) =  m, dg(T(M )m) =  T(M)m, d g \N (M )m= l .
Элементы dg  составляют тогда всю ортогональную группу про­

странства Т {М)т. Очевидно, векторные поля Киллинга, соответствую­
щие g M, суть элементы W  удовлетворяющие условиям

■WJm) =  0, Vx W € T (M )m для х £ Т (М )т 
"VXW =  0 для v £ N ( M ) m.

Но если W  удовлетворяет (*), то W N (m) =  0, и

1 V ^ ^  =  (V ^ irJV)Af= ( V jrr ) w - ( V ^ r r )Af =  0 -5 (x : ,  Г г) =  0.

Итак, в силу предположения dim =  (р +  1) ( я —.р), W везде каса­
тельно к М.

Поэтому группа Gm действует на М, отображая М на себя. Так 
как ортогональные отображения dg(m) составляют группу, действую­
щую транзитивно на единичной сфере пространства Т(М)т и оставляю­
щую неподвижным нормальное пространство, для любых различных 
единичных векторов ег, е3- из Т(М)т имеем B(ei, е,) = В (еи  е3). Но 
тогда В =  О, и, поскольку т произвольна, М есть вполне геодезическое 
подмногообразие, ч. т. д.

Из лемм 5.1.7 и 5.1.9 вытекает вторая половина теоремы.
5.2. Внешняя теорема о жесткости. Как показано в [8], любая не­

параметрическая коническая (cone shaped) минимальная поверхность 
в Rn+l есть гиперплоскость. Это предложение равносильно некоторому 
утверждению об образе гауссова отображения замкнутой минимальной 
поверхности в Sn коразмерности 1. Ниже мы дадим короткое доказа­
тельство этой теоремы, а затем получим аналогичный результат для 
минимальных поверхностей в Sn произвольной коразмерности.

Пусть М имеет в Sn коразмерность 1. Выберем на М ориентацию 
. и обозначим через N(m) единичный нормальный вектор в точке пг. 
N(m) параллелен единичному вектору в Rn+1 с началом в начале коор­
динат; конец этого вектора есть точка сферы 5 П, которую мы обозна­
чим через тп*. Образ М при отображении обозначим через М*.
Тогда теорема, доказанная в [8], равносильна следующему утвер­
ждению.

Т е о р е м а  5.2.1. Пусть М — замкнутая минимальная поверхность 
коразмерности 1. Тогда либо М* есть одна точка, и в этом случае 
M =='Sn~l; либо М* не принадлежит никакой открытой полусфере 5".

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть w£Sn. Параллельным переносом из w 
получается однозначно определенное векторное поле W в Rn+l. При
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касательном проектировании W переходит в векторное поле Z£g (см. 
лемму 5.1.1); как легко видеть,

(m*, w) =  (N(m), Z).

Таким образом, достаточно доказать следующее утверждение: (*). Если 
для Z £ g  во всех точках т выполнено неравенство 0 ,то
M =  S n-K

Для доказательства (*) положим F(m) =  (N(m), Z). F есть функ­
ция на Ж с действительными значениями. Далее, (N  (т), Z ) =  
=  (N(m), Z N), и поскольку N (т) ковариантно постоянна, по лем­
ме 5.1.3 имеем

V2F =  (N(m), V2(ZN)) =  — (N(m), A (Z N)).

В случае коразмерности 1 из определения А следует A (Z") = |  Л||2 Z N; 
поэтому

V2/ 7 =  — 1| Л f  F.
Так как М  замкнуто, из теоремы Стокса получаем

$ И | р д = о .
м

Если везде F^> 0, то, как видно из предыдущего равенства, везде 
I А ||2 — 0, откуда А =  0 и М  — вполне геодезическое многообразие.

Обозначим через грассманово многообразие ориентированных
(п—/Дмерных плоскостей в Rn+1. Элементы 0„+i можно отождествить 
с разложимыми элементами единичной нормы в грассмановой алгебре 
А.п- р R n+l. Имея в виду это отождествление, получаем для g u g 2 € Gh+P\ 
скалярное произведение.

О п р е д е л е н и е .  Пусть — 1 < | S < | 1. Для gx С Gn+Pi назовем Ь-шаром
с центром g t множество всех g 2£G„+и Д л я  которых (gu g 2)^> 
Очевидно, 8-шар с центром в g t есть открытая окрестность gv Если
п — р =  1, то G"+i=Sn+1 и 0 -шар с центром g g-t есть открытая 
полусфера с центром g 1.

Пусть М  — /^-мерное подмногообразие S n+1. Выбрав ориентацию 
на М, обозначим через N  (т) ориентированное (п — /?)-мерное нормальное 
пространство в точке т. N  {т) параллельно ориентированной (п—/^-мер­
ной плоскости, проходящей через начало координат, которая представ­
ляет собой точку т* £ Qn+i- Обозначим через М* образ М  при отобра­
жении т —* т*.

Т е о р е м а  5.2.2. Существует такое 8, зависящее лишь от р  
и и, что для любой замкнутой р-мерной поверхности М, по­
груженной в S", справедливо одно из двух: либо М есть S p 
и в этом случае М* есть одна точка; либо М* не принадлежит 
никакому Ь-шару в Gn+i-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть w £ Gn+f. Можно отождествить w 
•с wl/ \ . . . / \w n- p, где Wj — факторы в JRn+1, причем ||щ>1Д ...Д ® п_р|= 1 .  
Параллельное перенесение задает во всем RnJrl однозначно определенные 
векторные поля Wj и поле ориентированных плоскостей W =  W 1f\.. .  
... / \ W n- p. Касательное проектирование дает поля Z }^% и Z  =  Z ^ . . -
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— A z n-P> z  есть поле ориентированных (га — /?)-мерных касательных 
плоскостей к S". Очевидно,

(т*, w ) ~ ( N  (/га), Z ),

где в правой стороне стоит скалярное произведение тензоров над Т (Sn)m. 
Заметим также, что во всех точках | |Z | |< 1 .  Очевидно, m

( N (/га), Z) =  (N(m), Z ? Д  ... Д  Z",>.
Теперь теорему можно формулировать в следующем виде:

(*) Существует такое § < 1 ,  что для любой замкнутой /7-мерной 
поверхности М, не совпадающей с S p, и для любых Z u ...,Zn- p €t,  для 
которых везде f l Z ^ \ . . ^ Z n_p||<; 1, в некоторой точке /га справедливо- 
неравенство

N(m)  и Z fгД . . .Д Z ^ p  являются сечениями расслоения Ап~р N  (М). При 
этом N(M)  параллельно, так что для всех

п-р
v , f  =  Б  (-W («). А  -  Л  ^xz i A - A

j =  1
и поэтому

п-р
V * F  =  2  Z ? A  -  Л  V2Z f  Д ... A Z n - p )  +

2 2  (_i ) / +*+> < > ( / » ) , [  2  A ^ iV V - 7 \£ /7 \- - -

. . . A z f A - A Z n - p ) .
j <k

В силу предложений 5.1.2 и 5.1.3

п - р

v2/?= — 2  <^(«).Z i A - А Л {Z7)A-AZ?-P) +
)=1

п

4 - 2  2  + 7+1 (^)» [ S  ^  ) А  ^  ^ k) ] Л
j<k i = 1

Л 2 «  д ... Л ^ Л - Л  z ? A . . . A Z ^ y .

Первая часть этого выражения есть не что иное, как 

—tr Л </V (/га), Z f  Д . . ^ „ А Р>..

Из определения Л легко видеть, что tr Л =  || Л |2.

Таким образом,
Ш  =  - М Р ^ .

Предположим теперь, что /Д/га)ДО; тогда Z f  7 \ . . ^ Z " p (/ra )^ 0 . По­
скольку Z xJ \—A Z n-p инвариантно при всех унимодулярных преобразо*
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ваниях, можно считать, что в точке m выполнены следующие условия; 

j Z j l = \  при всех ] = \ , ..., п — р;
(Z j , Z k) =  0 при всех j  Ф k\

(Z n ,Z n) — 0 при всех j  ф k;
<Zj , Z* )  =  0 при всех ] ф к .

Последнее условие вытекает из двух предыдущих. Из них получаем

2 2 ф щ г  2 (B(ej ,  Z ] ) A B ( e t Z l ) ,  Z",
)<k «"У 11 11 / = 1

r  " - P  12 || Z N  ||2 || 7 N  ||2

F  =

„ЛГ , N
([AZJ, AZk ] (Z ] , Z \ )

- jt  k = l J *

Обозначая через <p коэффициент при F  в выражении рг|, приводим 
наше уравнение к следующему виду (в точке /и):

Мы хотим теперь оценить |<р|. Очевидно,

(5.2.1)

п - р

Ы <  2
). *=i

-\{[Azi ,  Az? ){Z Tj ) ,Z l ) \ .

Для j  =  1,..., п — р  положим vJ =  — N--‘ Z f .  Тогда v l t ..., v n- p,
II z i II

есть ортонормированный репер в N (М)т. Положим далее для / =  1,... 
..., п р

^ Z ]  при Щ \ ф О ,
ej IIZ)

ej =  О при |]Zj[| =  0.
Тогда

Ы <  s ’

<  sup
Z ]  ||2

n - p

.....—r U Z /  1 I /l=1

+ 1 ( Л | « М ’'  (««))!)•
Исследуя эти члены, воспользуемся тем, что {еjj составляют часть 

репера в Т (М )т ; это приводит к неравенству
п - р п - р

2  |( Д’* У | < у  2  ( \A vJ(ek)|f +
j , k = l h k=l

n-p
+ № ’* W P )  =  2  | л а д Р < м р .

j ,  k = l
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Кроме того,

2  1<АЧ(е,), Л '» ( « .) > |< 4 -  ( И ' / ( ^ ) Г  +
j > k = l  j , k = l

+  И ’* («,) Р ) =  (» -  /1)21 A ’ l («,) f  < ( n - p )  IIA  f .
J

Тем самым мы доказали, что

: » Р „ , У Г { п ~ р  + 1>1'4 1!
Так как

l ^ f l 2 + | | z [ | f = | z , | p  =  ^ < 1 )

имеем

1! I2 с  1 —1
и поэтому

II ^ « 2 ^  1 . 
i z * p "  1 z f f  ■ .

Поскольку F 2 (m) =  || Z„-p f  и каждый из множителей меньше 1,
имеем I Z f  |f !> F 2 (т). Тем самым

___ I_____ к < _ ! _____ 1
\ \ z f f  l -

Поэтому в точке т
| T | « i » - / >  +  i ) ( js l s -) - i ) H p .

До сих пор мы использовали только предположение, что F (т)^> 0. 
Внося нашу оценку | <р | в (5.2.1), получаем

для всех точек т, в которых F (т)^> 0.
Сделаем теперь допущение, что для всех т £ М  выполнено нера­

венство

г ы > ( щ и Т -  <5-2-2)
Тогда, конечно, F ^ > 0  во всех точках т, и подстановка этого неравен­
ства в предыдущее дает

V2  р
- т А < - * Н Р ,

где s > 0  — некоторая постоянная. Таким образом, во всех точках т
V2jp < _ £||^ ||2 f ,

и по теореме Стокса
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Поскольку F удовлетворяет (5.2.2), должно быть тождественно 
! А ||2=  0, так что М  — вполне геодезическое подмногообразие, вопреки 
предположению. Итак, мы доказали утверждение (*) с

( п — р +  1 N1/2
\  П — Р +  2 )

Ч .  Т .  Д .

Весьма желательно было бы доказать теорему 5.2.2 с 8 =  0, как 
в случае коразмерности 1. Если бы это было верно, отсюда следова­
ло бы, что (р +  1)-мерная плоскость в R n+1, порожденная Т(М)т 
и радиусом-вектором 'точки т, имеет непустое пересечение с каждой 
фиксированной (п — /?)-мерной плоскостью в R n+1.

Во всяком случае, доказанное нами достаточно для получения сле­
дующей теоремы о жесткости:

Т е о р е м а  5.2.3. Пусть / :  S p —»S n — обычное вполне геодези­
ческое вложение. Тогда в пространстве С°°-погружений /  суще­
ствует такая С1-окрестность f , что f  из этой окрестности 
может быть минимальным погружением только в случае f  =  
=  Q°f, где Q£0n+1(Rn+l).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку (Sp)* есть единственная точка 
в можно, очевидно, построить такую G '-окрестность, что для лю­
бого / '  из этой окрестности справедливо следующее: / '  задает погру­
женное в S" подмногообразие М, для которого М* лежит в 8-iirape 
пространства G^+ь Но в этом случае М  может быть минимальной по­
верхностью лишь при условии, что оно вполне геодезическое, т. е. что 
f '  =  Q0f  для некоторого ортогонального отображения О, ч. т. д.

5.3. Основное уравнение и внутренняя теорема о жесткости. 
В этом пункте мы изучим основное эллиптическое уравнение в специаль­
ном случае, когда М =  S". Этот случай приводит к некоторым инте­
ресным результатам, один из которых относится к внутренней гео­
метрии М.

Т е о р е м а  5.3.1 .П уст ь  М -р -м е р н а я  минимальная поверх­
ность, погруженная в S". Тогда для второй фундаментальной 
формы

V2A =  p A - A o A - A o A .  (5.3.1)

Если коразмерность М равна 1, то уравнение принимает
вид

УМ =  />Л —|ЛЦ2Л. (5.3.2)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку объемлющее многообразие есть S n, 

из формулы (4.2.1) следует, что R' =  0. Тем самым для любых tv t2, t z(i 
( S n)m имеем

(̂ 1> ^3) (^2i ^з)
Пользуясь этим, получаем из (4.2.2)

R{A) =  pA,
и из теоремы 4.2 вытекает (5.3.1).

Д ля доказательства (5.3.2) заметим, что в силу определений А 
(2.2.5) и А (2.2.6) при коразмерности 1

Л°Л =  0 и Л ° Л = |И ||2Л.

Но тогда (5.3.2) следует из (5.3.1), ч. т. д.
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Л е м м а  5.3.1. Вторая фундаментальная форма А любого 
р-мерного подмногообразня в любом многообразии удовлетворяет 
неравенству

где
(А?А +  Л><<7||Л||4 ,

4 =  2 1п — р

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу предложения 2.2.3 можно построить- 
в N (М)т такой ортонормированный репер v l t . . . ,  v n~p, что

п - р

A {v i) = l i v l и S  *?•
/=1

Отсюда
п - р п - р

{А°А, Л } =  2  <АоA (v ,) ,A vi ) = ^  \]{AviAvi) =
i = i t = i
п - р  п - р

=  S  A ( A (v i) , v i) =  2  x<*
i = l г = i

Из предложения 2.2.3 следует также, что

<А°А, А ) =  З '  1 4 Ч Г / 1 Р  < 2 3 ' М ' < Г | Л Ч =  2 S ’
i.j=1

Объединяя эти две оценки, получаем
~ п~р 

(А о А -f- А о А) 2  ^ /+ 2  2  ~
i — \ Ьф]

= 2 [ з х ; ] ! - з » ; < [ 2 - „ 4 у ] [ 1 4 ] ! = 9 | л г
г = 1 г = i i = 1

Т е о р е м а  5.3.2. Пусть М — р-мерная замкнутая минималь­
ная поверхность, погруженная в S". Тогда ее вторая фундамен­
тальная форма А удовлетворяет неравенству

(5.3.3>
м

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (5.3.1) и неположительной опреде­
ленности

о <  -  $ <VM, л > = 5 [ - Р IIЛII? +  <Ло Л, Л> +  (ЛоЛ, Л)]. 
м м

Из леммы 5.3 теперь следует

о<$[-/>ИГ+«МГ] = $71-И2(И1!--5-)'
м м

ч .  т .  д .

З а м е ч а н и е  5.3.1. Нижняя граница этой оценки, конечно, дости­
гается при М  =  S n. Имеются, однако, и нетривиальные примеры, в ко­
торых достигается нижняя граница.
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Пусть S n (г) — r -мерная сфера радиуса г в R n+ \  Тогда

естественным образом вложено в S 2n + 1 как 2/г-мерная минимальная 
поверхность. Как показывает легкий подсчет, ||А||2 =  2я.

С л е д с т в и е  5.3.2. Пусть М — р-мерная замкнутая мини­
мальная поверхность в S n. Тогда либо М —вполне геодезическое
подмногообразие S p, либо || А ||2 =  либо в некоторой точкеч
т £ М  выполнено неравенство | А ||2 ( /« )>  — .ч

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что во всех точках

Тогда в силу (5.3.3)

$(М1Р--2-)И1!=°.
м

Поэтому V2A =  0, т. е. А ковариантно постоянна, и ||Л |2 есть посто­
янная. Но тогда либо || А ||2 == 0, либо || А ||2 — В первом случае М  
совпадает с S p. Исключая эти две возможности, имеем в некоторой 
точке | А ||2 (т) Д> Л-, ч. т. д.

Хотя предыдущая теорема имеет вид внешней теоремы сравнения М  
с S p, в  действительности она приводит к внутреннему сравнению, как 
будет видно из дальнейшего.

О п р е д е л е н и е .  Пусть М  — римановэ многообразие и т £ М -  
Примем за определение скалярной кривизны М  в точке т среднее 
значение кривизны М  по всем двумерным направлениям в т, т. е.

! р
k(m) — — 2  (R*i, *jei> ej)-

t,j=i
П р е д л о ж е н и е  5.3.1. Пусть М — р-мерная минимальная 

поверхность в S n; тогда

Цт) =  \ - р{р' _ Х) ЦАЦ2. (5.3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку объемлющее многообразие есть S n, 
из предложений 2.3.2 и 2.3.3 имеем

п-р
(Reh e . e h ej)  =  -  (e tA e j ,  e ^ j )  ~  2  <#*& ,)  A  A v* ( e , . ) ,  e ,  Д  * , ) .

k - l

4<m)=l+7(Ao 5) 2
k=l  i , j - 1

- < A vH e t), ej) {А0ь (ej) et)).

«От сюда
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Так как все AVk симметричны и имеют след О,

k-\ i
2  <Д**(*/).еу>2 =  1
)=1 р ( р  — 1)

ч. т. д .

Т е о р е м а  5.3.3. Пусть М — р-мерная замкнутая минимальная по- 
верхность в Sn; тогда скалярная кривизна k удовлетворяет во всех точ­
ках неравенству

£ ( / я ) <  1,
и

J ( 1 - *  U ) )  ( 1 - т е Ь т г - *(»> ))> 0 .
М

Д о к а з а т е л ь с т в о  непосредственно вытекает из (5.3.3) и (5.3.4).

С л е д с т в и е  5.3.3. Пусть М — р-мерная замкнутая мини­
мальная поверхность в S p. Тогда либо М совпадает с S p и в этом
случае k (т) == 1, либо k(m)  =  1 — 1

Я (Р — 1)
, либо в некоторой точ­

ке т ^ М  выполнено неравенство k (т) 1 —

Доказательство вытекает непосредственно из (5.3.4) и след­
ствия (5.3.2) 1.

Из следствия 5.3.3 сразу же получается

Т е о р е м а  5.3.4. Пусть g — стандартная метрика на S p. Тогда 
в пространстве неэквивалентных римановых метрик существует такая 
С2-окрестность метрики g, что никакая метрика на S'p, принадлежащая 
этой, окрестности, не может быть изометрически погружена в Sn в каче­
стве минимальной поверхности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть U состоит из всех g ' ^ g ,  для кото­
рых k'(m) ]> 1 — q{p — i) во всех точках m.€.Sp(k' обозначает скаляр­
ную кривизну метрики g').

Если такая метрика изометрически погружена в S", то, согласно 
следствию 5.3.3, образ должен быть вполне геодезическим; но тогда 
g '  ~  g , ч. т. д.

5.4. Голоморфные квадратичные дифференциалы. В случае р =  2, 
п =  3 теорема 5.3.4 может быть усилена. В самом деле, как показано 
в [9], за исключением структур, эквивалентных стандартной, римановы 
структуры на S2 не могут быть изометрически погружены в S3. Доказа-

Л) В случае р  =  л — 1 эта теорема дополнена следующим результатом Лоусона 
( L a w s o n  Н. В. , Jr., Local rigidity theorems for minimal hupersurfaces, Ann. Math. (2)* 
89 (1969), 187—197): Минимальная гиперповерхность в Sn постоянной скалярной

кривизны, равной , является открытым подмножеством пересечения Sn
с одним из конусов

Г(Х1 +  . . . +*j + i) — 5 + 1 + * • • +  *г+$+2) =
где г > 1 ,  5 >  1, r - f - s  +  2 =  n - f l .  (При этом пересечение такого конуса 
с Sn есть компактное многообразие, диффеоморфное Sr X Ss .) Чжень, де Кармо 
и Кобаяши [22] исследовали случай произвольной коразмерности. Дальнейшие рассмот­
рения содержатся в [13, 18, 24, 25, 26]. — Прим, перев.
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тельство этой теоремы следует из замечания, что вторая фундаменталь­
ная форма (в этом случае билинейная форма с действительными значе­
ниями) является действительной частью голоморфного квадратичного 
дифференциала относительно конформной структуры, порожденной 
индуцированной метрикой, и из того факта, что в силу теоремы Р и м а ­
н а — Р о х а  такой дифференциал на S2 должен быть равен нулю.

Для коразмерности 1 вторая фундаментальная форма является 
билинейной формой с действительными значениями, каково бы ни 
было п. Условия первого порядка, в силу которых она при р — 2 оказы­
вается действительной частью голоморфного квадратичного дифферен­
циала, в общем случае сводятся к системам первого порядка (4.1.1) 
и (4.1.2), записанным для Ж =  Sn. Таким образом, нами уже доказана

Т е о р е м а  5.4.1. Пусть М — минимальная поверхность в S n кораз­
мерности 1. Тогда вторая фундаментальная форма В есть симметриче­
ская билцнейная форма с действительными значениями, удовлетворяю­
щая условиям

t r 5  =  0 и ^ Х{В) (у, z) — Vy (Я) (х, z) =  0 у/х,  у, z. (5.4.1)

В случае dimM =  2В удовлетворяет (5.4.1) тогда и только тогда, когда 
форма Q(x) — В(х, х) — iB(x, J(x)) является голоморфным квадратич­
ным дифференциалом (здесь /  — обычное вращение на 90°). В высших 
размерностях на компактных многообразиях билинейные формы, удов­
летворяющие (5.4.1), образуют конечномерное пространство; однако не 
удается установить какого-либо соотношения между размерностью это­
го пространства и топологическими или дифференциальными инвариан­
тами многообразия. По-видимому, нельзя ожидать, чтобы эта размер­
ность оставалась постоянной при любых изменениях метрики; однако 
легко показать, что она постоянна в С2-окрестности стандартной мет­
рики на S p.

Т е о р е м а  5.4.2. Если В удовлетворяет условию (5.4.1), то В 
удовлетворяет также и условию

р

V*B(x, у ) =  2  Rei>x{B){ei, у). (5.4.2)
г=1

Обратно, если М компактно и В удовлетворяет (5.4.2), то B —Xg-\- 
+  Н, где % — постоянная, g — метрика и Я  удовлетворяет (5.4.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первая часть утверждения, по существу, 
совпадает с леммой а теоремы 4.2.1; обратное утверждение легко сле­
дует из теоремы Стокса.

р

Положим R (В) (л:, у) =  2  ^  х(В) (е{, у); тогда, как легко видеть,
i — 1

для стандартной метрики на S p R ( B ) ~ p B ,  если t r £  =  0. Но на про­
странстве всех В, для которых UB — 0, уравнение (5.4.2) принимает 
вид V2B — pB. Это же уравнение, очевидно, не имеет решений на S p, 
и, таким образом, размерность пространства форм, удовлетворяю­
щих (5.4.1), равна нулю. Деформация стандартной метрики приводит 
к следующей теореме:

Т е о р е м а  5.4.3. Рассмотрим все такие метрики g' на S p, ч т о  для 
любой симметрической билинейной формы В, след которой равен нулю, 
выполнено неравенство g'(R'(B), В) > 0,. где R '— кривизна метрики g',
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a R'(B) определена, как выше. Тогда метрики g' описанного рода обра­
зуют С2-окрестность стандартной метрики, и по отношению к такой мет­
рике размерность пространства решений (5.4.1) равна нулю.

§ 6. Минимальные поверхности в евклидовом пространстве

6.1. Конические поверхности. Как показал Альмгрен [9], конус над 
произвольной двумерной минимальной поверхностью, если только она 
не является вполне геодезической сферой S2, нестабилен по отношению 
к ее границе1. Из этого результата вытекают важные следствия, приво­
димые в следующем пункте. Метод, примененный в [9], основывается на 
конформных отображениях двумерных многообразий и на теореме 
Гуасса — Бонне. В этом пункте мы покажем, что теорема о нестабиль­
ности верна для конуса над любой минимальной поверхностью кораз­
мерности 1, погруженной в S n, при п ^  6. Доказательство основано на 
исследовании эллиптических уравнений, проведенном в предыдущих 
параграфах. Мы приводим также пример минимальной поверхности 
в S7, конус над которой локально стабилен в том смысле, что при каж ­
дой вариации, сохраняющей границу, площадь вначале возрастает.

О п р е д е л е н и е .  Пусть М  — погруженное в S" подмногообразие. 
Конусом над М  называется отображение М  X [0, 1] —* R n+1, заданное 
•формулой (/га, t) —*tm. Конус над М  обозначается через СМ.

е-усеченным конусом над М  называется то же отображение, рас­
сматриваемое на М  X [®, 1]. е-усеченный конус над М  обозначается 
через СМг.

П р е д л о ж е н и е  6.1.1. Пусть М — замкнутая минимальная 
поверхность в S n. Тогда СМ — 0 есть минимальная поверхность, 
погруженная в R n+1, причем дСМе =  М[}Ме, где Ме получается 
из М сжатием с коэффициентом е.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть т —единичное векторное поле на СМ, 
соответствующее координате t. Интегральные кривые т — лучи, исхо­
дящие из начала координат. Обозначим через V ковариантное дифферен­
цирование в R n+1; тогда v"Tx==0. Фиксируем т £ М  и ортонормированный 
репер еь . . . ,е р в Т (М)т.

Построим на М  ортонормированные векторные поля обра­
щающиеся в точке т в ех, . .. ,  ер и имеющие в этой точке нулевые кова- 
риантные дифференциалы относительно связности М. С помощью парал­
лельного перенесения вдоль лучей в Rn+1 из этого поля получаются 
векторные поля.et (/га, t) на СМ; при этом {sД/га, 0} образуют ортонор­
мированный репер для всех t.

Так как М  — минимальная поверхность в S n, легко подсчитать, что

1) То есть не имеет наименьшей площади в классе допустимых поверхностей 
с  той же границей.— Прим, перев.

р
2  v ^ ei =  ~ - f  Т) V<€(0,  1]. (6.1.1)

Поэтому

i = 1
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где [ р  обозначает проектирование на пространство, нормальное к СМ 
в точке (m, t ). Таким образом, СМ — 0 есть минимальная поверхность 
в R n+1. Следовательно, СМе также является минимальной поверхностью, 
и очевидно,, что краем ее является M \JM E, ч. т. д.

Л е м м а  6.1.1. Пусть А(т, t) — вторая фундаментальная 
форма СМ или СМг в точке (т, t), А(т) — вторая фундамен­
тальная форма М в точке т.

Тогда
И (/и, / ) | 2 =  4 -М ( /и)12.

Д о к а з а т е л ь с т в о  сводится к соответствующему утверждению 
о поведении главных кривизн при сжатии.

Пусть теперь F (т, ^  — функция на СМ или на СМе и для фикси­
рованного t F t — функция на М, определенная по формуле Ft (т) =  
=  F (m, t).

Л е м м а  6.1.2. Пусть М -р-м ерная  минимальная поверхность 
e^Sn и F (т, t) — функция класса С“ на СМ или CMt. Тогда

V2 (F) (т, =  (F ()(т) +  +  ^  (т, t).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Построим ег, . . . , е р, как в предложении 6.1.1. 
Заметим сначала, что

44 (F) (m, t) =  ± V u (Ft)(>n)-
Эта формула верна, поскольку поля ег были определены вдоль СМ 

с помощью параллельного перенесения вдоль лучей (а не индуцированы 
отображением т —* tm). Далее,

р

2  V6i V6i (F) (m,  t) =  ~ r ^ u ^ 4 (Ft) ( m ) = ^ ( F t)(m). (*)
i = 1

При Э Т О М
Р

Vt(F)(m, t) = d̂ ( fn, t ) +  ^  Ve.e.(F)(m,t) =
t-\

P

=  0 +  2  * )~ \ .ч (Р ) (т >  t)).
<=i '

Утверждение леммы получается теперь из (*) и (6.1.1).
Л е м м а  6.1.3. Пусть п — замкнутая минимальная поверх ''  

ность коразмерности 1 в S n; N (т, t) — единичное нормальное 
поле на CM; F (т, t) — функция на СМ класса С°°, для которой 
F (т , 1) =  F (т, е) =  0 при всех т.

Положим V (т, t) — F (т, t)-N  (т, t). Тогда V (т, t) есть сече­
ние расслоения N(CM £), обращающееся в нуль на дСМ, причем I

I (V, V) =  5 < - V 2 (Ft) -  IIЛ (т) If F - t p ^ -
iM x [ e ,  1]

tP-*F}, М х  [е,Ц,
где интегрирование производится относительно произведения 
мер, а р =  п — \ =  МтМ.
7 Заказ № 356
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку объемлющее многообразие есть 
евклидово пространство, член с кривизной отпадает; далее, в случае

коразмерности 1 А (V) =  (| А ||2 V. Поэтому из (3.2.4) имеем

I ( V ,V ) =  J ( - V 2(F )(m ,t)- \ \A (m ,t) \ \2F ,F ) .
cms

Далее, в силу лемм 6.1.2 и 6.1.1

Ц У ,у ) =  5 ( - ^ { F t) - \ \ A { m ) f F - t p d- ^ - t ^ ,  ± F > .
CMt

Для завершения доказательства остается заметить, что форма объема 
на СМг равна форме объема на М  х  [е, 1J, умноженной на tp.

Только что доказанная лемма мотивирует введение двух дифферен­
циальных операторов:

С°° (М) -» С°° (М) по формуле Lx ( / )  =  — V2 ( / )  — 1| А ||2 / ,
L2: С°° [е, 1] — с°°[е, 1] по формуле L2 (g ) =  — t 2g" — ptg'.

Л е м м а  6.1.4. В С°°(М) существует система собственных 
функций { /,}  оператора Ьь обладающих следующими свой­
ствами:

если Хг — собственное значение, принадлежащее собственной 
функции f t, то Х2 Х .< ;... и НтХг =  оо;

I -» ОО
при i Ф j  jj f t f j  — 0 ;

м
любая функция /  £С°° (М) однозначно разлагается в равно-

00 ,
мерно сходящийся ряд  /  =  2  а и  /•

i= l
Доказательство сводится к предложению 3.2.1.

Л е м м а  6.1.5. Пусть ОТ [е, 1] — пространство функций- 
класса С°°, заданных на [е, 1] и обращающихся в нуль на кон­
цах. Тогда в этом пространстве существует система собствен­
ных функций оператора Ь2, такая, что если 8г — собствен­
ное значение, принадлежащее g t, то 8r<& 2<C..<CS«. •<■••> Km

t oo

Точнее,

gi =  t~ 2 s i n ( — T ogT lo g O ’

? < = ( £ T i ) 2 +  ( - n | r ) ! -
1

При ii= j   ̂gi gj tp~2 — 0*). Д л я  g € Co°[o, 1] существует однознач-
e

oo

m e  разложение в равномерно сходящийся ряд  £ = 2  a iSi-
i=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как показывает прямой подсчет, L2(gi) =  
—bi g t, и полученная система {£г}, как легко проверить, полна в Со°[е, 1]..

i) При интегрировании по объему (в данном случае одномерному) автор опу­
скает обозначение формы объема (в данном случае dt). — П рим. перев.
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Для g*, Л£С(Г[е, 1] интегрированием по частям находим 
1 1 
J L2(g )-h t» -* = ^L 2(h)gtP-*.
£ £

Поскольку все числа bt различны, отсюда следует требуемое соотно­
шение ортогональности, а из него получается разложение в ряд, ч. т. д.

Л е м м а  6.1.6. Пусть Хи §2 — числа, определенные в двух пре­
дыдущих леммах. Тогда в лемме 6.1.3 можно выбрать функ­
цию F (m ,t)  таким образом, что неравенство I (V, У ) < 0  равно­
сильно неравенству Xj +  S ^ O .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как F (т, t ) обращается в нуль на дСМг, 
из лемм 6.1.4 и 6.1.5 получается однозначное разложение

' оо

F (m , t )=  2  a u f i ( m)g i( t)-
I, j=1 - ••

Далее, по лемме 6.1.3
• оо оо

1 (V ,V )=  jj ( 2  ( a t j W i ) g j + a , j f M g j W - 2 ^ a u f t g j ) ^
М X [е, 1] /, j  -  1 i , j = 1

ОО оо

=  $ < 2  a u l X i +  bj l f i S p i p~ 2 2  a i j f i g j ) ^
Жх [е,1] i, j=  1 i, j = 1

oo

=  2  a i j aki[ki + li\ 5 f i f k g j g i t p- 2-
i , k , l=i  м  x [£', 1]

Снова применяя леммы 6.1.4 и 6.1.5, получаем
оо 1

n y , V ) =  Б  +
i, j  =  1 Ж Е

Если /  (V, V )< [0 , то для некоторых /, j  Х(. -f- S. 0; но
<  bj, откуда Xj +  8j <  0.

С другой стороны, если Xj +  8j<"0, то можно просто взять F (m ,t)=  
=  / r g i ,  Для которой I (V ,  1/) =  Х! +  Sx, ч. т. д.

Число §! определено в лемме 6.1.5; теперь исследуем число Xj.

Л е м м а  6.1.7. Пусть М — замкнутая минимальная поверх­
ность в S" коразмерности 1. Тогда либо М есть вполне геодези­
ческая поверхность S n~l и тогда Х1==0, либо X X  — р, где по- 
прежнему р =  я  — 1 =  dim М.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если М — 5 й-1, то Lx~  — V 2 и Xj =  0, тогда 
как другие собственные значения положительны. В общем случае для 
любой функции f  ф  0 из С°° (М ) имеем

( / ) • / •
м м

(*)

Доказательство леммы будет состоять в том, что мы зададим одно­
параметрическое семейство функций / ,  подставим его в (*) и перейдем

7*
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к пределу. Для любого е > 0  положим / е =  ( ||Л ||2 +  е)1!2 ; 
£С°°(М), и если М — не вполне геодезическая поверхность,

П т
е -> 0

$ / М и р # о .
м м

тогда / е£

(**)

Пусть теперь ех, . . . ,  — ортонормированный репер в Т (М)т. Тогда
/ .  =  Ч  «А, А) +  e)i/2 =  ((Л, Л) +  е) <Ve| Л, Л).

Отсюда
р [— ((Л, Л )+ е )-3/* (V,. Л, Л)2 + )

” Л  -  ((А, А) +  (V M , А) +  S  | +  ( (Л  л> +  , )_ „!(V;  A , ' iA}\>

р | — ((Л, Л )+ е ) -3/2(Л, Л)(Уе.Л,Уе.Л>-|- I
> ( ( A , A )  +  „ - (V M , A ) + 2 [+ ( M , , > + t) . , s<T<j; iV ^ ) ‘ ) >

>  ((Л, Л) +  e)- '/2( V ^ , Л).

Теперь из теоремы 5.3.1 имеем

V2/ 3 >  {{А, Л) +  е) -V. (/?Л - 1Л |р A ,A ) =  - j - \ р \А |Р - 1Л ||Д
А

Таким образом,
' ? 2Л - Л > / > | М | р - |

откуда
А  ( / . )  • Л  <  И  ||4 -  /> И  I P - 1| Л |р ( / . ) ’ < -р \\  A IP. 

Интегрируя, получаем

$ М Л ) - Л < - / > $ И | р .
м м

Пользуясь (**), находим

11Ш [ $ / в ] _1$ М Л ) Л < - / > ,
м м

и утверждение леммы следует из (*).
Т е о р е м а  6.2.1. Пусть М  — замкнутая минимальная поверх­

ность в S n коразмерности 1, не совпадающая с вполне геодезиче­
ской поверхностью S p. Тогда при п ^ .  6 конус СМ не минимизи­
рует площади относительно своей границы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как М  — не вполне геодезическая по­
верхность, из лемм 6.1.7 и 6.1.5 следует, что

ь + * , < - г + ( ? т У + ( л £ т У -
; Поскольку по условию п 6, имеем р  5 и для достаточно малого 

е> +
Согласно лемме 6.1.6, при таком е существует вариация усеченного 

конуса СМ., сохраняющая его границу неподвижной и уменьшающая его 
площадь.

Продолжим эту вариацию, оставляя неподвижными точки (т, t) при 
<0 ; тогда получается уменьшающая площадь вариация СМ, ч. т. д.

Использованная нами техника не проходит, при п^-7 .  Более того, 
в следующей теореме приводится пример конуса над шестимерной мини­
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мальной поверхностью в S 7, любая вариация которой с закрепленной 
границей увеличивает площадь.

Т е о р е м а  6.1.2. Рассмотрим в S 7 минимальную поверхность

(см. замечание 5.3.1). Тогда при любой, вариации СМ, сохраняю­
щей М неподвижной, площадь возрастает в некоторой окрест­
ности конуса С М 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как было указано в замечании 5.3.1, всюду 
| 'Д ||2 — 6. Таким образом, Z.1( / )  =  —V2( / )  — 6/  и, следовательно, 

=  —6. Для любого е

• . - ( 5 Г 1 ) ‘  +  ( Т 5 Г ) * > * 4 -
Следовательно, для каждого е справедливо Xj -)- 8j > -j-. По лем­

ме 6.1.6 для каждой оставляющей границу неподвижной вариации любого 
усеченного конуса СМе выполнено I (V, V) 0. Таким образом, все 
усеченные конусы стабильны. Вариация конуса СМ не обязательно 
оставляет вершину неподвижной, однако, так как площадь конуса в ок­
рестности вершины стремится к нулю как вр + 1 (в нашем случае е7), 
то нетрудно показать, что для данной уменьшающей площадь вариации 
конуса СМ всегда можно построить для достаточно малого е уменьша­
ющую площадь вариацию усеченного конуса СМ, которая оставляет гра­
ницу неподвижной. Этим доказательство завершено.

6.2. Задача Плато и гипотеза Бернштейна. Результаты пре­
дыдущего параграфа можно применить для решения двух известных 
проблем теории минимальных поверхностей. Первая из них — задача Плато 
в коразмерности 1.

Пусть 5  — фиксированное (п—2)-мерное компактное ориентированное 
многообразие, вложенное в Rn, задает (п—2)-мерный интегральный поток 
в смысле [14]2). Обозначим через множество погруженных подмного­
образий Н  класса С°°, удовлетворяющих следующим условиям:

(a) dim Н =  п — 1;
(b) дН  =  S  в смысле потоков.

*) Бомбьери, де Джорджи и Джусти в работе „ Минимальные конусы и про­
блема Бернштейна* (Математика, 15:2 (1971), 84—104) показали, что указанный 
в теореме 6 .1 .2  конус СМ доставляет абсолютный минимум площади.

а) Обозначим через РК линейное пространство всех линейных и непрерывных 
функционалов F: AK->R,  где Ак — пространство внешних дифференциальных форм 
степени k на фиксированном римановом многообразии М. Функционалы F будем 
называть потоками. Среди множества всех потоков естественно выделяется класс 
интегральных потоков, а именно: поток F будет называться интегральным потоком,

если F =  S  где а/ £  Z; Ft (<й)

Л

инШк; to £  A#; £>* с  М есть ^-спрям­

ляемое множество в М и d H ^ ~  дифференциал хаусдорфовой меры опреде­
ленной вдоль D*. Если коэффициенты а/ являются целыми числами, то интегральные 
потоки F естественно называть целочисленными интегральными потоками (или интег­
ральными потоками с коэффициентами в группе Z). Однако часто рассматриваются 
потоки с коэффициентами в конечных абелевых группах G (например, (j  =  Z2); тогда
0.1 £  G. Напомним, что подмножество D с  М называется ^-спрямляемым, если оно 
.может быть сколь угодно близко (в смысле меры Нк) аппроксимировано гладкими 
^-мерными подмногообразиями Ve в М, т. е. [(V Y \D )U (D \V ^ )] <  е для любого 
сколь угодно малого е. — Прим. ред.
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Т е о р е м а  6.2.1. Пусть п-^7 . Тогда существует Н £ 3%> с наи­
меньшей (п-Х)-мерной площадью, внутренность которого есть 
действительная аналитическая минимальная поверхность в R n.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эта теорема для меньших размерностей под­
робно доказывается в [9]; поскольку весь ход доказательства, за исклю­
чением использования теоремы 6.1.1, повторяется в нашем случае до­
словно, мы приведем ее лишь в общих чертах, отсылая читателя за де­
талями к [9]. Используются общие результаты Федерера — Флеминга 
[14], а также де Джорджи [15] и Трискари [16].

Главная идея состоит в том, что задача Плато решается в рамках 
теории интегральных потоков. Затем доказывается, что поток, дающий 
решение задачи, регулярен, за исключением множества меры нуль.

Показывается далее, что особые точки могут быть раздуты таким 
образом, что получается множество касательных конусов, причем эти 
последние стабильны относительно своей границы. По индукции доказы­
вается, что эти конусы должны лежать над регулярной минимальной 
поверхностью коразмерности 1 на сфере. Наконец, устанавливается, что 
если один из этих конусов является диском, то поток регулярен в соот­
ветствующей точке.

Но при надлежащих предположениях о размерности из теоре­
мы 6.1.1 следует, что эти конусы стабильны в том и только том случае, 
когда они являются дисками; таким образом, поток регулярен во всей 
его внутренности, ч. т. д.

Замечание 6.2.1. Утверждение теоремы 6.2.1 никоим образом не 
является наиболее сильным следствием нашего метода. Мы привели его 
лишь как пример типичной теоремы, справедливой при данных размер- 
ностных ограничениях.

; Дальнейшими следствиями нашей теоремы о нестабильности кону­
сов являются, например, теоремы 1, 2 и следствия 1, 2, 3, 4 работы [9], 
которые все переносятся на наши размерности.

Замечание 6.2.2. Как заметил читатель, в теореме 6.2.1 соотноше­
ние дН = S установлено лишь в смысле потоков. Было бы желательно 
доказать, что дН = S и в  смысле многообразий. Некоторое продвижение 
в этом вопросе достигнуто Аллардом (W. К. Allard) в его докторской 
диссертации (Brown University).

Замечание 6.2.3. Наш пример, приведенный в теореме 6.1.2, может 
оказаться контрпримером для регулярности решений задачи Плато 
начиная с размерности 8. Конус над S3 X S3 есть интегральный поток 
с изолированной особенностью, имеющей своей границей S3 X S3. Она 
реализует локальный минимум функционала площади. Является ли 
этот минимум глобальным, пока неизвестно1).

Как мы указали в § 3.1, было предложено много доказательств 
гипотезы Бернштейна для графиков в R3. Большая часть их опиралась 
на методы теории функций комплексного переменного. Иначе было 
построено доказательство Флеминга [7]. Он показал, что гипотеза 
Бернштейна для графиков в Rn является следствием теоремы о внут­
ренней регулярности минимальных интегральных потоков коразмерно­
сти 1 в Rn. Тем самым гипотеза была доказана для R3. Далее, 
де Джорджи [8] показал, что предположение о графиках в Rn в дей­
ствительности следует из теоремы регулярности для коразмерности 1 
в Rn~l. Отсюда получилось доказательство для R4. В силу новой теоре­
мы о внутренней регулярности Альмгрена [9] для минимальных пото­
ков в R* коразмерности 1 гипотеза Бернштейна была доказана для R5.

1) См. предыдущую сноску. — Прим, перев
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Из нашей теоремы о внутренней регулярности получается доказатель­
ство одновременно для всех Rn с п ^  8.

Т е о р е м а  6.2.2. Пусть f (xь ..., хп- \ ) —функция класса С°°, опре ­
деленная на всем Rn~l. Пусть график этой функции есть минимальная 
поверхность в Rn. Тогда при п ^ 8  f  является линейной функцией1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассуждение Флеминга в основных чертах 
состоит в следующем. Вначале он показывает, что график реализует 
абсолютный минимум площади по отношению к любой компактной гра­
нице, находящейся внутри него. Затем он берет пересечение графика

1с шаром радиуса г и снимает его в отношении — ; это приводит к се­

мейству минимальных поверхностей в единичном шаре, границы кото­
рых являются подмногообразиями Sn_1 коразмерности 1. Далее, он 
рассматривает предел этих минимальных поверхностей при г->-оо и по­
казывает, что этот предел есть конус над некоторым интегральным 
потоком в Sn_1. Из указанного выше свойства абсолютного минимума 
исходного графика вытекает, что этот конус является минимальным 
интегральным потоком относительно своей границы, и из внутренней 
теоремы регулярности выводится, что конус является диском. Наконец, 
Флеминг показывает, что конус может быть диском только в том слу­
чае, когда график есть гиперплоскость.

Таким образом, наша теорема 6.2.1 позволяет провести доказатель­
ство теоремы при п ^  7. Далее, как заметил де Джорджи, из внутрен­
ней регулярности в ^ n_1 уже следует, что конус построен над аналити­
ческой минимальной поверхностью в Sn~l. Далее, у этой поверхности 
нормальный вектор образует неотрицательное скалярное произведение 
с положительным направлением оси z. После этого Де Джорджи поль­
зуется своей теоремой (ср. нашу теорему 5.2.1) и с помощью некоторых 
дополнительных рассуждений показывает, что конус является диском. 
Этим путем теорема 6.2.2 распространяется на случай п =  8, ч. т. д.

Замечание 6.2.4. В рассуждениях Флеминга ключевое место зани­
мает тот факт, что график реализует абсолютный минимум площади 
относительно любой границы, расположенной внутри него. Может быть, 
удастся доказать теорему, отправляясь от этого факта, без перехода 
к конусу и использования внутренней регулярности, т. е. если поверх­
ность не является гиперплоскостью, можно пытаться доказать, что при 
достаточно большой границе существует вариация V, обращающаяся 
в нуль на границе и такая, что /(I/, V) <  0. Такой подход кажется осу­
ществимым, поскольку так по существу и делается при доказательстве 
нестабильности предельного конуса. Он имеет два преимущества: во- 
первых, он может оказаться применимым в случае более высоких (или 
всех) размерностей, во-вторых, он может подсказать более глубокую 
гипотезу относительно полной минимальной гиперповерхности, при вы­
полнении которой она оказывается гиперплоскостью.

Точнее мы предлагаем следующее

Предположение 6.2.1. Пусть f :R n- l -+Rn —погружение Rn~l в ка­
честве полной минимальной поверхности. Тогда либо образ является 
гиперплоскостью, либо для достаточно большого г f отображает сферу 
радиуса r-пространства Rn~l в сопряженную границу (см. § 3.4). *)

*) Как показали Бомбьери, де Джорджи и Джусти (см. работу, цитированную 
в примечании к теореме 6.1.2), при п ^  9 существуют полные минимальные графики 
в Rn, не являющиеся гиперплоскостями. Вместе с теоремой Саймонса 6.2,2 это. пред­
ставляет решение проблемы Бернштейна для всех размерностей. — Прим, перев.
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