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СО СКОРОСТЬЮ 1/п.о 

Получена новая асимптотическая нижняя граница i для отношения 
свободного расстояния к длине кодового ограничения в классе постоян­
ных двоичных линейных сверточных кодов со скоростями вида 1/п0. 
При всех гсо^З данная граница улучшает ранее известную границу Ней­
мана, однако не достигает границы Костелло, доказанной в классе изме­
няющихся во времени линейных сверточных кодов. 

§ 1. Введение. Формулировка основного результата 

Пусть кодирование двоичной информационной последовательности 
и=(щ, u2l . . . ) , ufc{0, 1} осуществляется с помощью постоянного линей­
ного сверточного кода, имеющего длину кодового ограничения v, скорость 
•R=l/n0 и порождающую матрицу G размера (v+l)Xn0. Под этим пони­
мается, что кодовая последовательность х=(х17 х2 , . . . ) , Xj£{0, 1}п° форми­
руется по правилу 
(1) Xj=UiG, 7 = 1 , 2 , . . . , 
где ^=(щ, Mj-i,..., ц,-_у) и и0=и-1—.. .=и-у+1=0. При любом £>v+l 
пусть St обозначает множество информационных последовательностей 
таких, что Ui=ut-V=l и щ=0, j>t—v. 

Хорошо известно [1, 2], что одной из основных характеристик, исполь­
зуемых для оценки помехоустойчивости сверточного кода при декоди­
ровании в канале без памяти по максимуму правдоподобия, является 
свободное расстояние кода 

(2) df(G) = min min / IWH(UJG)< 

где wH(-) обозначает вес Хэмминга. Пусть 
(3) 8f (R) = lim max df (G) /vn0 

v->oo G 

— предельное приведенное свободное расстояние в классе постоянных 
линейных сверточных кодов; максимум в (3) берется по всем порождаю­
щим матрицам размера (v+l)Xrc0. 

В настоящее время наилучшей нижней границей величины 8f(R) 
для скоростей кодирования вида 1/п0 является граница Неймана [3]: 

. f 2Я-Ч1-Д), если Де[3/8,1], 
бс(2Д), если Дб (0,3/8), 

1 Основные результаты работы были анонсированы в [7]. 
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где 
(4) # ( z ) = - z l o g 2 z - ( l - z ) l o g 2 ( l - z ) , 

8c(R) = mm(l+a)H-l(l-Ra/(l+a))=-R/log2(2i-II-l). 

В случае, если максимум в (3) берется по семейству порождающих мат­
риц {Gj} (класс изменяющихся во времени линейных сверточных кодов), 
известно, что предельное приведенное свободное расстояние при всех R 
оценивается снизу функцией б с (Д) , определенной в (4); эта граница на­
зывается границей Костелло [3]. 

В работе [4] показано, что граница Костелло справедлива также для 
постоянных линейных сверточных кодов со скоростями вида Мт0/Мп0, 
где М больше специальным образом выбранной константы. В работе [5] 
аналогичный результат опубликован для кодов со скоростями вида 2/п0г 
где п0^5. Вместе с тем обобщить методы анализа, использованные в [4, 5 ] , 
на сверточные коды со скоростями вида 1/п0 не удается. 

Цель настоящей работы — доказательство новой нижней границы для 
функции 6f(R) при скоростях кодирования вида 1/тг0, которая при всех 
720>3 улучшает границу Неймана, но не достигает границы Костелло. 

Т е о р е м а . Для всех R=l/n0, п0=2, 3 , . . . справедливо неравенство 

(5) 8f(R)>6(R), 
где 
(6) 8 ( Я ) = min (l+a)H-l(i-Ra). 

Доказательству теоремы посвящены следующие параграфы. 
Численные значения, полученные из данной границы, для некоторых 

R приведены в таблице, в которой в графе а0 указано значение парамет-
Нижние границы для bf(R) 

R 

1/2 
1/3 
1/4 
1/5 
1/6 
1/7 
1/8 
1/9 
1/10 
1/20 

Граница 

Костелло 

0,3932 
0,4343 
0,4524 
0,4627 
0,4693 
0,4793 
0,4773 
0,4800 
0,4820 
0,4912 

(5) 

0,2201 
0,3479 
0,4290 
0,4580 
0,4665 
0,4721 
0,4760 
0,4790 
0,4812 
0,4910 

Неймана 

0,2201 
0,3430 
0,3932 
0,4187 
0,4343 
0,4448 
0,4524 
0,4582 
0,4627 
0,4820 

(Хо 

1 
1 
1 
0,1343 
0,0944 
0,0737 
0,0595 
0,0510 
0,0442 
0,0199 

ра а, минимизирующее правую часть (6). Заметим, что, с точки зрения 
использованного метода доказательства, величина t0=(l+a0) (v+1) пред­
ставляет собой длину «наиболее опасных информационных последова­
тельностей», т. е. при использовании кода с длиной кодового ограничения 
v неравенство df(G)'>(v+l)n08{R) обусловлено последовательностями 
длины t0. Отметим также, что при а 0 = 1 неравенство (5) является удвоен­
ной границей Варшамова — Гилберта: 8f(R)>2H~i(l—R). 

§ 2. Основные идеи доказательства теоремы 

Все границы, рассматриваемые в настоящей работе, являются грани­
цами «типа Варшамова — Гилберта». Под этим понимается, что для их 
доказательства оценивается сверху число кодов, содержащих слова с ве-
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сом, меньшим, чем заданное значение df. Если это число оказывается 
меньшим общего числа кодов, то существует экспоненциально большое 
число кодов со свободным расстоянием df или больше. Трудности такого 
подсчета для постоянных линейных сверточных кодов обусловлены тем, 
что если £ > v + l , то при фиксированных последовательностях u&St и х 
в систему (1) входят линейно зависимые уравнения. При доказательстве 
границы Неймана эти трудности преодолеваются за счет рассмотрения 
последовательностей длины / < 2 ( v + l ) и оценки числа кодов, которые 
содержат кодовые слова с весом, меньшим, чем df/2 в первых tn0/2 сим­
волах или в последних tn0/2 символах. Так как в обоих случаях ранг 
совокупности векторов о,, определяющих эти слова по формуле (1), не 
превосходит v + 1 , такую оценку нетрудно получить [3]. Кроме того, не­
трудно показать, что если £ > 2 ( v + l ) , существует экспоненциально боль­
шое число кодов, у которых как векторам u1? u 2 , . . . , uv+i, так и векторам 
uf, u f _ i , . . . , u*_v, где u^St, сопоставлены кодовые подблоки длины п^ 
имеющие общий вес Хэмминга, удовлетворяющий границе Варшамова — 
Гилберта. Поэтому, ограничивая снизу величину bf{R) удвоенной грани­
цей Варшамова — Гилберта, достаточно рассмотреть случай £<2(v+l)« 
Заметим, что при доказательстве границы Неймана используются только 
trio/2 уравнений системы (1), в то время как общее число коэффициентов 
в порождающей матрице равно (v+l)n0. 

Для того чтобы пояснить идеи доказательства теоремы, введем не­
сколько вспомогательных определений. Пусть u_j=uf_j, / = 0 , 1 , . . . и пусть 
Ut — матрица со строками и ь . . . , ut. Для всех / = 1 , t определим параметр 
kh который будем называть рангом /-й строки матрицы Ut, положив его 
равным к в случае, если векторы и,, и,--!,.. . , \ij-h+i линейно независимы, 
но добавление к этому набору вектора Uj-h нарушает свойство независим 
мости. Вектор 

k=k(tf,) = (ftt,ft2, •-.,**) 
назовем вектором рангов матрицы Ut. Кроме того, обозначим 
(7) k0 = minkj, 

5=~t 
(8) / ^ = { / , / - 1 , . . . , / - / с + 1 } , ft=2,v+l, j=l,t 

и заметим, что при отыскании минимума по u^St в правой части (2) 
достаточно ограничиться рассмотрением информационных последователь-
ностей, у которых векторы (щ-i, щ-2,,..,Щ-у) различны при всех 
/ = 1 , t—1; подмножество множества St, состоящее из последовательностей 
и, обладающих этим свойством, обозначим через S/ и будем называть его 
множеством петель длины t. 

Так же, как и при доказательстве границы Неймана, ограничивая 
величину б/ (R) удвоенной границей Варшамова — Гилберта, рассмотрим 
только петли u£St' с £ < 2 ( v + l ) . Выделим подмножество петель таких, 
что 
(9) A 0 =v+1. 

Если имеется некоторая петля и, для которой справедливо (9), и имее!~ 
ся некоторая последовательность х=(хи х2, . . . , х , ) , xfi{0, А}\ / = 1, t, 
то при любом / система уравнений 

имеет единственное решение относительно G. Вместе с тем очевидно, 
что если х — кодовая последовательность и ее вес Хэмминга меньше dEp, 
то хотя бы для одного / общий вес Хэмминга подблоков хг-, i£ljV+ мень­
ше df(v+l)/t. Поэтому число кодов, содержащих кодовое слово длины 
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tn0 и веса, меньшего, чем df, которое порождается некоторой петлей из 
рассматриваемого подмножества, оценивается сверху величиной 

d/(v+l)/i 

(10) I3h- ! Ц, СД1)П0. 
d=0 

Если выражение (10) меньше общего числа кодов 2(v+1)no, то существует 
экспоненциально большое число кодов, у которых вес всех петель дли­
ны t, удовлетворяющих (9), не меньше, чем df. Переходя к асимптоти­
ческим оценкам, отсюда заключаем, что существование таких кодов га­
рантирует неравенство 

(11) R(t-v)l(v+l)+H(df/tn0)<l. 
Используя обозначения 
(12) 6=d//(v+l)Ho, a = ( * - v ) / ( v + l ) , 
из (11) получаем неравенство (5). 

Данный подход допускает простую геометрическую интерпретацию. 
Рассмотрим окружность, разбитую на t равных частей точками, которым 
приписаны подблоки x t , . . . , xt. Считая расстояние по окружности между 
точками Хг и хг+1, £=1, t—1 за единицу, будем говорить, что окружность 
имеет длину t. По данной окружности перемещается дуга длины v+1 и 
требуется, чтобы код G был таким, что суммарный вес кодовых подбло­
ков, попавших на эту дугу при любом ее положении, оказался не мень­
ше, чем произведение df на отношение длины дуги к длине окружности, 
равное (v+l)/t. В этом случае общий вес всех кодовых подблоков не 
меньше, чем df. 

Таким образом, для того чтобы завершить доказательство теоремы, 
необходимо показать, что при любом фиксированном £<2(v+l) петли 
из 57, для которых k0<v+l, не вносят дополнительных ограничений на 
асимптотическое число «хороших» кодов. Анализ влияния таких петель 
проведен в § 4 на основании доказанных ниже свойств вектора рангов. 

§ 3. Свойства вектора рангов 

Для изучения свойств вектора рангов воспользуемся терминологией 
из теории авторегрессионных фильтров [6, § 7.4]. 

Пусть /-я строка матрицы Ut представлена в виде линейной комби­
нации предыдущих L строк: 

(13) Uj= ZW'V-t+Uj-L. 
l=i 

Как нетрудно заметить, это означает, что существует авторегрессион­
ный фильтр, показанный на рис. 1, на выходе которого после v+1+L 
сдвигов содержимого регистра будет образована последовательность щ, 
щ-и . . . , Ui-v-L. Если L — минимальное число, при котором существуют 
коэффициенты a/Z), 1=1, L—1, удовлетворяющие (13), положим Ц=Ь, 
а сами коэффициенты запишем в виде полинома 

L - i 

a,(*)-l+5^*(,>*,+*b 
1 = 1 

От некоторой переменной z. 

6 



j-*-2 b-J'L+l *J-M 

Рис. 1. Авторегрессионный фильтр aj(z), порождающий последователь­
ность Uj, Uj-i, . . . , Uj-V-L 

Для краткости записи последовательность щ, щ-i,..., щ-п обозначим 
через и(/, ]—п), под |гг(/, /—га) | будем понимать длину данной последо­
вательности, а под записью га(/, /—n)f\u(i, i—m) — последовательность, 
элементы которой принадлежат как u(j, j—n), так и u(i, i—m). 

Л е м м а 1. Пусть Д < Д и 
\u(i, i—v—Li)C\u(j\ j—v—Lj)\>Li+Lj. 

Тогда aj(z)=ai(z). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Хорошо известно [6], что если на выходе двуя 

фильтров совпадают первые I символов, где I меньше, чем сумма сте­
пеней полиномов обратной связи, то все остальные символы последова­
тельностей также совпадают. Однако Lj — степень минимального фильт^ 
ра, порождающего га(/, j—v—Lj), следовательно, Ц==Ь{1 aj(z)=ai(z). 

Л е м м а 2. Для всех / = 1 , t справедливы следующие утверждения; 
1) kfi[2,v+l]; 
2) ^ = т т { 4 A ' - i+ l , . . . , Lj-v+v}; 
3) если кз<:кз-.и то &,=£,-; 
4) если Zj=Z i_i<v+l, то aj(z)=aj-i(z); 
5) если kj-^kj^.. .=к{ и к{+1>к{, то кц.п=Ь+п, Li+n>v+l+i—/+1 для 

всех n=l, v+1—kj; 
6) если kj<kj-u то Aj_i=v+1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Первые два утверждения очевидны, а третье 

является следствием второго. Для доказательства утверждения 4) за^ 
метим, что 
(14) |в(/, j-v-Lj) Пв(/-1, / - 1 - V - V . ) |=v+A-
и, поскольку A < v , утверждение 4) следует из леммы 1. Из условий 
утверждения 5) заключаем, что ai+n(z)¥sai(z) и тем самым ai+n(z)¥=ai(z)i 

п=1,у. Поэтому 
(15) ln=\u(i+n, i+n—v—Li+n)C\u(i, j—v—Li)\<Li+n+Li. 
Однако если i+n—v—Li+n>j~v—Д, то Zn==v+1—n+Li+n>ki+Li+n=Li+Li+ni 
что противоречит неравенству (15). Поэтому ln=i—j+v+Li+i и из (15) 
следует требуемое неравенство для Д+п , а из этого неравенства и утверж­
дения 2) — требуемое равенство для ki+n. Из условия утверждения 6) 
и утверждения 3) получим kj=Lj и, следовательно, справедливо (14). 
Поскольку aj(z)¥=aj-i(z), ситуация 

к}. =&j_n<v+l, к,. =v+l 
невозможна. Кроме того, из утверждения 5) следует, что невозможна 
также ситуация, когда kj-i<v+l и kj-i>kj-2. Поэтому /b j-1=v+l. Лемма 
2 доказана. 
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Вектор рангов можно интерпретировать как целочисленную функцию, 
сопоставляющую точке / значение kj. Из леммы 2 следует, что если fej= 
*=v+l, значение функции в следующей точке либо остается прежним, 
либо уменьшается до некоторого значения (функция «попадает в яму»). 
Во втором случае значение функции в следующей точке либо остается 
прежним, либо увеличивается на 1. При этом увеличение функции на 
1 с необходимостью вызывает ее увеличение на 1 во всех последующих 
точках до тех пор, пока ранг не станет равным v+1; точку, в которой за­
канчивается увеличение функции ранга, назовем концом ямы (см. рис. 2). 

«Ж^ 

О 1 ^+J t j 

Рис. 2. Пример функции ранга 

Л е м м а 3. Если в функции ранга имеется более одной ямы, то рас­
стояние между концами соседних ям меньше, чем v+2. 

С л е д с т в и е . Если для заданной петли u^S/ найдется j такое, что 
kj<v+l и £<2(v+l) , то функция ранга имеет ровно одну яму. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть некоторая яма заканчивается в точке 
п, а следующая яма начинается в точке /. Тогда из утверждения 5) лем­
мы 2 следует, что L n >v+2 и 

и{п, n—v)(\u{j, j—v—Lj)=u(n, j—v-Lj), 
так как в противном случае Ln^Lj<v+l. Поэтому j—Lj>n. Кроме того, 
из утверждения 5) леммы 2 следует также, что расстояние между нача­
лом ямы и ее концом не меньше, чем v+1—Ц. Следовательно, расстоя­
ние между концами рассматриваемых ям не меньше, чем v+1—Lj+j—ri> 
^>v+l, что и требовалось доказать. 

Зафиксируем некоторый целочисленный вектор к длины £<2(v+l) , 
удовлетворяющий ограничениям лемм 2, 3. Пусть 

(16) 1о=2-д \kj—k0} 

обозначает длину ямы в векторе к и индекс /0 обозначает начало ямы: 

(17) fei0-i=v+l, kj0=k0. 
Пусть St(k0, Z0, /о) —подмножество петель из £ / , имеющих в качестве 
вектора рангов вектор к с параметрами &0, U и /0, определенными в (7), 
(16) и (17). Кроме того, пусть Vt-h — матрица, строками которой яв­
ляются Ui, . . . , uio_i, ujo+z0,..., Ut, где u£St (fc0, k, jo). Для всех /=/0+Z0, 
/o+Zo+v—fc0 определим множества 

(18) r (v+l- f to) . тр'-io-Zo),. j 
1 j — l j U i j o - i (mo-j) 

где mQ=v+l—k0+io+lo и множества // '} заданы в (8). Нетрудно заметить, 

что при каждом фиксированном у множество Т,* представляет 
собой множество индексов, являющихся номерами строк в Ut-i0, которые 
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входят в подматрицу из v+1—к0 строк, причем и,- — последняя строка под­
матрицы. 

Л е м м а 4, Пусть u£St {ко, /0, /о). Тогда при любом j—jo+U, jo+lo+v—кф 

векторы иг, i^Tj v } линейно независимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что Ij <^lj t 

Если вектор и-, может быть представлен в виде линейной комбинации 
(v+1+Zo) / ч 

векторов Ui, i^Ij , то, поскольку Uj-v-i0=(u,j-v-i0,..., %_2у-/0), спра­
ведливо неравенство L^v+l0. Однако в силу утверждения 5) леммы % 
Z/j>v+l+Z0; тем самым вектор щ линейно независим от векторов из мно­
жества 7?

(v+ 0). Аналогичные рассуждения справедливы также для век­
торов Uj-г, г=1 , i—j0—lo—l. Лемма 4 доказана. 

О б с у ж д е н и е . В § 2 для доказательства теоремы при ограничении 
(9) строилось покрытие строк матрицы Ut линейными подпространст­
вами, причем для построения базиса /-го подпространства использова­
лись строки % , . . . , Uj-V. Утверждение леммы 4 означает, что в случае, 
когда в функции ранга имеется одна яма, после вычеркивания строк 
матрицы Ut, у которых kj=k0, новая матрица может быть точно также 
покрыта подпространствами после замены v+1 на v+1—kQ. Эта возмож* 
ность будет использоваться в § 4 в случае, когда к0 мало. 

Л е м м а 5. Если £ < 2 ( v + l ) , справедливо tie равенство 

(19) | ^ ( А о , / о , / о ) | < 2 ' — ' о - ^ - * 0 ) , 

где к0, 10 и /0 определены в (7), (16) и (17). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенство (19) непосредственно следует из 

замечания, что при A?0<v+1 один и тот же фильтр степени к0 однозначно 
определяет v+l+Z0 компонент петли u^St(k0, lQ, / 0 ) . 

§ 4. Завершение доказательства теоремы 

В силу следствия из леммы 3 при £ < 2 ( v + l ) и k0<v+l любая петля 
из S/ обладает вектором рангов с одной ямой. Поэтому число различных 
целочисленных векторов к, являющихся векторами рангов хотя бы для 
одной петли из 57 , оценивается сверху величиной 

Kt = (v+l)cU^(v+l)3 

и In if*/(v+1) стремится к нулю с ростом v. Таким образом, достаточно 
показать, что при любом £ < 2 ( v + l ) и при любом фиксированном векторе 
к существует экспоненциально большое число кодов, у которых вес Хэм* 
минга кодовых последовательностей, сопоставленных петлям из St(kd% 
Z0, /о), больше величины df, удовлетворяющей неравенству (11). 

Аналогично методу доказательства, использованному в § 3 в случае 
ft0=v+l, для каждого к ниже будет определено Т и система подмножеств 
Л , . . . , / г множества {1 , . . . , £} таких, что при любом / = 1 , Т строки uf, 
i£Jj матрицы Ut линейно независимы. При этом на подмножества Л,. .» 
. . . , / т наложим следующие ограничения: 

1) 17,1 = 17,1=...= |/г|; 
2) если 

т 
(20) X i X{*^}>0, 

то левая часть (20) не зависит от I. Тогда для доказательства теоремы 
достаточно доказать следующее утверждение: для всех / = 1 , Т сущест-
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вует экспоненциально большое число кодов, содержащих только такие 
кодовые последовательности, что суммарный вес подблоков, номера кото­
рых входят в / j , не меньше, чем 

ад|/ш'*'1, 
j j r = i 

где df удовлетворяет неравенству (11). 
Зафиксируем вектор к и будем различать две ситуации: 1) к0> 

>Чо(х+1); 2) /c0<^o(v+l), где у0 — константа, значение которой будет 

определено ниже. В первом случае положим T=t,Jj=Ij
iko\ / = 1 , t, где 

множества 7/-) определены в (8). Во втором случае положим T=t—l0 и 
элементы множества /, определим для всех /, для которых /Cj>fe0, поло­
жив Jj=Ij v }, если kj=v+l и /,-=/,•(v+1 0), если kj<v+l (множества 
Г,-(,) определены в (18)). 

Такое разбиение представляется достаточно естественным. Действи­
тельно, в первом случае вносится неточность за счет того, что при фик­
сированных х и и система уравнений 

имеет 2(v+1)no-|JVno решений относительно G; однако число петель с за­
данным вектором к оценивается сверху правой частью (19), а не вели­
чиной 2*~v. Во втором случае величина Z0 мала: в силу леммы 2 

l0+v+l-k0<t-v<v+l 

й Zo /̂co. Поэтому число «вычеркиваемых» кодовых подблоков х;-, где 
/ такое, что kj=k0 невелико, и благодаря замене параметра к0 на v+1—k0 
анализ сводится к анализу первого случая. 

Формальные преобразования выглядят следующим образом. 
1. Пусть к0>Чо(у+1). Тогда получим неравенство 

; dfk0/t 

2(v+1^o-ftono2'-v-?o-(v+i-fto)^ / tC 1 <2(v+1)n° 
d=0 

откуда, полагая Z0=0, переходя к асимптотическим оценкам и используя 
обозначения (12), получим 

(21) fl(a-(l-T))/T+^(e/(l+a))<l,T=*o/(v+l). 

Так как а < 1 , производная по у от функции в левой части (21) неотри­
цательна и наиболее критичным является рассмотренный ранее случай 
Y=l. При этом (21) превращается в неравенство (11). 

2. Пусть k0<4o(v+l). Тогда ограничения, накладываемые на пара­
метр du выглядят следующим образом: 

do 

2 { v + i ) n 0 - ( v + I - f t o ) n o 2 * - v - ^ o - ( v + i ^ o ) ( £ _ J o ) ^ C ( v
d

+ 1 _ f t o ) n o < 2 ( V + 1 ) W % 

d=0 

d0=df{v+l-k0)/(t-l0), 

откуда с учетом неравенства Z0<&o и обозначений (12) получим 

(22) Д ( а - ( 1 ~ Т ) ) / ( 1 - Т ) + Я ( б / ( 1 + а - ^ ) ) < 1 , 

Где 1 определено в (21). Укажем значение параметра о̂ такое, что при 
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всех Ч<Чо неравенство (22) является следствием неравенства (11): 
(23) Я ( в / ( 1 + а - ^ ) ) < ( 1 + а ) / ( 1 + а - 7 ) Я ( б / ( 1 + а ) ) , 

Да/ (1- -г ) -Д+Я(в/ (1+а-«г) )<Ла+Я(в/ (1+а))+ I 
+ Я а т / ( 1 - т ) + Т / ( 1 + а - Т ) я ( б / ( 1 + а ) ) - Я . 

Так как а > 0 и справедливо неравенство (11), из (23) следует, что ве­
личину 7о достаточно выбрать такой, что 

То/(1+а-То)<Д 
или *fo<2i?/(l+i?). Теорема доказана. 

Автор признателен С. В. Беззатееву, К. Ш. Зигаыгирову и В. Н. Ко-
шелеву за полезные обсуждения результатов работы. 
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