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О Ц Е Н К И С Н И З У Д Л Я С У Б Г А Р М О Н И Ч Е С К И Х Ф У Н К Ц И Й 
К О Н Е Ч Н О Г О П О Р Я Д К А 

Пусть {/ — субгармоническая функция в С конечного порядка р > 0 ; р — м е р а , ассоцииро­
ванная по Риссу с U. Введем обозначения: 

А у ( г ) = inf U(г), B y ( r ) = max U(z), 
\z\=r \z[=r 

t 

n (t)т. n ((0, t}) = HI ({г : I i |< t}), N(t) - j" ̂  dx, 
о 

- r r - n(t) tl(t) 
a = hm — — , a = lim 

_ _ _ A T ( t ) . 7V(0 
7-= hm —T-, Y = lini — - . 

В данной заметке строятся оценки снизу (по возможности лучшие и на более массивном 

множестве Л С Й + = (0, оо)) для Av(r) в терминах Bu(r),~c, a, £ Т —Т-

В литературе известны два подхода к получению таких оценок. Один подход связан 
с оценкой А. Картана [1] для многочленов и Л . Альфорса [2] для логарифмических потенциа­
лов конечной меры. Другой подход связан с так называемой соз яр -теоремой. Различные ва­
рианты этой теоремы дают оценку массивности множества {г : Ац(г) > (соз тер — о (1)) Ви(г)}. 
Наиболее точный результат был получен П. Д. Барри [3], [4]: нижняя (верхняя) логарифми­
ческая плотность множества {г : Ац{г) > cos тер' Bv{r)}, р < р ' < I ( А < р ' < 1 ) 'не меньше 
1 — (?/?') (I — А/р'). где X — н и ж н и й порядок роста функции U. Достаточно подробный обзор 
вклада различных авторов в эту область можно найти в статье П. Д. Барри [о]. Также заме­
тим, что указанные выше результаты получены в самое последнее время А. А. Гольдбергом и 
О. П. Соколовской в [6]. Они вошли в состав комплекса оценок, объединенных единым мето­
дом исследования и дающих информацию о размерах множеств, на которых выполняются со" 
отношения, связывающие те или иные характеристики роста субгармонических функций . 

В отличие от ранее известных результатов в наш^х оценках учитывается регулярность 
в поведении меры ;л, а также связь между расположением множества А, на котором выполня­
ются оценки, и распределением масс меры р.. 

1. Оценки снизу. Пусть ч it) — неубызаювдя абсолютно непрерывная функция, t > 0. Эта 

функция определяет v-меру на по правилу, v — mes е = ^V(t)dt, где е — произвольное 
е 

борелевское множество в R+. Верхняя и нижняя v-плотности измеримого множества ECR + 

определяются соответственно по правилам: 

v — m e s £ r -ч — mesEr 

у — dens £ = lim , ч — dens JE = lim — TTZ .*>(r) 

Здесь £ r = = £ f | ( 0 , г]. В случае 4(t)=*t соответствующие плотности называются линейными и 

обозначаются через d e n s £ , d e n s £ . В случае v (г) = In I соответствующие плотности называют* 

ся логарифмическими и обозначаются через In dens Е, In dens £ . Обозначим 

nAt) = n{[x(l~t), x(l 4 -ОД, vA.(t) = v{[ A -( l —t), x(l + *)]}, 0<t< 1 . ' . 

Зафиксируем числа s ( 0 < s < 1), M ( з < / И < о о ) . Т о ч к у xeRb назовем нормальной, если 

n A . ( 0 < 6 - 2 P М (О (1) 

при всех 0 < t < Е. Если при некотором t, 0 < с < г, неравенство ( 1 ) нарушается, то х на-
зывается ненормальной. 

Прелюде чем сформулируем основную теорему, отметим, что в качестве £ выступает неко­
торое исключительное множество, представленное в виде счетного объединения интервалов. 

85 



Т е о р е м а t . Пусть субгармоническая функция V имеет конечный порядок роста р, 
Гармонична в окрестности 2 = 0 и и (G) — 0. Тогда для числа М (~< М < а ) и лкбого це­
лого числа т, большего [{.], существует исклкчительнае хнежество EdR+ со свойствами: 

Аи(г) > - (m ~ 1) Ви(г) - W ( G ~ - I n ( 2 + ( Р } ) - * T c t g ^ + о ( 1 ) ! Г Р , (2) 
I Р \ т(а —^а) / т ) 

и / я / - • ^ ( Р М * V " *Р 
Л^Сг) ^ - (m - 1) В у ( г ) - J 4 W 0 ~ I ) / J ( f + — ^ J - « P T C t g - ^ - + o ( I ) j r P . (3) 

при r - » ас, геЕ, где 

ч — dens £ < а/М, (4j 

v (t) = tf , С ( р ) = 6 - р - 4 р . 
С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 1 . Нетрудно показать , что 

^ ( z ) ~ - 2 t / ( W ) + V m ( 2 ) . (5) 

где m > [p], и = exp V m (z) = j * In | 1 — ( г / 5 ) т | rf^ • Теперь для получения ^соотношений 

С 
(2) и (3) достаточно оценить функции U(Zu>J) сверху величиной Вц(г), а функцию Vm (г) оце­
нивать снизу непосредственно вне исключительного множества £ . Для получения соотноше­
ния (4) используется понятие ненормальной точки и модификация одномерного аналога леммы 
о покрытии шарами Н. С. Ландкофа ([7], с. 246). 

Приведем некоторые следствия теоремы 1 . 

С л е д с т в и е ' 1 . Если U — субгармоническая функция порядка р < 1 и пц(у) =» 

— lim , то 

/ ^ ( y ) > T c a C t g T c p — ° - In e 2 ( 2 + _P£ . (P ) 3 . \ 
P \ a — ' / 

В частности, если a = » o , то Л^Ор) > тс a c t g n p . 

С л е д с т в и е 2. Пусть С — субгармоническая функция конечного порядка р, для которой 

< Г = о. Тогда для любого целого « > [pj существует исключительное множество ECZR + такое, 

что при r — \z\~*<x>, геЕ 

U(z)>—(m~\)Bu{r)+nTc\.g~+o(^), 

где V — deiis £ = 0, v # ) = £ р . 
З а м е ч а н и е . Если выполнено (4) с v (с) = tp, то 

_ ( о / ( А 4 р ) , р < 1 ; 
In dens £ < a/Af, dens £ < { _ 

U / A f , р > 1 . 

При доказательстве используется известная лемма П. Д. Барри [5]. 
2. Оценки на асимптотических множествах. Неограниченное множество А С (0, оо) на­

зывается асимптотическим (относительно меры р), если при г - > о с , геА выполняется соотно­
шение 

N (г) = Ц + о (I)) г? . (6) 

Т е о р е м а 2. Пусть U — субгармоническая функция порядка- р, р > 0; р —мера, ассо­
циированная с U. Для любой невозрастающей функции Ь(г) 1 0 , /•-><*., и целого числа т> [р] 
существует асимптотическое множество А и исключительное множество Е нулевой линей­
ной плотности такие, что ' 
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V(t)>-{m-1) Ви(г) + т е р т c t g - r ? + о ( / • ' ) , (?) 

_ т е з { ( Л \ £ ) П ( 0 , г]) 
lim - — = оо для 
г-ж П (Г) 

При доказательстве теоремы 2 также используется тождество (5), где Vm(z) оценивается 
снизу на асимптотическом множестве А. 

С л е д с т в и е 3. Если в условиях теоремы 2 р < 1 , То 

Этот результат дополняет коллекцию cos тср-теорем, известных в литературе . В нем содер­
жится дополнительная информация относительно множества, на котором справедлива теорема^ 
Это асимптотическое множество А (множество, где выполняется соотношение (6)), из которого 
выброшено редкое множество Е. 

Выражаю искреннюю признательность проф. И. Ф. Красичкову-Терновскому за неоцени­
мую помощь при выполнении работы. 
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г. Карачаевск Поступили 

U(Z) = (COS тер — о (1 ) ) Bu(f), z-+at>, [z\eA\E, 

-Г- т е з { ( Л \ £ ) П ( 0 . г]) . lira = оо. 
П (г) 
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