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ПРОСТРАНСТВА АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 

(НЕКОТОРЫЕ АСПЕКТЫ МЕТОДА НОРМАЛИЗАЦИИ 
А. П. НОРДЕНА) 

А. П. Широков 

Известно, что наиболее яркие и естественные приложения 
теории пространств аффинной связности к проективно-диффе-
ренциальной геометрии указаны в методе нормализации 
А. П. Нордена (см. [14]). В настоящей статье отмечаются не-
которые из таких приложений. Вначале здесь напоминаются 
основные идеи метода нормализации, а затем указывается ряд 
вопросов, разрабатываемых в последнее время учениками, 
А. П. Нордена; отчасти эти вопросы связаны с его теорией 
композиций (см. [ 16]). 

Основным рабочим средством этой статьи служит использо­
вание структурных уравнений пространства аффинной связно-
сти (см. [7]). В дифференцируемом многообразии Мп рас­
сматривается семейство кореперов {со'"}. Оно может совпадать 
с множеством всех кореперов (когда рассматривается все глав­
ное расслоенное пространство линейных реперов многообразия 
Мп), а может образовывать и подрасслоение этого главного 
расслоения. При этом вполне допустимо локальное рассмотре­
ние, когда кореперы {со*} задаются лишь в некоторой открытой 
области многообразия Мп и, в частности, могут образовывать 
гладкое поле кореперов в этой области. Задание аффинной 
связности в Мп равносильно заданию инфинитезимальиой связ­
ности в главном расслоенном пространстве линейных реперов 
многообразия Мп. При этом возникают структурные уравнения 
аффинной связности 

d®1 — ш-д'ю „'•-=&-, #со/ — ( о / д « „ ' - = й / , 
где со/— формы связности, a Q' и {Omega}-,1'—формы кручения и 
кривизны аффинной связности, Если в рассматриваемой обла­
сти многообразия Мп задано поле кореперов {©*}, то формы 
связности со/ принимают вид 

а > / - Г > ' , 
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и величины Yl
jk называются компонентами аффинной связности 

относительно поля корепера {со.}. Формы кручения и кривизны 
имеют строение 

где Sl
p — — Sl и Rpq

l-=—-Rgpj—координаты тензорных полей 
кручения и кривизны относительно корепера {•»'}. 

§ 1. Нормализованные поверхности .• 
:•'• •.:•-' проективного пространства 

_ _ • ' / ' • • 

Проективное пространство Рп определяется с помощью век­
торного пространства Ln+1: его одномерные подпространства 
служат точками пространства Рп. Векторное пространство Ln+\ 
мы будем отождествлять с центроаффинным пространством, 
точки которого определяются векторами пространства Ln+\ как 
своими радиусами-векторами. 

Общей m-мерной поверхности Хт пространства Ln+i, задан­
ной векторно-параметрическим уравнением 

отвечает m-мерная поверхность пространства Рп- При этом, 
естественно, накладывается условие, чтобы радиусы-векторы 
точек поверхности Хт не касались этой поверхности. В обрат­
ную сторону соответствие между /n-мерными поверхностями 
обоих пространств не определено: поверхности Мт пространст­
ва Рп отвечает ( т + 1 ) -мерный конус Km+i пространства Ln+i, 
и роль поверхности Хт может играть любое /n-мерное сечение 
этого конуса, «трансверсальное» к его прямолинейным обра­
зующим. 
•' Пусть поверхность Мт пространства Рп задана с помощью 
поверхности Хт пространства Ln+1. Выберем такое оснащение 
поверхности Xm, чтобы т. оснащающих векторов et (i, / , . . . = 
= 1 , . . . , т) принадлежали (тге-|-1)-мерному подпространству 
пространства L„+1, проходящему через центр и через касатель­
ную плоскость к Хт в точке М(г)\ радиус-вектор г точки М 
тоже возьмем за оснащающий вектор и выберем еще п—т. 
оснащающих векторов еа (а, 6-=/я-[-1, . . . , п). Запишем дери-
рационные формулы для репера {г; et\ ea): 

йг = сог+со-е^ 

Д = «в,7+(вД + ©«'Х| О) 
dea — со Jr+а»*7, + ю£е0. 
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Соответствующие условия интегрируемости принимают вид 
rdco—-со-дсо — О, 
dco ' - с о д - 0 ' - -°''Л(--,-' — 0. (А) 

[со-Лсй«=0, 

(da, — со, Д о - - V A - - - - a f Л«в = О, 
j d m , * - с ^ Л - 0 * - fflj-A---* — <»7Л--* =- °- (В) 
[dCO« —COj-ДСО» — CD1-? Д С й £ = 0 , 

dcoa—иадсо-со^дсо^--со« дсйв = 0 , 
• dcu^ — ш а Л с о ' - - с о 1 ; л м / - И ^ Л » о = = 0 ' (С) 

В уравнениях (1) формы со- линейно независимы и могут быть 
взяты за формы корепера во внутренней геометрии оснащенной 
поверхности Хт. Второе из уравнений группы (А) можно запи­
сать в виде 

dco* —©-д((о/ —соб-г)-=0. (2) 
Отсюда следует, что формы 

e / = C0/_C06Jr (3) 
определяют аффинную связность без кручения V на оснащен­
ной поверхности Хт. 

Перейдем затем к произвольному другому сечению конуса Кт+\. 
' ' / - Ь л . (4) 

где % — гладкая функция, не принимающая нулевых значений. 
Оснащение этого сечения в соответствующей точке М(г) осу­
ществим с помощью векторов {'г; 'е,; 'еа), где 

'е^ — Яе,, 'е-. — еа. (5) 
Тогда уравнения (1) примут ВИД 

/ — > — > • — > 

d'r--='©'г +'©-"'е., 
•^'7|=-.,ш/7+/а),-,.'еГ+'(о"/^, (6) 
d'ea — Ч * ' г +'со ^ 4 - ' Й £ еа, 

где 
, , d'k 

'©«=== A,a>«, 

'CD-----C0-, '№,--=00, , 

' c o a - - l c o a , 'a><-

'<V=°V+x4'> 
i<> '%=Uit- (7) 
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Мы видим, что корепер {'со'} совпадает с корепером {со'}. Более 
того, из (3) и (7) следует, что 

0/----'со/ — 'сй6/. (8) 
Таким образом, при указанном выборе оснащения аффинная 
связность V одна и та же на всех оснащенных поверхностях 
Хт, трансверсально рассекающих прямолинейные образующие 
конуса /Ст+1, и потому ее можно рассматривать как внутрен­
нюю связность нормализованной поверхности Мт пространст­
ва Рп. 

Уравнения (1) или (6) можно рассматривать как деривацион­
ные уравнения нормализованной поверхности Мт а закон (5) 
изменения векторов е. при перенормировании (4) обеспечивает 
фиксацию нормали 2-го рода, натянутой на точки пространст-

—* 
ва Рп, определяемые векторами et. 

Условия интегрируемости уравнений (6) будут снова иметь 
вид (А), (В), (С), где только теперь надо заменить все формы 
на штрихованные. Эти условия можно записать в ином виде, 
если выразить входящие в них формы через базисные формы 
корепера {ш*}. Так, например, положив 

at=la(o; al=plaw; ©?.= &?>•. (9) 
где ковектор i,— так называемый «нормализатор» A. П. Норде-
на, мы можем записать первое из условий (A) в виде 

Vuh]=P\u]- (Ю) 
Второе условие, как отмечалось, выражает факт отсутствия 
кручения у связности v> а третье эквивалентно симметрии ве­
личин bfj по нижним индексам. 

К остальным условиям интегрируемости (В) и (С) будем 
обращаться по мере необходимости. 

Рассмотрим случай т — п—1, который соответствует зада­
нию в Рп гиперповерхности. Здесь уравнения (1) принимают 
вид 

, —> —> —у 

dr = cor-j-ci)^, 
•^-•-..= ш , Г + ^ ? + - - < Ч » (11) 
den = co„r + u>n

ses + a>n
nen, 

а условия интегрируемости будут 

d o — Ш-'ДСО,.— О, 

d®1 — <о д со' — со'? д со5' — О, 
©-•Дсо/----О, 
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W * — й,Л<-'-<-М (В/-<-гпЛ'-й--0, (12) 
ido»!» — ю,-л-о," - сог"л®«"—О, 
rd©„ - ©„A» - -VA®- — <-«"Л<-«=0, 
W , ' — оовл-о' - - „ ' Л - , ' - «-«"Л--» — О, 
[1dco.1"-co/Aw-n==0. 

В сопряженном пространстве ковекторов L„+1 рассмотрим коре-
пер {f; i?; if}, дуальный реперу {г; е,; е„}. Согласно (11), его 
деривационными уравнениями являются 

•cfj = — ©1 — © , , - — ©.. , " , 
dT)'--=— ©г| — co~V — ©„-if, (13) 

Если формы ©i" линейно независимы, то гиперповерхность тан­
генциально невырожденная. В этом случае формы ©in можно 
взять за формы нового корепера во внутренней геометрии ги­
перповерхности. Рассмотрение уравнений (11), (12) и (13) по­
казывает, что если ввести новые формы 

* 
' ' (14) 
© , 

то условия интегрируемости (12) перепишутся (после некоторой 
их перестановки) в точно таком же виде, но только для форм, 
снабженных значком *. Поэтому для тангенциально невырожден­
ной гиперповерхности можно ввести новую связность без кру-

* 
чения, характеризующуюся в корепере {©'} новыми формами 
связности 

6/ = ш/ —©8/. 
Пересчитаем эту связность к первоначальному кореперу {©'}, 

2 

обозначив ее формы там через б/. Положим в соответствии 

— ©• — ©;" —6;.©", (15) 
где bi} — асимптотический тензор гиперповерхности. Вспоминая, 
что при преобразовании корепера ©г — Л.,©-5 формы связности 
преобразуются по правилу 

e/=AMy'e?: + A i ^A j ' , 
и учитывая, что согласно (14), Ay = —Ьцл находим: 

6/ = ЬЩ1Ч (- со/ - ©б/) + bisdbls, (16) 
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* 

(Ot
n= — © - , 

со-= — ©,", 

«-«——--я. 

©*-= — ©„', 

©„'=-— ©„ 
• - • / - - = -

* 
О) " — 



или 
2 # 1 # 

М / = - bjs<s>ks - bjk® + db]k -= - fy,e*- - bJh(D — *;*<o + dbjk, 
т. e. 

^ * - в ^ - в / * 1 й = (со + а)6у*. (17) 
1 2 

Мы приходим к условию сопряженности связностей v и V от­
носительно асимптотического тензора btj (см. [14]). Полагая 

©—i/o-, - ш ; = в = 1 / , (18) 
получаем из (16) соотношение 

У***ш — (/» + Я*)й/;, (19) 
где слева СТОИТ смешанная ковариантная производная от асимп­
тотического тензора Ь^. Используем (15), (18) и введем обозна­
чения 

•V = p>*> <-•» — */-«-*. Vi^Pis®*- (20> 
Тогда последнее из уравнений (13) запишется в виде 

dy\n==—bsp(x>p'y\s-\-'kp(iiPrf. 

Мы видим, что это уравнение примет вид первого из уравне­
ний (11), где фигурируют формы корепера {со*}: 

ёцп==*<щп-{-&%, (21) 
если ввести ковекторы пространства L*n+1 

4=-bttf. (22) 
Уравнения (21) эквивалентны тогда таким: 

^ я - W + tb (23> 
где дш — символ пфаффовой производной. Из (22) и (13) теперь 
следует: 

fifrj,- -dbtrf + bla<oZi+ blttLa>p~bl$\t + blmpt
m(u*if = 

= (*m^im-"6m^/i(D.n0:n, + 6imcoml+6;mpi'«cu^ -

= Bi-л, + ©Л* + buv>sl + ftilB-/-co-Y. 
или 

vu--tyii+--i^+-W-i^ (24> 
Первое из уравнений (13) запишется в виде 

dl— — /,--*£ + p/n.^'co-rii — Y#---n", 
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или 
<??£--- - hl + ~bmsPmUs ~ Y£r?- (25) 

Запишем уравнения (11) в пфаффовых и ковариантных производ­
ных и сравним их с уравнениями (23) — (25): 

i /•-.—* —*• {to} 

vyri« =- tyi«+**Д-Ч- --< *.р/п". 
№ - - f i f+ & т ^ Я -Yi4n-

В этом сравнении становится особенно ясной двойственность 
между геометриями 1-го и 2-го рода нормализованной танген­
циально невырожденной гиперповерхности. Такое проявление 
проективного принципа двойственности весьма характерно для. 
метода нормализации А. П. Нордена. 

§ 2. Аффинные связности в многообразиях m-nap 
Деривационные уравнения (1) можно рассматривать и в слу­

чае т — п, когда в пространстве Ln+- рассматривается гиперпо­
верхность, трансверсально пересекающая радиусы-векторы 
своих точек. В этом случае векторов еа не существует, и мы 
рассматриваем нормализованное проективное пространство Рпг 

—> 
точке М(г) которого ставится в соответствие гиперплоскость,. 
натянутая на точки, определяемые векторами et. Уравнения (1). 
теперь принимают вид 

det •= о.;г + a>ises = toei + Qt*es + co,r, 
условия интегрируемости (С) вообще исчезают, а условия серии 
(В) упрощаются: 

rd©; — Ш,ДЮ—-VA®,-=0, 
[d©;1 1 — ffij ДСй.-—.С0;-Д(О/----О. 

Используя формы связности (3) и первое условие интегрируе­
мости серии (A): dcu— со'-д©^=---0, перепишем эти условия в виде 

frfea,—в<-Л--,---0. ,о7\ 
Ide** — ег*Дв/--=— а-,Л--Л* + ю(Л--*. к ' 

Если заметить,, что входящие в (9) величины ptj образуют тен,_ 
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зор по отношению к преобразованию корепера {со'}, то (27) мож­
но переписать в эквивалентном виде: 

Xlm1 = (pml~-Plm)blk + Pubm
k-Plmblk, (28) 

•где Rtmi — тензор кривизны связности V . Известно (см. [14]), 
что условия (28) необходимы и достаточны для того, чтобы 
связность V была проективно-евклидовой. 

Используем принцип двойственности при рассмотрении дери­
вационных уравнений (26) для нормализованного проективного 
пространства Рп. Вводя корепер {|; т]1}, дуальный реперу {г; et}, 
получим для него деривационные уравнения 

j d l = —<ol — (0tfL /2 9) 

Сравнение уравнений (26) и (29) показывает, что после введения 
* * * * 

новых форм со, со-, а1, а/: 
* * # * 

Ш-— — О ) , ( 0 ; = — C O - , ( О — — С О ; , С О / - - - - — 0 - У 
условия интегрируемости сохранят свой вид, будучи записан­
ными для форм, помеченных значком *. В случае линейной не­
зависимости форм •(&{ (т. е. при условии невырожденности тен­
зора ри в формулах (9)) мы получаем новую связность без 
кручения с формами 

вуг = -»_-* — СОб/= —0)^+0)6^ 
* 

в корепере [а»'}. Эту связность можно рассматривать как связ­
ность в нормализованном многообразии гиперплоскостей 
пространства Рп, когда гиперплоскости, определяемой ковекто-
ром f, ставится в соответствие точка, определяемая вектором 
г. Обозначим снова через 9/--=---/ —соб/ формы первоначальной 

I 2 2 
связности V. а через 0,г — формы новой связности V» получен-

* * 
ные из в / пересчетом к кореперу {со-}. Полагая а1—аг = 
==—pisQ* = As'cas, получим А1}——рц, А1]' = —рч, где 

psipJS = S/, PtsPS] — b]1. После этого 
2 _ 1 
6/ = PUpmj ( - «V1 + <»&tm) + PlSdps! = - pUPmjQtm + PlSdpsj, 

откуда 
1 2 

^--е**л/-0у*л,-=о . 
1 2 

Итак, связности V и V находятся в сопряженности относи­
тельно (несимметричного в общем случае) тензора рц. 
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Заметим, что деривационные уравнения (26) справедливы 
для любого семейства реперов {г; et} в L„+1. Можно, в частно­
сти, предположить, что подпространства, натянутые на векторы 
ег, выбираются совершенно независимо от одномерных подпро­

странств, определяемых векторами г, В таком случае в про­
странстве Рп возникает множество всех О-nap, являющееся 
дифференцируемым многообразием M2n с весьма примечатель­
ной геометрией (см. [17], [18]). В рассматриваемой ситуации 
формы а>{ и coi являются линейно независимыми и образуют 
корепер {сог'; ffln+i = coi} во внутренней геометрии многообразия 
М2п. Условия интегрируемости деривационных уравнений (26) 
теперь принимают вид 

fdco — Бсо-дсоп+---=0, 
dco- — со-дК' — --6-0—°, 
dG>n^ — Есол+-' Д( ~ ®is + ®6is) = 0. 
dCO;-- — (Of /\(ii/-\-(Ok/\(On+ — 0 . 

Из этих уравнений следует, что если в корепере {со'; сои+г} рас­
смотреть формы 0^ (а, р—1, . . . , 2/г), из которых отличны от 
нуля е;--=-<о/'— об/, 6̂ +у-— —со^+шб/, то эти формы определяют 
в М2п аффинную связность без кручения, в которой ковариантно 
постоянны симметрический тензор gap с матрицей 

(gap) — 
О \Вп 

О 

•аффинор /р с матрицей 

№)- •f i / i l О 

о -£„ 

и антисимметрический тензор / а р = /agCTp с матрицей 

(/«в)-= О | . В -
0 

Тензор кривизны этой связности имеет в корепере {со*; соп+'} 
отличные от нуля компоненты 

Rp,n+q,j= —CV'-V'- — SP7-3;', 

Rj>,n+q,n+j •— -VA?' + -V-fy i 

и может быть записан в инвариантном виде следующим образом; 

-?aPY6 = у (<?--vgpa — gpYea» + / р в / v a — /{alpha} б/vP — 2 / a p / v 6 ) • (3°) 
Как показано Б. А. Розенфельдом (см. [17]), пространство 
нуль-пар является унитарным пространством постоянной кри-

139 



визны над алгеброй двойных чисел (точнее, вещественной мо­
делью такого пространства). 

Нормализованное проективное пространство Рп можно рас­
сматривать как «-мерное подмногообразие в Мгп. 

Указанные положения естественно обобщаются: мы предпола­
гаем, что в пространстве ЬПлХ рассматривается множество реперов 
—> —> —> 

{et\ еа], где (та + 1) векторов et определяют (/ге+1)-мерное под­
пространство, которому соответствует /ге-плоскость в Рп. 

—> 
Остальные п — т векторов еа натягивают (п — .т^-мерное под­
пространство, определяющее (п.— т — 1)-плоскость в Рп. В сово­
купности две указанные плоскости составляют /га-пару в Рп, 
и многообразие этих m-пар также является симметрическим 
римановым пространством, -—вещественной моделью некоторого 
аналога унитарного пространства постоянной кривизны над алгеб­
рой двойных чисел. Чтобы показать это, используем методику, 
уже применявшуюся Л. Туулметс (см. [22]). Вводя корепер 

— — — • > — > 

{!'; | а } , дуальный реперу {е.; еа}, запишем деривационные урав­
нения семейств этих реперов и кореперов: 

(31) 
\dei = (nt

tea^-(i^eat 

Idea — »^- + ("Й-
1.4'--=-юД--(о#', 
[rfl0- = — co*|J—©«f1-. 

Условия интегрируемости уравнений (31) имеют вид 
^ с о / - с о / л ю . И - ^ Л < — 0, 
dv>^ — со/Д0-0' — (о?л<->°—О, 

J i ' ч .5 1 ' ч a /QOV 

^<-т
ал^'-^л<=-0, w 

dco«- ш'Л--?-- <-|Л«~2 = 0. 
Если семейство реперов таково, что пары подпространств, натя-

- > - > 
нутых на векторы {<?.•} и {еа}, порождают все многообразие 
M2{m+i)(n-m) tfi-пар пространства Рп, то формы o-f и а1

а в сово­
купности линейно независимы и могут быть взяты за формы 
корепера во внутренней геометрии многообразия M2(m+i)(n-/.-). 
Этот корепер {со™; со̂ } будем называть адаптированным; он воз­
никает в связи с тем способом задания яг-пар пространства Рп, 
который осуществляется с помощью «скомпонованного» 

- > - > 
(по терминологии A. П. Н ордена) репера {et; ea) пространства 
L„+1. При преобразовании скомпонованного репера 
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формы адаптированного корепера испытывают преобразование 

Мы обозначили формы со" и со̂  через со'.-' и со̂ «-), вводя состав­
ные индексы (• ] и L ] . Тогда второе и третье из уравнений (32) 
можно записать в виде 

,-/со(() _coU) д(5--ю« — б™со;-) = О, 

rfco (а) _о)С0) д ( б £ с о / - б / О - О -
Отсюда видно, что в многообразии M2(m+i)(n-m) возникает 
аффинная связность без кручения, формы 6$ которой относи-

корепера {(о*.' '; a^'f имеют следующие ненулевые компо-тельно 
ненты: 

e^=V(»£-6£<v, 

e^|=-6^co/-6/o)t 
(33) 

Из (33) и (32) следует, что формы кривизны QB рассматривае­
мой связности имеют отличные от нуля компоненты 

аЦ == (6/6,-sSe?+а|в?8,-б/) а)(?)л-о(«). 
Поэтому отличные от нуля компоненты тензора кривизны в рас­
сматриваемом корепере таковы: 

(?) 

СО (34) 
*ШО e бА'0?+б/б/б£б 

Мы видим, что в многообразии Жго-нки-т) существует интег­
рируемая структура почти произведения со структурным аффино­
ром / я , имеющим ненулевые компоненты 

/}|} = ft', /^--бРаб/. (35) 
Использование форм (33) показывает, что многообразие 
M2(m+i)(-.-m) обладает также римановьш метрическим тензором 
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нулевой сигнатуры gAi9c ненулевыми компонентами в адаптиро­
ванном корепере 

8(f) ( Л - 6/s«» (36) 
ковариантно ПОСТОЯННЫМ В построенной связности. Следователь­
но, в этой СВЯЗНОСТИ будет ковариантно постоянен и бивектор 
i' АВ = I'ABDB C ненулевыми компонентами 

Ляш^^шг8*6-1, (37> 

Сказанное означает, что многообразие m-пар M2(m+ixn-m) яв­
ляется вещественной моделью унитарного пространства над 
алгеброй двойных чисел. В случае т=-0 мы убедились, что 
это — унитарное пространство постоянной кривизны. При 
т>0 возникает несколько более сложная ситуация. Наличие 
метрического тензора gAB позволяет построить ковариантные 
компоненты тензора кривизны, из которых отличны от нуля 

/?(J)(S)(5)(«)== ~ W 6 » 6 ? - W - ? - P • (38) 
Введем р M2(m-t-i) ("-'«) тензорное поле SABCD, построенное по 
правилу (30): 

SABCD = - (gACgBD ~ S всё AD + /BD/CA — /AD/ев — 2/да/со) • (39) 
Нетрудно проверить, что из компонент тензора SABCD отличны 
от нуля в адаптированном репере только компоненты вида 

Из сравнения с (38) следует, что 
RABCD<= SABCD, (40) 

где знак •—• означает операцию, определяемую в адаптирован­
ном корепере перестановкой любой пары родственных (т. е. 
одновременно греческих или латинских) индексов, стоящих на 
одном уровне. Эта операция определяется инвариантным обра­
зом по отношению к преобразованию адаптированного репера. 
Операция ~ перестановочна с операцией абсолютного диффе­
ренцирования в связности (33), а потому из (39) и (40) следует, 
что пространство Мцт+щп-т) симметрично в смысле Картана 
(см. [19]). 

—У 

Если т-плоскости, определяемые векторами et, пробегают 
все грассманово многообразие /ге-плоскостей пространства Р„, а 
каждой такой да-плоскости ставится в соответствие дополни­
тельная (л — т — 1)-плоскость -%-пары, то в деривационных 
уравнениях (31) формы <о» должны быть линейнс» независимыми. 
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Предполагая, что с каждой яг-плоскостыо некоторой области 
нормализованного грассманова многообразия .A/'.-et+i)(«-.»)• ассо-

—-> •—у 

циирован определенный репер {е.; еа), мы получим, что все 
остальные формы в уравнениях (31) должны выражаться линей-
но через соа=аЛ*'. Вчастиости, обозначая со̂ ' =(0,о>, получим. 

Формы .«А- > образуют корепер в нормализованном грассмановом 
многообразии A/(m+i)(n-m). Вторая серия условий (32), записан­
ных в виде 

d&{?) __ ю(°) Л (б£*<о« _ б>--) ----- 0, 
показывает, что формы 

е © = в4-со|-6?<о-' (42) 
О/ 

определяют аффинную связность без кручения в многообразии 
N(m+-i)(rt-m)- Эта связность была впервые указана Э. Г. Ней-
фельдом (см. [10]) и впоследствии нашла значительные приме­
нения в теории композиций A. П. Нордена (см. [16]). К связ­
ности (42) можно прийти также следующим образом. Если за­
писать уравнения (31) в виде 

используя формы связности ю/ и со" для абсолютного диффе­
ренцирования специальных векторов скомпонованного репера, и 
ввести «девиатор» (см. [16]) 

с помощью которого первое из уравнений (31) представится 
в виде 

то формы связности Нейфельда (42) определятся из условия 
ковариантного постоянства девиатора: 

Как и в случае нормализованного проективного простран-
* (а\ ства, можно выделить тот случай, когда формы (о^-'----ш(-а, — 
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=-ю 1
а линейно независимы. Третья серия условий (32) может 

•быть тогда записана в виде 

da>v>~ o i ^^ (6^o j / — б/со-.)===0, 

й это показывает, что в корепере {©''•'/'формы 

-•(f)=^/-6/o>P 
также определяют связность без кручения. Вводя собиратель-
ные индексы и обозначая формы (42) через бд, пересчитаем 
формы связности Ев к кореперу {аИ}, обозначив их там через 
QA; учитывая, что согласно (41) 

<oA = PJ(i>B, а>А = Рда>в, 
где 

РВ^РАВ, РАВ~РАВ, 

РАС~РСВ^8В
А, РСАРВС=ЬВ

А, 

:мы получим 
e^—{sum}p^CflSc+pACdpCB, 

{С.О) 

•откуда 
1 2 

dpAB — вс
АРсв — QC

BPAC = 0. 
Таким образом, как и в случае нормализованного проективно­
го пространства, мы приходим к паре связностей, находящихся 
в сопряженности относительно тензора рАв-

В настоящее время Е. М. Кузнецова (см. [8], [9]) исследу­
ет вопрос о том, как указанные выше положения переносятся 
на многообразия голоморфных m-пар проективного пространст­
ва над алгеброй; ряд основных фактов был здесь установлен 
с помощью другой методики Э. Г. Нейфельдом (см. {11], [12]). 

В качестве одного из применении связности Нейфельда 
укажем релятивную линейчатую геометрию аффинного простран­
ства (см. [26]). Пусть в аффинном пространстве Лп+1 задана 
гиперповерхность Мп и зафиксирована точка О, взятая за 
начальную. Радиусы-векторы точек гиперповерхности (индикат­
рисы) берутся за направляющие векторы ориентированных 
прямых пространства Ап,х, и каждая такая прямая определяется 

- * • - * • 

•своим направляющим вектором г=ОМ я касательным вектором 
MMi = v индикатрисы, где Mi--точка, пересечения прямой 
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с касательной гиперплоскостью к индикатрисе в точке M. 
Другими словами, ориентированная прямая пространства А..+1 

задается элементом (г, v) касательного расслоения Г (M.-) 
индикатрисы. Оснащая индикатрису г — ОМ—г (и.1, ..., ит) ее 
радиусом-вектором г, определим из деривационных уравнений 

S7fi = biJtr 

внутреннюю эквипроективную связность Т% индикатрисы с тен­
зором кривизны 

где btj — асимптотический тензор, удовлетворяющий условию 
Кодацци 

4ikbj\i=0-
Те свойства линейчатой геометрии пространства Ап+1, которые 
находят естественное истолкование с точки зрения геометрии 
касательного расслоения индикатрисы, составляют содержание 
релятивной линейчатой геометрии. 

Осуществляя в пространстве Ап+1 инфинитезимальное парал­
лельное перенесение с постоянным вектором мгновенной ско-

. • . " . • . . • . - - . ' • • — * ^ 

рости a = nsrs-\-Xr, мы получим инфинитезимальное преобразо­
вание во множестве прямых, порождающее векторное поле | 
в касательном расслоении Т (Мп). Вводя в Т (М„) индуцирован­
ные локальные координаты и1, ипН (v=MMi = uni"srs), мы пред-

—> 
ставим g в виде 

r - j - ' ^ . (44) 
—>» 

При этом постоянство вектора а влечет соотношения 
V •[-.' +MS/----О, Xj-\-bp\i,s=--0. (45) 

Введем в Т (Мп) аффинную связность без кручения e™v, построен­
ную по правилу 

% = Crpv - %**>afi - %<fl*>aft + vbzyw«, (46) 
где сГр7 -— полный лифт связности Т)ь в касательное расслоение, 
сЬа$ и vbap— полный и вертикальный лифты асимптотического 
тензора bt] в Т (Мп), a w = un+s —-—-—векторное поле Лиувил-
ля (поле слоевой гомотетии) в Т(Мп). Тогда простые подсчеты 
с учетом (44), (45) и (46) показывают, что векторное поле £ 
определяет инфинитезимальную аффинную коллинеацию связ­
ности г™ .L-ys"—0. Таким образом, параллельные переносы 
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пространства An+j индуцируют в касательном расслоении 
Т(Мп) аффинные коллинеации связности (46). Ясно, что связ­
ность (46) сохраняется и при тех центроаффинных преобразо­
ваниях пространства An+i, которые переводят в себя индика­
трису. В этом смысле МОЖНО сказать, что указанная связность 
определяет релятивную линейчатую геометрию пространства 
An+i. Впервые связность (46) была определена В. А. Юрьевым 
[27] для евклидова пространства Еп+и когда роль индикатри­
сы играла гиперсфера с центром в О- В дальнейшем обнаружи­
лось, что эта связность является специальным случаем связно­
сти Нейфельда и определяется соответствием, относящим пря­
мой пространства An+i несобственную гиперпрямую касатель­
ной гиперплоскости к индикатрисе. В последнее время релятив­
ная линейчатая геометрия аффинного пространства исследует­
ся Е. Н. Сосовым (см. [20], [21]). При n = 2 связность (46) 
всегда риманова, конформно-евклидова. Если же п > 2 , то да­
же в случае евклидова пространства En+i, когда в качестве ин­
дикатрисы выбрана гиперсфера с центром в О, эта СВЯЗНОСТЬ 
перестает быть римановой. Однако линейчатая геометрия не­
евклидовых пространств постоянной кривизны обладает инва­
риантной псевдоримановой метрикой (ем. [15], [19], 
[12]). При этом на примере пространства Лобачевского Лп+\ 
с радиусом кривизны Д можно показать, что при jR{to}oo инва­
риантная псевдориманова метрика линейчатой геометрии про­
странства JIn+i переходит в метрику сферического отображения 
для ориентированных прямых пространства E„+i, т. е. вырож­
дается, а соответствующая риманова связность переходит в 
связность (46) В. А. Юрьева. 

§ 3. Нормализованные расслоения 
проективного пространства 

Предположим, что векторное (центроаффинное) пространство 
Ln+1 расслоено на т-параметрическое семейство (п. — /и-[-^-мер­
ных конусов, так что каждый ненулевой вектор некоторой обла­
сти пространства Ln+1 принадлежит единственному конусу се­
мейства, а сами эти конусы могут быть отображены на точки 
соответствующей области от-мерного многообразия Мт с по­
мощью «отображения проекции» я: В точке конуса с радиусом-
вектором г рассмотрим п — т векторов еа, касательных к кону­
су, и т векторов et. Будем предполагать, что векторы 
{г; ей ва) образуют репер пространства Z„+1. Кроме того, пред-

— > • —-У — > • — > 

положим, что при перенормировке г-*-Кг векторы еа и et умно­
жаются на тот же множитель X, причем дифференциал проекции 
я* отображает векторы et в векторы в{ репера многообразия 

о 
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Mm:ei = nll.ei. Обозначим через {со'} корепер, дуальный реперу 
о о 

{et}. Тогда можно записать разложение 
о 

d г == to г + <uses + а>аеа, 

где со'==я*(й'. Если предположить, что {г; et; ea}—указанное вы-
о 

ше поле реперов в Ln+X, согласованное с расслоением простран­
ства £л+1 на семейство (п—/я—-1)-мерных конусов, то в Мпмы по­
лучим поле кореперов {со-}, для которого будут иметь место 

о 
соотношения вида 

О z ^ Ч О О 

где bl
pq— функции на Mm. Такие же соотношения будут иметь 

место и для форм со- = я*со', т. е. внешние дифференциалы этих 
о 

т форм должны разлагаться по внешним произведениям этих же 
т форм. Запишем деривационные уравнения для поля реперов 
{П ег, еа}: 

• — > — > • — > • — » 

dr = v>r +Ю'-е„ + со|-е(-, 

de, = со̂  г + -V--C+ ->?-£. (47) 

lde„ = <ваг + со5
ае„-f-со^са> 

—> 
Естественно предполагать далее, что г является радиусом-век­
тором гиперповерхности, трансверсально пересекающей прямоли­
нейные образующие т-мерных конусов. Тогда формы со', соа бу­
дут линейно независимы, а остальные формы в уравнениях (47) 
можно по ним разложить. В частности, мы будем иметь 

со —4co*+iaco<-, co/—Lj.©-+-Lja(o--. (48) 
Из условий интегрируемости уравнений (47) отметим следующие: 

dec'—содсо'— G>s/\(us
l — со-'дсо' = 0 . 

Учитывая (48) и тот факт, что внешние дифференциалы форм©' 
должны разлагаться по внешним произведениям этих же форм, 
получим отсюда: 

йсо--соРЛ (4-7-бА)«?=0 . (49) 
При изменении корепера {со'} в Мт по правилу со'' = Ar®s формы 

о о s о 
со' тоже преобразуются по этому же правилу, а потому формы 

в/-( .£},-б// . , )©' 
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преобразуются так же, как формы связности на базисном много­
образии Мт. Однако коэффициенты 

в общем случае зависят не только от базисных, но и от слое­
вых переменных. Если они зависят лишь от базисных перемен­
ных, то на многообразии слоев возникает аффинная связность 
г']к, и из условий (49), записанных в виде 

da1 — со*Л6,г = 0, 
следует, что эта связность не имеет кручения. 

Чтобы дать истолкование указанной связности без кручения 
на базе Мт, сравним уравнения (47) с уравнениями (26) для 
нормализованного проективного пространства. Мы ВИДИМ, 

—> 
что если точке М{г) пространства Рп поставить в соответствие 
гиперплоскость, натянутую на точки,, определяемые векторами 
—> —> 
et и еа, то в Рп возникнет проективно-евклидова связность, 
определяемая по отношению к кореперу {со'; со0-} формами 
связности 

a^ = co^—o>6^ = s^coc ( A , 5 , C — 1, . . . . л). (51) 
Указанное выше семейство конусов задает локальное расслоение 
пространства Рп на семейство (я.-/ге)-мерных поверхностей, 
и уравнения соа = 0 задают в Рп распределение трансверсальных 
к слоям «горизонтальных» площадок. Мы приходим к расслоению 
с проективно-евклидовой связностью (51), в котором задана 
инфинитезимальная связность Д системой уравнений Пфаффа 
ffl-О, т. е. к специальному случаю ситуации, рассматривав­
шейся в статье [23]. Дадим истолкование условию независи­
мости величин (50) от слоевых координат с точки зрения 
понятия проектируемое™ аффинной связности в расслоении 
в смысле К. М. Егиазаряна (см. [1] - [6]) . Рассмотрим на базе 

—> —> 
Мт два векторных поля X, Y с координатами X1, Y1 относи-

- > - > 
тельно корепера {со'}. Горизонтальные лифты ИХ, HY этих 

о 
полей в Рп будут иметь в корепере {со'; соа} координаты (X'; 0), 
(У; 0). Абсолютная производная 

4H/Y={X°d«Y^a'msY»>X°; a«/"X-} 
тогда и только тогда при любом выборе полей X, Y проекти­
руется на базу в.векторное поле, когда величины (50) не зави­
сят от слоевых координат, и в таком случае эти величины г1

]к 

определяют спроектированную связность на базе. Итак, неза­
висимость величин (50) от слоевых координат равносильна 
проектируемое™ проективно-евклидовой связности (51) на ба­
зу с помощью инфинитезимальной связности Д. 
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Произведем указанные выше построения в локальных ко­
ординатах («-; wa), где «- — локальные координаты на базе 
Мт, а иа — слоевые координаты. Специализируем выбор форм 
допустимого корепера, положив 

{и '=^ г ; a>a = dua-{-lfdus} (52) 
(здесь для краткости пишется da1 вместо n*du,1). Тогда диффе­
ренциал гладкой функции / в Рп будет иметь вид 

df = dlfdui+daf(<i>«-l*dul) = (dif-l<idof)<*i+daf(u«. 
Поэтому пфаффовы производные d'ff и d®f имеют строение 

dff = dtf-t*dof, d*f = daf. 
В соответствии с деривационными уравнениями (47), которые мы 
теперь запишем в виде 

. — > — > • — > • — > 

dr = cor + tiy-e. + (й°еа, 
det = caei-\-al

ses-\-'u'i ea + ®ir, •• ( 5 3 ) 
^dea=(aea + <bs

aes+co£ ea+coar, 
где w •==//»-+ /0ci>°, имеем: 

^ - d f r - i . r , 
e{a lpha}—dSr—i a r . 

(54) 

Полагая 
j со/ == г},ш* -f г^а0 = е/+г/0со a, 

из условий do>A —сйвдо)д----0 получим симметрию величин г/п по 
нижним индексам. Покажем, как подсчитываются величины г(

ул, 
если вместо пфаффовых производных использовать только част­
ные производные по локальным координатам. Уравнения (54) 
расписываются так: 

— > — > - > - > - > — * • — > — > • 

et = dir—ridor—llr = dlr—liea — rilar — lir = 
= dir — (li-{-lUa)r—l°ea, еа = даг—1иГ. 

* п * 
Полагая li — h-\-lila, -"a —--а, имеем: 

—> « —У - -V 

ei = dir — lir—lt еа, (55) 
еа=даг—1аг. 

* 
В первой из формул (53) теперь (u — lAdtiA = ls<us-\-law. Запи­
шем разложения 

дАе1 = 1Аег\1Т^Аев-{-р1АГ. (56) 
М9 



Тогда 
—> —> д —* —У 

^ - = С й е ; + Г . . 4 ^ Л е В + С0;Г = 

= ше, + r f -o-^в + Tfa (со0 — #со-) "бд + со,7=.. 

•— <ве, + (Г Л - ГГЛ) «о-ва + rf0«B--Te + со|г. 
Сравнивая со второй из формул (53), находим: 

-У=-(г^-ГУ>*+г>°, 
Откуда 

г)к=т1
]к-?)Л. (57) 

Если величины г' не зависят от слоевых координат, то возни­
кает аффинная связность без кручения на базе, которая нахо­
дит применения в проективно-дифференциальной геометрии и 
в геометрии пространств над алгебрами (см. [24], [25]). 
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