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ТАУБЕРОВЫ ТЕОРЕМЫ 
В КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

В. С. Владимиров, Б. И. Завьялов 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Тауберовыми теоремами называют теоремы, связывающие 
асимптотическое поведение (обобщенной) функции в окрестно­
сти нуля с асимптотическим поведением ее преобразования 
Фурье (Лапласа или других интегральных преобразований) на 
бесконечности. Теоремы обратные к тауберовым называют абе-
левыми. 

В случае одного независимого переменного тауберова теория 
продвинута достаточно далеко и имеет многочисленные приме­
нения в теории чисел, в теории дифференциальных уравнений, 
гармоническом анализе, и в математической физике (см., напри­
мер, [5, 7, 15, 17, 27]. 

Для случая многих переменных задачи тауберовой теории 
значительно усложняются. В этом направлении получены лишь 
отдельные результаты. Один из таких результатов относится 
к многомерному обобщению тауберовой теоремы Харди и Литлл-
вуда (см. [11, 18]). 

Ряд важных результатов в многомерной тауберовой теории 
получен в связи с теоретическим объяснением наблюдаемого на 
эксперименте автомодельного поведения при высоких энергиях 
величин квантовой теории поля, в частности, форм-факторов-
глубоконеупругого лептон-адронного рассеяния. Одна из основ­
ных проблем теории состоит в том, чтобы установить не противо­
речат ли эти явления общим принципам локальной квантовой. 
теории поля и выяснить какие ограничения накладывают эти 
принципы на возможные асимптотики. Исследуемая задача 
тесно связана с сингулярной структурой Фурье-образов форм-
факторов в окрестности светового конуса. Эта проблематика 
весьма интенсивно обсуждалась в физической литературе, начи­
ная с работ Бьёркена 1967 г. [32], а в математическом плане — 
с работ Боголюбова, Владимирова и Тавхелидзе 1972 г. [1]. 

Форм-факторы —это некоторые (обобщенные) функции, опи­
сывающие внутреннюю структуру адрона. Хотя явный вид их 
неизвестен, некоторая информация о них следует из общих прин­
ципов локальной квантовой теории поля: лоренцевой ковариант-
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ности, спектральности, локальности, унитарности и различных 
симметрии (см. [2—4]). 

Пусть F(q), .7--= (.7o, q). q —(<7и Чъ <7з) — форм-фактор в систе­
ме координат, связанной с адроном (считаем массу адронп 
равной 1). Обобщенная функция F (q) обладает следующими 
свойствами: 0) E6^'(R4)> -) E ( - 7 ) = - E ( - ? ) • . 2) E(?)==0, если 
] Й > - . 3) E(.x) = 0, если x 2 < 0 , 4) F(qQ,<O = F(q0, Sq), 
VSeSO(3). 

Здесь .72 = .72—|q|2 = ^ —-72 —g^ —02_ Л О р е н ц е в квадрат 
и E(x) —преобразование Фурье F(.?). На основных функциях 
из ^(R4) операция преобразования Фурье ср-уср имеет вид 

9 (x ) .= ^cp ( -7)d -7 , 0-1) 
- У —у 

где qx — qQx0~(q, x) —лоренцево скалярное произведение 
—:> —> 

и (q, x) == q\Xx-\-q-2^2+ ^ в — евклидово скалярное произведение. 
Асимптотическое поведение форм-фактора F (q) изучается в 

области Бьеркена: 
£ - = = - ^ —const, v = 2 ? 0 ~ + oc. (1.2) 

В этом обзоре § 2 и § 3 носят вспомогательный характер. 
В них дается важное определение квазиасимптотики (обобщен­
ных) функций и строится необходимый для дальнейшего мате­
матический аппарат, включая известное представление Йоста— 
Лемана для симметричного случая. В § 4 формулируются основ­
ная теорема, связывающая асимптотическое поведение обобщен­
ной функции F(q) со свойствами 0)-—4) в области (1.2) с 
асимптотическим поведением ее преобразования Фурье Р{х) 
в окрестности светового конуса л;2 = 0. В § 5 дается схема ее до­
казательства. В § 6 выясняется, какие асимптотики являются 
заведомо недопустимыми с точки зрения аксиом локальной 
квантовой теории поля. Далее, в § 7 формулируется теорема, яв­
ляющаяся многомерным обобщением классической тауберовой 
теоремы Харди и Литтлвуда, и применяется она к изучению 
асимптотического поведения двухточечной функции Вайтмаиа. 
Наконец, в § 8 дается краткий обзор работ, особенно математи­
ческих, по этой проблематике. 

§ 2. КВАЗИАСИМПТОТИКА ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ 

1. Автомодельные функции. Естественной шкалой для по­
строения квазиасимптотики обобщенных функций будет слу­
жить шкала так называемых автомодельных функций. Поэтому . 
мы и начнем с их определения., . , . 
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О п р е д е л е н и е . Пусть р{t) — положительная непрерыв­
ная при t-v+oo функция*. Будем говорить, что р асимптоти­
чески автомодвльна (или просто автомодельна**, если для лю­
бого а_>0 существует предел 

причем сходимость равномерная по а на каждом компакте полу­
оси (0, {infty}). 

Легко видеть, что С (а) удовлетворяет' функциональному 
уравнению С (а) С (Ь) — С (ab), из которого следует, что С(а)=а* 
при некотором вещественном а. Б таком случае функцию p(t) 
будем называть автомодельной порядка а. 

Укажем без доказательства некоторые свойства автомодель­
ных функций. 

Л е м м а 2.Г Пусть р — автомодельная функция порядка а. 
Тогда для любого s > 0 существует ^о>0 такое, что 

<-и~е<-^г£т-<аа+8 при ^>jf0, a>l+s, 
(2 \) 

йа+е<£^<аа-е п р и _^ < а <1_ е . К ' > 
Следующая лемма является весьма удобным критерием 

автомодельности. 
Лемма 2.2. Пусть р(^) — положительная и дифференцируе­

мая при /{to}+{infty} функция. Чтобы р была автомодельной функ­
цией, достаточно, чтобы существовал предел 

lim — ~ - - = а ; 
<-« Р(0 

при этом а равно порядку автомодельности функции р. 
Примеры. Функции t"', t^lnt, J-a (2-[-sin In In if) являются 

автомодельными порядка а. С другой стороны, все эти функции 
попарно асимптотически неэквивалентны в том смысле, что 
пределы их отношений при t {to}-f- со не существуют (либо 
равны нулю). 

2. Пространство обобщенных функций 9>'^. Напомним не­
которые стандартные обозначения и факты из теории обобщен­
ных функций медленного роста (см., например, [9 — 10]). Через 
S"(R") и 9" (Яп) обозначаются соответственно пространства 
основных (С00 — быстро убывающих) и обобщенных (медленного 
роста) функций на R". Через б"'(Л), где А — замкнутое мно­
жество в R", обозначим (замкнутое) подпространство 9" (R"), 
состоящее из обобщенных функций, носитель которых содержит­
ся в А. 

* Это означает, что существует такое число Т, зависящее от р, что р (t) 
положительная и непрерывна при t^T. 

** Автомодельные функции иногда называют правильно меняющимися 
(например, й [23] и [52]). 
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Пусть теперь А —замкнутое множество в R", являющееся 
замыканием своей внутренности. Обозначим через 9>А прост­
ранство бесконечно-дифференцируемых на А функций с топо­
логией, задаваемой счетной системой норм 

pOT[cp]=- sup (l + |x|2) '" '2 |D>(x)| , от-0,1,.... 
\Щ<т xQA 

Его сопряженное пространство обозначается, как обычно, 9>'А. 
Для широкого класса множеств Л, в частности регулярных 

(см. [9]) с кусочно-бесконечно дифференцируемой границей, 
имеет место канонический изоморфизм 

9>А<^9"{А). (2-2) 
Изоморфизм (2.2) дает возможность определить на пространстве 
9>'А все операции, которые определены на 9" (Rn), в частности,. 
дифференцирование, свертку, преобразование Фурье и др. 
Пространство обобщенных функций, являющихся преобразова­
нием Фурье обобщенных функций из 9>'А, будем обозначать 
через .?д. 

Если A = R + = [ x : x > 0 , x6R-I> то пространство .9'_1 будем 
R+ 

обозначать через Sp
+, a &-x —через 9>+. 

Операцию свертки в 9>'+ удобно также определить без вы­
хода в пространство 9" (R+). Пусть /6^+ и Ф6--+. Сверткой 
/®Ф назовем функцию 

(/<8>Ф) (0 -=(/(•-). Ф(* -И)). i>0- (2.3) 
Операция cp{to}/(g)cp линейная и непрерывна из 9'Jr в 9+ и опера­
ция / - > / © Ф линейяа и непрерывна из 9'+ в 9,'+. 

Пусть /б-б87,. и g&'+- Сверткой f*g назовем обобщенную. 
функцию, определяемую правой частью равенства 

(/••£. Ф)=(/- ff®<P), Ф6^+. (2.4) 
Свертка /*gG-9'_)_) коммутативна и ассоциативна, так что 9+ 

образует сверточную алгебру (коммутативную и ассоциатив­
ную) с единицей (единицей в 9'+ является 8-функция). 

Через fa (t), — {infty} < а < со, обозначим стандартное семейст­
во обобщенных функций из 5"̂  (каноническое ядро дробного 
дифференцирования и интегрирования): 

! / ;+ , ( - ) п р и а < 0 а-И 
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(см., например, [12], стр. 147). Нетрудно проверить, что 

Если iT-S^-p то ее первообразная порядка а (производная по­
рядка—а, если a < 0 ) g - < - a ) определяется равенством 

(При целых a g ( " a ) совпадает с обычными первообразными или 
производными g). 

3. Квазиасимптотика на бесконечности обобщенных функ­
ций ИЗ SP'+. 
Дадим теперь определение квазиасимптотики обобщенных функ­
ций из 9>'+. 

О п р е д е л е н и е . Пусть /б.-*... и р —некоторая автомодель­
ная функция. Обобщенная функция / обладает квазиасимпто-
тикой на бесконечности относительно р, если существует 
предел 

Проверим, что если р автомодельна порядка a, TO g одно­
родна степени а: 

(Tlat\ 11m j ^ e - ) -nm f (kat) um Р0-д) — a*r(i\ „-^.n em~ll2 P(ft) - K L P(*«) i™ P(*) - f lff(")-a>°-
ПоЭтОМу £ ( 0 — с/сН-1(-)-

П р и м е р ы . Обобщенные функции t9(t), Q (t)In t, Q(t)elt, 
6'(t) обладают квазиасимптотиками на оо соответственно отно­
сительно автомодельных функций t, In t, t~l и t~2, так как 
при k{to}oo 

•±-Q(kt)kt=*Q(t)t, JWLln(kt)-*B(t), 

№ (kt) еш {to} й (t), k26' {kt) - 6' (0-
З а м е ч а н и е . Пусть /•3.5?'+/ финитна и фб^+ . Тогда величи­

на (/(kt), cp(t)) убывает на бесконечности не медленнее 1/k. 
Это показывает, что квазиасимптотические свойства / опреде­
ляются ее глобальными свойствами, а не только поведением на 
бесконечности. 

Заметим, что шкала автомодельных функций—это макси­
мальная шкала, относительно которой можно рассматривать 
квазиасимптотику обобщенных функций. Это показывает следую­
щая 

Т е о р е м а 2 . 1 . Пусть /вУ'+ и р-некоторая положительная 
непрерывная при t {to} + со функция. Пусть, далее, существует 
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q>6.~+ такая, что 

11ш —J—(/(*0. 'Ф'ОО) — существует. 

Тогда функция р автомодельна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначая р1 (k)-=(/(At), <р(0), имеем 

kP; ik) ( / ( ^ ) . Ф ( О + - Ф ' ( 0 ) 
- р П * г ~ - </<•">• Ф(->> -+ 

_̂  _ 1 + ^ и- -L-- (/ (kt), w (t)), 
если A{to}oo. По лемме 2.2 функция р1 автомодельна. Но при 
6{to}oo pl(k)/p(k)-*-C>-0, так что автомодельна и функция р. 
Теорема доказана. 

Отметим некоторые свойства квазиасимптотик обобщенных 
функций. 

Л е м м а 2.3. Пусть р — автомодельная функция. Для того, 
чтобы /6.9У обладала квазиасимптотикой на oo относительно р, 
необходимо и достаточно, чтобы fl~a) обладала квазиасимптота-
кой на оо относительно t~p(^). 

Д о к а з а т е л ь с т в о совершенно аналогично случаю сте­
пенных квазиасимптотик (см. [17, 19]). 

Л е м м а 2.4. Пусть ^9"+ и р — некоторая автомодельная 
функция порядка сс> —1. Пусть, далее, ^65^+ с компактным 
носителем. Тогда существует такое |5>0, не зависящее от г\, что 
для любой непрерывной на [1, оо) функции у такой, что 

0<Y(t)<*-P, t>\ (2.5) 
справедливо предельное соотношение 

р-т5гч(^)/(*о-+о, ^ ° ° **'+• 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой <р&9'+ имеем 

даЫда)/^), Ф(о — 

При выводе последнего неравенства мы воспользовались конеч­
ностью порядка f (равного N) и финитностью функции ц. Так 
как по условию а > —I, то из оценок (2.1) вытекает, что для 
достаточно малого 6 > 0 
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Выбирая теперь p = 6/N, завершаем доказательство леммы 2.4. 
Л е м м а 2.5. Пусть р — автомодельная функция порядка 

а>—1. Тогда функция 0(t)p(O обладает квазиасимптотикой на 
оо относительно р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем е>0 таким, что а—е>—1, 
Далее, согласно лемме 2.1, выберем to = -̂ Q(e) таким, чтобы были 
выполнены оценки (2.1). Пусть т] — С°°-функция, 0{le}T|s~n, 
г](г,)5-Г ->to+l и г](г.).—О, t<t0- Тогда согласно лемме 2.4 при 
Y—— 1 имеем 

С другой стороны, в силу автомоделыюсти функции р, имеем: 

сверх того, при всех k > t 0 выполнены оценки (2.1): 

и < Р(*) Г\ 
/*«--, 0<2.<1— е, 

Поэтому возможен предельный переход при /г—>-со под знаком 
интеграла в 

1 
Р(А) 

DO DO 

Лемма 2.5 сразу следует из равенства (2.6), 
Сформулируем теперь критерий того, чтобы заданная обоб-. 

щеиная функция обладала квазиасимптотикой. 
Т е о р е м а 2.2. Для того, чтобы /G.9V обладала квазиасимп-

тотикой на оо относительно автомодельной функции р порядка 
а, необходимо и достаточно, чтобы некоторая ее непрерывная на 
[О, оо) первообразная /<-e,(t) ( а + 6 > — 1) удовлетворяла 
условию 

.•-оо * r t p(0 

Достаточность • в теореме 2.2 легко следует из лемм 2.5 и 
2.3. Доказательство необходимости проводится также как и в 
степенном случае (см. [17]). 

В дальнейшем нам понадобится также следующая 
Л е м м а 2.6. Пусть р1 и ра — положительные непрерывные 

при /.{to}-|-оо функции, причем pi (t)/p2{t)~>-l, t{to}oo. Пусть, далее, 
pi обладает квазиасимптотикой на оо относительно автомодель­
ной функции р порядка а > —Г Тогда р2 также обладает квази-
асимптотикой на {infty} относительно р. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 2.2, для доказатель­
ства леммы 2.6 достаточно установить, что при некотором 6>0 

р-§~-т^Ы)){"){^с^ *->- (2-7) 
Для доказательства (2.7) достаточно показать, что 

1 •(p l(kt)s(£0) (-6)(1H°. *->0, (2.8) Р(*) 
где -(t).= P2(0/Pi(0— - (e(t)->0. t-+°°)- В свою очередь, 
(2.8) будет установлено в силу леммы 2.4 при y(^) —tP, если 

.мы покажем, что 

рщ(г\(&-Н)Р1(М)г(Ы)у-*Ц1)-+0, k{to}oo, 

где р—-число, фигурирующее в лемме 2.4, и функция i,(t) — 
такая же как и при доказательстве леммы 2.5. По теореме 
о среднем имеем 

| J—- ( r , (k^) P l (^ )e (At ) ) (~6) (1) -

ОО 

=ш S *• {kl~H) pi т Е {kt) / б (1 ~t] dt •< 

<leWI^SPi(*0/e( l -0^- l - (A^|- - i5-^f . (2-9) 

де th* удовлетворяет неравенствам 
<flftp_1<tJ<L 

Отсюда следует, что e(& )̂{to}0 при k{to}oo. С другой стороны, 
по условию и в силу теоремы 2.2 существует такое «3>0, что 

- — - — p j - « (£)_.. С ) к ^ ж , 

Отсюда и из (2.9) следует (2.8), что и завершает доказатель­
ство леммы. 

4. Квазиасимптотика в нуле обобщенных функций. Введем 
теперь понятие квазиасимптотики обобщенных функций в нуле. 

Определение . Обобщенная функция / из ^"(R1) облада­
ет квазиасимптотикой в нуле относительно автомодельной функ­
ции р, если существует предел 
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Следует отметить, что квазиасимптотика в нуле отражает 
ЧИСТО асимптотическое поведение обобщенной функции, в то 
время как на квазиасимптотику на бесконечности (см. § 2.3) 
влияют и глобальные свойства обобщенной функции. Например, 
•6(0 обладает квазиасимптотикой на бесконечности относитель­
но \]1\ с другой стороны, если обобщенная функция }&9" исче­
зает в окрестности 0, го при любом . /Г>0 k-/lrf(x/k)-^-0, &{to}oo 
в 9". 

Квазиасимптотики на бесконечности и в нуле связываются 
следующей простой леммой. 

Л е м м а 2.7. Обобщенная функция fGSP+' имеет квазиасимп-
тотику на бесконечно относительно автомодельной функции 
p(t) тогда, и только тогда, когда ее преобразование Фурье f 
имеет квазиасимптотику в нуле относительно p(x)/x. 

З а м е ч а н и е , Если ограничиться классом 9+, то, как и в 
случае квазиасимптотик на сю, g(x) = Cf~a+i(x) в (2.10), и боль­
шинство утверждений,' касающихся квазиасимптотик на с», с 
очевидными изменениями переносится и для случая квазиасимп-
тотик в 0 (в силу леммы 2.7). 

Отметим, что для обобщенных функций из 9"+' можно дать 
другое, эквивалентное, определение квазиасимптотики в нуле, а 
именно: справедлива следующая 

Т е о р е м а 2.3. Для того, чтобы / ИЗ .У+ обладала квази-
асимптотикой в нуле относительно некоторой автомодельной 
функции р, необходимо и достаточно, чтобы существовал от­
личный от нуля предел 

и сверх того, выполнялась оценка 
С. 

.. . . i t / e - i - i - s , -^ТТо/^ /Ф) sin "ф 
0 < г < 1 , 0 < с р < к 

для некоторого /V>0. При этом, если порядок р равен а, то 
1 J(x/k)^~-—, £{to}oo в 9". 

Р(*) J v ' (х + Ю)а-
Здесь / ( г ) —функция, голоморфная в верхней полуплоско­

сти, для которой ~/(х) служит граничным значением при 
ij-y + 0 . 

§ 3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЙОСТА-ЛЕМАНА 

Здесь мы дадим вывод представления Иоста—Лемана [41], 
которое понадобится нам в дальнейшем. 

1. .^-преобразование. На функциях <р из 9+ введем модифи-
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цированное преобразование Фурье—Бесселя, назовем его 
^-преобразование, по формуле 

ос 

о 
со 

= Ф (0) —I \ У\ /1 (УН) Ф (t) rfr. (3. l) 
о 

Из^свойств функций Бесселя следует, что операция Ф{to}33[ф] 
непрерывна (и линейна) из .~+ в .".,.. 

Проверим формулу: 
^[$[Ф]] = Ф, Фб^, т. е. 5В2 = /. на 9>+. (3.2) 

Действительно, обозначая 53 [ф] = ф (0> имеем: 
оо со 

Ш [Ф] (т) = J /0 (Ут7) J -^ Л ()/*~Q Ф' (т0 dT/'d* = 
о о 

оо оо _ 

1 J /0 ( У ~ ) $ |/"-т- Л О - 5 *) Ф' (*') rff Л . 2 
б о 

Интегрируя теперь по t ' по частям и учитывая, что 

«Й/туЛ>^)Ьтуо(К-Т') , J1(0)=O, (з.з) 
получим (3.2) 

оо оо 

о о 

в силу классической формулы обращения преобразования 
Фурье—Бесселя [16]. 

Из формулы (3.2) следует, что ^-преобразование осущест­
вляет (линейный) изоморфизм S2'+ на 9°+. 

Теперь обычным образом можно распространить ^-преобра­
зование на все обобщенные функции f из .£?+', а именно: 

{Ш [/], Ф) = (/, 53 [Ф]), /&'+, Ф6^+. (3.4) 
Отсюда и из (3.2) следует, что 

53 [53 [/]] = / , /{in}-?;, т. е. 5В2 — / на 9>'+. (3.5) 
Поэтому ^-преобразование осуществляет (линейный) изомор-
физ.м 9>'+ на Р7^. 
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Докажем формулу 
да [/.,?]=да [Я .да до, / е ^ + , ge^; . (з.б) 

Формула (3.6) означает, что ^-преобразование есть автомор­
физм сверточной алгебры 9>' , ± 

Для доказательства формулы (3.6) заметим сперва, что 
имеет место следующая формула 

•^®Ф ]= ( / (А зз. [<?(*+*)])- / е * ; , Ф6^+. 
Поэтому с учетом формулы (2.3) осталось доказать равенство 

iS«>[да([Ф(*' +011--=® №('-' + '-). Ф6^+, (3.7> 
где 93т;' и да,. — да-преобразования по переменным Р и t, завися­
щие от х' и т соответственно. 

Действительно, левая часть (3.7) равна 
СО ОО 

J j ф" (Р +1) /0 (V*?) J о (У"тТ) d '̂dt. 
0 0 

Полагая t — z sin29, t' = -;cos-0, приведем ее к виду 
о- луг 

2 j zq>" (z) J J0 (]/z? cos B) ./0(У»- sin0) sin6 cosBdBdz = 
о о 

= 2?2ф'Ч^-—]-———-d^ = 

C O _ • 

— -2 $ Ф' (*) £ { j / - r | - А 1Г5-~+^]) <** = 
0 

oo 

= - j J0 [VWT^)] Ф' (z) dz=дадо (t/+r), 
0 ' 

что и требовалось. Здесь мы воспользовались формулой 6.68 3.2' 
справочника [14J и формулой (3.3). 

Докажем соотношение 
S | / B ] - - 4 B / - , (3.8) 

Действительно, нетрудно убедиться, что Ш [/а] есть одно­
родная степени - а - 1 обобщенная функция из 9>'+. Поэтому 

33 [/«I-=••-.«/.-«-. (3.9) 
С другой стороны, в силу (3.6), Са = са. Для вычисления 
постоянной С достаточно проверить (3.8) при а = —1. Имеем: 
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(® [/_-], Ф) = (/_ь Ш [Ф1) = (8'. — J Л (Ktt ) Ф' (г) dx\ = 

• -I °° f.. - °-

-=—т1'т¥М-^=т1ф(*)^ = (41' ф)» 
так что с = 4. 

2. Представление Йоста -• Лемаиа. Обозначим через V+ — 
— > • 

= [x:.x0> |x|] световой конус будущего в R4, V_==—1/+ — 
световой конус прошедшего и V — V+{jV~—[x:x2>0\ — свето­
вой конус. Обозначим через ^«(V) множество обобщенных 
функций из 9" (V), нечетных по аргументу x0. 9>'а (К) — замкну­
тое подпространство пространства 9" (R4). 

'•Построим отображение /{to}<D пространства 9°'а(У) Q 3>'+® 
•®.5P'(R3)~.y'(RVxR3) по формуле 

(Ф,Ф) = (/(л:0,х),л;0ф(^2,?)), / 6 ^ ( F ) , Фб^,,.®^3) . (3.10) 
Отображение /{to}® — линейное, взаимно-однозначное и взаим­
но-непрерывное из '9>'a{V) на 9>'+®9'(R3). Обратное отображе-
иие Ф->/ задается формулой 

С/, Ф)=(ф(«.х)> * < * ' ' ^ < - * - - 3 

Фб^+®5?'(R3), q-e^R-). 
Отметим, что отображение 

ДГ2--И-Ы х |-
(3.11) 

cp{to} 
Ф(л.0, х) — ф( — х0, х) 

.йХл о —> ' 
Х*~Х+\ X |-

•фигурирующее в (3.11), переводит непрерывно .5"(R4) на 
^+®^(R3). 

Для обычных функций отображения (3.10) и (3.11) записы­
ваются в виде: 

Ф(х,х) = е(.*0)/С%х) J C 2 - K + | X | - ' 

/ (х 0 ,х) = е(х0)Ф(^2, х) (6(xo) = sig--x0). 
Обозначим 

^к^З-^^РЛФ^.хмь Ф65-;® '̂(R3), (3.12) 
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где 53к — /©-преобразование по переменной х и FZ,.1-- обратное 
X 

преобразование Фурье по переменным х, определенное в соот­
ветствии с формулой (1.1), 

Ft И Й = (2̂ " \ * Й *~'^— 
Отображение Ф--м|>, определяемое формулой (3.12), есть изо­
морфизм 9>'+®9" (R3) на 9>'^®9" (R3). Таким образом, отображе­
ние /->Ф->а|), определяемое формулами (3.10) и (3.12), взаимно­
однозначно и взаимно-—непрерывно переводит пространство 
p'a(V) на 9>'+®<?'{№). 

Имеет место равенство 

F"1 l/l(%'i) = JJ 6(?о)б[ql-Й-и"Г-Т.] Ц>(Я, и)'йш/Я, 

/ 6 ^ ( F ) . (3.13) 
Формула (3.13) есть символическая запись следующей точной 
формулы 

(^ЧЛ,Ф)-(Ф(^И). j-—-%£—--— dq 
2-1 q-« 14-?-/ 

cp6^(R4). (3.13') 
Формула (3.13) (и соответственно [(3.13')) называется пред­

ставлением Йоста-Лемана обобщенной функции F~x\f\, a -[..-
ее весовой функцией. Заметим, что отображение 

Ф(-7Ш q ) - Ф ( - д 0 , q) 
Ф - - 1 • - 9 , . - « 7 . 

dq 
•7,,—I 4 - U 1"+^ 

фигурирующее в формуле (3.13), линейно и непрерывно из s^R4) 
в ^,®<7^3) . 

Представление (3.13') достаточно доказать для основных 
функций Ф из S°(R4), нечетных по q0, и, стало быть, предста-
вимых в виде 

-=--?ox(?o.qJ. %6^.®^(R3). (3.14) 
Предварительно отметим формулу ([4], стр. 464) 

6(x0) - (х7)-?У^гЫХа) 0 (л:-)У, (V&?)] —4я-/6(%) 8 (,72-Я). 

Применяя это равенство к ОСНОВНЫМ функциям 

9o%(<7o,~q)-F[xo%K, x)l, Х-**®-'(R3). 
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для любого U6R3 получим равенство 
СО 

5 е 'U3 J j 0 (УШ) ± i (к + | x>, х) <Ы.х •-=-
О 

---^Sx^+lq-ol2,?)---? (ЗЛ5) 
Принимая во внимание формулы (3.11), (3.12), (3.4) и (3.1), 

на основных функциях ср вида (3.14), имеем цепочку равенств 

(F-ЧЯ. Ф) = (/,^1[Ф]) = (Ф(и,х), x(x + |x|2,x)) — 
СО 

= _ АпЧ (ф (X, ̂ Г), jj е& * J / 0 ( K b ) - ic (и +1 х12- 3 -bdx), 
о 

откуда, в силу (3.15), и следует формула (3.13'). 
Из формулы (3.13') вытекает, что отображения 

j { to}$->^{ to}E-4/ ] , /e.^;(t7) 
взаимно однозначны и непрерывны, так что в представлении 
Йоста-Лемана (3.13) весовая функция я|> из 9''jr®9>'(R3) одно­
значна и непрерывно зависит от /6^.~(V). 

Справедлива следующая 
Теорема 3.1. (Йост-Леман [41])*/ Пусть обобщенная 

функция f(q) из £"(R4) обращается в "нуль в некоторой 
окрестности интервала I (a) = [q:^q0\<.aQ, q=a] , а ее преобра­
зование Фурье / принадлежит 9>'а (V). Тогда весовая функция 
"ф (Л,, и) для / обращается в нуль в открытом множестве 0/ (а ), 
состоящем из таких точек (X, и), для которых гиперболоид 
<7Jj-|q-u|2-X пересекает интервал /(a), то-есть 

-5/(в)=КА,,'и):|"и-'а|-+й,<ао1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Не теряя общности можно считать, 

что а = 0. Пусть функции %Q9>+ и фб^ (R3) обладают свой­
ствами 

suppX-[g:g<a0], (3.16) 

supp9c:['q:|.q'|<4 (3.17) 
Если е достаточно мало, то из (3.13') следует 

( № u), JXf|"3_^+^?(q5rfq) = (F(q), ftX (?§) Ф $ ) = 0. 
* См. также Дайсон [38]. 
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Пусть теперь последовательность функций Ф„(ч)> п-*•<*> t 
сходится в -"'(R3) к 5(q) так, что выполнено условие (3.17). 
Легко видеть, что последовательность 

Jx[l"q— "ир+ЭДф-Й^! п+ж 

сходится в s-v.g.^R3) к x(|u|2 + .l). Итак, для любой х6-*"+. 
удовлетворяющей (3.16), будем иметь 

(•ф (X-"u), Х(|"и|2 + Я)) — 0. 
ТОЧНО также, выбирая последовательности, сходящиеся 

—> 
к различным производным от 6(q) и учитывая, что производ­
ная %W пробегает все .-+, если его пробегает %, получим 

(Ц(%,и), РЙх(|^|2+^))-0 
для любой %69>+, удовлетворяющей (3.16), и для любого поли­
нома Р. Однако, линейная оболочка функций вида 

— > — > • 

-°(--)% (|и|2 + Я) плотна в топологии .".^^(R3) в множестве 
[Ф (К U): фб^+®^ (R3), SLipp фс=<3/(Ди->]. 

Это и завершает доказательство теоремы. 
С л е д с т в и е . Если F(q) удовлетворяет условиям 0) —4) 

—> —•-•5 1, т о ее весовая функция \\>(%, и) радиально-симметрична по и 

т 
РИС. I 
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с носителем в множестве 
U О, т — — - . н л -

--к,5:^>(1-]Л-м-)2, |u|<1] (рис. 1). (3.18) 
§ 4. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 

1. Радиально-симметричные обобщенные функции. Обобщен­
ная функция f из 9" (R™) называется рад и ал ь но -симмет­
ричной ИЛИ SO(n) - инвар и ант ной, если она инвариант­
на относительно всех преобразований из группы SO(«): 

(f, <p)=(f(у), ч(Ш <p0?(R"), Seso(№). 
Радиально-симметричные обобщенные функции образуют зам­
кнутое подпространство 5?/inv(Rn) пространства & (Rn). Их те­
ория хорошо известна [51, 54]. Интуитивно ясно, что обоб­
щенные функции из P'lnv'iR71) должны сводиться к обобщенным 
функциям из 9>+, зависящим от радиуса r = | x | . Мы изложим 
здесь элементы этой теории для случая п — 3. 

Операция 

Ф (•«)-*• Ф1пт(-Ж) — -"5Г I 9 ( | x | 5 ) d 5 = = jj y(Sx)\l(dS), (4 .1 ) 
1.51=1 S O ( 3 ) 

где ц—-нормированная мера Xaapa на группе SO(3), непрерывна 
и линейна из S27 (R3) на ? I J T(R-)- пространство SO ̂ -инвариант­
ных функций из .^(R3). Сопряженное к .~inv(R3) пространство 
канонически отождествляется с пространством ^.„(R3). 

Операция 
Ф(0->Ф(|х|2) (4.2) 

линейна и непрерывна из 9>+ в S"Inv (R3). Пусть /вУ'ш(№)* 
Введем обобщенную функцию / + из 9>' по формуле 

( /+ ,Ф ) -^ ( / (* ) ,Ф ( | .* : | - ) ) , Фб^+. (4.3) 

Отображение f{to}/+— (линейный) изоморфизм #V/(R3) на &+'. 
Обозначим через .9V замкнутое подпространство антисим­

метричных обобщенных функций .9"(R-). Пусть f+69'+, Введем 
антисимметричную обобщенную функцию fa из 9>d no формуле 

.(ср. (3.11)) 

сл-Ял(-). *<УЪ-*<-УЪ 
2ут •)' ф 6 ^ (4-4> 

по 



Отображение /...{to}/"—• (линейный) изоморфизм 9>'^ на 9'а. 
Таким образом, отображение /->/+->/а—(линейный) изо­

морфизм •Sp|'nv (R3) на 9>'а, причем соответствующие обратные 
отображения в силу (4.1) —(4.4) задаются формулами 

(/, Ф)—2я; (Д, ср)=2я (/«(t), *ср (t% cpe (R3), (4.5> 
где ф(|^|2) = Ф1пу(.л:). 

Примеры. 1) Se^'(R3), 

(8 „ Ф) ==-^г (S, Ф (| Л; |̂ )) ==- - - ср (0), т. е. 5+(t)=--L-8(f); 

2) Пусть функция / (| х |) - локально интегрируемая медлен­
ного роста в R3. Тогда 

оо со 

(/.,, ф) — 2 j / (г) Ф (г2)гЧг = f / i y i ) VJ<f (t) dt, 
о о 

0 ^ 

то-есть 
/+(0=0 (-•)/?/(V0. /e(0-='/(l-D- (4.6) 

2. Автомодельная асимптотика в области Бьёркена. Пусть 
E(<?) из 9" (R4) удовлетворяет условиям 1)-4) §1 . Поскольку 

- > • - > 

F('7o>'7) радиально - симметрична по q, мы можем в соответст­
вии с формулой (4.3) канонически сопоставить ей обобщенную 
функцию F+ (.ft, t) из 9"<S>9>'+: 

(/?+,Ф)-=-^(/7(^,Ф(^.к>)). Фб^® +̂. (4.7) 
В полуплоскости <у0 > 0 переменных (qQ, t) ДЛЯ обобщенной 

функции F+ введем замену переменных по формулам 

т. е. для любой {phi}(v, 6) из .T'(R-) с носителем в v>0 

(г, Ф)=(F, (?<,. о. •£ Ф К ^ т ) ) ; (4--П 

f определена при v>0. Последнее равенство в силу (4.7) 
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можно переписать в виде 

(Г,Ф) — ̂ Г ( / ? ( Л . ^ Ф ( 2 Л . - - ^ ) ) . - <4-9> 

По условиям 1) и 3). преобразование Фурье F принадлежит 
классу 9>'а(К). Поэтому в (4.9) можно воспользоваться пред­
ставлением Йоста-Лемана (3.13'): 

X *Х Г-) = Т М ' ^ «)Д \ ф(2]/"г- + Й 2 - 2 ф | ц + X, 
2(|q-u|° + X) / \ i £, \ 

ц Г г - х + а г ^ \ ^ г ^ 1 
2 К /•- + | и | а - 2 ф | | * + ;у г2 + |и | -—2г |ф + Я / 

где гр-- весовая функция для E. Так как -ф~-радиально-сим-
- > 

метрична относительно и (см. § 3.2), а основная функция в 
правой части (4.10) фактически зависит от |u|z, то, вводя ан­
тисимметричную по t функцию i|?a(X, t) из P'®?^ в соот­
ветствии с формулами (4.3) и (4.4), из (4.10) получаем 

(Г,Ф)-=я( ф«(Х, t). t[[ ф ( 2 ' К " г 2 + ^ - 2 г ^ + Х , 
о - I 

- t* — % + 2rt\>, \ r*drd\x \ 
2Уг* + ^~2Пц + \/ r* + t*—2rtuL + \ ) 

Фб-̂  (R2), supp {phi}c=[(v, S): v > 0]. (4.11) 
Заметим, что, в силу (3.18), 

зирр1|)йс:[(Я,г.):^>0, | t | < 1 ] . - 7 \ (4.12) 
Поэтому обобщенная функция tya принадлежит пространству 
Кт^'аР) (—•• §2-2). ' У 

Далее, так как в (4.8) t > 0 . то из условия 2) § 1 следует, 
что (рис. 2) 

suppfc^v. l : ) :—1<Е<1 ] . (4.13) 

В интеграле по г в представлении (4.11) сделаем замену 
переменной интегрирования 

ч=2УР+г2-2Ыц + к. (4.14) 
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Обозначая 

r±(v,t,{mu}, X) — ̂ ± - j ] / r 1 - - J ( ^ + ^ — tV) , (4.15) 
из (4.11) получим 

№,<t)=2x(r(%,t),tU J <p(v> _ .2 + !+)x 

X-
r2

+rfv 

»2]A-|(4--8---V) 
2 VV.H" 

•m) J [Ф(' . -Г+^)4+Ф^4+f)^2 - ]x 
l Y {lambda} H — i » n » 

X dv 

"•J/-- .* 
dM-V (4.16) 

(Х. -И-^УТ 

Фб.-, supp cpc=:[(v, i.): N > 0]. 
Пусть теперь 96.~(R2) и удовлетворяет условию (рис. 2) 

v . 4-1-е 
supp срс (v, *):.= > - - 1 , v>0 , е > 0 . (4.17) 

Тогда вторсй интеграл в (4.16) исчезает, а интегрирование в 
первом интеграле фактически происходит по области r ^ > 4 + e , 
т. е. 

J>X+t2 + 28, 
где 8>0 зависит только от Е. Обозначим через T)(t) C°°-функ­
цию такую, что 0<т)<1, r\(t)=s\, ^>8, iq(/) = 0, ^<0. Пред­
ставление (4.16) принимает вид 

(.Г.Ф)--НФ-ЧМ). ' J U(V,6)CDrfvdj*), (4.18) 

где 
<о(Х, t; v, fA)=A 

v2]/ l-£(X + *--.V) 

X T i ^ - ^ - t ' - e ) , 

X 
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ЦХ, t; v, , i ) -~* -+< | i ] / l — - i ^ + ^ - t V ) + -—^—-. (4.19) 

При этом правая часть в (4.17) не зависит от вспомогательной 
функции т] с перечисленными свойствами. 

Обозначим через %(v,£,) мультипликатор в ^"(R2) (т. е.' 
С°°-функцию медленного роста вместе со всеми производными)» 

Рис. 2 
удовлетворяющую условию (4.17). Применим представление 
(4.18) к функции 

<P(v. £) = %М)Ф0(-0Ф1(А Фоб-7, <h&D, supp9iC(0, oo).(4.20) 
Заметим, что при каждом v>0 функция 

' § X (^ £) Фо (-) <»Ф 
- 1 

в силу (4.19) и (4.20) принадлежит 9>т вместе со всеми произ­
водными по v и непрерывно зависит от v в топологии SPT; более i 
того, в правой части представления (4.18) интеграл по v можно 
вынести за знак функционала, так что 

(f, %Wi) = l^^)f{r{h -)' *$ X<v, ^ - ( - i ) a d J d v . 



Отсюда вытекают следующие утверждения: 
1) Функция (f (v, -)%(у, •), ср(.)) бесконечно дифференцируе­

ма при v > 0 и справедливо представление 
(^(v, -)X(v, •), - ( • ) ) ' -

= Т (*"(*" '). * $ X (v.«)Ф (6) ~ > 1 Фб^(R1), (4.21) 

если %—-мультипликатор в 9" (R2), удовлетворяющий усло­
вию (4.17). 

2) Если, кроме того, % (v, £) {to} 1 (£) при v-> оо в пространстве 
мультипликаторов в ^(R1) , то 

<f (*• • ) ,* . ; • ) . Ф ( 0 ) - - | - Л Г ; Х А t), \Pv(%, t)), (4.22) 
где 

1 

щ{К t)-*-t[ ф(—Х+*ц)у/ц, v{to}<» в .-г. (4-23) 
- 1 

Утверждение 2) вытекает из 'представления (4.21) после 
замены i на \>А и в силу свойств функций .х, •; и и, причем, 
в силу (4.19), 

Ъ(%, *)----•$ Oc(v, - - ^ + ^ ] / " 1 - ± ( v X + ^ - . - - ^ - ) + - - = - . ) x 
—i 

XT](-J.—v^-i--S) 
vi]/'l--J-(vX+<--<V) 

d[X. 

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что обобщенная функ­
ция F(q) из .9" (R4), удовлетворяющая условиям 1)—4) § 1, 
обладает асимптотикой в области Бьёркена (1.2) относительно 
некоторой положительной непрерывной при £{to}+{infty} функции р, 
если для любой функции %(v,l) co свойствами: 

а) х — мультипликатор в .^'(R-),; 
в) suppx{subset}[(v,U{cdot}-^-T+--.v>°]; 
с) х К £)-*-l (I), v{to}{infty} в пространстве мультипликаторов в 

^ ( R 1 ) , справедливо предельное соотношение: 
2 ^ ^ . У ' °->- /(•)?- 0, v {to} оо в д" (Ri), (4.24) 

где отображение E{to} f определено формулой (4.9). 
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f Этот факт формально будем записывать в виде (см. (4.6)) 

Определение 2. (ср. § 2.4). Будем говорить, что обоб­
щенная функция ~F(x) из ^"(R4), удовлетворяющая условиям 
I) —4) § 1, обладает квазиасимптотикой в окрестности свето-
вого конуса относительно автомодельной функции р порядка а, 
если 

^ ^ ^ / ^ H X g ^ O , A{to}oo в .-;®P"(R8). (4.25) 

где отображение E-><D определено формулой (3.10). 
Этот факт формально будем записывать в виде 

Основная теорема. Пусть обобщенная функция F(д) 
из .^'(R4) удовлетворяет условиям 1) — 4) § I. Следующие 
утверждения эквивалентны: 

(i) F(q) обладает асимптотикой p(v)/(-i) в смысле (4.24) 
в области Бьеркена, где р —некоторая автомодельная функция 
порядка а. 

(ii) Весовая функция <|i (к, и) функции F (q) обладает квази-
асимптотикой на бесконечности по Я относительно р: 

—> 
^Щ1 - /«+*W X ̂  Й * 0. к "> °° в 9>w (4.26) 

где Т0~[(%Лу.%>0, fu|<l]. 
(Ш) E(x) обладает квазиасимптотикой в окрестности свето­

вого конуса относительно функции k2p(k): 

®X(k)X) -*?-*-1 W X A , .4-+ о° в 9'+®9>'{W). (4.27) 
Лри этом справедливы соотношения: 

S Й = 4"+V/ф- Й , i|)0 Й = 0, fS [ > 1; (4.28) 

•/(6) 2-т(/«+2^)( — £), W ) = 0, | * | > 1 ; (4.29) 

/(r)=-i^^^/-i' (4-3°) 

где i|>»(*) определяется по %(и) формулой (4.5) и £•(/-) —равен­
ством # Й = ё ( Й ) = £ Ч - Й -
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Замечание 1. Функция g(xf является преобразованием 
Фурье финитной радиальио-симметричной обобщенной функции 
(см. следствие к теореме 3.1.) и поэтому функция g (г) допус­
кает четное продолжение по г на отрицательные г как мульти­
пликатор в 9", так что правая часть в (4.30) имеет смысл. 

Замечание 2. Предельное соотношение (4.26) эквивалентно 
каждому из следующих соотношений 

~щ1}-+/а+1(Ь)ХГоУ), А->оо в 9>'г, (4.31) 

ъ^п^/а+л%)х%м ^ ^ в « ^ (4<32) 

где_ -Г+=-|(1, i): %>0, 0<г?<1] и %.b(t) определяется по 
i|)0(u) формулой (4.3). 

З а м е ч а н и е 3. Условие (i) в основной теореме можно 
ослабить, потребовав существование предела (4.24) ЛИШЬ ДЛЯ 
ОДНОЙ функции х вида (5.16) (см. доказательство основной тео­
ремы, § 5.3). 

З а м е ч а н и е 4. Из основной теоремы вытекает: если .cpG.®, 
то при некотором v~=vo(cp) 

(f (v, •), cp(.))eO(v>v0), 
где v0 зависит от ср. Отсюда следует: если выполнено усло­
вие (И), то 

2 Ш Г ) - > Я О > v-*°° в3)г- (4,24") 

§ 5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 

1. (ii){to}(i). В силу (4.22) при всех х со свойствами а), Ь) 
с) и фб^ имеем 

Отсюда, пользуясь предельными соотношениями (4.23) и (4.31) 
(последнее эквивалентно (4.26)), при v{to} oo получаем 

= я ( t ) (-)' 1 4 (/«+2*Ф) Vv) d \i J == 
= 2л:(1|з«, /a+2*cp)=-2jt(a|)g*/0+2, q>{-Q). 
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Таким образом, предел / в (4.24) существует и справедливо 
соотношение (4.29). 

2. (Н)<-(Ш). ИЗ равенства (см. § 3.1) 

BVW]-hB\n$), /e^,k>o 
и формулы (3.12) имеем 

jijkX, и) __ 1 р - 1 
р ( й ) 4л2г ~х Вн 

Ф 
**Р(А) J 

(5.1) 

Отсюда заключаем, ЧТО квазиасимптотика на оо весовой функ­
ции 1р относительно р (k) существует тогда и только тогда, когда 
существует квазиасимптотика в 0 обобщенной функции Ф отно­
сительно k2p(k). 

Устремляя в (5.1) /г->оо и пользуясь соотношениями (3.8), 
(4.26) и (4.27), получаем 

^o(u)X/a+i (*.)= ^ F " 1 [g]XS [/-«-1]--= ' 

= -s>4-r4~ix/ -+ I (4, 
откуда и следует равенство (4.28). 

Наконец, равенство (4.30) вытекает из (4.28) и (4.29), если 
воспользоваться формулами 

?« ( r )=e" ' f . ( r + «))-<-. Ь$) = т^П гНх\. 

3, (i){to}(ii). Пусть выполнено предельное соотношение (4.24). 
Тогда последовательность'' 

р(А) k -> со (5.2) 

(слабо, а,•значит, и сильно) ограничена в 9"+'®^' {W). Доказа­
тельство этого утверждения довольно сложно и громоздко и мы 
его не приводим здесь. Подробное изложение см, в [13]. 

Из ограниченности (5.2) следует ограниченность последова­
тельности 

V (k\, t) £-> и в 9>'т. (5.2') 

Отсюда, a также из условия (4.24) и из соотношений (4.22) и. 
(4.23), следует, что последовательность (5.2') сходится на 
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основных функциях из & т вида 

—t 

Но тогда из равенства 

(--$.---1" (-^--l-wra^ [-(-*->) 
6>0 

и из свойства автомодельное™ функции р(&) (см. §2.1) сле­
дует, что последовательность (5.2') сходится и на основных 
функциях из Ут вида 

q>(\-\-xs)ds} фб.9\ x > 0 . (5.3) 
-t 

Для доказательства слабой сходимости последовательности 
(5.2') в SV осталось установить, в силу известных теорем функ­
ционального анализа, что замкнутая линейная оболочка функ­
ций вида (5.3) в топологии 9s? (ее обозначим через Я) совпада­
ет с ^а.г (подпространством &т, состоящим из нечетных по t 
функций), 

Заметим, что операция дифференцирования по х выражения 
(5.3) непрерывна в .9V и поэтому она не выводит за пределы Я. 
Дифференцируя (5.3) по х 2/г раз и полагая я » О заключаем, что 
Я содержит функции <р(-п)(Л.)<-п+1, фб^, n — 0, 1,.., .'Но •£? со­
стоит из функций, заданных лишь при Х -̂О и | t | {le}L Поэтому Я 
содержит функции q{%)t2n+i

t ф-55?, /г = 0, 1 , . . , , замкнутая ли­
нейная оболочка которых в #У совпадает с ^0,т- Вывод: Я= 
— З'аЯ-

Из сходимости последовательности (5.2') в Л ' следует, в си­
лу замечания 2 § 4.2, сходимость последовательности (4.26) в 
9"та'- Основная теорема доказана. 

§ 6. О ЗАПРЕЩЕННЫХ АСИМПТОТИКАХ В ОБЛАСТИ БЬЁРКЕНА 

Из предыдущих параграфов следует, что любая автомодель­
ная асимптотика в области Бьёркена не противоречит общим 
принципам локальной квантовой теории, поля. Другими словами 
для любой автомодельной функции p существует такая обобщен­
ная функция F(q) из ^"(R4) со свойствами 1)—4) § 1, которая 
•обладает асимптотикой в области Бьёркена относительно р (см. 
определение 1, § 4.2). Для построения такой обобщенной функ-
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ции, согласно ОСНОВНОЙ теореме, достаточно выбрать ее весовую 
функцию в виде 

Ф (к, и ) = - ^ - [9 (Я-1)KNp (X)] X -Фо(-). « + -V > ~ - . 

где а — порядок автомодельности р, а -фо — произвольная ради-
ально-симметричная обобщенная функция из :9"(R3) с носите-
леи в единичном шаре. (По леммам 2.5 и 2.3 обобщенная функ­
ция 1ф(Л,и) обладает квазиасимптотикой на oo относительно р, 
т. е. удовлетворяет условию (ii) основной теоремы). 

В связи с этим возникает вопрос, любая ли наперед заданная 
асимптотика в области Бьёркена является допустимой, или же 
некоторые асимптотики противоречат общим принципам локаль­
ной квантовой теории поля и потому запрещены- Следующая 
теорема показывает, ЧТО существуют запрещенные асимптотики. 

Т е о р е м а . Пусть обобщенная функция F(q) из 9"(Щ 
удовлетворяет условиям I)—4) § I и обладает асимптотикой в 
области Бьёркена относительно положительной непрерывной 
функции р, такой, что Q(t)tNp(t) обладает квазиасимптотикой 
на оо относительно некоторой автомодельной функции р1 поряд­
ка N + a > — 1 (N>0 —целое). Тогда twp(t)/pi(t)-+C--feO, 
£{to}oo, так что р — автомодельная функция порядка а. 

З а м е ч а н и е I. В условиях теоремы F(q) обладает асимп­
тотикой в области Бьёркена относительно любой положительной 
непрерывной функции р2 такой, что р (t)/p2(t)—>-С=И=0, ^->-со. 
'*• тогда, в силу леммы 2-6, функция 9(/)^р2(0 также обладает 

зиасимптотической на оо относительно pi и потому—авто-
зльна-
З а м е ч а н и е 2. Теорема запрещает такие асимптотики, ко­
ле обладают квазиасимптотиками, но не являются автомо-
-ньши. Класс таких функций достаточно широк: сюда вхо-

* осциллирующие функции, например, 
р(*) = 1 + а 8 1 п Л | а | < 1 , р > 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы достаточно провести при 
N1=0. В силу основной теоремы, (i)-+*-(ii), наша теорема будет 

—> 
доказана, если будет установлено, что весовая функция 1|з(Я, и) 
функции F(<7) обладает квазиасимптотикой на {infty} относитель­
но р1. 

Прежде всего, как и при доказательстве импликации (i){to} 
—---(ii), аналогично доказывается ограниченность последователь­
ности (см. [13]) 

rs^Ji, ^ . в ,т. (6,, 
Выясним, на каких функциях из 9>а,т сходится последова-. 

тельность (6.1). ПО условию для любых функций cpg^ и % со 
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свойствами a), b), с) (см. определение 1 § 4) существует предел 

r (V(?) (v ,' )'q) (' ))->(C'q>)' v ^°° ' Сф0- (6,2) 

Применяя к (6.2) лемму 2.6, заключаем о существовании пре­
дела 

k^yS(r(v, Ox(v, • ) I cp( . ) )g - ( j -x )— L ^(Ci^) . (6-3) 

при всех вещественных х и g62)(--1, 1). Пользуясь теперь 
формулой (4.22), перепишем левую часть (6.3) в виде 

Отсюда, а также из (4.23) и из ограниченности (6.1) заклю­
чаем, что последовательность (6.1) сходится на функциях 
вида 

t 

S giV~~X) \v(s-~)dsdv, cpe ,̂ gG!D(~l,\), x>0. (6.5). 
—i 

Обозначим через Н замыкание в &т линейной оболочки функ­
ций вида (6.5). Нам осталось установить, что Н=9>ая. Устрем­
ляя в (6.5) g к 6, заключаем, что Н содержит функции вида. 

t 

~г$ v(s-^)ds> CP6SP' x>0 

и, стало быть, — функции вида (5.3). Как и при доказательстве 
основной теоремы в § 5.3, заключаем отсюда, что Н=&'а,т. Тео­
рема доказана. 

§ 7. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ДВУХТОЧЕЧНОЙ ФУНКЦИИ ВАЙТМАНА 

1. Многомерное обобщение тауберовой теоремы Харди и 
Литтлвуда. Пусть Г — выпуклый замкнутый телесный острый ко­
нус в Rn с вершиной 0. Обозначим: С-внутренность сопряжен­
ного конуса 

r*—[y:(y,£)>o,£er], 
C===intr*-7--0; r c -=R' ! +tC —трубчатая область над кону­
сом С; 0Г — характеристическая функция конуса Г; ргГ = 
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- = Г П — — пересечение Г с единичной сферой S; 

V ргГ 

— ядро Коши —Cere области Тс . 
Пусть [х —неотрицательная мера в R" с носителем в кону­

се Г. Обозначим через ц0 первообразную ц относительно ко­
нуса Г: 

|io{cdot}-|i*9r— ' J р№'). 
Гр(б-Г) 

Будем говорить, что функция / ( | ) , ограниченная в окрест-
иости бесконечно удаленной точки R", имеет слабый предел 
fo(a) из £°°(S) при ]g|-s-oo, если для всех фб-551 (5) справед-
.ливо предельное соотношение 

lim \ / (гст) ф (a) dcr = \ / 0 (о) ф (cr) dcr. 
г ^ и S ' s 

Т е о р е м а . Пусть р, — неотрицательная мера медленного рос­
та с носителем в выпуклом телесном остром конусе Г и ц0 — ее 
'.первообразная относительно Г. Следующие утверждения экви­
валентны; 

(i). При некотором аЗ-0 существует предел 

lim pa{e-p{v,l)\i(d^) = h(y)^kO, tQC. (7.1) 
р-*-+о f! 

(ii). Функция ц0 (£)•• [ £ Г " имеет слабый предел Н (в)фО 
из С1Г(S) при |̂ |{to} оо, т. е. • 

-.• • ;/. lim С MJgL ф (a) da= \ н (а) <р (a) da, фб^1 (S). (7.2) 
S S 

(iii). Мера \х имеет квазиасимптотику на оо порядка а—п, 
т. е. 

i g g - ^ v ( g ) , k{to}oo 'в 9". (7.3) 

:заны соотношениями 

При этом функции h(y), Я( | ) = | . | | а # (^ | - ) и мера v свя-
эшениями 

Г(«+а) jj m^^h{s)^c{is), 56prC; (7.4) 

//---=v*0r, А(г/)-----5е-^'-Ч(^). (7.5) 
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Более того, функция \i0(rl)r а имеет при г-У ОО пре­
дел Н (I), равномерный на каждом подконусе r ' c i n t r , и Н (Q 
непрерывна в intr . 

З а м е ч а н и е 1. При n--=1, Г-=[0, оо) интегральное урав­
нение (7,4) превращается в соотношение 

Г(1+а)Я(1) = А(1). 
В этом случае мы получаем классическую тауберову теорему 
Харди и Литтлвуда. 

З а м е ч а н и е 2. Решение интегрального уравнения (7.4) 
единственно в классе S"(S) с носителем в ргГ (если оно сущест­
вует) . 

З а м е ч а н и е 3. Достаточно потребовать существование 
предела (7.1) в каком-либо открытом подконусе С'сгС Тогда 
этот предел будет существовать и во всем конусе С, а функ­
ция h(y) определится на С из соотношения (7.4) и из условия 
однородности: h (у) = | у \~аН (-туг)• 

З а м е ч а н и е 4. При а = 0 из существования предела (7.1) 
для одного у следует существование предела для всех увС и 
h(y) не будет зависеть от у, причем 

A(0) = A = §{mu}(rfg)>O, v-A8(|), Я(6) = А8Г(Е). 
г 

Пример. Пусть конус С—'регулярный, т. е. Cf€c(z) есть 
делитель единицы в алгебре Н[С) (см. [10]), так что. CfC^.{z)fi 
£Н(С) при всех. agR1. Введем (обобщенные) функции 6r(g) по 
формуле 

•^(2) — L[0rl, 
где L — преобразование Лапласа; в"-однородные степени 
ha — h (обобщенные) функции медленного роста с носителем в 
конусе С*-=Г, причем e^0&-==e?+!3, б?. = 8, 0г = 0г, G?-функции 
медленного роста, если a >T (см. [16])., 

Пусть в (7.1) h(y) = hC^cin(iij),a>0. Легко проверить тогда, 
что (единственным) решением интегрального уравнения (7.4) 
является функция 

•H'(a).= A0I
r
+"«"'(-r)' (7-6) 

2. Асимптотические свойства двухточечной функции Вайт 
..мана. Двухточечная функции Вайтмана имеет вид [2, 53]; 

W2 (Xi — х2) — < г|)01 A (x-) В\х2) | % > = F [\i] (xi - Хъ), 
где [I — неотрицательная , L|_-инвариантная мера медленного 
роста с носителем в замкнутом световом конусе будущего V+. 
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Конус 1/+ —самосопряженный, (V+)* = V+, регулярный, причем 
.^(^-s^z2)-2, ^zi-zi-zi-z*, s-w—ra2. 

Функция Вайтмана W2(x) аналитически продолжается в тру­
бу будущего t+ = R4+tV+ и это продолжение задается преобра­
зованием Лапласа меры \i: W2(z) -=L[{mu}] (г) -=F[e""y-3{mu}](x). (На­
помним, что операции преобразований Фурье и Лапласа опреде­
ляются здесь на базе лореицева скалярного произведения zp — 
= Z0po— (Z,p),CM. § 1) . 

Применяя многомерное обобщение теоремы Харда и ЛИТТЛ-
вуда (§ 7.1), получаем следующие эквивалентные утверждения: 

(i). При некотором a>Q существует предел 
limpaP72(^) — h(r/)#0, yeV+. (7.7) 

Р-++0 

(li). Функция ц0 (р) | р | ~а, где ц 0 - |л-*0-., имеет слабый пре­
дел Н(а)фО из i£M(S) при |p|{to}oo, т. е. 

lim С - ^ Ф (с) d tx- С Я (а) Ф (a) da, фб^1 (S). (7.8> 
Г->оо J Г J 

-S 5 

(Ш). Мера (х имеет квазиасимптотику на со порядка а—4, 
т. е. 

i^-{to}v(p), £_+«, B ^ . (7.9) 

При этом 
A(j/).-ft>0, H(p) = hQv+(p), v-h8(p), если а = 0; (7.10) 

невозможно, если 0 < а < 2 ; 
А(У)-=А(У3).-1' Я(Р) = 4 И + - * = | т М Р 2 ) . если а = 2; (7.11) 

h(y)=h(ifnal2, Н(р) = к _ " w ' 2« -(р-)Г, (7.12) 
8Г (т+т) 

•^яГ(а + 4)г(-5- + 1) 

/а 5\ 
я М а » - 4 ) г ( - - + т ) 

я У я Г ( а + 4)г(- |-+1) 

~ 2 
v = A :—' " — (p-)+ , если а > 2 . 

- ц --s-H(p), r {to} оо равномерно на каждом подконусе Г<С1/+. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы §7.1 и замечания 4, 

осталось доказать формулы (7.11) — (7.12). Из (7.7) и из Lt-ин­
вариантности меры fx следует, что функция 
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h(y) = 1impa \ e~MP\i.(dp)=* lim p« { e-p^-p)n(dp) 
P-H-O J P-H-O i x 

L | —инвариантна и однородна степени —а в конусе I/4. Сле­
довательно, /£(«/) представима в виде 

а. а 

Отсюда и из (7.6) выводим 

tf(/0=-A(8rt) 40t7+4(p). (7.13) 

i+-a 

Но функция 0j~-+ (p) — ̂ -инвариантная однородная степени а 
с носителем в конусе t/+. Поэтому 

9^Т(^=---Св(р-)^2, р&\ (7.14) 
Осталось вычислить коэффициент Са- Имеем: 

и — -> 1+— С 1+— 
ЭСУ1 " (t, 0) = (8я) 4 = J в,-+

 4 (—!—-) | £ | a e - -»d | = 

ra oo ex 

=-C«$ И 2 Jra+«e-'-'.drfiro = C«r(4+a) J (<J2)Ta-^do= 
\nVv ° prF+ 

Л 
4 

= 4лС«Г (4 + a ) jj (cos-6 — sin-8)"/a.(cos в) - 4 - 0 8 sin20d0 = 
u 

1 

-=4jtCj7 (4 + a) jj (1 -й2)а '2кШ==2яСаГ (4 + a)5 (—, — + 1) — 
о 

--- r ( - + i ) 
— Д

2СаГ(4+а) у ' 

откуда и из (7.13) и (7.14) следуют вторые из формул (7.12) 
и (7.11). 

Теперь, пользуясь формулой (7.5), выводим третью из фор­
мул (7.12) 

e . ( a . _ 4 ) r / . « + 5 \ a_2 

v=%V/=8-Lnw(p)—A——— yl1 и̂  , 
яУлГ (а + 4)Г( —-+l] 

126 



если а ---= 0 и 2. Так как v —неотрицательная мера, то случай 
0 < а < 2 невозможен. Случай а—2 рассматривается особо, 
с использованием формулы (см. [9], стр. 347) П01г+(Р) = 

Теорема доказана. 

§ 8. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Существует обширная физическая литература, посвящен­
ная теоретическому обоснованию асимптотического поведения 
величин (форм-факторов), описывающих глубоконеупругие про­
цессы рассеяния частиц. Первыми в этом направлении являются 
работы; Бьёркена [32], Логунова, Мествиришвили, Нгуен Ван 
Хьеу [24] (см. также [25]), Матвеева, Мурадяна, Тавхелидзе 
,[26], Лейтвиллера и Штерна [46], Брандта [35] и др. Различ­
ные аспекты асимптотических свойств в других физических зада­
чах обсуждаются в работах [35, 22, 8, 34]. Подробный список 
литературы можно найти в обзорной статье Гейера, Робашика и 
Вицорека [39]. 

2. В работе Боголюбова, Владимирова и Тавхелидзе [1] на 
основе общих принципов локальной квантовой теории поля до­
казана причинность форм-факторов и указаны условия на весо­
вую функцию, обеспечивающие асимптотическое поведение 
форм-фактора в области Бьёркена и соответствующую асимпто­
тику в окрестности светового конуса. В работах Завьялова [19, 
20] введено важное понятие степенной квазиасимптотики обоб­
щенных функций (ем. § 2,3 и § 2.4 при р(t) —ta) и установлена 
эквивалентность степенной квазиасимптотики весовой функции 
на {infty} с канонической квазиасимптотикой в окрестности свето­
вого конуса, а также показано, что эти условия являются и до­
статочными для степенной асимптотики форм-фактора в области 
Бьёркена, а при некоторых дополнительных предположениях — 
и необходимыми. 

В [19] введено важное .^-преобразование' (§ 3.1) и установ­
лены некоторые его свойства. 

В работе Б. И. Завьялова [21] введена квазиасимптотика 
обобщенных функций относительно более широкой шкалы, чем 
степенная, — шкалы так называемая автомодельных функций 
(см. §2.1) . 

В работе В. С. Владимирова и Б. И. Завьялова [13] без ка­
ких-либо дополнительных предположений устанавливается эк­
вивалентность квазиасимптотического поведения в окрестности 
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светового конуса и асимптотического поведения (4.24) в области 
Бьёркена относительно любой автомодельной функции. Этим. 
снимаются дополнительные предположения, которые использова­
лись в [20] при доказательстве необходимости. 

Предельное соотношение (4.24) для степенной асимптотики 
впервые доказано в работе [1]. 

3. Эквивалентность асимптотических поведений в окрестности 
светового конуса и в области Бьёркена позволяет использовать 
информацию о поведении форм-факторов в окрестности светово­
г о конуса, полученную в рамках какой-либо модели, например, 
и з обобщенных разложений типа разложений Вильсона в рам­
к а х теории возмущений (см. [31]). 

4. Существуют и другие определения, отличные от (4.24) 
асимптотического поведения в области Бьёркена, Одно из них,, 
введенное Лейтвиллером и Оттерсоном [45], состоит в том, что-
д л я формфактора F(<7) изучается асимптотика вида 

F(q+tn), /-> оо в ^ ( R 4 ) (при/г2=0). (8.1> 
При дополнительных предположениях Маггом [47] установ­

лено, что каноническая асимптотика в окрестности светового 
конуса влечет существование степенной асимптотики в области 
Бьёркена в смысле (8.1). В работах Смирнова [28, 29] доказана 
эквивалентность этих асимптотических поведений без каких-ли­
бо дополнительных предположений. Таким образом, определе­
ния (4.24) и (8.1) асимптотического поведения форм-фактора в 
области Бьёркена эквивалентны (по крайней мере в степенном: 
случае) . По поводу других определений асимптотического пове­
дения в области Бьёркена и относящихся сюда результатов см-
Брюннинг и Штихель [36], а также Кюн [44]. 

5. Вопрос о запрещенных асимптотиках (не совместимых с 
аксиомами локальной квантовой теории поля) впервые рассмот­
рел Завьялов в [21] (при некоторых дополнительных допущени­
я х ) . В работе [13] эти допущения сняты. Таким образом, все 
положительные непрерывные при /{to}-(-{infty} функции относятся ли­
бо к допустимым асимптотикам (автомодельные функции), либо 
к запрещенным асимптотикам (неавтомодельные функции, но 
обладающие квазиасимптотикой, см. теорему § 6), либо к не­
определенным (относительно которых пока ничего нельзя ска­
зать ) . 

6. Тауберова теорема 2.3 (см. § 2.4) доказана Дрожжино-
вым и Завьяловым [17] для случая степенной квазиасимптоти-
ки. Распространение этой теоремы на случай произвольной ав­
томодельной квазиасимптотики принципиально не отличается от 
степенного случая. 

Многомерное обобщение тауберовой теоремы Харди и Литл-
вуда [30] дано В. С Владимировым [11] и Дрожжиновым и 
Завьяловым [1.8] (см. § 7.1). Изучение асимптотических свойств 
двухточечной функции Вайтмаиа на основе этой теоремы (см.. 
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•§ 7.2) проведено Владимировым и Завьяловым [13]; еще рань­
ше это было исследовано другим методом Букиным [6]. 

7. В последнее время появились исследования (как экспери­
ментальные, так и теоретические), указывающие на возмож­
ность отклонения от автомодельного поведения форм-факторов*, 
например, в обычных квантовых ренормируемых теориях [37]. 
Возникшие в связи с этим проблемы стимулировали построение 
асимптотически свободных калибровочно-инвариантных теорий 
[50], в частности квантовой хромодинамики [50, 48]. 

При сравнении теории с экспериментом существенным яв­
ляется вопрос о выборе масштабной переменной, оптимальной с 
ТОЧКИ зрения описания имеющего место нарушения автомодель­
ное™ в предасимптотической области. В настоящее время су­
ществует большое число новых, «улучшенных», масштабных 
переменных, отличающихся между собой при конечных передан­
ных импульсах и энергиях и стремящихся к обычной бьёркенов-
ской переменной —q2/2q0 (см. [49] и цит. там литература). 
Весьма важное значение в связи с этим приобретают исследо­
вания динамики отклонения форм-факторов от автомодельного 
поведения на основе общих принципов локальной квантовой тео­
рии поля. Выяснение, даже качественное, структуры оптималь­
ных м-аштабных переменных имеет принципиальное значение для 
проверки существующих теорий, в частности квантовой хромоди­
намики. В таких исследованиях методы и результаты, изложен­
ные в этом обзоре, могут оказаться полезными [42—43]. 
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