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Дискретная математика 
том. | выпуск 31989 

УДК 519.8 

ОБ ОСНОВНЫХ НАПРАВЛЕНИЯХ В ТЕОРИИ ОДНОРОДНЫХ СТРУКТУР 

В. Б. К у д р я в ц е в , А. С. П о д к о л з и н 

Статья содержит обзор основных направлений исследований по 
теории однородных структур, являющейся одним из [важнейших разде­
лов теории автоматов. Однородные структуры представляют собой 
дискретную математическую модель автоматного характера, описываю­
щую как логико-временные, так и пространственные характеристики 
процессов; они могут рассматриваться также в качестве математической 
модели однородных вычислительных систем. Предлагаемый обзор состоит 
из четырех основных разделов, первый ^из которых посвящен задачам 
анализа свойств поведений автономных однородных структур; второй—-
задачам синтеза автономных однородных структур; третий — теории экспе­
риментов для однородных структур со входами и выходами и задачам: 
полноты для них и четвертый — вопросам сложности вычислений водно-
родных структурах. В обзоре приводятся важнейшие результаты, полу­
ченные в перечисленных направлениях, а также формулируются некото­
рые нерешенные задачи теории однородных структур. 

§ 1. Введение 
Одним из важнейших разделов теории автоматов является восходящая 

к работам Дж. фон Неймана теория однородных структур, в которой ис­
следуются функциональные возможности однородных бесконечных схем из 
одинаковых конечных автоматов. Эти автоматы предполагаются размещен­
ными в узлах ^-мерной целочисленной решетки так, что в каждом узле 
находится ровно один автомат, причем входы произвольного автомата под­
ключаются к выходам некоторых соседних с ним автоматов одним и тем же 
образом (однородность строения). В то время как конечный автомат пред­
ставляет собой дискретную математическую модель, описывающую лишь 
логико-временные характеристики различных процессов без учета их прост­
ранственных особенностей, однородные структуры представляют собой диск­
ретную математическую модель, описывающую как логико-временные, так и 
пространственные характеристики процессов, и в этом смысле представляют 
собой дискретную модель реальных физических объектов и процессов в них. 
Кроме того, однородные структуры могут рассматриваться как математиче­
ская модель однородных вычислительных систем, обладающих такими пре­
имуществами, как простота технологии, надежность, практически неограни­
ченная возможность распараллеливания обработки информации, что создает 
предпосылки для развития на их основе теории сложности параллельных 
вычислений. 

Основные направления в теории однородных структур связаны с выде­
лением как главных моделей таких структур, так и общих задач для них. 
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К числу первых могут быть отнесены автономные однородные структуры и 
однородные структуры со входами и выходами, а к числу вторых — задачи 
анализа и синтеза однородных структур, а также задачи моделирования 
различных реальных процессов в таких структурах. Для автономных струк­
тур основным является изучение свойств конфигураций состояний ячеек 
в динамике их изменений, для структур со входами и выходами—зависи­
мость этой динамики от входных возмущений, а также задача об усилении 
возможностей структур реализовать отображения за счет рассмотрения их 
композиций. Эти вопросы требуют разработки специальных языков, позво­
ляющих адекватно описывать функционирование однородных структур, что 
можно считать одним из направлений рассматриваемой теории. 

Задача анализа однородных структур состоит в описании функциониро­
вания их по заданному формальному описанию, а задача синтеза, наоборот,—• 
в восстановлении формального описания структуры по функционированию. 
Эти задачи допускают много модификаций. К их числу могут быть отне­
сены вопросы моделирования изменения геометрических форм в однородных 
структурах и теория экспериментов для них как примеры задачи анализа, 
а также вопросы моделирования поведения одних структур в других 
и представления поведения их в композициях таких структур—как при­
меры задачи синтеза. Пограничное положение между этими задачами зани­
мают вопросы эффективных параллельных вычислений, а также задачи 
моделирования процессов прикладного характера, возникающих в физике, 
химии, биологии, технике [2, 3, 13]. 

Модель однородной структуры в излагаемом виде возникла в 60-х го­
дах как формализация модели Дж. фон Неймана [7], предложенной им 
ранее для описания явления самовоспроизведения. В изучении этой модели 
приняли участие как зарубежные, так и советские ученые. 

Основные направления исследований в теории однородных структур мы 
проиллюстрируем на ряде конкретных задач, связанных с изучением пове­
дений однородных структур. 

§ 2. Определения и примеры 

Однородной структурой (сокращенно ОС) называется объект а = (Z*, 
Еп, V, ф)> У которого Zk есть множество всех ^-мерных векторов с целыми 
координатами, называемых ячейками ОС а; Еп = {0, 1, ...,п — 1}-—множе­
ство состояний ячейки ОС а; V = (au . . . , o^^) —упорядоченный набор 
ненулевых попарно различных ^-мерных векторов с целыми координатами, 
называемый шаблоном соседства ОС а; ф = ф(лг0, хг, . . . , xh_1)—функция, 
отображающая (Еп)п в Еп и называемая локальной функцией переходов ОС ст. 
Предполагается, что функция ф удовлетворяет условию ф(0, . . . , 0 ) = 0 . 
Для каждой ячейки а ОС а определяется окрестность V (а) этой ячейки, 
представляющая собой множество {а, а + а х , . . . , a-\-ah_1). Состоянием 
однородной структуры о называется произвольная функция /, определен­
ная на Zk и принимающая значения из Еп. На множестве 2 всех состоя­
ний ОС а определяется основная функция переходов Ф ОС а, сопоставляю­
щая каждому состоянию / из 2 такое состояние g ОС а, что тождественно 
выполнено равенство 

г(*) = ф(/Ч*). fix+ai)> •••> f{*+ah-i))-
Это равенство означает, что состояние g(x) ячейки х ОС а «после перехода» 
определяется при помощи локальной функции переходов ф по набору состо­
яний f(x), fix+QLi), . . . , f(x^rah_1) «до перехода» ячеек х, # + а и ••• 
. . . , xJ

rah_1, образующих окрестность ячейки х. 
Поведением ОС о называется такая последовательность /0, /1? /2, . . . ее 

состояний, что при всех i = 0, 1, 2, . . . выполнено fi+1 = 0(fi). В различ-
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ных задачах оказывается целесообразным рассмотрение подкласса 2 ' класса 
2 всех состояний ОС а, образованного всеми такими состояниями f, что 
условие f(a)-^0 выполняется лишь для конечного числа ячеек а ОС а. 
Элементы множества 2 ' называются конфигурациями ОС ст. Нетрудно за­
метить, что для любого / £ 2 ' имеет место Ф(/) £ 2 ' , где Ф—основная функ­
ция переходов ОС а. Для численной характеризации размеров окрестности 
У (ос) ячейки а ОС а будем в ряде случаев погружать эту окрестность 
в наименьший невырожденный прямоугольный /г-мерный параллелепипед Р 
с центром в ячейке а. Длины сторон этого параллелепипеда представляют 
собой нечетные натуральные числа 2т1+\, . . . , 2ткЛ \\ используем обо­
значение Р = У - ( а ) , где ~т = (т1у . . . , mk), т1 > 0, . . ., mk > 0, а У- — 
некоторый вспомогательный шаблон соседства. 

Легко видеть, что без ограничения множеств поведений можно рассмат­
ривать только ОС о вида (Z*, Ею V-, <р). Класс всех ОС такого вида обо-

___ k 

значаем S(k, я, m). Очевидно, \S(k n, m)\ = nnh~\ где h = J[(2mrr I). 

Рассмотрим два простых примера, связанных с анализом поведений 
однородных структур. Пусть a1 = (Z2, £2, У, <р), где cp(x0, xl9 . . . , %-i) = 
= х0 V ^i V . . . Va-i» Ф—основная функция переходов ОС ог. Тогда, как 
нетрудно проверить, Ф ' ^ V . . . V L) = Ф* (fi) V . . . V Ф'(/«») Для любых 
целых t ^ \ и m ^ 2 , так что достаточно исследовать поведение «однокле­
точных» конфигураций fh принимающих значение 1 в единственной точке. 
Обозначим У = {ах, . . ., ah_1}\ Т — плоскую решетку, образованную цело­
численными линейными комбинациями векторов аи . . . , ah,1\ P — выпук­
лую оболочку множества Q = {0, —al9 . . . , ан^г}\ К — конфигурацию ОС 
аи принимающую значение 1 в точке (0, 0) и равную 0 в прочих точках. 
Тогда оказывается, что множество ячеек, имеющих в конфигурации Фг (К) 
состояние 1, представляет собой пересечение решетки Т с областью tP, за 
исключением, быть может, граничной полосы ограниченной ширины. Отсюда 
вытекает, что и произвольная ненулевая конфигурация f ОС ог неограни­
ченно растет, приобретая при росте очертания выпуклого многоугольника Р 
(«вытянутого» в t раз и пересеченного с объединением некоторых классов 
смежности решетки Т). 

Приведенный пример иллюстрирует тенденцию к направленным, необра­
тимым изменениям, возникающим в поведениях многих однородных струк­
тур. Проявляясь уже на первом такте функционирования ОС в виде так 
называемых локальных ограничений (см. ниже теорему Мура — айхилла 
о неконструируемых конфигурациях), эта тенденция приводит к возникно­
вению специального собственного подкласса «предельных», или «устойчивых», 
состояний ОС а, которые могут встречаться в обобщенных ее поведениях 
вида . . . , /L2, /Li, f0, fiy f2y •••> гДе время t изменяется от —оо до + о о . 

В качестве примера однородной структуры, поведения которой не обла­
дают указанной тенденцией, укажем ОС o2 = (Zk, Epi У, ф), у которой/? — 
простое число и Ф(Х0, хи . . . , xh^1) = x0-{- . . . + xh_1 (mod/?). Этот пример 
является классическим в связи с задачей самовоспроизведения конфигураций 
в однородных структурах [6], поскольку любая ненулевая конфигурация / 
ОС а2 через pN тактов (для достаточно больших N) преобразуется в кон­
фигурацию, изображающую (посредством ячеек, имеющих ненулевое состоя­
ние) h непересекающихся копий исходного изображения, определяемого 
конфигурацией /. В отличие от ОС аг при переходах могут возникать лю­
бые состояния ОС а2. 

Примером задачи на синтез конкретной однородной структуры является 
известная задача о синхронизации, заключающаяся в построении такой 
fe-мерной ОС а, что для любой конечной области Р ячеек ОС а, принадле-
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жащей заданному семейству областей S и конфигурации К ОС а, обра­
щающейся в 1 на Я и в 0 вне Р, выполнены следующие условия: 

а) Ф(К) = К (Ф—основная функция переходов ОС а); 
б) если состояние произвольной ячейки а некоторой выделенной подоб­

ласти Р' области Р заменить на 2, то конфигурация К преобразуется в та­
кую конфигурацию К\ что при некотором t0 все ячейки конфигурации 
ФЦ/С') имеют состояние 3; при t < t0 ни одна ячейка конфигурации Ф' (К') 
не имеет состояния 3; при * ^ / 0 значения Ф*(/Г) вне Р равны 0. 

Решение этой задачи за минимальное время /0 = 2/—2 для семейства 
отрезков Р длин 1 = 1, 2, 3, . . . (Р'—крайние точки отрезка Р; k=\) 
было получено Гото [15] и далее модифицировалось в различных направ­
лениях. 

В качестве другого примера задачи на синтез однородной структуры 
рассмотрим моделирование в ОС движения частиц с постоянными скоро­
стями. Каждая частица изображается некоторой ненулевой конфигурацией; 
положение частицы описывается множеством ячеек этой конфигурации, 
имеющих ненулевое состояние. Пусть о—некоторая двумерная ОС и Ф—ее 
основная функция переходов. Если существуют вектор v = (vlJ . . . , vk) и 
константа с такие, что для любых натурального п и ячеек а ==(аи . . ., ak), 
P = (Pi, • ••> РА:), удовлетворяющих условию К(а)=^=0, (ФП(К))(Р) =7̂ =0, вы­
полняется соотношение max |Р,-—vtn— a z- |^£, то говорим, что конфи-

t = i , . . . , k 
гурация К ОС о движется со скоростью v. 

Точную нижнюю грань всех допустимых значений с называем при этом 
разбросом конфигурации К. Если существует конфигурация ОС а, движу­
щаяся со скоростью v, то точную нижнюю грань разбросов всех таких кон­
фигураций обозначим A0(v). Скажем, что ОС о позволяет е-моделировать 
движение частиц с разбросом d, если в множестве V = {(vlf .. ., vk)\\v1 |<Л,. . . 
• • •» l̂ fel ^ 1} имеется е-сеть Q, состоящая из скоростей, движения с кото­
рыми можно моделировать в а, причем d = max AG(v). Задача заключается 

veQ 
в построении по указанному 8 такой ОС а, в которой возможно е-моделиро-
вание движения частиц, и минимизации соответствующего разброса. Наи­
меньший разброс Д(&, я, m, е), с которым возможно е-моделирование дви­
жения частиц посредством ОС а из класса S(ky n, т), характеризуется 
следующим утверждением. 

У т в е р ж д е н и е 1 [10]. Для любого натурального k существует такое 
c(k), что при n^c(k), т = (т1у . . . , mk), тг > 2, . . . , mk>2, 0 < е < 1 
выполнено 

yklogn^^A(k9 п,Ъ, e)^:c2+yc1k\ogn^ , 

где с1ч с2 — некоторые константы. 

§ 3. Анализ поведений однородных структур 

При описании свойств поведений однородных структур на макроуровне 
без учета структурных особенностей их состояний оказывается полезным 
традиционный для теории автоматов язык диаграмм переходов. С однород­
ной структурой а связываем граф переходов G(o)y вершинами которого 
являются классы эквивалентных (получающихся друг из друга параллель­
ным переносом) состояний ОС а, а также подграф G*(o) графа G(cr), кото­
рый порожден всеми вершинами графа G(cr), соответствующими конфигура­
циям ОС а. В обоих графах из каждой вершины v выходит единственное 
ребро, ведущее к вершине, соответствующей состоянию Ф(/), где /—какое-
либо состояние ОС сг, отнесенное к вершине v\ Ф—основная функция пере-
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ходов ОС ст. Имеют место следующие простые утверждения, характеризую­
щие графы G(o) и G*(a). 

У т в е р ж д е н и е 2. Существуют неизоморфные ОС с одинаковыми 
графами G(o), G*(o). 

У т в е р ж д е н и е 3. Существуют ОС а и а' с изоморфными графами 
G(p), G(o'), но неизоморфными графами G*(tf), G*(cr'). 

У т в е р ж д е н и е 4. Существуют ОС а и о' с изоморфными графами 
G*(e), G*(o'), но неизоморфными графами G(o), G(o'). 

Как видно из этих утверждений, при переходе от ОС а к ее графам 
переходов G(o), G*(o) происходит существенная потеря информации об 
этой ОС. Несмотря на это ряд важных свойств поведений ОС а все же до­
пускает формулировку на языке графов G(o), G*(o). Одним из примеров 
такого рода служит известная теорема Мура—Майхилла о неконструируе-
мых конфигурациях. Введем ряд понятий, необходимых для ее формулировки. 

Конечные множества ячеек ОС а называем блоками; конфигурацией 
блока В называем функцию /: В —• Еп. Если известно состояние / окрест­
ности V(B)= U V (а) блока В в момент t, то локальная функция перехо-

аеВ 
дов ОС позволяет определить состояние g блока В в момент t-\-\. Таким 
образом, на множестве конфигураций / блока V (В) определяется оператор 
Фв: Фл (/) = g-. Конфигурации блока В, не принадлежащие области значений 
оператора Фв, называются неконструируемыми. Конфигурации /, g блока 
С = V(V(В)) называются взаимно стираемыми, если для них выполняются 
условия: 

2) f\c\B =ё\с\в\ 
3) Ov (B)(/) = Ov(B)(g). 
Имеет место следующее утверждение. 
Т е о р е м а 1 [6, 16]. Для произвольной ОС а вида (Zk, Еп, V-, ср) су­

ществование блока, имеющего неконструируемую конфигурацию, эквивалентно 
существованию блока, имеющего пару взаимно стираемых конфигураций. 

Нетрудно видеть, что наличие у ОС о неконструируемых конфигураций 
блоков эквивалентно существованию у графа G(o) такой вершины, в кото­
рую не ведет ни одно ребро, а наличие у этой ОС взаимно стираемых кон­
фигураций эквивалентно существованию у графа G*(o) вершины, к которой 
ведут не менее двух ребер. Поэтому теорема 1 допускает следующую пере­
формулировку на языке графов G(o), G*(e). 

Т е о р е м а 2. Для произвольной ОС о существование в графе G(o) вер­
шины, к которой не ведут ребра, эквивалентно существованию в графе G*(e) 
вершины, в которую ведет более чем одно ребро. 

Теорема 1 допускает следующее усиление. 
Т е о р е м а 3 [10]. Взаимно стираемые конфигурации отсутствуют 

в ОС о вида (Zk, Еп, V—, ср) тогда и только тогда, когда для произволь­
ного непустого блока В и произвольной конфигурации f этого блока число 
конфигураций блока V(B), переводимых оператором Фв в f, не зависит от 
выбора f и равно яП7(£)\£|. 

С л е д с т в и е . Для отсутствия взаимно стираемых конфигураций у ОС а 
вида (Zk, En, V-, ср) необходимо, чтобы каждое значение из Еп принима­
лось локальной функцией переходов ц>(х0, хх, . . ., xh_1) в точности на nh~x 

наборах значений переменных. 
Легко проверить, что последнее условие выполняется лишь для «малой» 

доли ОС класса S(k, п, т), т. е. «почти все» ОС о имеют неконструируемые 
конфигурации блоков. В одномерном случае существует алгоритм распозна­
вания по ОС а из S( l , n, т) наличия взаимно стираемых конфигураций 
блоков, основанный на верхней оценке длины отрезка, содержащего неко-
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торый такой блок. В этом случае удается также получить нижнюю оценку 
/г4/я + 1 числа ребер, ведущих в одну и ту же вершину графа G(o), при 
котором ОС а обязательно имеет неконструируемые конфигурации блоков. 
Более детальное исследование класса ОС, не имеющих неконструируемых 
конфигураций, в особенности в многомерном случае, наталкивается на су­
щественные трудности. Так, остается открытым вопрос о возможности алго­
ритмического распознавания существования в ОС неконструируемых кон­
фигураций при размерности k, большей или равной 2. 

Возможные мощности множеств компонент связности (определяемых без 
учета ориентации ребер) графов G(o) и G*(o) характеризуются следующими 
утверждениями. 

Т е о р е м а 4 [10]. Для любой ОС о выполнено одно из двух условий: 
1) существует такое /?, что любое состояние ОС о переходит в нуле­

вое состояние не более чем за р шагов (в этом случае G(cr), очевидно, имеет 
одну компоненту связности); 

2) множество компонент связности графа G(o) имеет мощность кон­
тинуума. 

У т в е р ж д е н и е 5. Для любой не более чем счетной ненулевой мощ­
ности М существует ОС а, у которой G*(o) имеет М компонент связности. 

Несмотря на простую альтернативу, определяемую теоремой 4, удается 
показать, используя алгоритмическую неразрешимость общей проблемы до­
мино [14], что проблема нахождения мощности множества компонент связ­
ности графа G(o) в классе всех ОС а, имеющих фиксированные размерность k 
и шаблон соседства V-, алгоритмически неразрешима уже при k^2. В слу­
чае k=\ алгоритмическая разрешимость либо неразрешимость этой проблемы 
не установлены. 

При анализе поведений ОС может оказаться полезным примене ние 
характеристик состояний этой ОС, инвариантных относительно основной 
функции переходов Ф. Каждое значение такой характеристики определяет 
некоторый класс К состояний ОС а, удовлетворяющий условию V/ (/ £ К => 
=>Ф (/)£/(). Такие классы состояний ОС называем далее замкнутыми. 

Приведем ряд утверждений, характерузующих возможность алгоритми­
ческого распознавания замкнутости некоторых классов состояний ОС. 

Т е о р е м а 5 [10]. Проблема распознавания замкнут,ости класса всех 
ненулевых конфигураций ОС о, характеризующихся фиксированными размер­
ностью k и числом состояний ячейки п, алгоритмически разрешима только 
в случаях k = 1 либо п = 1. 

Чтобы указать примеры нетривиальных классов конфигураций ОС, для 
которых проблема распознавания замкнутости алгоритмически разрешима, 
введем ряд вспомогательных понятий. Локальным ограничением на состоя­
ния ОС а назовем пару Я = (Л, F), где А — блок и F—некоторое множество 
конфигураций блока А. Состояние / ОС а называется удовлетворяющим 
локальному ограничению Я, если для любой ячейки а ОС ст сужение g со­
стояния / на блок а + А определяет конфигурацию h(x) = g(x+a) блока Л, 
принадлежащую F. 

Аналогично конфигурацию / блока В называем удовлетворяющей ло­
кальному ограничению Я, если для любого блока вида а + А, расположен­
ного внутри 5 , сужение g конфигурации / на а-\-А определяет принадле­
жащую F конфигурацию h (x) = g(x + a). 

Класс всех состояний ОС а, удовлетворяющих локальному ограниче­
нию Я, обозначаем 5(Я); класс всех конфигураций, принадлежащих S(Я), 
обозначаем S*(Я), а класс всех конфигураций блока £, удовлетворяющих Я, 
обозначим 5^(Я). Локальное ограничение Я называем непрерывным (сильно 
непрерывным), если при любом т любая конфигурация из Sy_(A)(l) может 
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быть продолжена до состояния ОС а, принадлежащего S(K) (соответственно 
S*(X)). 

У т в е р ж д е н и е 6. Если X—сильно непрерывное локальное ограниче­
ние на состояния k-мерных ОС, имеющих п состояний ячейки, то сущест­
вует алгоритм распознавания замкнутости класса S* (X) в произвольной 
ОС указанного вида. 

У т в е р ж д е н и е 7 [4]. Существует такое локальное ограничение X на 
состояния двумерных ОС, имеющих п состояний ячейки, п^2, что про­
блема распознавания замкнутости класса S* (X) в двумерных ОС с п состоя-
ниями ячейки алгоритмически неразрешима. 

Алгоритмически распознаваемой оказывается также инвариантность «ин­
тегральных» характеристик состояний ОС. Именно, имеет место следующее 
утверждение. 

Т е о р е м а 6 [10]. Если на множестве Е' целых чисел, Е'^Еп, опре­
делена вычислимая групповая операция + и нулем группы Е' служит число 0, 
то существует алгоритм, распознающий по произвольной двумерной ОС а 
с п состояниями ячейки инвариантность относительно переходов суммы 
состояний ячеек в конфигурациях этой ОС. 

Уже простейшие «нелокальные» по времени свойства поведений нену­
левых конфигураций в ОС, такие как неограниченный их рост или конеч­
ность времени «существования», оказываются алгоритмически нераспознавае­
мыми. Поэтому для распознавания этих свойств целесообразно бывает огра­
ничить класс рассматриваемых поведений, предполагая, что они уже обладают 
некоторыми априорными свойствами. 

Проиллюстрируем такой подход на примере задачи распознавания ко­
нечности времени существования конфигураций. Скоростью роста конфигу­
рации К в ОС а будем называть функцию NK(t)= max |Ф'*(/С)|, где Ф — 

основная функция переходов ОС а; | К' |—число ячеек а таких, что К' (а) Ф 0. 
Наименьшее t, для которого |Ф^(/() |=0 (если оно есть), называется време­
нем существования конфигурации К в ОС а; в противном случае время 
существования К в ОС а бесконечно. 

Будем рассматривать ОС, принадлежащие классу S = S(2, 2, (2, 2)). 
Конфигурацию К ОС о из S называем связной, если для любых а и р таких, 
что К (а)\Ф 0, К (Р) ф0, существует последовательность ячеек а — а1э а2, . . . 
. . . , а„ = Р; а/ = (а/1, ai2), удовлетворяющая условиям: 

а) К{а{)ф0 при t = l , . . . , п\ 
б) |я/г—-a/ + l i l | ^ l , \ai2—0/+1,2|^S1 при всех i = \, . . . , п — 1. 
Конфигурацию К ОС а называем вполне связной, если для всех / = 0, 

1, 2, . . . конфигурация Ф* (К) связна. Имеет место следующее утверждение, 
характеризующее границу скорости роста вполне связных конфигураций, 
при которой проблема распознавания конечности времени их существования 
становится алгоритмически разрешимой. 

Т е о р е м а 7 [9]. Существует алгоритм, распознающий по произволь­
ным ОС о из S и вполне связной конфигурации К ОС о, функция роста 
которой удовлетворяет условию NK(t)^-v-\og2t, конечность времени суще­
ствования конфигурации К в о. Можно указать такую ОС о0, cQ£S, что 
в классе всех вполне связных конфигураций К ОС а0, функция роста кото­
рых асимптотически не превосходит 4 log21, эта проблема уже алгоритми­
чески неразрешима. 

Выделение подкласса ситуаций, в которых возможно алгоритмическое 
распознавание свойств поведений ОС, иногда может быть осуществлено не­
явно, путем задания некоторой процедуры, осуществляющей такое распоз­
навание для части случаев, а в остальных ситуациях выдающей «отказ» от 
распознавания. При этом представляет интерес оценка «доли» ситуаций, 
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в которых процедура осуществляет распознавание. Интересно то обстоятель­
ство, что для некоторых алгоритмически неразрешимых в общей постановке 
задач удается выделять рекурсивные подмножества ситуаций, допускающих 
алгоритмическое решение, охватывающие «почти все» возможные случаи. 
Примером такого рода является задача распознавания неограниченного роста 
конфигураций в ОС (т. е. неограниченного увеличения максимального рас­
стояния между ячейками, в которых значения конфигурации отличны от 0). 
В общей постановке эта задача алгоритмически неразрешима; с другой сто­
роны, имеют место следующие утверждения, гарантирующие неограниченный 
рост конфигураций в «почти всех» случаях. 

Т е о р е м а 8 [10]. Доля ОС из S(k, n, т), у которых все ненулевые 
конфигурации неограниченно растут, стремится к 1 равномерно no n и k 
при т= max (т{) —»• оо. 

Т е о р е м а 9 [10]. Доля ОС из S(k, n, т), у которых «почти все» кон­
фигурации неограниченно растут, стремится к 1 равномерно по т и k при 
П —•> о о . 

Из доказательства этих теорем без труда извлекаются «эффективные» 
описания некоторых множеств пар (а, К) однородных структур а и неогра­
ниченно растущих в них конфигураций /С, охватывающих в некотором смысле 
«почти все» пары вида (а, К), где К—конфигурация ОС ст. 

§ 4. Синтез однородных структур 
Начнем с рассмотрения задачи о построении в однородных структурах 

самокорректирующихся моделей различных процессов. Поведения однород­
ной структуры будем называть самокорректирующимися, если произвольная 
ненулевая начальная конфигурация ее через конечное число шагов приоб­
ретает некоторую заданную структуру и поведение ее далее удовлетворяет 
заданным наперед ограничениям. Общие принципы построения ОС, обла­
дающих такой самокоррекцией, могут быть проиллюстрированы на примере 
построения такой ОС, в которой любая ненулевая конфигурация является 
неограниченно растущей и принимающей по мере роста некоторую заданную 
форму (например, форму круга); скорость роста при этом одинакова для 
всех ненулевых конфигураций и задана заранее. Введем ряд определений, 
необходимых для более формальной постановки задачи построения ОС ука­
занного вида. Расстоянием £>(А, В) между замкнутыми множествами А и В 
точек плоскости называем величину 

max /max minp(x, у), max min p{x, y)\. 
\xeA уев хеВуеА J 

Для произвольной двумерной ОС о и произвольной ненулевой конфи­
гурации К этой ОС введем в рассмотрение множество Mt= {а\Ф'(/С)(а) ¥=0}, 
где Ф—основная функция переходов ОС a; t=l, 2, 3, . . . Если a0 = (x0f 
у0) — некоторая ячейка ОС о, v—положительное вещественное число, 

и lim p(G, Gj) = 0 для некоторого замкнутого множества G точек плоскости, 
то говорим, что конфигурация К является G-растущей из центра а0 со 
скоростью v. Непрерывную вещественную функцию f{x), определенную на 
отрезке [а, &], назовем вычислимой, если существует машина Тьюринга, 
вычисляющая по любому рациональному р из [а, Ь] и любому натураль­
ному п первые п двоичных знаков числа /(/?); вещественное число а назы­
ваем вычислимым, если существует машина Тьюринга, вычисляющая по лю-
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бому натуральному п первые п двоичных знаков этого числа. Простыми 
областями называем замкнутые множества точек плоскости, ограниченные 
сверху графиком функции y = f{x), снизу —графиком функции y = g{x), 
слева и справа—вертикальными прямыми х = а, х = Ь9 причем числа а, Ь 
и функции f(x), g(x) удовлетворяют следующим условиям: 

1) а, b—вычислимые вещественные числа, а < 0 < Ь\ 
2) f{x), g{x) —вычислимые функции, определенные на [а, Ь]\ на интер­

вале (а, Ь) выполняются неравенства Д * ) > 0 , g(x)<0 (в точках a, b 
функции /, g могут обращаться в нуль, как по отдельности, так и одно­
временно); 

3) функция / (х) не убывает при х < 0 и не возрастает при х > 0, а функ­
ция g(x) не возрастает при х < 0 и не убывает при х>0. 

В частности, простой областью является круг с центром в точке (0, 0), 
множество точек, ограниченное эллипсом, и т. п. Имеет место следующее 
утверждение. 

Т е о р е м а 10 [10]. Если G—простая область и v> 0—вещественное 
вычислимое число, то существует ОС а, в которой каждая ненулевая конфи­
гурация G-pacmem со скоростью v. 

Некоторая модификация техники, использованной при доказательстве 
этого утверждения, позволяет существенно расширять класс областей G, для 
которых имеет место указанный рост, а также строить самокорректирую­
щиеся модели в ОС ряда других процессов. 

Непосредственное вложение различных процессов в однородные струк­
туры обычно приводит к сложным ОС, характеризующимся большими зна­
чениями параметров, в связи с чем и возникает задача построения более 
простых ОС, моделирующих исходную ОС, или, более общо, задача изу­
чения взаимного моделирования ОС. 

Будем рассматривать следующий естественный способ взаимного модели­
рования ОС. Пусть 

CT = (Z*, Еп, V, ф), <r' = (Z*, En., V, Ф ' ) . 

Выберем натуральный вектор 1 = (11у . . . , lk) и рассмотрим разбиение мно­
жества Zk на параллелепипеды 

Pv = {^1 , /xVi+1, . . . , /iVi+Zx— 1}X . . . x{lkvk,lkvk+l, . . . , lkvk + lk — l}, 

где v = (vx, . . ., vfe), vgZ*. 
•* Конфигурацию / блока Pv назовем конгруэнтной конфигурации g бло-

ка|]Р0, если выполняется тождество f(x) = g(x—X), где X = (/1v1, . . . , lkvk). 
Рассмотрим некоторое взаимно-однозначное отображение £ множества Еп на 
подмножество М множества конфигураций блока Р0 ОС а'. Сопоставим каж­
дому состоянию h ОС а такое состояние ti ОС а', что для любого v из Zk 

сужение ti на Pv конгруэнтно конфигурации £ (h (v)). Это означает, что кон­
фигурация блока Pv в ОС v' «изображает» состояние ячейки v в ОС а. Обо­
значим ti = 9(/i). Если существует такое натуральное N, что для любого 
поведения /0, fu /2, . . . ОС а поведение g0 = Q(f0)y glf g2i . . . ОС а' удовле­
творяет соотношению gm = Q(f.) (t = l, 2, 3, . . . ) , то говорим, что ОС а 
представима в ОС а' с замедлением N (в случае Af = l—представима без 
замедления). 

При моделировании без замедления ОС а в ОС а', имеющей меньшее 
число состояний ячейки, чем сг, происходит, вообще говоря, соответствующее 
увеличение размеров окрестности ячейки. Это увеличение характеризуется 
в двумерном случае следующими утверждениями. 

Т е о р е м а 11 [8]. При п—+оо равномерно по т почти все ОС а из 
S(2, я, т) представимы без замедления лишь в ОС из таких классов 
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S(2, л', т), что т[^т{ (/ = 1, 2); 
(m[ + \)(mi+\) >\0gn>n. 
(/ni+l)(m a+l) 

Т е о р е м а 12 [8]. Если 
Щ ^-Щу / = 1, 2; 

mo произвольная ОС из S(2, n, m) представима без замедления в некото­
рой ОС из S(2, л', т ' ) . 

х^ 1 
Можно показать, что при й > 2 в случае >. ^ 1 (если k = 2, то 

это условие выполняется автоматически) имеет место аналог теоремы 11, 
утверждающий, что при п — > оо равномерно по h i /п из указанного класса 
почти все ОС а из S(k, n, т) представимы без замедления лишь в ОС из 
таких классов S(k, n', т'), что 

Кроме того, при & > 2 утверждение теоремы 12 выполнено в случае 
т- ^га , , i = l, • • •, &, 

л г ' п 

Д ISrrj ^1 о & '"+2 т logn '{ogn' n+cw-
k 

Таким образом, если 2и , , ^ 1» т о имеются необходимое и достаточ­
ное условия представимости без замедления любой ОС из S(k, я, т) в классе 
S(k, п\ т ' ) , записанные в виде неравенств с асимптотически равными при 
п —> оо и mllrrii —* оо соответствующими частями. В этом смысле можно ска­
зать, что найденные условчя «асимптотически совпадают». Оказывается, что 

k 

в случае 2и—гтт > ^ необходимое условие можно ослабить. Именно, имеет 
место утверждение. 

k 
Т е о р е м а 13 [8]. Если V, —-т-г > 1, то существуют функции с(т, k) 

' = i m ' + _ ^ __ 

и а(т, k) < 1 такие, что при \ogn'n > с(т, k) все ОС из S(k, п, т) пред­
ставимы без замедления в некотором классе S(k, n', /п'), для которого 

В случае моделирования с замедлением можно указать некоторую вели­
чину Q, зависящую от параметров обеих ОС и обладающую тем свойством, 
что при замедлении, меньшем Q, существенного уменьшения (по сравнению 
с моделированием без замедления) величины окрестности, моделирующей ОС, 
не происходит, в то время как при замедлениях, несколько больших Q, 
ограничения на размеры окрестности, моделирующей ОС, практически не 
возникают. Следующие утверждения содержат более точную формулировку 
этого факта. 
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Т е о р е м а 14 [8]. При п-+оо равномерно по т и k почти все ОС из 
S(k, /г, т) представимы с замедлением, не превосходящим величины 

k г~ъ 
Q = \/ n ^ n M o g n ^ ( l - e ( n ) ) 

V t= i mi 

лишь в таких классах S(k, n, /л), п'^.п, что 

Здесь г(п) и б(д) — некоторые функции такие, что е ( п ) > 0 , б ( п ) > 0 ; 
е(я)—>0, Ь(п)~>0 при п-^оо) h и h' — число ячеек в окрестности ячей­
ки ОС в и о' соответственно. 

Т е о р е м а 15 [8]. Если fe^2, n'^c(k), m - ^ 3 , то любая ОС из' 
S(k, я, т) представима с замедлением в некоторой ОС из S(k, n, т). При 
п —>• оо, п' ~> оо, п' < n, h' ^h logn' ft это замедление можно выбрать асимп­
тотически равным величине 

Г 1 = 1 /Л£ 

Как следствие из этих теорем, получаем, что при фиксированных k^2 
и m - ^ 3 (t = l, . . . , k) в случае я'—*оо, log^n-^-oo наименьшее замедле­
ние, с которым любая ОС из S(k, n, т) представима в ОС из S(k, n\ т'), 
асимптотически равно 

k r~k 

l / Л ЛЦ-nblogn'n. 
У i= l mi 

Для воспроизведения в ОС различных процессов особый интерес пред­
ставляют универсальные ОС, которые могут модельровать поведение любых ОС 
той же размерности. Более строго, fe-мерная ОС а называется универсальной, 
если в ней представима любая ^-мерная ОС а' (различным а' при этом могут 
соответствовать различные величины замедления). Такое понятие универ­
сальности является более сильным, чем универсальность в чисто вычисли­
тельном смысле. Первый пример универсальной двумерной ОС с 29 состоя­
ниями ячейки и шаблоном соседства ((0, 1), (0, —1), (1, 0), (—1,0)), опре­
деляющим крестообразную пятиклеточную окрестность ячейки, был предло­
жен Дж. фон Нейманом [7]. Приведем ряд дальнейших примеров универ­
сальных ОС, удовлетворяющих в том или ином смысле требованиям «простоты» 
их устройства. 

Т е о р е м а 16 [11]. Существует универсальная ОС с двумя состояниями 
ячейки и квадратной девятиклеточной окрестностью 

V(a) = {(A:1, x2)\\x1 — а х | < 1 , \х2 — а 2 | < 1 } 
ячейки а = ((*!, а2). 

Т е о р е м а 17 [11]. Существует универсальная ОС с тремя состояниями 
ячейки и пятиклеточной окрестностью 

V(а) = {(<*!, а2), (а1э а 2 + 1 ) , (а1э а2—1), К — 1 , а2), ( a x + l , а2)} 
ячейки а = (ах, а2). 

Вопрос о существовании универсальной ОС с двумя состояниями ячейки 
и пятиклеточной окрестностью 

У(а) = {(а1, а2), (а1э а 2 +1) , К , а2 — 1), (ах — 1 , а2), ( а х + 1 , а2)} 
ячейки а = (ах, а2) остается открытым. 
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Т е о р е м а 18 [11]. Для любой размерности k^2 существует с(k) такое, 
что при n^c(k) в любом классе S(k, п, т) имеется универсальная ОС с сим­
метрической функцией переходов. 

Т е о р е м а 19 [12]. Существует одномерная универсальная ОС с окрест­
ностью 1/(а) = {а, а — 1, а + 1 } ячейки а. 

В связи с распознаванием универсальности и взаимной представимости ОС 
введем ряд вспомогательных понятий. ОС а называем тождественной, если 
для любого ее состояния / выполняется Ф (/) = /, где Ф—основная функция 
переходов ОС а. Пусть a = (Zk, Еп, М-^, ф)« Состояние а ячейки этой ОС 
называем поглощающим, если существует такое натуральное /, что для про­
извольных ^-мерного куба Q с длиной стороны Г, I'^l, и состояния / ОС а 
такого, что /|д = а, выполнены условия: 

1) Ф ( / ) | ^ а ; 
2) если Q'^Q (Qf—блок), то существует п ^ 1 такое, что Фп([)^' = а . 
Т е о р е м а 20 [11]. Пусть п^2, п'^2, k^2, причем ОС а из 

S(k, п, т) не является тождественной и не имеет поглощающих состояний. 
Тогда не существует алгоритма, который по произвольной ОС о' размер­
ности k, имеющей п' состояний ячейки, устанавливал бы, представима ли 
а в а'. 

Как следствие из теоремы 20 вытекает алгоритмическая неразрешимость 
проблемы распознавания универсальности ОС, имеющих фиксированные раз­
мерность k (k^2) и число п' состояний ячейки, п' ^ 2 . 

Представляет интерес вопрос о существовании критерия универсально­
сти ОС, основанного на представимости в ней некоторого множества «про­
стых» ОС. Как показывает следующая теорема, для рекурсивно перечисли­
мых множеств неуниверсальных ОС такого критерия не существует. 

Т е о р е м а 21 [11]. Для любого рекурсивно перечислимого множествам 
неуниверсальных k-мерных (k ^ 2 ) ОС существует нгуниве реальная ОС, в кото­
рой представима каждая ОС из М. 

В связи с критериями универсальности ОС представляет интерес про­
блема оценки доли универсальных ОС, характеризующихся заданными пара­
метрами, и, в частности, решение вопроса, какими являются «почти все» 
ОС—универсальными либо не универсальными. 

Несмотря на алгоритмические трудности, возникающие при распознава­
нии универсальности ОС, задача распознавания возможности реализации 
универсальной ОС посредством однородных бесконечных логических сетей, 
построенных из элементов, реализующих функции алгебры логики некоторой 
системы 5 = {фх, . . . , Ц)т} и элементов единичной задержки, оказывается 
алгоритмически разрешимой. Будем говорить, что система 5 = {фх, . . . , ут} 
функций алгебры логики k- униве реальна, если в виде суперпозиции через S 
может быть выражена локальная функция переходов универсальной ^-мер­
ной ОС. Имеет место следующий критерий ^-универсальности систем S. 

Т е о р е м а 22 [12]. Для произвольного натурального k система S функ­
ций алгебры логики k-универсальна тогда и только тогда, когда она цели­
ком не содержится ни в одном из классов Lly S6, P6, F%, F™. 

Таким образом, понятия ^-универсальности при всех k = 1, 2, . . . оказы­
ваются эквивалентными друг другу, и можно говорить просто об универсаль­
ности системы S функций алгебры логики, не уточняя значение k. 

§ 5. Однородные структуры со входами и выходами i 

Понятие ОС можно расширить, допуская наличие у каждой ячейки ОС 
внешних входов и выходов. Получающаяся в результате такого обобщения 
однородная бесконечная схема кз одинаковых конечных автоматов, имеющих 
«внешние» входы и выходы, называется однородной структурой со входами 
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и выходами (о. с. в. в.). Приведем в настоящем параграфе определение о. с. в. в. 
В форме структурного автомата (соответствующее определение о. с. в. в. в форме 
абстрактного автомата дается в следующем параграфе). 

Будем называть однородной структурой со входами и выходами набор 
(Zfe, W, У), где Zk—множество fe-мерных векторов с целыми координатами, 
задающих узлы й-мерной целочисленной решетки; W—конечный автомат, 
помещенный в каждый узел этой решетки, имеющий п ~\~р входных двоичных 
каналов (п из них—основные и р — боковые) и т-\-р выходных двоичных 
каналов (т основных и р боковых); У = (а1, . . ., ар) — набор векторов из Z*,. 
называемый шаблоном соседства данной о. с. в. в. 

Каждый вектор а( из V (i — 1, ...,/?) определяет для автомата Wa, помещен­
ного в узел решетки с координатами а, координату а+сх/того автомата («сосед­
него» с Wa), i-ih боковой выход которого соединен с i-м боковым входом 
автомата Wa. Входные сигналы, поступающие на о. с. в. в. (Zk, W, У), описы­
ваются отображениями X: Zk~^En, где Х(а)— входной набор, поступающий 
на основные входы автомата Wa\ аналогично состояния о. с. в. в. описываются 
отображениями 2: Zk—^S (S—множество состояний автомата W), а выход­
ные сигналы— отображениями У: Zk —+ Ет. Если известны состояние 2 о. с. в. в. 
(Z*, W, V) в момент t, а также входной сигнал X, поступающий на нее 
в этот момент, то функции переходов и выходов автомата W позволяют 
однозначно определить состояние 2 ' о. с. в. в. (Zfe, W, V) в момент t+l, 
а также ее выходной сигнал У в момент t. В результате определяются функ­
ции Ф, ¥ : 

2 ' = Ф ( 2 , X), У = "¥(2, X), 

называемые соответственно функцией переходов и функцией выходов данной 
о. с. в. в. 

Как и в случае конечных автоматов, функции Ф, Y можно распростра­
нить на произвольные конечные последовательности входных символов: 

Ф(2, Л) = 2; 
Ф(2, Х 1 . . . Х п + 1 ) = - Ф ( Ф ( 2 , X . . . . X J , Xrt+1); 
¥ ( 2 , Х 1 . . . Х „ + 1 ) = ^ ( Ф ( 2 , X X . . . X J , Хя+1) 

(Л—пустое слово). _ 
Далее обычным образом вводится функция W: 

f (S, Л) = Л; 
Т(Б, X,... Хп+1) = Ч&, Хг . . . Ха)Ч(2, X, . . . Ха+1). 

Состояния 2Х, 22 о. с. в. в. Аи А2 называются эквивалентными, если для 
любого входного слова к = Хг.. .Хп этой о. с. в. в. выполняется Чг

1(21, х) = 
= ЧГ

2(22, х) (Ч^-—функция выходов о. с. в. в. А(). Имеет место следующее 
утверждение. 

Т е о р е м а 23 [1]. Проблема распознавания эквивалентности эффектив­
ным образом заданных состояний о. с. в. в. алгоритмически неразрешима. 

При этом оказывается, что алгоритмическая неразрешимость возникает 
уже для случая автономных о. с. в. в. (т. е. таких, у которых автомате не 
имеет основных входов), и удается построить конкретную о. с. в. в., для ко­
торой проблема распознавания эквивалентности ее состояний алгоритмически 
неразрешима. 

Будем далее предполагать, что у рассматриваемых о. с. в. в. (Zk
y W, V) 

выделено «состояние покоя» s0 автомата W, сохраняющееся, если все соседние 
(согласно шаблону V) с ним автоматы также имеют состояние s0, а на основ­
ные входы поступают нули. 
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Пусть М(1, г, р)—класс всех о. с. в. в. вида (Zk, W, V), у которых 
автомат W имеет / состояний; \V\ = p и 

г = max || а ||, (К^, . . . , а Л ) | = max |а ; | . 
а е V 1 < i < /г 

Размерность й здесь и далее предполагается фиксированной. По аналогии 
с понятием Г-отличимости состояний конечного автомата будем называть 
состояния 2Х, 22 о. с. в. в. А Т-эквивалентными, если для любого входного 
слова к длины Т имеем W(2Х, x) = *F(22, %). 

Имеет место следующее утверждение. 
Т е о р е м а 24 [1]. При /0 ^ 3, г0 ^ 1 w /?0 ̂  1 для любого натурального Т 

найдется такая о. с. в. в. А из М(10, г0, р0), некоторые два состояния кото­
рой Т-эквивалентны, но не (7' + 1)-эквивалентны. 

Состояния о. с. в. в. А, у которых лишь конечное число автоматов W, 
расположенных в ее узлах, имеют отличное от s0 состояние, называем кон­
фигурациями о. с. в. в. А. Диаметром конфигурации называется диаметр мно­
жества ее узлов, в которых находятся автоматы, не имеющие состояния s0. 

Т е о р е м а 25 [1]. При любых d0^l, r 0 ^ l , p0^l и натуральном Т 
найдутся такие /0, о. с. в. в. А из М (/0, г0, р0) и конфигурации f, g о. с. в. в. А, 
диаметры которых не превосходят d0, что fug T-эквивалентны, но не 
( 7 + \)-эквивалентны. 

Т е о р е м а 26 [1]. При любых d0^l, / 0 ^ 3 , р0^2 и натуральном 7 
найдутся такие г0, о. с. в. в. А из М (10, г0, р0) и конфигурации /, g о. с. в. в. Л, 
диаметры которых не превосходят d0, что fug T-эквивалентны, но не 
( 7 + 1 )-эквивалентны. 

Перечисленные теоремы означают, что для установления такого наимень­
шего т, что из т-эквивалентности конфигураций не превосходящего d0 диа­
метра, в о. с. в. в. класса М(10, г0, р0) следует их эквивалентность, необходим 
каждый из параметров d0, /0, г0, р0. 

Для произвольной вычислимой функции v(d, I, r,p) четырех натураль­
ных аргументов введем класс Mv всех таких о. с. в. в. А, что для любых 
двух конфигураций /, g этой о. с. в. в. из их v(d, I, r, /?)-эквивалентности, 
где А£М(1, г, р) и d—наибольший из диаметров конфигураций f,g, выте­
кает эквивалентность этих конфигураций. 

Т е о р е м а 27 [1]. Проблема распознавания эквивалентности конфигура­
ций о. с. в. в. А алгоритмически разрешима тогда и только тогда, когда 
для некоторой вычислимой функции v о. с. в. в. А принадлежит классу Mv. 

Будем говорить, что о. с. в. в. Ах сводится к о. с. в. в. А2, если любое 
состояние о. с. в. в. Аг эквивалентно некоторому состоянию о. с. в. в. Л2. Такое 
понятие сводимости для о. с. в. в. является аналогом понятия вложимости 
для конечных автоматов. Проблема распознавания сводимости для о. с. в. в, 
оказалась алгоритмически неразрешимой. Если, однако, от рассмотрения 
сводимости отдельных о. с. в. в. перейти к рассмотрению сводимости классов 
о. с. в. в. (определяемой как сводимость каждой о. с. в. в. одного класса к неко­
торой о. с. в. в. другого класса), то ситуация несколько упрощается. Именно, 
имеют место следующие примыкающие друг к другу утверждения. 

Т е о р е м а 28 [1], Пусть 1^2; /?,• < 4/-z-(г,-+ 1); i=-~ 1,2. КлассМ(1^ г1,р1) 
сводится к классу М (12, г2, р2) тогда и только тогда, когда 1г^12, гх^г2, 

Т е о р е м а 29 [1]. Пусть М(1г, ги рх) и М(12, г2, р2)—классы о.с.в.в. 
вида (Zk, W, V), у которых автомат W имеет п основных входов и т основ­
ных выходов. При pi^m2n\ l{^2Pi+1; i=\, 2, класс M(lu ru p±) сводится 
к классу М(12, r2, p2) тогда и только тогда, когда 1г^12, гг^г2, Р!^р2-

Из этих утверждений видно, что увеличение хотя бы одного из параметров 
г, k, p (при некоторых дополнительных ограничениях) увеличивает множество 
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отображений, реализуемых о. с. в. в., причем такого же увеличения нельзя 
добиться при увеличении других параметров. 

Пусть А = (Zk, Wy V) — некоторая о. с. в. в. Состояния s± и s2 автомата W 
назовем сильно неотличимыми, если при изменении в произвольном состоя­
нии / о. с. в. в. А состояния sx любого экземпляра автомата W на s2 полу­
чается состояние /' , эквивалентное /. Если существуют такие эквивалентные 
состояния /, / ' о. с. в. в. Л, что некоторый экземпляр автомата W в одном 
из них имеет состояние sly а в другом—состояние s2, то говорим, что s^ 
и s2 слабо неотличимы. 

Т е о р е м а 30 [1]. О. с. в. в. A = (Zk
y W,V), имеющая хотя бы два сильно 

неотличимых состояния автомата W, сводится к некоторой о. с. в. в. (Zk
y 

W\ V) с меньшим, чем у W, числом состояний автомата W'). Если никакие 
два состояния автомата W не являются слабо неотличимыми, то такое 
сведение невозможно. 

Как видно из приведенных результатов, развитие теории экспериментов 
для о. с. в. в. оказывается связанным с преодолением существенных алгорит­
мических трудностей, отсутствовавших в аналогичных задачах для конечных 
автоматов. 

Интерес представляет нахождение числа попарно различимых о. с. в. в., 
имеющих заданные параметры. Этот вопрос остается открытым. 

По аналогии с конечными автоматами можно рассматривать схемы из 
инициальных (с выделенным начальным состоянием) о. с. в. в., применяя для 
этого операции суперпозиции и обратной связи. Здесь рассматриваются опе­
рации следующих типов. 

1. Добавление или удаление фиктивных основных входов о. с. в. в. 
2. Перестановка (перенумерация) основных входов о. с. в. в. 
3. Выделение основного выхода у о. с. в. в. A = (Zk, W, V) (возникает 

новая о. с. в. в. A' = (Zk, W, У), у которой автомат W' получен из W уда­
лением всех основных выходов, кроме одного). 

4. Склеивание основных входов о. с. в. в. A = (Zk, W, V) (происходит 
отождествление некоторых двух основных входов автомата W). 

5. Объединение о. с. в. в. A = (Z*, W, V) и A' = (Z*9 W, V) (о. с. в. в., 
возникающая при одновременном независимом размещении автоматов обеих 
о. с. в. в. в узлах одной и той же прямоугольной ^-мерной решетки). 

6. Подстановка о. с. в. в. A = (Zk, W, V), автомат W которой имеет един­
ственный основной выход, вместо /-го основного входа о. с. в. в. A' = (Zk, 
W\ V1) (одновременное независимое размещение автоматов обеих о. с. в. в. 
в узлах одной и той же прямоугольной ^-мерной решетки — как и в п. 5 — 
и последующее отождествление основного выхода каждого автомата W с /-м 
основным входом размещенного в том же узле автомата W). 

7. Обратная связь 1-го типа (если о. с. в. в. A=(Zk, W, V) такова, что 
/-й основной выход автомата W зависит с задержкой от t-ro основного входа 
этого автомата, то в каждом узле решетки о. с. в. в. А осуществляется отожде­
ствление /-го основного выхода автомата W с его i-м основным входом). 

8. Обратная связь 2-го типа (если о. с. в. в. A = (Zk, W, (vu . . . , vp)) 
такова, что /-й основной выход автомата W зависит с задержкой от всех его 
основных входов и (3 — вектор из Zk, то /-й основной выход автомата W 
преобразуется в (| У| + 1)-й боковой выход, а некоторый основной вход этого 
автомата преобразуется в (|У| + 1)-й боковой вход; в результате возникает 
новая о.с. в. в. (Z*, W, (vu . . . , vpj p)). 

Операции 1—6 называются операциями суперпозиции; операции 1—8 — 
операциями композиции. Как и обычно, вводятся операторы замыкания мно­
жества Ш о. с. в. в. относительно операций суперпозиции и композиции; они 
обозначаются через [Ш\с и [Ш]^ соответственно. Совокупность всех инициаль­
ных о. с. в. в. размерности k (рассматриваемых с точностью до реализуемых 
ими отображений) обозначим 0k. 

2 Дискретная математика, т. 1, вып. 3 
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Обычным образом вводятся понятия полного (замыкание которого равно 
Ok), замкнутого и предполного множеств о. с. в. в., а также понятие базиса 
относительно этих операторов замыкания. Легко устанавливается существо­
вание конечных полных систем о. с. в. в. для случая [ ]k, критериальность 
системы всех предполных классов и континуальность множества замкнутых 
классов для о. с. в. в. 

Имеют место следующие аналоги известных теорем из теории структур­
ных конечных автоматов. 

Т е о р е м а 31 [1 ]. Мощность множества предполных классов для о. с. в. в. 
в случаях [ ]k и [ ]с равна континууму. 

Т е о р е м а 32 [1]. Не существует алгоритма, устанавливающего пол­
ноту или неполноту произвольного конечного множества о. с. в. в. в случае [ ]k. 

Т е о р е м а 33 [1]. Для любого натурального п существует счетное 
множество базисов, состоящих ровно из п о. с. в. в. в случае [ ]k. 

Т е о р е м а 34. Существуют счетные базисы и полные системы, не содер­
жащие базисов, в случае [ ]с. 

Представляет интерес вопрос о полноте системы всех отображений из 6kr 
ячейки которых имеют заданное число п ^ 1 входов для случая [ ]с, а также 
вопрос о полноте внутри классов отсбражений из 0k, например, линейных,, 
квазилинейных, монотонных и других отсбражений в случае [ ]k. 

§ 6. Вычисления в однородных структурах 

Однородную структуру, содержательно интерпретируемую как бесконеч­
ная однородная схема из одинаковых конечных автоматов, размещенных 
в узлах целочисленной решетки, можно рассматривать также как один бес­
конечный автономный автомат, состояниями которого являются бесконечные 
^-мерные матрицы. Обобщая эту модель на бесконечные автоматы (A, Q, 
В, ф, \р) с невырожденными входным и выходным каналами, приходим 
к понятию однородной структуры со входами и выходами в форме абстракт­
ного автомата. 

Введем ряд вспомогательных понятий, необходимых для формального 
определения таких однородных структур. Будем называть k-мерной п-слойной 
мозаикой отображение /: Zk —+ {О, 1 } п , где Z—множество целых чисел, п^\. 
Элементы Zk называем ячейками мозаики /. Если множество {а | / (а) Ф 
Ф (О, . . . , 0)} конечно, то мозаика / называется конфигурацией', множество 
всех ^-мерных n-слойных конфигураций обозначаем 5Ш*. Если / есть я-слой-
ная мозаика, то значения /(а) можно представить в виде (/i(a), . . . , / „ (а)),, 
где /i, . . ., /„ — однослойные мозаики. Мозаику fi называем i-м слоем мозаики f 
(i — 1, . . ., п). Отображение ф: Шк

п —>• Ш] называется однородным, если суще­
ствуют такие набор (а1у . . ., as) ( s^O) попарно различных элементов Zk 

и функция ф': {0, 1}"Х . . . х {0, 1}" —> {0, I}1, что для произвольной мозаики 

/€9J(^ выполняется [ср (/)] (а) = ср' (/(а-f ах), . . . , / ( а + а 5 ) ) при всех a£Zk. 
Набор (аг, . . ., as) называем шаблоном соседства однородного отобра­

жения ф, а функцию ф'—локальной функцией отображения ф. Если (а1у . . . 
. . . , as) — шаблон соседства однородного отображения ф, причем 

«,• = («,•!, . . . , arJ, bj= max |a / 7 | , i = 1, . . ., s, j = 1, . . ., k, 
i=\, . . . , s 

вектор (fej, . . . , bk) будем называть размером однородного отображения ф. 
Бесконечный автомат 

я = ($ш*, mk
n, mk

q, Ф, ^ g0), 
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у которого: Шр—входной алфавит; Ш„—алфавит состояний; Шд—выходной 
алфавит; ср: 9Л* X Шр = Шп+Р —+• Шп—однородная функция переходов; г|>: 
Шп+р-^-Шд—однородная функция выходов; <70€9Jl*; называем инициальной 
однородной структурой со входами и выходами (как и в предыдущем пара­
графе, сокращенно обозначаемой о. с. в. в.). 

р называется числом входов о. с. в. в. 31; q—числом выходов; п—тол­
щиной. Размером о. с. в. в. 31 называется вектор (max (bu cj, . . . , max (bk> ck)), 
где (bly . . . , bk), (cly . . . , ck) — размеры однородных отображений ср и г|э. 

Как обычно, поведение о. с. в. в. рассматриваем в дискретном времени 
t = 0J 1, 2, . . . Если к£Шп—состояние о. с. в. в. 31 в некоторый момент ty 
то двоичный набор х (ос) = (хх, . . ., х„) называем состоянием ячейки а в данный 
момент времени t\ X/ называем значением i-ro слоя состояния ячейки а. 
Аналогично, если х—входной либо выходной сигнал о. с. в. в. 31, то набор 
х(а) называем входным (выходным) сигналом в ячейке а для рассматриваемого 
момента t, а х,-—значением i-ro входа (выхода) в ячейке а. 

Рассмотрим ряд оценок, связанных с вычислениями в о. с. в. в. Введем 
необходимые для этого понятия и обозначения. Пусть |х ^ SDtf. Обозначим 
через [\i\ класс всех последовательностей х: хх, х2, х3, . . . , элементов 3JtJ+1> 
удовлетворяющих условиям: 

1) существует единственная конфигурация х/о, у которой (/+1)-й слой 
не равен тождественно 0; этот слой имеет значение 1 в точке (0, . . . , 0) и 
значение 0 в остальных точках; 

2) при i ^ i0 первые / слоев конфигурации х/ образуют конфигурацию \i. 
Величину i0, соответствующую последовательности х указанного вида, 

обозначаем i (х). Будем говорить, что инициальная о. с. в. в. 3t = (9)t/1 + i, 
9Jif, 3Dt/8+i, ф, *Ф, <7о) вычисляет отображение F: М —* $Ш?„ где M ^ 9 % * 
если для любой конфигурации \х£М произвольная последовательность 
^£[(1] преобразуется автоматом 31 в последовательность х' g [F (fx)]. Наи­
большее значение выражения i (х')— i (х) называется временем вычисле­
ния посредством о. с. в. в. 31 значенья отображения F в точке \i (если такое 
наибольшее значение отсутствует, то время вычисления полагается рав­
ным оо). 

Наибольшее время вычисления посредством о. с. в. в. 31 значений ото­
бражения F называется временем вычисления этой о. с. в. в. отображения F 
и обозначается T*X{F). Обозначим 

Tmu,..,mk,i{F) = minT*(F), 

где А — класс всех вычисляющих F о. с. в. в. толщины / и размера 
(ти . . ., mk). Для произвольного класса К отображений F указанного 
вида (значения fe, lly /2 у всех отображений из К предполагаются одина­
ковыми), определенных на конечных множествах М, рассматриваем функцию 
Шеннона 

Тти ...,mb, i{К) = maxТтг т i(F), 

характеризующую время вычисления операторов из К посредством о. с. в. в. 
толщины I и размера (ти . . . , mk). 

Для простоты ограничимся далее рассмотрением случая k = 2 и приве­
дем ряд оценок величины Tmum2ti(K) для различных классов /(. Будем 
далее обозначать через 9Jlf, „ множество всех конфигураций |х£9Л|, У кото­
рых все ячейки а такие, что |i(a)^=0, расположены в квадрате Qn = 
= {(ai> a2> 11 a i I ^ д» I a

21 ^ n}- Такие конфигурации \i изображают квадрат­
ные матрицы, элементы которых суть двоичные наборы длины п. 
2* 
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Пусть {Кп} — последовательность таких классов отображений, что каж­
дое отображение F£Kn определено на некотором подмножестве Мп множе­
ства 9Jt2, n и принимает значения в Ш12, п- Последовательность {/„} нату­
ральных чисел называем {К п]-допустимой, если jn—+oo; 

jn max (я2, 2In) -> О при l0g2 | Кп | 

Т е о р е м а 35. Если Кп — класс всех отображений множества Ш1и п 
в множество Ш!2,п (л = 1, 2, . . . ) и {/„} есть {Кп}-допустимая последо­
вательность, то 

/о 114 -|/~"Т ^ (2ГС+1)2 

Т (К ч (2/1+1) У /2 0 
У 2m1m2jn 

Нетрудно видеть, что {/Сп}-ДОпустимой в данном случае является, на­
пример, любая растущая последовательность {/„}, удовлетворяющая усло­
вию jn^4al^n2, где а — некоторая константа, а < 1 . 

Обозначим через г однослойную двумерную конфигурацию, принимаю­
щую значение 1 в точке (0, 0) и значение 0 в прочих точках. Отображения 
F: Ш*и п —> {0, &} можно рассматривать как функции алгебры логики, зави­
сящие от /1(2п + 1)2 переменных. 

Т е о р е м а 36. Если Кп—класс всех отображений множества Ш!1гП 
в множество {0, е} (п = 1, 2, . . . ) и {/„} есть {Кп) -допустимая последо­
вательность, то 

h (2AZ+1)2 

Tmum2,jn{Kn)~—r= . 2 2 

V 2m1m2jn 

Как и в теореме 23, выполнение условия jn^.4al1n2 (a < 1) для расту­
щей последовательности {/„} обеспечивает ее {Кп}-допустимость. 

Т е о р е м а 37. Пусть Кп—класс всех отображений множества Ш!, п 
в множество {0, е}, принимающих значение г ровно на kn конфигурациях;. 
{jn} есть {Кп}'допустимая последовательность, удовлетворяющая условию 
kjin ~^ °° пРи п—^оо. 

Если log2kn = o(n2), то 
Tmltm2, /n(Kn) ~ П у m1m2j'n 

Если log?kn = 0(n2) и -—-—^-0, то 

nV Г' *"' 2 / . .!?&*» 
* mltm2, /п\*\п) m tr, t 

m1m2jn 

Наконец, при kn ~ v2l (2" + 1)2, 0 < а < 1, выполняется 
~ПиаГ Ц2П+1)2 Tm1,m2,jn{Kn)~ у 2mim2jn 

где Н (а) = — (alog2oc + (1 —a) log2(l —а)). 
Нетрудно проверить, что в случае log2£„ = o(n2) для растущей после­

довательности {./„} достаточно потребовать выполнения условий jn = o(kn); 
\п <! 2(3 log2 п при некотором |3 < 1. 

Т е о р е м а 38. Пусть Кп — класс всех отображений множества Мп 
удовлетворяющих локальному ограничению к конфигураций из Ш2, n в мно­
жество {0, е}, принимающих значение & ровно на kn конфигурациях; 
l ° g 2 | M J x n 2 ; \og2kn = o(n2); jn = o(kn) при я - > о о , причем {/„} есть {Кп}-
допустимая последовательность. 
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Тогда существует константа а (О < а ^ 1) такая, что 
log2| Мп\~Шп\ 

Как и в теореме 25, для растущей последовательности {/„} здесь доста­
точно выполнения условий /n = o(&„); /„ ^2f}log2n при некотором | 3 < 1 . 

Получение перечисленных оценок было связано с использованием прин­
ципа локального кодирования [5]. Задача реализации в о. с в. в. булевых 
отображений с минимальной временной сложностью, решавшаяся при полу­
чении этих оценок, сводится по существу к задаче хранения информации 
в о. с. в. в., обеспечивающего наименьшее время ее считывания. Основное 
отличие от аналогичной задачи для обычных логических сетей заключается 
в необходимости учета геометрических аспектов. Интересной особенностью 
является то, что для получения асимптотически наименьшего времени счи­
тывания информации оказывается необходимой ее периодическая циркуля­
ция по ячейкам о. с. в. в.; хранение информации «неподвижным образом» 
приводит к увеличению наименьшего времени считывания в К 2 раз. 

Реализация в однородных структурах различных вычислительных про­
цедур оказывается в большинстве случаев основанной на непосредственном 
«вложении» в них схем из конечных автоматов некоторого базиса В. Поэтому 
представляется целесообразным рассматривать однородную структуру как 
однородный процессор некоторой вычислительной системы, «настраиваемый» 
в ходе выполнения программы (внешней по отношению к данному процес­
сору) на те или иные схемы автоматов в базисе В. Такие схемы, осущест­
вляющие параллельную обработку информации, могут рассматриваться как 
аналоги команд обычных ЭВМ с последовательной обработкой информации. 
Здесь возникают задачи разработки алгоритмических языков для вычисли­
тельных систем однородного типа, позволяющих описывать процессы изме­
нения «вложенных» в них схем автоматов, а также задачи оптимальной 
реализации вычислительных процедур при помощи схем из размещенных 
в узлах прямоугольной решетки автоматов базиса В. 

В качестве примера такого базиса будем рассматривать набор^ В0 эле­
ментов, реализующих с задержкой на один такт функции хг \/ х2, х±8сх2 и 
хг элементов задержки на один такт с нулевым и единичным начальными 
состояниями, а также соединительных элементов, осуществляющих мгновен­
ную передачу двоичного сигнала и пересечение двух линий передачи таких 
сигналов. 

Эти элементы размещаются в узлах плоской прямоугольной решетки 
внутри некоторого прямоугольника Р, причем элемент, расположенный 
в узле с координатами (а1у а2), может быть соединен только с элементами, 
расположенными в узлах (ах—1, а2), ( а х + 1 , а2), (аи а2— 1), (аи а 2 +1) . 
Будем называть схемы указанного вида прямоугольными логическими сетями; 
число узлов решетки в наименьшем прямоугольнике Р, содержащем сеть S, 
называем площадью сети S. 

Вычисление функций вещественной переменной при помощи прямоуголь­
ных логических сетей можно осуществлять, кодируя числовые значения 
последовательностями двоичных разрядов, возникающих в моменты t = t0y 
/ 0 + 1 , . . . , t0 + n-\-l на том или ином входе либо выходе сети. При этом 
оказывается возможным «конвейерный» режим вычислений, когда п-разряд-
ные двоичные записи аргументов вычисляемой операции поступают на входы 
сети без временных промежутков между ними, а двоичные записи резуль­
татов появляются на выходе также без промежутков с постоянным временным 
сдвигом по отношению к моменту подачи на входы младших разрядов со­
ответствующих аргументов. Так, например, обычная схема умножения чисел 
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«столбиком» и основанная на разложении в степенной ряд схема деления 
позволяют умножать и делить я-разрядные двоичные дроби из отрезка [0, 1] 
в конвейерном режиме, причем величины временного сдвига т оказываются 
не превосходящими асимптотически соответственно 9п и 9/г log2/z, а площади 
прямоугольных логических сетей—135лг и 533/г2. 

Так как двоичные разряды N пар п-разрядных аргументов поступают 
на входы сети в течение Nn тактов времени, а результаты появляются на 
выходах в течение Nn + т тактов считая с начального момента подачи сиг­
налов на входы, при достаточно больших N величина т практически не 
сказывается на времени вычислений (при N —+ оо вычисления происходят 
по существу в реальном времени), и основной становится задача уменьше­
ния площади сети. Интересно отметить то обстоятельство, что по сравнению 
с обычной процедурой умножения известные процедуры быстрого умноже­
ния чисел приводят к существенно большим по площади сетям и даже 
к большим значениям произведения времени вычисления на площадь сети, 
минимизация которого представляет интерес при однократном вычислении 
в однородном процессоре. 
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