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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА КАРЛЕМАНА С РАЗРЫВНЫМ СДВИГОМ 
ДЛЯ я НЕИЗВЕСТНЫХ ФУНКЦИЙ НА РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ С КРАЕМ 

1. Пусть Щ — конечная ориентируемая риманова поверхность рода h с Я-глад-
ким. краем д$Ц, который состоит из г компонент и ориентирован так, что при его 
обходе в положительном направлении поверхность ЭД/дТТ! остается .слева. Будем 
предполагать, что поверхность да снабжена такой конформной структурой fl],.[2], 
при которой параметрический гомеоморфизм z~Zk{p) отображает окрестность //& 
точки края tk на верхний полукруг > г | < 1 , Im г > О так, что'точки края dUk — 
= d-Bi^Uk (и только они) переходят в точки диаметра — 1 < х < 1 полукруга 
j 2 j < l , 1 ш г > 0 , а точка tk— в начало координат. Через P—Pk(z) будем обозна­
чать функцию, обратную х. z — 24 (,J), И также называть параметрическим гомеомор­
физмом. 

На д~Ш задан дивизор Л, состоящий из конечного числа попарно различных 
точек, взятых с кратностью ( + 1). Предположим, что множество дТЭТ/Л распадается 
на конечное число связных компонент, каждая из которых гомеоморфна интервалу 
(О, 1) числовой оси. Пусть а (I) — гомеоморфизм множества й№/Л на себя, всюду 
удовлетворяющий тождеству Карлемана a[a(t)]s=t и всюду изменяющий ориента­
цию. Включим все неподвижные точки гомеоморфизма a(t) в дивизор Л; тогда a(t) 

будет отображать каждую связную компоненту множества dVl/A на другую связную 
компоненту этого множества. 

Пусть на дЭД/Л заданы //-непрерывные вектор-функция g{t) и нигде не вы­
рождающаяся матрица-функция G (t), удовлетворяющие тождествам G(t) G [я (<)] =з Е, 
g(t) + G{t) g[a(t)}^0. 

Предположим, что матрица G (t) и вектор g(t) Я-непрерывно продолжимы слева 
и справа во все точки дивизора А, а предельные значения G (if) — невырожденные 
матрицы. 

Рассмотрим задачу: найти вектор-функции {столбцы) Ф (р), мероморфные на 
«Jft/d 17J, кратные заданному на Щ/дЩ вектор у-дишзору А(~'', с Н-непрерывныма 
предельными значениями на дЩ/А, удовлетворяющими одному из следующих крае­
вых условий: 

< t > [ « ( 0 ] - G ( 0 « ( 0 . Д(~1)/(Ф), tedTO/A; (1) 
Ф [а (0] = G (0 Ф (0 -I- g (0, А(-1)/(Ф), tZdW/A, (2) 

В окрестности точек дивизора А искомые решения должны удовлетворять условиям 
lira I г |* Ф,- [pi, (z)] = 0, i—l п, где е — произвольное положительное число, 
г - + 0 . . • 
а Pk (2) — параметрические отображения окрестностей точек £&SA. 

Рассмотрим также задачу для векторов-дифференциалов: найти векторы-диф­
ференциалы (строки) а"?(р), мероморфные на Щ)/дт, кратные там вектору-ди­
визору 5, с Н-непрерывныма предельными значениями на dJR/Л, удовлетворяющими 
краевому услов ю 

d?(0-d?[«(0]O(0, • Д/( *т). * е дди/л. <з) 
В окрестности точек дивизора Л искомые решения dy (p) должны удовлетворять 
условиям: для каждой точки tke.A дифференциалы dvAPk(z)\, i = 1, . . . , л, где 
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Рк(г) — параметрические отображений окрестностей точек t^, допускают при z—>0 
особенности интегрируемых порядков. 

Задачу (3) будем называть союзной задачам (1), (2). В такой постановке задачи 
(I)—(3) рассматриваются впервые. В случае, когда 5Ш — плоская область (h = 0)' 
эти задачи изучены в работе [3]. 

2. Пусть м — произвольная точка дивизора А. Продолжим по непрерывности 
гомеоморфизм a(t) слева и справа в точку г,. Мы получим значения a(ti — 0) и 
a ( м + 0). Определим последовательность: 

*„<*(*, —0), а [а (*, — <)) —0] , а [ а ( а ( м — 0) — 0) - 0 ] , . . . (4) 

Л е м м а . Всякая последовательность (4) имеет вид 

ч« 'г *у > м> *2i ••• > s ' 'ii ••• > (А ) 

где tj, j = 1, . . . , v, — попарно различные точки последовательности. 
Упорядоченное множество различных точек последовательности (4) мы будем 

называть неподвижным циклом (точки неподвижного цикла должны следовать в том 
же порядке, что и в (4')), а число ч — порядком неподвижного цикла. Начало от­
счета цикла произвольное, т. е. мы отождествляем все циклы вида fy,..., fv , if,,.... 
. . . . r/_, (i = } , . . . , v). 

Будем предполагать, что матрица G (t) и гомеоморфизм a (t) удовлетворяют сле­
дующим требованиям: 

1) Пусть t/, является произвольной точкой дивизора л , и tk входит в непод­
вижный цикл кратности v. Перейдем в окрестности точки t% на дЩ к локальным 
координатам t—tb(x), где х—вещественная переменная. Матрица G (t) в, точке tk 
должна удовлетворять условиям 

G [th (х)) — G ( ± 0) = О [ | х \21"], х -* 0, х зг 0. 

2) Пусть t £ дЩ/А. и t = а(с). Перейдем в окрестности точек ( и и стандарт­
ным локальным координатам: t = t(x), T = I ( K ) . Предположим, что в окрестности 
каждой, точки •'*€ dgjl/Л функция и — *~l [a (t (х))] = h (х) имеет Я-непрерывную и 
всюду отличную от нуля производную X' (х). 

3) Пусть ta£A и Tl = a(t0 — 0), а т2 — а Со + 0)' Перейдем в окрестности точек 
*0, x i ; т2 к локальным координатам: t = t$ (х), т = т, (и), т = т2 (и). Подставляя пара­
метрические отображения в функцию г = a (t), получим 

[ х\~Л) [a(tB(x))]t если х < 0, 
и — к* (х) = < * ,, 

'а } г ^ 1 5 [a (f0 (х))], если х > 0. 

Будем предполагать, что для каждой точки ( , гА , производная Х̂  (х) Я-непрерывно 
продолжима слева и справа в точку х = 0, а предельные значения Х̂  ( + 0 ) и 
Х̂  (—0) конечны и отличны от нуля. 

4) Пусть точки м , . . . , / , образуют неподвижный цикл. Обозначим через x t , . . . 
. . , , JCV локальные параметры окрестностей точек tu ..., <v соответственно, а через 
* = //(jc), i = l , . . . , v, — соответствующие параметрические отображения. Подставим 
в функции? х = я (г) параметрические отображения. Получим 

** - / f c - 1 * fa (-f> <*»' = V ( X i ) - *•> °> 

•*а = / ^ _ 1 ) [ » ( / v ( j f , ) ) ] = V ( JT, )," JC, > 0, 

где ( i | , . . . , \\ — некоторая перестановка чисел 1, 2 , . . . , v. Будем предполагать, что 
для всех неподвижных циклов порядка v и для всех возможных v имеютАместо ра­
венства 

х ; ( + 0 ) Х ' ( + 0 ) . . . х', ( + 0 ) = ( - 1 ) * . 
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Можно показать, что все указанные ограничения на гомеоморфизм a (t) не за­
висят от выбора стандартных локальных координат. 

3. Пусть точки дивизора Л образуют ц неподвижных циклов. Точки, принадле­
жащие одному неподвижному циклу, мы будем обозначать следующим образом: 
/? , . . . , f? , Л = 1,..., Ц. Для каждого неподвижного цикла определим матрицу: 

i-niG^-O)!-'. (5) 

Сомножители в произведении (5) расположены слева направо в том порядке, что и 
ъ к 

точки if в неподвижном цикле. Пусть Х;- ( / = 1 , . . . , л)— корни уравнения 
del (А — 1В) — 0. Представим их в виде 

к 
k 2ж/р • 

\j~e , / = 1 , . . . , га, (6). 

причем числа р. выберем так, чтобы выполнялись условия 
0 « R e W < l , . У = 1 п. (7) 

Для каждого неподвижного цикла t\ , . . . , 2* определим число т% = / j Re pj, где 
к 

к 
числа Re р;- однозначно определены формулой (6) и условиями (7) по собственным 
числам матриц (5). 

N N 
Пусть d?R/A = U r ; > и *о — Г" \ {argdet G(t)\- , где через Vj обозначено 

/=1 2 ' " /=l 
замыкание дуги Г,-. При указанных выше ограничениях на матрицу G (£) и гомео­
морфизм а {() имеют место следующие утверждения. 

Т е о р е м а 1. Если I — число линейно-независимых решений задачи (1), а Г — 
число линейно-независимых решений союзной задачи (3), то 

, ,' Х« Р - 4 4 ( г 1 - Г i 0 Г ( 1 Л 

[ — [ ' = . — у т к + ord Д — п { А — 1 + — + — 2 U h ' V 2 ' 4 

где х„ и »г& ( /г=1, . . . , i{) определены выше, h—pod поверхности <Щ\, г — число 
компонент, края dj}|, ц — число неподвижных циклов дивизора Л, ord А и ord Л — 
по ряд к / вектора-дивизора Д и дивизора А соответственно. 

Т е о р е м а 2. Для существования решений неоднородной задачи (2) необхо­
димо и достаточно, чтобы выполнялись равенства 1 d«> [а (£)] g (/) = 0 для всех 

дШ 
решений d'f (p) союзной задачи (3). 

Метод исследования тот же, что и в работе [3] для случая плоской области. 
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