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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к СССР 
1960. Том 132, № 5 

МАТЕМАТИКА 

С. Я. АЛЬПЕР 

ОБ 8-ЭНТРОПИИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ 

(Представлено академиком Л . Я . Колмогоровым 26 II 1960) 

Пусть Т — компактное множество в метрическом пространстве X и 
Я е (Т) — е-энтропия множества 7\ Не(Т) = \gNt(T), где N £ (Г) —наи­
меньшее число элементов из Xf образующих е-сеть для Т, и логарифм^ 
берется по основанию 2. Мы будем пользоваться знаками X и ~ д л я 
слабой и сильной эквивалентности, а также знаками ^ и принятыми 
в работе (*). 

Пусть G— конечная односвязная область плоскости z со спрямляе­
мой границей Г, параметрическое уравнение которой z = z (s) = х (s) + 
+ iy(s), O ^ s ^ L , где s — длина дуги на Г, отсчитываемая от некото­
рой точки. Принадлежность кривой Г классу С™ обозначает, что x(s} 
и y(s) имеют производные до порядка m включительно для 0 < J s < ; L 
и производные порядка m удовлетворяют условию Липшица по s с по­
казателем [х, 0 < [л <; 1. 

1°. Рассмотрим вопрос об е-энтропии класса функций, аналитических 
в области G и непрерывных в замкнутой области G с добавочными 
условиями о характере непрерывности в G. Норму функции f(z) опре­
делим равенством j| f \ = max \f(z)\. 

Л е м м а 1. Если граница области G — спрямляемая кривая Жордана 
и Tq — класс функций, аналитических в области G, непрерывных со своими 
производными до порядка р включительно в G и удовлетворяющих усло­
виям 

\f(k)(z)\^Ck (* = 0 , 1 , 2 , . . . , р ) , z6G; (1) 

! f(Р) (z i ) - / { Р ) ( * , ) \ < C \ z 1 — z2 | а , 0 < а < 1, (2) 

для любых точек zx и z 2 6 Г, Ck и С — заданные константы > 0, то 

(̂̂ Х'(тГ- ? = + 1(з> 
Поясняя ход доказательства, определим число A = (s/2C)1/q и рас­

смотрим значения дуги s 0 = 0, sr = s 0 + г Д. г = 0 , 1 , 2 , . . . , т , где /и* 
таково, что s m < L , s m + i > L ; соответствующие точки на Г будут zr = 
= 2 ( s r ) . Положим 

^(/) = [ ~ - ] ( k = 0,l,2 р; г = 0 ,1 ,2 т, 

где sk = , [а + W] = [с] + [b] i, и поставим в соответствие функции 

/ (z)€ Г , матрицу РН| 
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Дальше используется метод, который применил А. Н. Колмогоров 
в работе (*) (§ 5), но оценка остаточного члена формулы Тэйлора произ­
водится с помощью представления его в виде интеграла по контуру Г. 

Л е м м а 2. Если граница Г £ Cj., О < jx < 1 (кривая Ляпунова), то 
имеет место оценка снизу 

^(Tq)>(jf, 0 < а < 1 . (4) 

Доказательство можно получить с помощью теоремы 1 из работы ( 2 ), 
используя прямую теорему о наилучшем приближении в комплексной 
области (3) и обратную теорему С. Н. Мергеляна (4) для области с грани­
цей рассматриваемого типа. 

Т е о р е м а I. Если TgCj,, 0 < а < 1, то 

В случае а = 1 справедливо соотношение 

lgtf . (7V)~{lgj. (6) 
Заметим, что теорема справедлива при несколько менее ограничитель­

ном для Г условии 
с 

yf±\]gh\dh<oc, 
0 

ЭДе j(h) — модуль непрерывности функции z'(s). 
Справедливы также следующие два утверждения. 
Т е о р е м а 2. Если граница области G — произвольная гладкая кривая 

€ непрерывно вращающейся касательной и 0 < а < 1 , то 

lg// e(r ?)~i-lgi. 
Т е о р е м а 3. Если граница Г области G — произвольная спрямляемая 

кривая Жордана и О < а <; 1, то * 

lgtf.(r,)Xlg|. 
2°. Рассмотрим вопрос об е-энтропии для класса обобщенных анали­

тических функций ( 5). Пусть дано уравнение 

5 = A(z)w + B(z)w = 0, (7) 
dz 

где w(z) = u(x,y)+tv{x9y)9 z = x + iy и ^ = у ( ̂  + 1щJ . Такое 

уравнение представляет запись в комплексной форме эллиптической 
системы уравнений 

да dv , и ди . dv . *, / Q 4 _ _ - = a « + to, - + - = cu + dv, (8) 

коэффициенты которой зависят от х и у. Будем говорить, что [функция 
Ф (z) 6 С™ (G), если Ф(г) и все ее частные производные по х и у до по­
рядка m включительно непрерывны в G и все_частные производные по­
рядка m удовлетворяют в замкнутой области G условию Липшица относи-

* Оценка сверху для He(Tq) следует из леммы 1; оценку снизу можно получить 
1 

в виде Hz(Tq)^A[j) 1 
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тельно z с показателем fx, 0 < [ л < 1 . Норма функции w(z) определяется 
равенством || w || = max | w (г) |. 

Т е о р е м а 4. Если Г£С£, 0 < < х < 1, А и B6C2(G), то для класса 
Wq решений w(z) уравнения (7), удовлетворяющих условиям 

д " т < С Ь s = 0 , l , ft = 0 , l р, И(̂ )|<с0, ^6G, и требованию, что константа в условии Липшица с показателем 
а для каждой частной производной р-го порядка от w не превосходит 
С (Ck и С > 0), справедливо соотношение 

Для а = 1 имеем 

lgtf . f l^- j lgy. (10) 
Заметим, что функции класса Wq удовлетворяют в области G уравне­

нию (7) в классическом смысле. 
Оценка сверху основана на принципе максимума модуля для обобщен­

ных аналитических функций: if ( z ) | < M max|f (z)|, z6<? (постоянная M 
zer 

зависит только от функций Л и В) —и на методе А. Н. Колмогорова^). 
Оценка снизу основана на существовании решения краевой задачи 
Reoy(z) = Y ( Z ) Д Л Я уравнения (7) с произвольной достаточно гладкой 

^функцией Y ( Z ) И на известных теоремах (Б) о зависимости между харак­
тером гладкости y(z) и решения w(z). 

3°. Рассмотрим еще вопрос об е-энтропии класса Vy. целых аналити­
ческих функций f (z), рост которых удовлетворяет условию 

на окружности (z[ = r для всех г > г 0, г 0 зависит только от jx(r). Пред­
положим, что [х(г) \ оо и rjx'(r) \ со при г | со и выполнено условие 

(г) [[л7 (г)]"1 > d > — 1 для г > /у, пусть || f || = max | f (z) |. Обозначим 
|г|=Я 

через г = h(n) решение уравнения ZJX'(г) = я и через (7(*) — решение 
уравнения nigh(п) = В обоих случаях достаточно найти асимптоти­
ческое решение. 

Т е о р е м а 5. Справедливо следующее соотношение 

tf£(vv)~?(ig!)ig{. on 
Если положим, в частности, (х(г) = агр, то получим результат 

.А. Г. Витушкина (г) 

(*т)2 

l g l g -

Если положим [А(г) = е о г Р , то будем иметь 

И ) * 
ig ig ig 7 
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