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X. Д. Икрамов 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

В литературе, посвященной разреженным матрицам, в 70-е 
годы выделился новый раздел—алгоритмы и программы 
для больших задач метода наименьших квадратов. Два обстоя­
тельства способствовали его появлению: возросшая потребность 
в решении таких задач и значительные успехи, достигнутые в 
разработке программного обеспечения для разреженных невы­
рожденных систем. Остановимся на этом тезисе несколько по­
дробней. 

Большие задачи наименьших квадратов (в дальнейшем рас­
сматриваются, как правило, только линейные задачи и исполь­
зуется сокращение 3HK.) возникают во многих приложениях: 
геодезии [7], фотограмметрии [30], статистических расчетах 
[24, 25], структурном анализе [35], при обработке атомных 
спектров [8], и т. д. В качестве впечатляющего примера упомя­
нем уравнивание опорной геодезической сети Северной Амери­
ки. Этот проект, рассчитанный на 10 лет, был объявлен в 1974 г. 
Национальной Геодезической Службой США. Он предусматри­
вает пересчет (с точностью до нескольких см) координат — ши­
роты, долготы и, в некоторых случаях, высоты — геодезических 
пунктов, размещенных на североамериканском континенте. 
Цифровые показатели таковы: «6 000000 наблюдений, связы­
вающих позиции приблизительно 200 000 пунктов («400 000 не­
известных). Математически задача эквивалентна решению в 
смысле наименьших квадратов очень разреженной системы из 
6 000000 нелинейных уравнений с 400 000 неизвестными. Стан­
дартные методы (например, метод Гаусса—Ньютона) сводят 
решение нелинейной ЗНК к последовательности линейных за­
дач с той же структурой разреженности. Таким образом, тре­
буется многократно решать линейную ЗНК с указанными раз­
мерами. Неудивительно, что эта задача вызвала заметное ожив-
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ление алгоритмической деятельности в данной области. (Более-
подробное описание проекта дано в работах [9, 36]). 

Среди тех, кто в последние годы наиболее активно работает 
в области решения больших ЗНК, мы видим канадца Джорджа,. 
англичанина Даффа, датского математика Златева и др. Все-
это — специалисты, внесшие значительный вклад в конструиро­
вание и программную реализацию разреженных методов для 
различных классов невырожденных линейных систем —симмет­
ричных знакоопределенных (Джордж), незнакоопределенных 
(Дафф), несимметричных (Дафф, Златев). Их интерес к ЗНК. 

неслучаен. Как увидит читатель, программное обеспечение для 
разреженных систем, решаемых в классическом смысле, может 
быть эффективно использовано и при решении разреженных 
ЗНК. 

Первые обзоры по методам для больших ЗНК относятся к се­
редине 70-х годов. Это статья Даффа и Рида [23], излагающая 
результаты численного сравнения различных разреженных ал­
горитмов, доклад Бьорка на симпозиуме 1975 г. по разрежен­
ным матричным вычислениям в Аргоннской Национальной Ла­
боратории США [12] и раздел X обзора Даффа по разрежен­
ным матрицам [22]. Мы передаем их содержание в §§ 3, 4, 
исходя из следующих соображений. Во-первых, эти работы (за 
исключением обзора Даффа) малоизвестны советскому читате­
лю, хотя многое в них представляет интерес и сейчас. В част­
ности, сохраняет силу классификация прямых методов' для 
ЗНК, предложенная в [23]: ортогональные методы, нормаль­
ные уравнения, метод Питерса—Уилкинсона, метод расширен­
ной матрицы. Во-вторых, мы получаем возможность проследить 
в дальнейшем тексте за развитием каждого из методов; это 
развитие привело в ряде случаев к синтезу методов и пере­
оценке старых представлений. Упомянем, например, что ортого­
нальные методы были оценены в [23] как наименее перспектив­
ные для разреженных задач, а нормальные уравнения— как 
метод, наилучшим образом учитывающий разреженность. В ра­
боте 1980 г. [26] Джордж и Хит описали комбинацию методов 
Гивенса и нормальных уравнений, сохраняющую достоинства 
обоих и лишенную их недостатков (см. об этом § 5). 

Чтобы в пределах заданного объема не сбиться на скорого­
ворку, мы ограничиваемся обзором только прямых методов. 
Итерационные методы для ЗНК заслуживают отдельного рас­
смотрения. 

На русском языке практически отсутствует справочная лите­
ратура по линейным задачам наименьших квадратов. Частичным 
исключением являются отдельные параграфы книги В. В. Вое­
водина [2]. За отсутствием ссылок для удобства читателя в об­
зор включены необходимые сведения о свойствах ЗНК, описа­
ние схем основных методов и сравнение их численной устой­
чивости. Мы рассматриваем всюду лишь наиболее типичный: 
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для приложений вариант задачи наименьших квадратов: систе­
ма линейных уравнений 

Ах=Ь (1.1) 
имеет вещественные коэффициенты и переопределена; при этом 
тХп матрица А имеет полный столбцовый ранг: т^п, ранг 
А —п. 

§ 2. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ 
НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Договоримся об обозначениях, которые будут использовать­
ся в дальнейшем тексте. Векторы обозначаются строчными, а 
матрицы и операторы — прописными латинскими буквами. Ска­
лярные величины указываем либо греческими буквами либо 
строчными латинскими с индексами. 

Символ |U|| всегда обозначает евклидову длину вектора х. 
Для матриц, в соответствии с обстоятельствами, мы использу­
ем одну из следующих двух ортогонально инвариантных норм: 
спектральную норму 

1И1И2К1-Г 
или евклидову норму 

Полезны выражения обеих норм через сингулярные числа 
матрицы [1]. Будем считать сингулярные числа Sj, ...,sn 
матрицы А упорядоченными по убыванию 

Si>S2> . • . >Sn. 
Тогда 

\1/2 
-4||2=-*1- II-А||--= ( 2 *2 

\ i 

Пусть Л+ — псевдообратиая матрица Мура—Пенроуза для 
матрицы А [1]. В силу предположения ранг А — п наименьшее 
сингулярное число sn строго положительно. Поэтому сингуляр­
ными числами А+ будут l/sn, lAs-n-b • • •» 1/5ь и 

1|Л + ||2=1/5п. 
Невязкой вектора х (относительно системы (1.1)) называет­

ся т-вектор 
r=r(x)=b—Ах. 

Существует вектор х0, Для которого длина невязки минимальна: 
ЫЫ\г(^)\\^тт\\г(х)\1 
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В силу условия ранг А=п такой вектор х0 определен однознач­
но. Он называется псевдорешением системы (1.1) (least-squares 
solution). 

Задача наименьших квадратов состоит в вычислении для 
системы (1.1) ее псевдорешения. Если в действительности сис­
тема совместна, то псевдорешение совпадает с решением в 
обычном смысле. 

При решении системы с невырожденной квадратной матри­
цей прямым методом типичными операциями являются: 1) ле­
вое умножение обеих частей системы на невырожденную мат­
рицу М 

Ах=Ь-+(МА)х=МЬ; 
2) правое умножение матрицы А на невырожденную матрицу Sr 
что равносильно замене переменного x=Sy 

Ax=b-+(AS)y = b. 
Существенное отличие ЗНК. от решения невырожденной сис­

темы состоит в том, что здесь допускаются только ортогональ­
ные левые преобразования. Действительно, задачи 

mm||Ax: — b\\ 
X 

И 

min\\M(Ax — b)\\ 
X 

эквивалентны, вообще говоря, только тогда, когда М—ортого­
нальная матрица. Замены же переменного по-прежнему можно 
выполнять с произвольными невырожденными матрицами. 

Коэффициенты системы (1.1) редко бывают известны точно. 
Даже если они заданы точно, ошибки вносятся в них при запи­
си в память ЭВМ. В результате вместо точной решается возму­
щенная система 

(A+F)x=b+f. (2.1) 
Во многих случаях удается показать, что совокупное влияние 
ошибок округлений, производимых в ходе расчетов, также эк­
вивалентно малому возмущению коэффициентов исходной сис­
темы. Все это приводит к необходимости отвечать на следую­
щие вопросы. Какой уровень возмущений в коэффициентах сис­
темы (1.1) не приводит к качественному изменению ее свойств.. 
т. е. к уменьшению ранга и потере однозначной определенности 
псевдорешения? Как связаны псевдорешения двух «близких» 
ЗНК? 

Достаточным условием сохранения ранга задачи при возму­
щении, которое приводит к системе (2.1), является выполнение 
неравенства 

11-4+Ы1Л|2<1 (2.2) 
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или, что то же, 
\\F\\2<Sn. 

Процитируем теперь по книге [37] теорему Ведина, отвечаю­
щую на второй вопрос. 

Пусть х0 — псевдорешение задачи (1.1), г0 — соответствую­
щая ему невязка, xo—Xo+dxo — псевдорешение возмущенной" 
задачи (2.1). Предполагается, что условие (2.2) выполнено. 
Тогда 

II^iKi-Hf^iVii{| |Л|( |1 *о|1+11 •-*•• "- '•-iP+H/iP- (2-3> 
.Мы опустили в этом неравенстве знак спектральной нормы, 

Выпишем соответствующую оценку относительного возмуще­
ния. Положим 

1*11 „ II Го II 
у = . 

% 

•Л |1 1 1 * 0 И * r IUll'1-^o 
х = к{А)=\\А\\\\А+1 

к \\А\\\\А±\\ 
1—ка, 1 —HE || II _4+|| " 

Теперь из (2.3) выводим 

i i ^ - < x { ( l + x p ) a + Y p } . (2.4> 
Обсудим смысл оценок (2.3) и (2.4). Рассмотрим вначале случай. 
совместной системы (1.1). В этом случае г0—-0, 7 < - и (2-4)' 
Принимает вид: 

-i^f <--—— (a +0, (2.5) 
Считая, что ма-<1 и игнорируя знаменатель, видим, что относи­
тельная погрешность псевдорешения ограничена произведением 
числа %{А) на сумму относительных погрешностей матрицы и 
правой части задачи. Тем самым, %(А) играет роль коэффици­
ента усиления при переходе от относительной погрешности ко­
эффициентов системы к относительной погрешности ее псевдо­
решения. 

Итак, в рассматриваемом случае получается по существу тот-
же результат, что и при оценке возмущения решения невырож­
денной квадратной системы. Поэтому за произведением %(А) = 
= ||Л[|[|Л+|| сохраняется наименование (спектрального) числа 
обусловленности задачи (или ее матрицы А). 

Если система (1.1) почти совместна (т. е. оптимальная не­
вязка мала), то для нее примерно справедлива пропорциональ­
ная зависимость между относительными погрешностями коэф­
фициентов и псевдорешения. Картина качественно изменяется 
для задач с «большими невязками». Теперь в правой части 
оценки (2.4) имеется член, квадратично зависящий от числа 
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обусловленности %. Влияние этого члена на погрешность реше­
ния скажется, как бы хорошо ни был выбран численный метод 
для задачи (1.1). 

Наличие квадратичной зависимости от числа обусловленно­
сти— важный фактор, отличающий решение несовместных сис­
тем в смысле наименьших квадратов от решения невырожден­
ных квадратных систем. 

§ 3. ОСНОВНЫЕ ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ДЛЯ ЗНК 

В этом параграфе излагаются схемы прямых методов, наи­
более часто используемых для решения задачи наименьших 
квадратов. Сопоставляется численная устойчивость методов; 
приведены данные относительно их запросов к памяти и необ­
ходимой арифметической работы. При этом матрица задачи 
считается плотной, а оперативная память — достаточной для то­
го, чтобы разместить в ней все нужные массивы. Те же методы 
в дальнейшем (начиная с § 4) будут подвергнуты сравнению 
для случая разреженной ЗНК. 

Понятие псевдорешения допускает несколько эквивалентных 
определений, каждое из которых может быть превращено в спо­
соб его вычисления. Нетрудно видеть, например, что невязка г0, 
отвечающая псевдорешению xQ, должна быть ортогональна об­
ласти значений матрицы А, что можно записать равенством 

Лгго=0. (3.1) 
Заменяя невязку ее выражением, видим, что х0 является реше­
нием так называемой системы нормальных уравнений 

АтАх=АтЬ. (3.2) 
Поскольку матрица АТА невырождена, других решений, кроме 
XQ,, система (3.2) не имеет. 

В сведении задачи (1.1) к решению системы (3.2) и состоит 
наиболее известный, пожалуй, метод для ЗНК—метод нор­
мальных уравнений. Он состоит из таких этапов: 

1. Формирование коэффициентов нормальной системы (3.2). 
Матрица В=АТА — симметричная, поэтому в вычислении 

нуждаются лишь п(п+\)/2 ее коэффициентов. Элемент Ьц вы­
числяется как скалярное произведение £-го и /-го столбцов мат­
рицы А. 

2. Вычисление треугольного разложения матрицы В. 
Так как матрица В положительно определена, то ее тре­

угольное разложение можно выполнить методом Холесского. 
Для соответствующей правой треугольной матрицы R справед­
ливо 

B*=A*A=RTR. (3.3) 
Матрица R однозначно определяется соотношением (3.3), если 
ее диагональные элементы положительны. [Такая R называется 
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(правым) множителем Холесского для матрицы В. Положи­
тельность диагональных элементов R обеспечивается в методе 
Холесского автоматически. 

3. Решение треугольных систем RTy—ATb и Rx=y. 
Наиболее трудоемки первые два этапа. Приведем для каж­

дого главный член числа арифметических операций (ops), по­
нимая под операцией «умножение+сложение»: формирование 
матрицы В —- mn2J2 ops, метод Холесского — /г3/6 ops. 

Требования к памяти зависят от реализации метода. • Если 
исходную матрицу А необходимо сохранить (например, для вы­
числения невязок), то нужны дополнительно /г(п+1)/2 машин­
ных слов для хранения верхнего треугольника В. В противном 
случае, используя линейный массив длины п, можно разместить 
В по мере ее формирования в части массива А. Последующие эта­
пы алгоритма не требуют дополнительной памяти. В частности, 
множитель Холесского R помещается на место верхнего тре­
угольника В. 

Метод нормальных уравнений позволяет решение серии за­
дач с одной и той же матрицей А и различными правыми частя­
ми. В самом деле, если сохранены А и множитель Холесского 
R, то все, что нужно сделать для решения очередной ЗНК 
Ах=с, это — сформировать вектор Атс и решить треугольные 
системы RTy=c и Rx=y. 

В классе задач с плотной входной информацией метод нор­
мальных уравнений предъявляет наименьшие запросы к памяти 
и требует наименьшей арифметической работы. Другое достоин­
ство метода — в том, что вследствие положительной определен­
ности матрицы В при решении нормальной системы не прихо­
дится заботиться о выборе главных элементов. 

Недостатки метода выявляются при исследовании его чис­
ленной устойчивости. Прежде всего, уже само по себе форми­
рование нормальной системы может повести к качественному 
изменению задачи — потере ею полного ранга. Рассмотрим сле­
дующий пример [14] 

Если задача решается на машине с относительной точностью е, 
а <5 меньше, чем ]/¥, то будет вычислена такая матрица В: 

Она имеет ранг 1, в то время как ранг А=3. 
Предположим теперь, что матрица В—АТА вычислена точно. 

В этом случае ее (спектральное) число обусловленности есть 
квадрат числа обусловленности А. Это значит, что ошибки в 
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вычисленном решении нормальной системы могут быть пропор­
циональны п2(А) -—независимо от того, совместна или нет ис­
ходная задача (1.1)! 
Метод Питерса—Уилкинсона преследует цель улучшить об­

условленность нормальной системы за счет предварительного 
преобразования задачи. Он состоит из таких этапов: 

1. «Треугольное» разложение матрицы А. 
Матрица А (с возможно переставленными строками и столб­

цами) представляется в виде произведения левой трапециевид­
ной тХп матрицы L (т. е. /ij = 0 при i<j) и верхней треуголь­
ной пХп матрицы U: 

PlAP2=LU. (3.4) 
Pi и Р2 — матрицы перестановок, которые вводятся в процесс 
для придания ему численной устойчивости аналогично тому, 
как это делается в методе Гаусса при решении невырожденных 
квадратных систем. Можно использовать те же схемы выбора 
главного элемента; в частности, при выборе по столбцу (час­
тичном выборе) или по всей матрице (полном выборе) все эле­
менты /ij ограничены по модулю единицей. 

Умножая обе части (1.1) слева на Р\ и используя (3.4), 
получим: 

LUP2*x=P\b. (3.5) 
Замена y=UP2

Tx переводит (3.5) в ЗНК 
Ly^Pxb. (3.6) 

Поэтому следующими этапами метода будут: 
2. Формирование системы нормальных уравнений для зада­

чи (3.6). 
3. Вычисление треугольного разложения для матрицы L*L: 

LTL=*RTR. (3.7) 
4. Решение треугольных систем Рг2 — ЬТРф, Ry = z. Теперь, 

пользуясь связью между у и х, нужно восстановить псевдореше­
ние исходной системы. 

5. Решение треугольной системы Us=y, 
6. Перестановка компонент вектора s:x0=P2s. 
В методе Питерса—Уилкинсона арифметическая работа су­

щественно увеличивается по сравнению с методом нормальных 
уравнений. Самым трудоемким является первый этап. Главный 
член числа арифметических операций при вычислении разложе­
ния (3.4) посредством элементарных преобразований равен 
тп2/2—пУ6. Формирование матрицы LTL можно выполнить за 
тп2/2—/г3/3 ops ( + члены меньшего порядка), если учесть, что 
верхняя пХп подматрица L имеет треугольный вид. Еще п3/6 + 
+ 0(/г2) ops требует разложение Холесского (3.7). Остальные 
этапы не вносят вклада в главный член суммарной арифмети­
ческой работы, равный таким образом mn2—nz/3 ops. 
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Если нужно решить новую ЗНК. с той же матрицей Л, но с 
другой правой частью, то повторяются лишь этапы 4—6 описан­
ного процесса. При этом должны быть сохранены L, треуголь­
ные матрицы R, U информация о перестановках Ри Р2. 

Если не требуется хранить исходную матрицу Л, то весь 
процесс (с точностью до линейных массивов) можно провести 
в занимаемом ею тХп массиве. После этапа 1 в нем хранятся 
L и U; затем часть памяти, отведенной для _, замещается (пс* 
мере его формирования) треугольником матрицы LTL\ наконец, 
на место последнего записывается множитель Холесского R. 

Итак, подход Питерса—-Уилкинсона усложняет схему ме­
тода нормальных уравнений и увеличивает арифметическую ра-
боту. Какова же компенсация за эти минусы? 

Главным стимулом является надежда на то, что матрица L, 
все элементы которой по абсолютной величине не превосходят? 
единицу, обусловлена значительно лучше, чем Л. Хотя при пере­
ходе к нормальной системе (3.7) число обусловленности возво­
дится в квадрат, это может быть уже не так опасно вследствие 
уменьшившегося значения к(Ь). 

Насколько, основательна эта надежда?; Теоретически дока­
зать, что матрица L будет хорошо' обусловлена, невозможно, 
как показывает известный пример матрицы 

- 1 • ' 1 О 
- 1 - 1 1 
- 1 —1 - 1 1 

Для такой треугольной матрицы порядка п спектральное число-
обусловленности превышает 2п~2 [37, гл. 6]. 

В то же время практика метода Питерса—Уилкинсона по­
казывает, что плохая обусловленность исходной матрицы Л от­
ражается, как правило, в плохой обусловленности верхнего тре­
угольного множителя U; матрица же L обычно обусловлена' 
хорошо [12,. 15, 38]. Таким образом, можно считать, что метод 
достигает поставленной цели — уменьшить обусловленность 
нормальной системы. 

Нужно отметить все же, что, ослабляя проблемы численной 
устойчивости в одном месте, метод Питерса—Уилкинсона может 
столкнуться с затруднениями в другом. Речь идет 'о сильном 
росте элементов на первом этапе процесса; явлении, хотя и ред­
ко наблюдаемом экспериментально, допускаемом тем не менее: 
теорией. Такой рост обычно связан с потерей точности в вычис­
ленном решении ЗНК-

Другим способом преодоления плохой обусловленности нор­
мальной системы является метод расширенной матрицы. При­
соединяя к (3.1) определение оптимальной невязки г0, получа­
ем следующую систему: 

Г!о+Лхо==Ь- (3.8) 
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Л->ю=0. (3.9) 

Вводя расширенную матрицу G и расширенный вектор g соот­
ношениями (/„--— единичная матрица порядка т) 

0 = 1 АТ 0 ' g = (o 
заключаем, что вектор 

У.-Х-0 
Щ={Г1) (3.10) 

есть решение линейной системы 
Qu^g. (3.11) 

Это решение —единственное, поскольку матрица О невырождена • 
Действительно, С? эквивалентна невырожденной матрице 

' /„ А 
0 — АТА 

Более общий подход заключается во введении в расширенную 
матрицу управляемого параметра а: 

Gil m •A 
Са — | АТ 0 

При а # 0 матрица Ga попрежнему невырождена, и единствен­
ным решением системы 

Gau~g (3.12) 
будет вектор иа, получающийся из вектора (3.10) заменой г0 
на а_1Ло. (Как отмечено в [2, стр. 196], если не требовать сим­
метрии расширенной матрицы, то ее вид можно еще обобщить: 

( / в ' р в г 1рд г о 
р-^-0. К такой матрице приходим, умножая на р равенство 
А 9 ) ) . 

Смысл перехода к расширенной задаче опять-таки состоит в 
надежде, что ее обусловленность можно улучшить в сравнении 
с обусловленностью нормальной системы. Поскольку Ga сим­
метрична, ее (спектральное) число обусловленности равно от­
ношению максимального и минимального из модулей собствен­
ных значений. Последние оказываются связанными с сингуляр­
ными числами А. 

Заметим прежде всего, что а будет собственным значением 
Оа при тфп, причем его кратность равна т—п. Действительно, 
как нетрудно проверить, ранг матрицы G{alpha}—alm+n равен 2п, а 
«ее дефект — соответственно т—п. 
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Считая, что К — собственное значение Ga, не совпадающее с 
а, приводим характеристическое тождество det(Ga—Я/т+л) =0 
к виду 

det [Я (Я—a)/m—Л Ml =0. 
Отсюда следует, что помимо а матрица Ga имеет 2/г собствен-. 
ных значений, получающихся из сингулярных чисел s{ матрицы, 
А путем решения квадратных уравнений 

Корнями этих уравнений будут числа 
{alpha}±y{alpha}-+4.5i- .___., 

п — > I 1 ) • • • 1 fl. 

Мы покажем сейчас, что при варьировании а обусловлен-. 
ность Ga изменяется в широких пределах. Для этого мы оценим 
x(G) для двух конкретных значений а. ;••• 

Положим a=Si. Тогда 
^тах-—51(1+1/5)/2, 

•^•тах Qi(Sl Y) 
l i m l n l - \\*n ) Г 

Таким образом, при а = 5 г обусловленность расширенной мат­
рицы сравнима с обусловленностью нормальной системы (3.2)-

Пусть теперь a = sn. В этом случае 

l^ in!=^(> / "5"- l ) /2 , 

Следовательно, при. этом значении а обусловленность расши­
ренной матрицы практически такая же, как У матрицы Л. 

Разумеется, в реальных задачах значение sn неизвестно, и 
стоимость его вычисления сравнима со стоимостью решения 
самой ЗНК. Однако,,можно надеяться на то, что Ga не слиш­
ком ухудшает обусловленность для значений а, близких к sn. 
В то же время часто удается получить оценку для sn сравни­
тельно недорогим способом. 

Но достаточно ли добиться приемлемой обусловленности 
Ga, чтобы обеспечить нужную точность вычисленного решения? 
Здесь мы вынуждены коснуться одного тонкого вопроса, свя­
занного с анализом погрешностей округлений при решении не­
вырожденных квадратных систем методами типа Гаусса. 

Можно показать [5], что вычисленное методом Гаусса реше­
ние и системы (3.11) будет точным решением возмущенной сис­
темы 
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Gu =g, 
причем для возмущения G — G справедлива-оценка вида 

|| G — G || < ф {т +-л) k{G) || С|| е. (3.13) 
Здесь е--относительная точность ЭВМ (для двоичной машины 
с /-разрядной мантиссой е == 2--);' <р — степенная функция (от 
порядка системы) с небольшим показателем, зависящим от 
деталей реализации метода и от машинной арифметики; k(G) — 
так называемый коэффициент роста, определяемый как отноше­
ние максимального модуля элементов, матрицы. на всех шагах 
исключения к максимальному модулю элементов самой матри­
цы G. Оценки, аналогичные (3.13), имеют место и для ряда 
других методов. ,-, 

В случае положительно определенной матрицы G коэффици­
ент роста равен единице. Привлекая оценку (2,5), мы видим, 
что относительная погрешность вычисленного решения ив наи­
худшем возможном случае имеет величину порядка «(G)<p (m + 
+ л)е. 

Иначе обстоит дело при решении несимметричных систем, 
или систем симметричных, но незнакоопределенных. Здесь воз­
можны большие значения коэффициента роста. Попробуем, на­
пример, в системе (3.12) при a=s„ использовать естественный 
дорядок исключения.. После т шагов метода Гаусса получим в 
качестве активной подматрицы матрицу (—ATA)]sn. Уровень ее 
элементов на множитель порядка x(Ga) превышает уровень 
элементов матрицы Ga, и погрешность в решении системы мо­
жет быть пропорциональна квадрату числа обусловленности. 
.Конечно, это означает, что естественный порядок исключения 
не имеет смысла, поскольку возвращает нас к нормальной сис­
теме; однако, сходные эффекты могут возникать и при другой 
последовательности исключения. 

Рассмотренный пример заодно показывает трудность ис­
пользования специфики расширенной матрицы — наличия у нее 
нулевого и единичного блоков. В то же время симметрия G мо­

жет быть эффективно использована. Существует несколько ал­
горитмов решения симметричных незнакоопределенных систем 
[6, 17, 20], имеющих практически те же характеристики по па­
мяти и быстродействию, как метод Холесского, и обладающих 
относительной численной устойчивостью такого же типа, как в 
|1'еТоДе Гаусса. 

Используется или нет симметрия расширенной матрицы, 
арифметическая работа при решении системы (3.12) пропор­
циональна (/?г-|-тгу-, а минимальная память, необходимая для 
реализации метода, составляет «(m + fi)2/2 машинных слов. 
Это слишком высокая плата за возможность понизить обуслов­
ленность задачи --выигрыш, который может быть обесценен 
последующим ростом элементов. Поэтому для плотных задач 
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метод расширенной матрицы обычно не используется. В то же 
время для, разреженных ЗНК метод оказывается полезным 
(см. §4), 

Последняя группа алгоритмов, которую мы рассмотрим,— 
это ортогональные методы. Общее в них то, что во всех случаях, 
явно или неявно, строится ортогонально-треугольное разложе­
ние матрицы А, т. е. представление А в виде 

A = QRt (3.14) 
где Q—mXn-матрица с ортонормированными столбцами, i? — 
правая треугольная матрица. Методы различаются способами 
построения этого разложения. 

Как бы ни вычислялось ортогонально-треугольное разложе­
ние, оно всегда приводит по существу к одним и тем же матри­
цам Q, R. Действительно, из (3.14) следует 

B=ATA=RTR 
и, значит, матрица R с точностью до умножения некоторых 
строк на (—1) совпадает с множителем Холесского матрицы В. 
Умножая (3.14) справа на #--, видим, что Q определена этим 
соотношением с точностью до знаков столбцов. 

Пусть разложение (3.14) вычислено. Поскольку области зна­
чений А и Q совпадают, для искомого псевдорешения х® долж­
но выполняться равенство QTro=0, т. е. 

QT(b— AXQ) ~QTb-Rx0 = 0. 
Таким образом, вектор х0 можно найти, решая треугольную 
систему 

Rx = QTb. (3.15) 
Из сказанного вытекает, что выполнение всякого ортогонально­
го метода можно разделить на три этапа: 1) вычисление орто­
гонально-треугольного разложения; 2) преобразование правой 
части: b-*-QTb; 3) решение треугольной системы (3.15). Спосо­
бы вычисления оптимальной невязки л- различны в разных ор­
тогональных методах, хотя, если исходная матрица А сохране­
на, невязку можно во всех случаях находить по хй в соответст­
вии с ее определением. При необходимости решить новую ЗНК 
с той же матрицей Л повторяются лишь этапы 2 и 3. Матрицы 
Q, R должны быть сохранены. 

Дадим теперь краткое обозрение методов ортогонально-тре­
угольного разложения матрицы. Наиболее прямым подходом 
является ортогонализация столбцов А. Однако классический 
процесс ортогонализации Грама—Шмидта часто оказывается 
численно неустойчивым. Значительно лучшие результаты дает 
модифицированный метод Грама—Шмидта. 

Пусть аи a2 , . . . , вп — столбцы матрицы Л. Вкратце разли­
чие между двумя способами ортогонализации заключается в 
следующем. В классическом методе k-тл столбец включается в 
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процесс впервые на &-м шаге. Он ортогонализуется к уже по­
строенным ортонормированным векторам ?1 , ?ь-ь 

k-i 

ak == ah — 2 rjkq}, rjk -= (ak, qj), 

и после нормировки превращается в вектор qk: 
qk = r-fek, rkk = |KI|. 

Векторы .ft, ...,qn суть столбцы матрицы Q из (3,14); rjk 
суть элементы треугольной матрицы R. Таким образом, в клас­
сическом методе матрица R строится «по столбцам», 

В модифицированном методе Грама —Шмидта в результате 
первых k— 1 шагов не только построены ортонормированные 
векторы qu ...,qk_v но и остальные векторы системы уже 
ортогоналиЗованы к векторам qt, 1 < / < / ? — ! , Поэтому правиль­
нее обозначать их af-l\ &</</*.. Вектор а£~1\ будучи 
ортогонален к qx, ..., qk_x, лишь множителем отличается от q^ 

?*--й ,-"?- , ) . .-"**=—If И-
Теперь ортогонализуем к qk прочие векторы atft~->, j">k: 

af) = af~»-rkjqkr rkj = (a^\ qk). 
Этим k-& шаг закончен. Ясно, что в модифицированном процес­
се матрица R строится «по строкам». 

В работе Бьо1рка [10] показано, что если при вычислении 
скалярных произведений используется операция накопления 
или двойная точность, то приближенное решение, найденное 
модифицированным методом Грама—Шмидта, является точным 
для возмущенной системы (2.1), где 

\\Г\\Е<2па12\\А\\Ег, \\/\\<2п*1ЦЬ\\е. 
Наиболее естественный для процессов ортогонализации спо­

соб хранения: замещение столбцов а^ столбцами <7ь .и запись 
элементов rhj в дополнительный массив длиной в /г(п+1)/2 
слов. Если по каким-либо причинам матрица Q не хранится, то-
программу метода можно организовать так, чтобы R в конеч­
ном счете находилась в массиве, первоначально занятом матри­
цей А. 

Главный член числа арифметических операций в обоих ме­
тодах ортогонализации равен тп2, 

Два других метода ортогонально-треугольного разложения 
матрицы—-это метод отражений и метод вращений (часто на­
зываемые в англоязычной литературе соответственно методами! 
Голуба—Хауехолдера и Голуба—-Гивенса; эти названия связа­
ны с тем, что именно Голуб в работах 1965 г. [18, 31] ввел 
ортогональные преобразования в обиход среднеквадратичных 
вычислений). Схема (3.14) реализуется в них неявным образом.. 
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Матрица А путем левого умножения на последовательность спе­
циальных матриц Qi,. ••., Qh преобразуется к треугольной мат­
рице R, окаймленной нулевыми строками; те же умножения 
применяются к правой части задачи: 

Псевдорешение л:0 определяется из треугольной системы Rx = bu 
В методе отражений последовательность {Qi} состоит из 

матриц отражения Н\,..., Нп. Каждая из этих матриц полно­
стью определяется одним вектором — нормалью ее зеркала. 
Стандартный способ хранения в методе отражений: элементы 
производящих векторов записываются в освобождающиеся под-
диагональные позиции массива А\ в верхнем Треугольнике мас­
сива формируется матрица R; нужны еще, в зависимости от 
реализации, один или два линейных массива длины п. 

В методе вращений последовательность {Qi} состоит из. 
п (2т—п—1)/2 вращений. Каждое из них путем комбинирова­
ния двух строк матрицы аннулирует ровно один поддиагональ-
ный элемент, сохраняя ранее полученные нули. Для запомина­
ния вращения достаточно одной ячейки [4, стр. 110], например, 
той, где помещался уничтоженный элемент. После исключения 
всех поддиагональных элементов в верхнем треугольнике мас­
сива А находится матрица R. 

В отношении численной устойчивости методов отражений и 
вращений справедливы утверждения, аналогичные цитирован­
ному выше результату Бьорка о модифицированном методе Гра-
ма—Шмидта (см., например, [37, гл. 16, 17]). С точки зрения 
требований к памяти первые два метода имеют преимущество: 
вся информация об ортогонально-треугольном разложении раз­
мещается на месте матрицы А, в то время как в процессах ор-
тогонализации приходится вводить дополнительный массив для 
^.Арифметическая работа в методе отражений—наименьшая: 
главный член равен тп2—п?13 ops. Примерно вдвое больше опе­
раций в методе вращений при его стандартной реализации. 
Однако существует схема метода (так называемые быстрые 
вращения; см. [4]), в которой главный член числа операций 
тот же, что в методе отражений. 

Таким образом, метод отражений по всем показателям пре­
восходит процессы ортогонализации. Что касается выбора меж­
ду методами отражений и вращений, то он неоднозначен. Для 
плотных задач, вся входная информация которых может быть 
хранима в оперативной памяти, следует, видимо, предпочесть 
первый метод. Для больших и разреженных задач более приго­
ден второй (см. § 4). Сейчас ограничимся указанием главного 
отличия метода вращений от других ортогональных методов: он 
ориентирован на обработку задачи по строкам; метод же от­
ражений и процессы ортогонализации работают со столбцами.. 
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В заключение этого параграфа сделаем два замечания. Пер­
вое из них относится к возможности уточнить вычисленное ре­
шение ЗНК. Если сохранена исходная матрица А, то для уточ­
нения используются итерационные алгоритмы, аналогичные при­
меняемым в случае квадратных невырожденных систем. Пусть, 
например, х—приближенное решение, найденное методом нор­
мальных уравнений, г — отвечающая ему невязка. Предполо­
жим, что точность х нас не удовлетворяет, но в (компонентах) 
х все же имеется хотя бы один верный знак. Будем рассматри­
вать вектор и =(гтхт)т как приближенное решение расширен­
ной системы (3.11) и применим к последней стандартный про­
цесс итерационного уточнения [5]. При этом считаем Чс=Х\, 

Шаг итерационного уточнения начинается с вычисления с 
-двойной точностью невязки текущего приближения uh= 
= {fkTXkT)T- Это равносильно вычислению (с двойной точно­
стью) векторов fh—b—rh—Axk, gh=—ATrk. Далее должна решать­
ся линейная система GAu=hh> где hh=(fh

Tgk
T)T. Она эквива­

лентна уравнениям 
Ar+AAx=fh, .(3.16) 
' ATAbx=A*fk—gh. 

Заменяя в последнем Лг..4 на RTR и решая соответствующие 
треугольные системы, получим вектор, который примем' за 
Ахи — поправку к л :̂ 

xh+i=xh+Axh. 
Поправка Аг определяется из (3.16); rk+i = rk+Arh. 

Сходимость этого и других процессов итерационного уточне­
ния анализируется в работах Бьорка [11, 16]. 

Второе замечание касается сравнительной точности ортого­
нальных методов и метода нормальных уравнений. Во многих 
зарубежных публикациях принимается как аксиома, что первые 
значительно превосходят последний. Мотивировка та, что орто­
гональные методы сохраняют обусловленность исходной зада­
чи, а переход к нормальной системе возводит обусловленность 
в квадрат. При этом упускают из виду, что для несовместной 
системы в оценке погрешности приближенного псевдорешения 
все равно присутствует квадратичный по числу обусловленности 
член (см. § 2). Правильный, на наш взгляд, критерий сформу­
лирован В. В. Воеводиным [2, стр. 195]: если система совмест­
на или почти совместна, то ее целесообразно решать ортого­
нальными методами; в противном случае более точные резуль­
таты может давать метод нормальных уравнений (если — доба­
вим от себя —при формировании нормальной системы не про­
исходит потери ранга; см. пример в §2). 
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§ 4. ПЕРВЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
ДЛЯ РАЗРЕЖЕННЫХ 3HK 

Основную часть данного параграфа составляет изложение 
работ Даффа и Рида середины 70х годов [21, 23]. Однако 
мы начнем с защиты тезиса, сформулированного в § 3; для 
разреженных задач метод вращений предпочтительней метода 
отражений. 

Полезно ввести некоторые обозначения и терминологию, свя­
занные с методом вращений. Через ./?.,, л будем обозначать вра­
щение, преобразующее i-ю и /-ю строки матрицы. При стан-
дартной реализации метода вращений матрица и правая часть 
ЗНК умножаются слева на последовательность 

A n , т • • • A m ?г-|-1 . . . А2> т • . . A2,4--\2,з-М, т • • • R\,3Rl,2> ( 4 . 1 ) 

причем вращение Rh. обращает в нуль элемент aiS. Таким об­
разом, вначале аннулируются элементы 1-го столбца, и во всех 
вращениях участвует 1-я строка; затем с помощью 2-й строки 
аннулируются поддиагональные элементы 2-го столбца,, и т. д. 
Будем говорить об аннулировании элементов очередного столб­
ца как о большом шаге процесса; число больших шагов равно 
п. Вращения, из которых состоит большой шаг, назовем малы­
ми шагами. Строка, посредством которой проводятся исключе­
ния 6-го большого шага, называется ведущей строкой этого ша­
га; столбец, элементы которого аннулируются, — ведущим 
столбцом. После первых / больших шагов элементы первых I 
строк и /столбцов матрицы уже не участвуют в вычислениях; 
оставшаяся подматрица именуется активной подматрицей 
(Й-1)-го'шага; входящие в нее части последних п—/ столбцов 
называются активными. 

При работе с разреженными матрицами мы заинтересованы в 
минимизации числа элементов, которые, будучи нулями в ис­
ходной матрице, становятся (хотя бы временно) ненулевыми на 
промежуточных этапах метода. Говорят, что такие элементы об­
разуют заполнение. От величины заполнения зависят как до­
полнительная память, требуемая методу, так и выполняемая 
им арифметическая работа. Первый плюс метода вращений в 
сравнении с методом отражений связан с характеристиками за­
полнения. Сопоставим результаты большого шага (например, 
1-го) в методе вращений и шага в методе отражений; в обоих 
процессах они играют одинаковую роль. Здесь и в дальнейшем, 
в аналогичных ситуациях, мы будем придерживаться гипотезы 
о неуничтожении [3, стр. 35]: если для двух ненулевых вели­

чин выполняется слож:ение или вычитание, то сумма (разность) 
считается не равной нулю. 

Итак, 1-й шаг затрагивает в обоих методах одни и те же 
строки; именно, те, что. имеют ненулевой. элемент в первом 
столбце. B результате отражения все эти строки приобретут 
одинаковое расположение ненулевых элементов, получающееся 
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объединением их первоначальных Структур. В методе вращений 
заполнения разных строк, вообще говоря, различны и опреде­
ляются по правилу: строки, участвующие в малом ша­
ге, «складывают» свои структуры ненулевых элементов. Рис. 1 
поясняет сказанное (крестиками обозначены ненулевые элемен­
ты) . 

X 0 X 0 0 0 X 0 

х х о х о о х о 
X 0 X X X X 0 X 

A 

х х х х х х х х 
о х х х х х х х 
0 х х х х х х х 

После 1-го отражения 

Х Х Х Х Х Х Х Х 

о х х х о о х о 
о х х х х х х х 

После 1-го большого шага 
Рис. l 

Второе преимущество метода вращений состоит в том, что он 
легко может быть приспособлен к построчной обработке; в то 
же время метод отражений мало пригоден для такой обработ­
ки из-за своей «столбцовой» ориентации. Это является важным 
обстоятельством при решении больших переопределенных систем 
по двум причинам. Во-первых, если матрица задачи целиком не 
помещается в оперативной памяти, она может вводиться в нее 
по строкам. В этом случае вместо (4.1) вращения выполняются 
в такой последовательности (указываем только опорные пары 
индексов): (1,2), (1,3), (2,3), (1,4), (2,4), (3,4),... Разумеет­
ся, матрицу можно было бы вводить и по столбцам, но тогда к 
очередному столбцу необходимо применить все ранее вычислен­
ные преобразования, что требует их хранения. При решении 
больших задач хранения ортогонального сомножителя старают­
ся избежать, поскольку матрица Q значительно более плотная, 
чем исходная матрица А. Во-вторых, довольно распространена 
ситуация, когда после того, как уже вычислено псевдорешение, 
в задачу вводятся новые «наблюдения» при прежнем числе «па­
раметров» (неизвестных). Часто такую ситуацию создают ис­
кусственно. Например, если в целом очень разреженной матри­
це имеется несколько сравнительно плотных строк, их выгодно 
трактовать как новые наблюдения. Подробней об этом расска-
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зано в § 9. Пересчет псевдорешения при введении нового урав­
нения легко достигается посредством вращений. Отражения 
здесь менее эффективны. 

По указанным причинам для решения больших разреженных 
задач из ортогональных методов используют преимущественно 
метод вращений. 

Перестановки строк и столбцов матрицы А — это простей­
ший вид допустимых преобразований задачи наименьших квад­
ратов (напомним, что перестановка строк матрицы должна со­
провождаться аналогичной перестановкой компонент правой 
части, а перестановка столбцов соответствует перенумерации 
неизвестных). Посмотрим, как эти перестановки отражаются на 
сомножителях ортогонально-треугольного разложения. 

Пусть Pi и Р2 — матрицы перестановок, 
A^PlAP2 = QR (4.2) 

— ортогонально-треугольное разложение матрицы Р:АР2. 
Согласно § 3, матрицу $ можно считать множителем Холес-
ского для матрицы В = АТА. Но 

в=АтА =Р1АТАР2=РТ
2ВР2. 

Таким образом, R является множителем Холесского для матри­
цы В, получающейся из В симметричным переупорядочением 
строк и столбцов. При этом перестановки строк (матрица Pi), 
произведенные с А, не оказывают на R никакого влияния! 

Разрешая теперь (4.2) относительно Q, находим: 

т. е. на 0 воздействуют как Рг, так и Р2. Может показаться, 
однако, что определяющим фактором будет Р2: ведь при отсут­
ствии перестановки столбцов JR — R и Q=PiQ, т. е. О отли­
чается от Q лишь перестановкой строк! Хотя это и верно, в 
действительности для нас важен не явный вид Q, а ее фактори­
зация посредством вращений. Число же сомножителей Q (дру­
гими словами, заполнение матрицы А на промежуточных эта­
пах разложения) зависит от />•! Проиллюстрируем сказанное 
примером. В верхней части рисунка 2 показан ход первого 
большого шага (т. е. результат вращений (1.2), (1.3)) для мат­
рицы А, а в нижней— для матрицы А, полученной из А пере­
становкой первой и третьей строк. Мы видим, что заполненность 
активной подматрицы после первого шага различна. В первом 
случае для получения треугольной матрицы достаточно переста­
вить вторую и третью строки; во втором — требуется еще вра­
щение -??2,з. Если выполнять операции только с ненулевыми эле­
ментами, как всегда делается в разреженных вычислениях, то 
трудоемкость большого шага для А и А также будет разной. 

23.7 



X 

X 
X 
A 
X 

X 
X 
A 

0 

0 
X 

X 

0 
0 

0 
#1 

x— 
X 

x * > 
x— 
0 

X 
,2" 
->'0 

x 
X 

,2 
ч-.-Q 

X 

P 

0 

0 

x 
X 
X 
0 

ИС. 

x * , , 
x— 
X 

x * l 

x— 
0 

2 

X 
,3 
^0 

0 

X 
,3 
- 0 

0 

X 
0 

X 

X 
X 
X 

X 
X 
X 

X 
X 
X 

Как отмечено выше, в методе вращений возможны различ­
ные способы обхода поддиагональных, элементов. Фиксируем 
какой-либо из них, например, обход «по столбцам», примером 
которого является последовательность (4.1). Однако, сохраним 
свободу изменять порядок малых шагов внутри большого шага. 

• Работа • Даффа [21] посвящена изучению следующих двух 
вопросов. Какова, с точки зрения сохранения разреженности, 
наиболее целесообразная внутренняя организация больших 
шагов метода вращений, если способ выбора ведущих строк и 
столбцов матрицы А фиксирован?' Какова, с той же точки зре­
ния, наилучшая стратегия выбора порядка строк и столбцов? 
Первый вопрос Дафф называет задачей о (внутреннем) упоря­
дочении строк, второй —задачей о выборе ведущих элементов. 

О ряде алгоритмических задач, связанных с отысканием оп­
тимальных в том или ином смысле перестановок, известно, что 
они NP-иоляы (см., например, [39, .40]),; многие другие 
почти наверное таковы. Поэтому в практике разреженных вы­
числений удовлетворяются эвристическими алгоритмами, даю­
щими хотя и не оптимальные, но (обычно) достаточно хорошие 
перестановки. В работе [21] сообщаются результаты экспери­
ментального сравнения ряда таких эвристических стратегий 
"соответственно для упорядочения строк и для выбора ведущих 
элементов. 

Опишем сначала тестовые матрицы, использовавшиеся в экс­
периментах. Во-первых, из работ [19,.41] были взяты квадрат­
ные разреженные матрицы, превращенные в прямоугольные до­
бавлением еще одной строки с единственным ненулевым эле­
ментом в первом столбце. В матрице /порядка 199 к главной 
диагонали были добавлены ненулевые элементы. Несколько 
матриц со строчным порядком 199 и различным числом столб­
цов были получены случайным выбором., столбцов, из той же 
матрицы 199Х199. Остальные матрицы конструировались по­
средством датчика псевдослучайных чисел. Диагональные эле­
менты (i, i) полагались ненулевыми; все прочие имели одну и 
ту же вероятность р быть отличными от нуля. Для каждого на­
бора размеров тХп и заданного р строилось пять случайных 
матриц. 
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В задаче упорядочения строк., сопоставлялись,, следующие 
способы организации большого шага. 1. До начала большого 
шага участвующие в нем строки упорядочиваются по возраста­
нию числа ненулевых элементов. Так, в матрице на рис. 3 при 
ведущей первой строке следует переставить строки 2 и 3, либо, 
не переставляя строк, выполнять вращения в порядке R\,z, Ri,2. 
2. Порядок строк внутри большого шага определяется динами­
чески. Для очередного малого шага выбирается та строка, что 
дает наименьшее заполнение в ведущей. Например, в матрице 
на рис 4 в соответствии с этой стратегией первым нужно вы­
полнить вращение i?i,4. 3, Перед началом очередного малого 
шага каждой строке — кандидату сопоставляется цена, опреде­
ляемая таким образом. Заполнению в ведущей строке, вызван­
ному. ее комбинированием с данной, отвечает «наведенное» за­
полнение в строках, обрабатываемых в дальнейшем. Размер 
этого вторичного заполнения и есть цена строки. Для малого 
шага выбирается строка с наименьшей ценой. Эта стратегия, 
являющаяся усложнением предыдущей, называется стратегией 
минимального локального заполнения. В соответствии с ней. в 
матрице на рис. 5 большой шаг должен начаться с вращения 
.6.1,3 поскольку цены строк 2—6 равны соответственно 4,2,6,6,6, 
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Уже примеры, приведенные на рис. 3—5 (они заимствованы 
из [21]), показывают, что ни одна из названных стратегий не 
является оптимальной «на все случаи жизни». Так, на рис. 3 
обработка строк в естественном порядке давала бы суммарное 
заполнение 5, в то время как стратегия 1 заполняет всю мат-
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рицу. В матрице рис 4 стратегия 2 дает суммарное заполне­
ние 9, а естественный порядок—-8. Наконец, для матрицы 
рис. 5 значения заполнения для стратегии 3 и естественного по­
рядка равны соответственно 14 и 13. 

Остается сказать, какой порядок строк и столбцов устанав­
ливался для тестовых матриц. Этот порядок определялся дина­
мически: перед началом большого шага в качестве ведущего 
выбирался столбец с наименьшим числом ненулевых элементов 
в активной части; ведущей объявлялась строка активной под­
матрицы с ненулевым элементом в ведущем столбце, имеющая 
минимальное (среди таких строк) число ненулевых элементов. 

Результаты первой серии экспериментов сведены в табли­
цу 1. Отметим, что здесь, как и в последующих таблицах, дан­
ные, приводимые для случайных матриц, являются средними по 
пяти матрицам с указанными размерами и плотностью. Вычис­
ления этой серии велись на IBM-370/165. 

Несмотря на то, что во всех случаях использовался один и 
тот же способ выбора ведущего столбца, реальный порядок 
столбцов зависит от упорядочения строк внутри большого шага. 
Поэтому в средней части таблицы число ненулевых элементов 
Д оказывается различным для разных стратегий внутреннего 
упорядочения. Правда, зависимость заполнения в R от устрой­
ства больших шагов, как видим, очень слабая. 

Общие выводы Даффа таковы: 1. Стратегия 1 равномерно 
хуже двух остальных. 2. Из двух динамических стратегий стра­
тегия 2 легче реализуется и в целом дает лучшие результаты. 
3. Внутреннее упорядочение строк оправданно: если матрицы 
обрабатываются в естественном порядке, число вращений может 
быть значительно большим, чем при пользовании даже худшей 
из стратегий упорядочения. Для иллюстрации этого положения 
в таблицу введены два столбца с данными, полученными при 
естественном порядке строк внутри большого шага. 

Основываясь на результатах первой серии, Дафф в после­
дующих экспериментах для внутреннего упорядочения строк 
применяет стратегию 2. 

Во второй серии экспериментов сравнивались различные 
способы выбора ведущих строк и столбцов. Почти все они яв-
дяются локальными, т. е. основаны на подсчете числа ненуле­
вых элементов для строк и столбцов активной подматрицы. Бу­
дем обозначать строчные числа через ri, а столбцовые — 
через cj. 

Первая из участвовавших в сравнении стратегий (обозна­
чаемая ri в cj) описана выше: она использовалась в первой 
серии тестов. Кроме нее, рассматривались: 2. Ведущей объяв­
ляется строка с минимальным числом ri; ведущим —столбец с 
ненулевым элементом в ведущей строке, имеющий наименьшее 
(среди таких столбцов) число cj. Обозначение этой страте­
гии — Cj в ri. 3. В качестве ведущего выбирается элемент актив-
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Сравнение различных строчных упорядочении 

Матрица 

Случайные 

матрицы 

Curtis 

Wllloughby 

Порядок 

50X50 

50X50 

50X50 

75X50 

75X50 

75X50 

100X50 

100X50 

100X50 

55X54 

( 58X57 

1 200X199 

Плотность 
либо число 
ненулевых 
элементов 

0,03 

0,05 

0,10 

0,03 

0,05 

0,10 

0,03 

0.05 

0,10 

292 

282 

879 

Число ненулевых элементов в i? 

естест­
венный 
порядок 

136 

500 

951 

295 

606 

1027 

398 

741 

1107 

581 

416 

7740 

страте­
гия 1 

136 

497 

961 

297 

638 

1029 

398 

722 

1101 

582 

419 

7667 

страте­
гия 2 

136 

500 

960 

296 

629 

1037 

398 

737 

1103 

575 

416 

7895 

страте­
гия 3 

136 

500 

966 

296 

627 

1036 

399 

734 

1105 

575 

416 

7912 

естест­
венный 

порядок 

17 

129 

425 

256 

662 

1288 

558 

1209 

2212 

206 

134 

3999 



ной подматрицы с минимальной ценой Марковица. Для элемен­
та (£, /) цена Марковица определяется как ricj. Таково же 
обозначение стратегии. 4. То же, что в 3, только за цену эле­
мента принимается произведение ric,-2. 

Все названные стратегии определяют порядок строк и столб­
цов динамически, т. е. в ходе исключения. С точки зрения реа­
лизации, более привлекательны стратегии, которые устанавли­
вают тот и другой порядок (или хотя бы, например, порядок 
столбцов) априорно, до начала процесса. Как представитель 
такого сорта стратегий, в эксперимент была включена следую­
щая: столбцы матрицы заранее упорядочивались по возраста­
нию числа ненулевых элементов, и этот порядок в дальнейшем 
не нарушался. Ведущая же строка определялась динамически, 
как строка с минимальным текущим значением ri. 

Наконец, чтобы выявить полезность или бессмысленность 
выбора ведущего элемента, для тестовых матриц проводилось 
разложение без какого бы то ни было выбора* 

Результаты второй серии можно видеть в таблице 2. Они по­
лучены на машине IBM 370/155, 

Выводы Даффа: 1. Стратегия с,- в ri — наихудшая. 2. Все 
остальные динамические (или локальные) стратегии почти 
всегда значительно превосходят априорную. 3. После стратегии 
с5 в ri худшей является стратегия Марковица. Для случайных 
матриц она в целом уступает даже априорному методу. Этот ре­
зультат неожидан, так как при решении квадратных невырож­
денных систем методом Гаусса стратегия Марковица обычно 
дает хорошие результаты. 4, Стратегии ricj2 и ri в Cj примерно 
одинаковы в отношении сохранения разреженности R, но по 
числу вращений последняя имеет значительное преимущество. 
5. Применение хороших стратегий выбора окупает себя. 

Опираясь на эти эксперименты, Дафф рекомендует прово­
дить метод вращений в сочетании со стратегией ri в cj, 

В работе [25] Джентльмен предложил не фиксировать внут­
ри большого шага ведущую строку. Для очередного малого ша­
га комбинируются две строки с наименьшими в данный момент 
строчными числами, имеющие ненулевой элемент в ведущем 
столбце. Например, для матрицы на рис. 6 большой шаг по 
Джентльмену будет протекать так: вначале вращением R\,2 ан­
нулируется элемент (2,1); затем вращением RZA — элемент 
(4.1); наконец, вращением Яьз — элемент (3,1). Этот же при­
мер показывает, что в общем случае стратегия Джентльмена 
неоптимальна: заполнение здесь равно 12, в то время как вто­
рая стратегия внутреннего упорядочения строк (при ведущей 
первой строке) дает заполнение, равное 9. 

В третьей серии экспериментов Даффа проверялось, какая 
из этих двух стратегий лучше покажет себя для тех же тесто­
вых матриц, что и в первых двух сериях. Внутреннее упорядоче­
ние строк по принципу минимального заполнения в ведущей 
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Сравнение различных стратегий выбора ведущего элемента 

сл Матрица * 

Случайные 
матрицы 

Curtis 

м Willoughby 
0.5 

Порядок 

50X50 

50X50 

50X50 

75X50 

75X50 

75X50 

100X50 

100X50 

100X50 

55X54 

( 53X57 

1200X199 

Плотность 
либо число 
ненулевых 
элементов 

0,03 

0,05 

0,10 

0,03 

0,05 

0,10 

0,03 

.0,05 

0,10 

292 

282 

879 

[ 

естест­
венный 
порядок 

425 

832 

1 174 

601 

970 

1 190 

701 

1018 

1200 

866 

639 

18 335 

-Гисло ненулевых 

априор­
ная 

страте­
гия 

183 

542 

970 

312 

692 

1059 

447 

788 

1118 

700 

489 

8866 

c y B r i 

528 

736 

1043 

675 

1006 

1162 

804 

1028 

1180 

651 

454 

8985 

элементов в R 

TVCJ 

242 

545 

957 

334 

672 

1069 

428 

782 

1132 

600 

439 

8128 

r i . c / 

140 

470 

946 

281 

641 

1044 

365 

729 

1115 

557 

360 

7855 

r i B C ; 

136 

500 

960 

296 

629 

1037 

398 

737 

1103 

575 

416 

7895 

естест­
венный 
порядок 

124 

333 

725 

367 

. 931 

1621 

572 

1402 

2535 

439 

309 

9062 

апри 
на 

стра 
ги 

3 

14 

46 

20 

57 

128 

36 

96 

216 

27 

22 

4339 
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Рис. 6 

строке (стратегия 2) сочеталось *со стратегией / . в С] выбора 
ведущего элемента. Для стратегии же Джентльмена в [21] не 
указано, каким способом определялся ведущий столбец. По-
видимому (только при этом условии сравнение осмысленно), вы­
бор ведущих столбцов был в обоих случаях одинаковым. 

Ниже приведена часть таблицы 3 из [21], соответствующая 
экспериментам со случайными тестовыми матрицами (счет вел­
ся на IBM 370/155). Общее заключение Даффа: различия ре­
зультатов, получаемых обеими стратегиями, несущественны. 
Поскольку стратегия Джентльмена требует большей работы 
с индексами, ее применение в методе вращений не имеет осо­
бого смысла. 

Таблица 3 
Сравнение стратегии Джентльмена (переменная ведущая строка) 
с внутренним упорядочением строк по минимуму заполнения в 

ведущей строке в сочетании со стратегией -п в с/ 

Матрица 

Случайные 
матрицы 

Порядок 

50X50 
50X50 
75X50 
75X50 

100X50 
100X50 
100X50 
100X20 
100X20 
100X20 
юохю 
юохю юохю 100x5 
100x5 
100x5 

ЧИСЛО 
ненулевых 
элементов 

74 
245 
113 
375 
150 
250 
500 
100 
250 
500 
100 
200 
300 
100 
200 
300 

ЧИСЛО ненулевых эле­
ментов в /? 

Фиксиро­
ванная 

ведущая 
строка 

198 
1039 
348 

1099 
429 
786 

1177 
107 
196 
210 
47 
54 
55 
15 • 
15 
15 

Перемен­
ная 

ведущая 
строка 

198 
1040 
348 

1093 
428 
789 

1169 
106 
196 
210 

46 
54 
55 
15 
15 
15 

Число вращений 

Фиксиро­
ванная 

ведущая 
строка 

23 ' 
382 
195 

1194 
334 
908 

1941 
176 
692 

1277 
157 
390 
578 
135 
291 • 
385 

Перемен­
ная 

ведущая 
строка 

23 
395 
195 

1205 
337 
929 

2012 
178 
693' 

1256 
156 
381 
562 
127 
272 
332 

244 



Позже (в § 7) мы еще вернемся к этому выводу. 
Перейдем теперь к обзору работы [23]. Ее цель состояла в 

сравнении методов, описанных нами в § 3, с точки зрения того., 
насколько они сохраняют разреженность исходной задачи, 
Сравнение проводилось (в основном) на тех же тестовых мат­
рицах, что и в экспериментах Даффа. Эти матрицы, конечно» 
являются разреженными, хотя их трудно назвать большими. 
Ограничения на их размеры связаны с проведением эксперимен­
тов только в оперативной памяти. 

Нужно заметить, что при исследовании вопросов, связанных 
с разреженностью, всю работу можно вести с логической или 
целочисленной информацией. Ход реального процесса имити­
руется на матрице, состоящей из нулей и единиц. Выводы, по­
лученные этим путем, неполны в следующем отношении. В не­
которых методах для ЗНК (например, в методе расширенной 
матрицы или методе Питерса—Уилкинсона) выбор ведущего 
элемента при разложении матрицы определяется не только тре­
бованием сохранения разреженности, но и соображениями чис­
ленной устойчивости. Подчас приходится отказаться от выбора 
элемента, оптимального с точки зрения структуры, вследствие 
недостаточной его величины. 

В методах для задач небольшого порядка (например, в ме­
тоде Гаусса) достаточная для практики численная устойчивость 
достигается выбором ведущего элемента по столбцу. Этот же 
способ в ослабленной форме применяется для больших задач: 
вводится барьерное значение и и на роль ведущего элемента 
допускаются лишь те кандидаты, абсолютная величина которых 
не более, чем в и раз уступает величине максимального эле­
мента в активной части соответствующего столбца. Чем больше 
и, тем слабее это ограничение, и тем ближе ход процесса к мо­
дельной ситуации. Насколько большим можно брать и, не уве­
личивая значительно риска численной неустойчивости? В серии 
экспериментов с симметричным вариантом метода расширенной 
матрицы (см. его обсуждение ниже) Дафф и Рид брали «=20 
и по существу не обнаружили роста элементов; в некоторых 
случаях роста не было и при w=105! Это показывает, что мы 
можем в значительной мере доверять заключениям, установлен­
ным посредством логического моделирования методов. 

Мы изложим вначале некоторые общие соображения по пово­
ду сохранения разреженности в методах для ЗНК. Поскольку 
каждый такой метод допускает много различных разреженных 
реализаций, мы опишем, какие именно использовались в экспе­
риментах Даффа и Рида. Наконец, будут приведены сводка 
результатов и выводы авторов. 

Чтобы говорить о том, насколько сохраняет разреженность 
метод нормальных уравнений, необходимо, чтобы при разре­
женной матрице Л матрица В=АТА нормальной системы так­
же была разреженной. Вспомним, что элементы В суть скаляр-
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ные произведения соответствующих столбцов А: 
Ьц=(аи flj). (4.3) 

Согласно гипотезе о неуничтожении, 6ij-5-0 тогда и только тог­
да, когда в А найдется строка (пусть с номером k), в которой 
одновременно не равны нулю элементы a î и akj. Отсюда сле­
дует, что матрица В будет заполненной, если в А имеется хотя 
бы одна строка со всеми ненулевыми элементами. Поэтому за­
полненные или хотя бы просто плотные строки целесообразно 
удалять из исходной ЗНК. Найдя решение получившейся раз­
реженной задачи, мы можем затем учесть изъятые уравнения, 
перестраивая решение путем сравнительно небольших вычисле­
ний (см. § 9). Это замечание относится и к другим методам. 

В связи с необходимостью обнаружения и удаления плотных 
«строк желательно, чтобы программа метода обладала некото­
рым интеллектом. Об этом же говорит следующий пример, по­
строенный Бьорком [12]. Для матрицы А в левой части рис. 7 
матрица нормальной системы заполнена, между тем как множи­
тель Холесского 7?, показанный в правой части того же рисун­
ка, по существу имеет первоначальный вид. Наилучшим реше­
нием здесь было бы не изъятие первой строки, а (после опозна­
ния треугольной формы в верхних строках) вращение #4,5, 
уничтожающее элемент (5,4) и сразу приводящее к R. 

Х Х Х Х Х Х Х Х 
X X 

X A X R 
X X 
X 

Рис. 7 
Какова же вероятность, что разреженной матрице А 

матрица В=АТА останется разреженной? Приведем рассуж­
дения Бьорка по этому поводу [12]. 

Пусть в матрице А всякий элемент имеет одну и ту же 
вероятность р быть не равным нулю. Тогда элемент bi} це равен 
нулю с вероятностью q = \ — (l—/?2)m. При малых р можно счи­
тать q^mp2. Среднее число ненулевых элементов в верхнем 
треугольнике В при этом приближенно равно — ti2mр2 —= (шпр) X 
х(-fftp)- Первый сомножитель представляет собой среднее 
число ненулевых элементов в самой матрице А, второй (с точ­
ностью до — )•—среднее число ненулевых элементов в строке Л. 
Если последнее мало, то заполнение при переходе от А к В 
не будет большим. 

В методе Питерса—Уилкинсона формированию системы нор­
мальных уравнений предшествует треугольное разложение мат­
рицы А. Оно приводит к тому, что матрица L в общем случае 
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более плотная, чем поддиагональная часть А. Следовательно, и 
матрица LTL обычно менее разрежена, чем АТА. Однако, как 
показывают следующие примеры [23], точных соотношений 
между разреженностями обеих матриц не существует. Для мат­
рицы А рис. 8 матрица В будет заполнена; в то же время мат­
рица LTL — диагональная. G другой стороны, для матрицы 
рис 9, напротив, LTL будет заполнена, в то время как В—'трех-
диагональная матриц (с точностью до элементов (1, п) и (л,!))• 

X X - . X X 
Х . . . Х X 

х А "х L 

X X 

X X 
Рис. 8 

X X X 
X X X 

У \ Х . А \ L 
х х "х 

X X X X Х . . .Х X 
Рис. 9 

Если нормальная система сохранила разреженность, она ре­
шается одним из методов для разреженных положительно опре­
деленных систем [3]. В экспериментах Даффа и Рида исполь­
зовался алгоритм минимальной степени. 

Для треугольного разложения в методе Питерса—Уилкинсо-
на были проделаны предварительные опыты по сравнению двух 
стратегий выбора ведущего элемента: критерия rt в с, и крите­
рия Марковича riCj. Почти во всех случаях стратегия Марко­
вича давала меньшее заполнение (как помнит читатель, для 
метода вращений ситуация была обратной). Поэтому в ниже­
следующей табл. 4 метод Питерса—Уилкинсона представлен 
версией, использующей стратегию Марковича. 

Метод расширенной матрицы (отметим, что идея использо­
вать метод для разреженных задач принаделжит Хэчтелу) был 
реализован в двух вариантах: несимметричном и симметричном. 
В первом варианте симметрия матрицы G игнорировалась; ме­
тодом Гаусса в комбинации со стратегией Марковича строилось 
несимметричное треугольное разложение 

PxGP2=lO; (4.4) 
Рх и Р2—матрицы перестановок. Если разложение (4.4) уже 
вычислено, то остается решить две треугольные системы 

Zv=P& . (4.5) 
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Uw=tv, (4-6) 
а затем переставить компоненты вектора w:u==P2w. Нижние п 
компонент полученного вектора дают псевдорешение х0. 

Оказывается, что для большинства задач можно не хранить 
матрицы L и U полностью. Рассмотрим наиболее очевидный 
случай, когда на первых п шагах гауссова исключения все ве­
дущие элементы выбираются из последних п строк G, Это со­
ответствует перестановке Ри переводящей нулевой подвектор 
правой части g в верхние п позиций. Тогда первые п компонент 
вектора v в (4.5) равны нулю, и первые п столбцов L не нуж­
даются в хранении. Если дополнительно известно, что ведущие 
элементы первых п шагов принадлежат первым п столбцам, то 
можно утверждать: компоненты х0 находятся среди последних т 
компонент вектора w из (4.6). Поэтому первые п строк Ъ мож­
но не хранить. Если, помимо дго, нужно вычислить соответству­
ющую невязку г0, а матрица Л сохранена, то г0 можно найти по 
определению: rQ — b—Ах0. 

Общее правило таково: можно не хранить столбцы L, отве­
чающие первым нулевым компонентам вектора Pig, Если при 
исключении порядок одноименных столбцов _не нарушался, To 
можно не хранить и соответствующие строки U. 

Эта возможность экономии памяти использовалась в несим­
метричной реализации метода расширенной матрицы. Заодно 
уменьшается число операций при решении последующих задач 
с той же матрицей А. Чтобы увеличить вероятность выбора ве­
дущих элементов первых шагов в последних п строках G, кри­
терий Марковица был немного изменен в сторону поощрения 
такого выбора. 

Второй вариант метода расширенной матрицы представлял 
собой разреженную реализацию метода Банча для решения 
симметричных незнакоопределенных систем [17]. В методе Бан­
ча матрица G (возможно, с переставленными строками и столб­
цами) представляется в виде 

PGP=RTDR, 
где # —верхняя треугольная матрица с единичной диагональю, 
a D —-блочно диагональная матрица с диагональными блоками 
первого и второго порядка. Достоинство метода в том, что мат­
рицу G можно задавать только (верхним) треугольником; все 
операции метода выполняются в этом треугольнике; в нем же 
будут записаны элементы D и R. Метод Банча состоит из по­
следовательности шагов; это могут быть обычные (скалярные) 
исключения, такие же, как в методе Гаусса, но могут быть и 
блочные исключения с ведущим блоком порядка 2. В случае за­
полненной матрицы решение о том, каким должен быть очеред­
ной шаг — скалярным или блочным, принимают, исходя из 
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соображений численной устойчивости. Если имеется достаточ­
но большой диагональный элемент, то проводится скалярное 
исключение с таким элементом в роли ведущего; в противном 
случае выполняется блочный шаг. 

Как уже было сказано, в описываемых экспериментах выбор 
ведущего элемента подчиняется только критериям, связанным 
с разреженностью. В методе Банча этот выбор организован та­
ким образом. Для каждого элемента активной подматрицы под-
считывается цена. Если речь идет о диагональном элементе 
(I, i), то за его цену принимается квадрат числа внедиагональ-
ных элементов строки i. Цена внедиагонального элемента (i, j) 
равна половине квадрата суммарного числа внедиагональных 
элементов в строках i и /, не считая элементы (i, j) и (/, i). To 
и другое суть верхние оценки для заполнения, вызванного ска­
лярным исключением с ведущим элементом (£, i) либо блочным 
исключением с ведущим блоком, образованным элементами 
,(•"» О» (-> /)» (/» 0» (/> /)• Множитель ---• взят во втором случае 
с тем, чтобы учесть, что блочный шаг в процессе исключения эк­
вивалентен двум скалярным шагам. Если минимальную цену име­
ет диагональный элемент, то он принимается за ведущий и вы­
полняется скалярное исключение; в противном случае произво­
дится блочное исключение с ведущим блоком, определяемым 
внедиагональным элементом с минимальной ценой. 

В экспериментах Даффа и Рида участвовали два ортого­
нальных метода: методы отражений и вращений. Выбор ведуще­
го элемента осуществлялся в соответствии со стратегией /. в ct, 
Ортогональный сомножитель хранился в факторизованном ви­
де: ненулевые элементы порождающих векторов в методе отра­
жений; по два вещественных числа для каждого вращения плюс 
нормирующие множители строк (метод вращений был реализо­
ван в форме быстрых вращений). Для накладной целочислен­
ной информации, по-видимому, не использовалась имеющаяся 
на машинах фирмы IBM возможность работать с короткими 
целыми числами (16 битов). 

Нужно сказать, что неэкономная схема хранения, принятая 
для метода вращений (информацию о вращении, помимо индек­
сов /, /, можно задавать одним вещественным числом 
[4, стр. 110]), исказила сравнение ортогональных методов. К тому 
же, программы ортогональных методов для разреженных задач 
часто ограничиваются хранением треугольного множителя R, 
преобразуя правую часть параллельно с преобразованием мат­
рицы. При необходимости решить задачу с той же матрицей А 
и новой правой частью с по R может быть восстановлена нор­
мальная система 

RTRx=ATc, 
если сохранена матрица А. Следовательно, вычисление псевдо­
решения новой задачи сводится к вычислению вектора Атс и 
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решению треугольных систем RTy=ATc и Rx=y. Для разрежен­
ных задач этот прием был предложен Сондерсом. 

При отказе от хранения преобразований запросы к памяти 
в ортогональных методах становятся по существу теми же, что 
.и в методе нормальных уравнений (см. § 5). 

С другой стороны, применение в методе вращений быстрой 
схемы значительно уменьшило число операций, что нужно учи­
тывать при анализе результатов Даффа и Рида. 

Часть данных из [23], относящаяся к экспериментам со слу­
чайными матрицами, представлена в таблице 4. Кроме них, в 

Число строк т 
Число столбцов п 
Число ненулевых 

элементов 

Число операций при 
разложении 

Метод нормальных 
уравнений 

Метод Питерса— 
Уилкинсона 

Метод отражений 
Метод вращений 
Несимметричный метод 

Хэчтела 
Симметричный метод 

Хэчтела 
Память, необходимая 

при решении после­
дующих систем 

Метод нормальных 
уравнений 

Метод Питерса— 
Уилкинсона 

Метод отражений 
Метод вращений 
Несимметричный метод 

Хэчтела 
Симметричный метод 

Хэчтела 
Число операций при ре­

шении последующих 
систем 

Метод нормальных 
уравнений 

Метод Питерса— 
Уилкинсона 

Метод отражений 
Метод вращений 
Несим. метод Хэчтела 
Сим. метод Хэчтела 

100 
5 

100 

178 

278 
705 

1010 

344 

290 

115 

120 
226 
279 

130 

220 

125 

130 
442 
279 
130" 
343 

100 
5 

300 

700 

1000 
1770 
3605 

1396 

1016 

315 

320 
428 
802 

330 

420 

325 

330 
846 
802 
330 
743 

100 
10 

100 

287 

387 
1742 
1258 

512 

404 

143 

153 
366 
344 

•189 

253 

177 

187 
698 
344 
189 
410 

100 
10 

300 

950 

1250 
5399 
7214 

1840 

1278 

355 

365 
739 

1239 

410 

465 

400 

410 
1433 
1239 
410 
828 

100 
20 

100 

495 

598 ' 
2929 
1660 

840 

626 

198 

218 
511 
460 

298 

308 

276 

296 
938 
460 
298 
549 

100 
20 

250 

1793 

2062 
14181 
11418 

3384 

2136 

439 

462 
1207 
1637 

638 

563 

608 

631 
2243 
1637 

638 
1015 

100 
20 

500 

3321 

4 506 
23061 
25 521 

6295 

3 860 

710 

795 
1579 
2731 

920 

830 

900 

985 
2968 
2731 

920 
1548 
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[23] приведены результаты для матриц Кёртиса—Рида [19], 
Уиллоугби [411 (эти же матрицы использовались Даффом при 
сравнении различных схем метода вращений), Бёрча (внутрен­
ний отчет Национальной Физической Лаборатории в Харуэлле, 
Великобритания), двух матриц геодезического происхождения 
.с размерами 219X85 и 331X104. 

Во всех случаях лучшим оказывался либо метод нормальных 
уравнений, либо один из вариантов метода расширенной матри­
цы (называемый в статье Да'ффа—Рида методом Хэчтела). 
Нормальные уравнения имеют значительное преимущество при 

Таблица 4 

50 
50 
74 

1062 
686 

, 676 
350 
327 
342 

312 
299 
271 
274 
180 

.228 

500 
410 
376 
274 
180 
349 

50 
50 
123 

3968 
4495 
5685 
2635 
1508 
1536 

631 
752 
747 
803 
467 
444 

1090 
1193 
1014 
803 
467 
866 

50 
50 
245 

13 455 
17 453 
26 075 
14602 
12 201 
10 436 

1214 
1590 
1542 
1705 
1452 
1 114 

2 133 
2 516 
2153 
1705 
1452 
2 852 

75 
50 
113 

1704 
1546 
4217 
2086 
1700 
1212 

427 
448 
644 
656 
562 
420 

692 
676 
1037 
656 
562 
786 

75 
50 
188 

6 066 
6 765 
20 811 
10 643 
8 874 
5 379 

827 
932 

1444 
1659 
1357 
849 

1417 
1538 
2 280 
1659 
1357 
1593 

••• • i • .. • 

75 
50 
375 

17046 
29160 
61 600 
42617 
34368 
17 773 

1463 
2130 
2561 
3367 
2726 
1602 

2502 
3 241 
4064 
3 367 
2 726 
3084 

100 
50 
150 

2 231 
2 305 
11392 
5 039 
3 556 
2 252 

510 
555 

1 127 
1112 
851 
598 

820 
855 

1930 
1 112 
851 

1 102 

100 
50 
250 

7976 
8 300 
41700 
20592 
14631 
7 996 

981 
1045 
2 207 
2 514 
1754 
1 101 

1663 
1726 
3 719 
2 514 
1754 
2079 

100 
50 
500 

19 145 
32288 
98 813 
72478 
37 882 
20 215 

1643 
2413 
3 526 
4 990 
2 869 
1813 

2 737 
3 547 
5956 
4 990 
2869 
3483 
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т>п. В других случаях превосходство, подчас заметное, было 
у метода Хэчтела. 

Число операций при разложении матрицы и память, необхо­
димая для решения последующих задач, для симметричной реа­
лизации метода Хэчтела меньше, чем для несимметричной. Чис­
ло же операций при обработке новых правых частей обычно 
меньше у несимметричной схемы, что объясняется использовани­
ем нулевых компонент (см. выше). 

Метод Питерса—Уилкинсона может конкурировать с нор­
мальными уравнениями в очень разреженных и переопределен­
ных задачах, уступая для более плотных или менее прямоуголь­
ных систем. 

Ортогональные методы оказались наименее приспособлен­
ными к разреженным задачам. Такой вывод, правда, можно 
было предвидеть, учитывая, как эти методы были реализованы. 
В следующем параграфе будет рассказано о более удачной реа­
лизации. 

§ 5. ОТ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ К МЕТОДУ ВРАЩЕНИИ 

Помимо внешних стимулов (большие задачи геодезии и 
т. д.) сильный толчок развитию методов для разреженных ЗНК 
сообщили достигнутые в 70-х годах успехи в технологии реше­
ния разреженных положительно определенных линейных систем. 
В самом деле, ЗНК сводится к такой системе, как только сфор­
мирована система нормальных уравнений; 

Хорошее представление о современном уровне методов для 
положительно определенных систем дает книга [3]. Нам пона­
добятся некоторые (немногие) сведения из этой книги. 

Пусть требуется решить систему линейных уравнений 
Вх=с (5.1) 

с пХп симметричной положительно определенной матрицей В. 
Если для этого выбирается прямой метод, то им будет, как пра­
вило, метод Холлеского. 

Известно [2,5], что метод Холесского численно устойчив, 
какому бы (симметричному) переупорядочению ни подверга­
лись строки и столбцы матрицы В. Однако, от такого упорядо­
чения может сильно зависеть величина заполнения, претерпе­
ваемого матрицей в ходе треугольного разложения. Поэтому 
метод Холесского применяют обычно не к (5.1), а к предвари­
тельно преобразованной системе 

Ву=РТс, В=РТВР, 
где у = Ртх, а Р — матрица «хорошей» перестановки. Слово «хо­
рошая» может пониматься по-разному: перестановка, которая 
приводит к матрице, приспособленной к выбранной схеме хра­
нения; перестановка, уменьшающая размер заполнения или 
число операций при разложении и т, д. 
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В реализации метода Холесского для разреженных систем 
можно выделить следующие этапы: 

1. Поиск «хорошей» перестановки — этап упорядочения. 
2. Выявление структуры множителя Холесского Я для 

матрицы В и формирование схемы хранения для него—этап, 
называемый распределением памяти, или символическим разло­
жением В. 

3. Вычисление матрицы .̂ —-численное разложение В. 
4. Решение треугольных систем RTz=PTc, Ду=г, Восста­

новление правильного порядка неизвестных х~Ру. 
Эти этапы обычно реализуются разными программами. Для 

обособления этапов и их раздельного программирования име­
ются веские причины. Во-первых, разные этапы процесса предъ­
являют разные запросы к памяти и требуют разной информации 
о матрице. Например, для проведения первых двух достаточно 
знать расположение ненулевых элементов В, но не нужны их 
числовые значения, которые пользователю в этот момент могут 
даже еще не быть известны. Проведение этапа 1 возможно под­
час (с точностью до нескольких целых массивов длины п) на 
том месте, какое выделено для хранения графа матрицы В. Во-
вторых, некоторые этапы достаточно выполнить один раз, тогда 
как другие повторяются многократно. Если, например, решается 
ряд систем с одной и той же матрицей В, то решение второй и 
последующих систем сводится к этапу 4. Для последовательно­
сти систем с разными матрицами одинаковой структуры годятся 
одна и та же перестановка Р и одна схема хранения, найденные 
на этапах 1—2. Наконец, результат одного этапа может сделать 
бессмысленным проведение дальнейших. К примеру, в резуль­
тате этапа 2 выясняется, что для разложения матрицы не хва­
тит оперативной 'памяти данной ЭВМ, и устанавливается, како­
го объема памяти достаточно. Эта информация позволяет про­
должить процесс решения системы на машине с большими ре­
сурсами, не повторяя поиск «хорошей» перестановки. 

Как пример такой модульной организации, рассмотрим реа­
лизацию в [3] алгоритма минимальной степени. 

Напомним, что неориентированный граф.б--- (Xf E) с п вер­
шинами Х={хи.-., хп}, для которого {#,-, XjjBE-^bij^O, назы­
вается графом симметричной матрицы В. Во всех программах 
книги [3] граф G представляется парой целых массивов. В пер­
вом из них — массиве ADJNCY— записаны один за другим спи­
ски смежности вершин xi, т. е. (отождествляя я< с натуральным 
числом i) перечни номеров всех вершин, смежных с i-й, i= l , 
2 , . . . , п. Длина этого массива равна удвоенному числу ребер G; 
другими словами, числу ненулевых внедиагональных элементов 
В. Во втором массиве XADJ длины п-(или м + 1) находятся'ука-
затели начала каждого списка смежности в массиве ADJNCY. 
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С математической точки зрения, метод Холесского представ­
ляет собой симметризованный вариант метода Гаусса. В этом 
смысле алгоритм минимальной степени эквивалентен примене­
нию стратегии Марковица при разложении матрицы В. На оче­
редном шаге исключения в качестве ведущей берется строка ак­
тивной подматрицы с наименьшим числом элементов. Определе­
ние соответствующей перестановки Р невозможно без моделиро­
вания в той или иной форме процесса разложения В. Казалось 
бы, такое моделирование требует, как минимум, целого массива 
длины, равной числу \Щ ненулевых элементов Треугольной мат­
рицы R. И однако, в [3] приведены программы, которые опре­
деляют перестановку Р и обратную ей перестановку Рт при по­
мощи только массивов XADJ, ADJNCY и шести вспомога­
тельных массивов длины п каждый (два из. них нужны для 
хранения Р и Рт). 

Можно возразить, что такое экономное (по памяти) вычис­
ление Р имеет' мало смысла, если последующие этапы все равно 
требуют памяти, пропорциональной \R\. Ту же информацию 
можно было бы получить путем символического разложения В; 
заодно была бы сформирована структура хранения R. Собст­
венно, именно это и именно так делает программа второго этапа 
в рассматриваемой реализации алгоритма минимальной сте­
пени. 

Ответим на это возражение цитатой из [3]. При символиче­
ском разложении «максимум необходимой памяти заранее не­
предсказуем. Памяти должно хватать для наибольшего (по чис­
лу ребер) из промежуточных графов. Это может значительно 
превысить память, требуемую для хранения исходного графа G. 
Максимум этого превышения неизвестен до самого конца ис­
ключения». Другими словами, поиск Р, как он организован в 
[3], требует фиксированной, наперед известной памяти. При ее 
наличии вычисление Р гарантировано. При символическом же 
разложении процесс может не дойти до конца из-за нехватки 
памяти, и тогда даже Р не будет определена. 

Программа второго этапа по графу В и вычисленным на эта­
пе 1 перестановкам .Р, Рт моделирует разложение матрицы 
РВРТ, заполняя вспомогательные индексные векторы выбран­
ной схемы хранения для R. Проиллюстрируем примером про­
стейшую, так называемую обычную (uncompressed) схему. 

При разложении матрицы В (рис 10) в позициях (2,4) и 
(5,6) появятся ненулевые элементы. На рис. 11 показано хра­
нение В и R посредством одной и той же структуры данных,. 
«скроенной» по R. Массивы DIAG и RNZ хранят значения не­
нулевых элементов В и R, соответственно диагональных и вне-
диагональных. Заметим, что в позиции В, отвечающие запол­
нению, записываются нули. Вспомогательные целые массивы 
NZSUB и XRNZ служат для указания положения ненулевых 
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элементов в матрице. В массиве NZSUB находятся столбцовые 
индексы внедиагональных элементов, упорядоченные, как и са­
ми элементы, построчно. В массив XRNZ помещаются указате­
ли начала строк в каждом из массивов RNZ и NZSUB. 

В = 

Ьц Ь12 Ь 1 4 
Ь22 

Ьзз b3s Ьзв 
D44 b45 

h5S bs7 
Симметрично b66 b67 

b„— 

,R = 

Г ц r l 2 Г14 
Гаг Г24 

Гзз Г 35 Г3в 
Г 4 4 Г 4 в 

т5б Г36 Г 5 7 

r6B Гв7 

Рис 10. 

51162гвЗЪ *Щ 355 в56 вП DIAG г11 ггг гъъ rw r5s rs& rv 

31l 5П ° hs 3IS hb °%
 SS7 B67 RNZ ГП Г1Ч- Г1Ч- /35 r56 rH Г56 rS1 r57 

Z 4 - 4 - 5 - 6 5 6 7 7 NZSUB 2 ¥ ¥ 5 S 5 6 7 7 

1 3 Ц- 6 7 9 10 XRNZ 1 3 4 6 7 9 10 

Рис. l l 

При такой схеме хранения на выходе из программы симво­
лического разложения (если памяти хватает) будут получены 
заполненные векторы NZSUB, XRNZ. Число операций, совер­
шаемых этой программой, есть 0(\R\). 

Теперь может выполняться программа третьего этапа. Нуж­
но лишь в дополнение к индексным векторам, полученным от 
этапа 2, описать вещественные массивы DIAG длины п и RNZ 
той же длины, что NZSUB. В последний вводятся внедиагональ-
ные элементы В в соответствии с NZSUB и перестановкой Р. 
Заполнение DIAG также производится с учетом Р. Когда оба 
массива подготовлены, вычисляется треугольный множитель R. 
Это делается очень эффективно благодаря тому, что процесс 
идет при статичной структуре данных. 

В конце § 3 говорилось, что для ЗНК с малыми невязками 
ортогональные методы имеют преимущество в точности перед 
методом нормальных уравнений. Поэтому работы последнего 
времени были направлены на такую модификацию метода вра­
щений, которая позволяла бы использовать плюсы нормальной 
системы: сравнительно малые требования к памяти и наличие 

255 



разработанных приемов сохранения разреженности. Важным 
шагом в этом отношении была статья Джорджа и Хита [26]. 

Пусть А =АР~ матрица, полученная из А перестановкой 
столбцов. Тогда 

В = А ТА =РТАТАР =РТВР. 
Таким образом, перестановке столбцов А соответствует сим­
метричное переупорядочение строк и столбцов В. Джордж и 
Хит предлагают выбирать Р так, чтобы обеспечить разрежен­
ность множителя Холесского 7? матрицы .25, для чего можно 
воспользоваться одним из алгоритмов отыскания «хорошей» 
перестановки из книги [3]. В соответствии с этим решение ЗНК 
распадается на следующие этапы: 1. Определение структуры 
матрицы В = АТА. 2. Поиск, «хорошей» перестановки Р для В. 
3. Символическое разложение переупорядоченной матрицы 
£=РТВР с одновременным формированием строчно-ориентиро-
ванной структуры данных для хранения R. 4. Вычисление R 
путем последовательной обработки строк переупорядоченной 
матрицы А = АР. Одновременно с А обрабатывается правая 
часть Ъ\ Результатами этого этапа будут R и преобразованная 
правая часть {b\b^)T, где Ьг — вектор размерности п. 5. Реше­
ние треугольной системы %у=--Ьх. Восстановление правильного 
порядка неизвестных х=Ру. 

Матрица А в ходе всего процесса может находиться на 
внешних запоминающих устройствах. Основное требование к 
оперативной памяти — возможность хранить матрицу R (так, 
как это описано выше, или по более экономной компактной схе­
ме; см. [3]) плюс некоторое количество массивов длины п. 

Этапы 2,3 и 5 уже знакомы нам из разбора структуры мето­
дов решения положительно определенных систем. В ряде слу­
чаев граф матрицы В, вычисляемый на этапе 1, известен ап­
риори. Если это не так, то выполняется проход по строкам внеш­
него файла, хранящего Л; столбцовые индексы строк опреде­
ляют ненулевые элементы bi} согласно формуле (4.3). 

Пусть структура данных для хранения R уже сформирована. 
Если, например, перестановка Р соответствует алгоритму 
минимальной степени (или алгоритму вложенных сечений [3]), 
то должны быть заготовлены (при использовании обычной схе­
мы) вещественные массивы DIAG, RNZ и индексные векторы 
NZSUB, XRNZ. Тем самым, отведено место в памяти для всех 
ненулевых элементов R: как для тех, что не равны нулю уже в 
матрице В, так и для тех, что возникают при последующем за­
полнении. Определение числовых значений элементов R проис­
ходит так. Из внешней памяти поочередно вносят строки А^. 
Внесенная строка, хранимая на внешнем файле в компактной 
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форме, распаковывается в вектор длины п, и ее элементы пере­
ставляются в соответствии с Р. Далее с этой строкой произво­
дятся преобразования, предусмотренные методом вращений. 

На рис. 12 представлен шаг этого процесса — обработка k-& 
строки ак матрицы А (правые части уравнений опущены). Не­
нулевые элементы, присутствовавшие в R и ак до начала шага, 
указаны символом X; те из них, что участвуют в преобразова­
ниях этого шага, дополнительно обведены кружком. Ненулевые 
элементы, появившиеся в результате преобразований, отмечены 
знаком Ф1. 

9 

х о х о о х о о о о 
® о © ® о о о о о 

I X 0 X 0 0 0 X 0 

х) ® о ® о о о 
х) о 0 о о о 

х о о х о 
х) ® о о 

X О О 

I х х 
V 

I • I I I X 

Рис, 12 

Обработка ah начинается с вращения /Зг, А, аннулирующего 
элемент (k, 2) и приводящего к возникновению ненулевых эле­
ментов в позициях (2,4) и (&, 5). Следующим выполняется вра­
щение Ri, и; оно аннулирует элемент (k, 4) и вызывает запол­
нение в позициях (4,5) и (k, 7). Вращение Rs, к уничтожает эле­
мент (&, 5); новый ненулевой элемент появится в позиции (5,7), 
При аннулировании элемента (£,7) вращением Rj,n возникнет 
элемент (k, 8), который уничтожается вращением Rs, к-

Мы видим, что, хотя первоначально строка ah содержала 
только два ненулевых элемента, ее обработка потребовала пяти 
вращений. Однако, промежуточное заполнение ограничено ра­
бочим вектором, хранящим ak, и заранее отведенными позиция­
ми в массиве RNZ. 

Хотя перестановка строк матрицы А не влияет на вид тре­
угольной матрицы R, от нее может сильно зависеть размер про­
межуточного заполнения и, следовательно, арифметическая ра­
бота. Иллюстрацией этого тезиса служит пример на рис. 13, 
приведенный в [26]. При любом порядке строк А все позиции R 
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будут заполнены. Однако для приведения матрицы в левой час­
ти рисунка нужны всего т—1 вращений и 0{т)-\-0{п2) ариф­
метических операций, в то время как для правой матрицы по­
требуется О(тп2)ops. Разумеется, этот пример (но не тезис) — 
искусственный, поскольку общее правило состоит в изъятии из 
матрицы плотных строк. 

Вопрос о «хорошем» упорядочении строк в работе [26] всерьез 
не рассматривался. Все же в численных экспериментах, про­
веденных авторами, испытывалась одна эвристическая страте­
гия упорядочения. .После того, как столбцы А переставлены со­
гласно Р, строки полученной матрицы А обрабатываются в 
соответствии с возрастанием максимального столбцового индекса 
ненулевых элементов. Если А — матрица рис. 13, то такая стра­
тегия приведет к аннулированию всех (кроме одной) строк с 
единственным ненулевым элементом в первой позиции. Лишь 
после этого начнется обработка заполненной строки. Таким об­
разом, для данного примера предлагаемая стратегия дает опти­
мальный порядок действий. 

X 
X X X 

>п 

>т-п 

X X X 
X 

• 171-71 

>71 

Рис. 13 

Для численного тестирования метода были взяты две задачи. 
Одна из них соответствует реальной геодезической сети (а 
именно, фрагменту Северо-американской геодезической сети, о 
которой говорилось во введении) с 892 наблюдениями и 261 не­
известным. Средняя заполненность матрицы этой задачи — пять 
ненулевых элементов на строку. 

Вторая задача — конечноэлементного происхождения. О ней 
мы расскажем несколько подробней. 

В работах Аргириса (J. H. Argyris) и его сотрудников пред­
ложена методика так называемой естественной факторизации 
для решения конечноэлементных задач (natural factor formula­
tion of finite element methods). Она состоит в следующем. 

Предположим, что в конечноэлементной сетке I элементов, 
и пусть для простоты каждому из элементов соответствует одно 
и то же число q узловых значений (неизвестных). Элементу с: 
номером s отвечает линейная система порядка q 
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где Кг — матрица жесткости элемента, bs—его вектор нагрузкщ 
Соседние элементы имеют общие неизвестные; общее число раз­
личных неизвестных обозначим через п. Процесс сборки эле­
ментов приводит к системе 

Кх=Ь (5.2> 
с яХя-матрицей _К._Если определить блочно диагональную мат­
рицу К и ^/-вектор Ъ формулами 

V о 'кJ \bj 
то систему (5.2) можно записать в виде 

JTKJx = J4; (5.3) 
J — qlXд-матрица, состоящая из нулей и единиц; при умноже­
нии на нее строки и столбцы К суммируются в соответствии с 
правилами сборки. 

Каждую из qXq матриц Кг факторизовать несложно: 
К< = Н?НЬ i - l , 2 , . . . , /; , (5.4) 

Нл — правая треугольная матрица. При наличии в сетке одина­
ковых элементов число различных разложений (5.4) меньше 
числа / элементов. Заметим теперь, что 

К=НТН, (5.5) 
где Я—блочная матрица того же, что и К, вида: 

V о 'HJ 
Подставляя (5.5) в (5.3), получим 

АтАх=Ъ, (5.6) 
где А=Ш—д/Хя-матрица, «собранная» из столбцов Я посред­
ством /. 

Для решения системы (5.6) матрицу АТА = К следовало бы 
разложить методом Холесского: K=RTR, что требует формиро­
вания К в явном виде. Нам уже известны опасности, связанные; 
с таким образом действий — возможная потеря ранга для плохо 
обусловленной А; возведение числа обусловленности в квадрат 
при любой А. Суть подхода Аргириса состоит в том, чтобы cTpoJ 

ить множитель Холесского JR ортогональным методом непосред­
ственно по матрице А. Таким образом, здесь почти полная ин­
версия в ходе мысли по сравнению с методом нормальныхурав-
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нений — положительно определенная матрица К заменяется 
прямоугольной матрицей Л! Относительно достоинств этого под-
хода процитируем [32]: «Общепризнанно, что метод естествен­
ной факторизации дает для многих структурных задач физиче­
ски более осмысленные и численно более точные результаты». 

Вторая тестовая задача Джорджа и Хита получена описан­
ным образом из квадратной рХр-се.тш. Число элементов — 
квадратов равно /= (р— l)2; q=4. При -==20 имеем: я=400, 
2=361, так что Л-—матрица с размерами 1444X400. 

Таблица 5 
Эксперименты Джорджа — Хита 

Геодезическая Конечно-
задача элементная 

задача 

Число строк 
Число столбцов 
Число ненулевых элементов А 
Число ненулевых элементов в В = АГА 
Число ненулевых элементов в Я 
Максимальная использованная память 
Время упорядочения столбцов 
Время числового разложения + решения 

треугольных систем 
Метод нормальных уравнений 
Метод вращений с «хорошим» упорядочением 

строк 
Метод вращений с «плохим» упорядочением 

строк 

892 
261 

4342 
2785 
5033 
7531 
1,17 

0,69 

1,90 

3,96 

1444 
400 

5776 
1882 
6229 
9369 

0,17 

0,78 

2,62 

6,83 

Таблица 5 показывает время решения обеих задач (в секун­
дах; машина IBM-3033; фортран; двойная точность) методом 
нормальных уравнений и методом вращений в обсуждавшейся 
выше форме. Столбцы упорядочивались согласно алгоритму ми­
нимальной степени. Для строк рассматривались два варианта 
упорядочения. «Хорошим» именуется упорядочение строк А по 
возрастанию максимального столбцового индекса ненулевых 
элементов. «Плохим» упорядочением в геодезической задаче на­
зывается естественное упорядочение, в каком она была сформу­
лирована, Для коиечноэлементной задачи — это порядок строк, 
обратный «хорошему». 

В графе «максимальная использованная память» указана 
память, отведенная для хранения ненулевых элементов R, соот­
ветствующих индексных векторов, рабочих массивов, и т. д. 

Метод вращений в обоих случаях проводился в обычной 
{не быстрой) форме. 

Резюмируя, мы можем сказать: алгоритм Джорджа—Хита 
сочетает достоинства метода нормальных уравнений (возмож­
ность использования разреженности, экономное расходование 
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памяти) с численной устойчивостью метода вращений. Это со­
четание достигается'за счет некоторого увеличения времени 
счета (в тестовых задачах — примерно в три раза). 

Оптимальные условия применения метода Джорджа—Хита: 
когда оперативная память допускает хранение матрицы R, но 
сверх того остается очень мало места. В этот остаток поочеред­
но вносят строки А. Тем самым, внешний файл используется 
только для считывания. 

Увеличение порядка задачи делает невозможным хранение 
1R ,В оперативной памяти даже с учетом ее разреженности. Для 
таких задач приходится прибегать к блочным методам. 

§ 6. БЛОЧНЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ 

Пусть матрица ЗНК имеет блочно треугольную форму (для 
простоты, с тремя блочными строками) 

А = О А22 А23\. (6.1) 
V0 О A J 

Диагональные блоки Ац— в общем случае прямоугольные; 
число столбцов в Ац, А\2, Ais обозначим соответственно через' 
пи «2, п3; щ+п2+пз=п. 

Предположим, что обработка всей матрицы А не может быть 
проведена в оперативной памяти; в то же время рассматривае­
мые ниже операции с отдельными блочными строками могут 
быть в ней выполнены. Тогда решение ЗНК естественно органи­
зовать таким образом (чтобы упростить описание, мы не упо­
минаем о действиях с правыми частями). 

1. «Конденсация» 1-й блочной строки. Составляется матрица 
A^{Au:~Ai), 

в которой А\ образована ненулевыми столбцами подматриц А\2у 
-4i3. 

2. Обработка матрицы А\. Эта матрица рассматривается как 
входная для " алгоритма Джорджа—Хита. Алгоритм должен 
быть изменен так, чтобы поиск «хорошей» перестановки сохранял 
предшествование столбцов Ап столбцам Ль В результате этапа 
2 будет Цолучена треугольная матрица R\, которую мы предста­
вим в виде 

В подматрицу,./?и входят верхние щ строк Ri; они, в сущности, 
являются верхними строками и для R — треугольного множите­
ля всей матрицы Л. Нужно лишь произвести «деконденсацию» 
в столбцах Rn, соответствующих столбцам А\, т. е. вернуть эле­
ментам этих столбцов их правильные позиции в массиве R. Так 
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как дальнейшие преобразования не затрагивают эти строки, их 
можно вынести на внешний файл, освободив место в оператив­
ной памяти для последующих операций, рдновременно декон-
денсация проводится и для подматрицы Rn. В расконденсиро-
ванном виде эта подматрица расширяет вторую блочную стро­
ку Л: 

-А 12 -А 13 
• -А22 .А2з 

3. Конденсация 
ставляется матрица 

(расширенной) 2-й блочной строки. Со-

' А 12 

л < > - = 
122 

А 

в которой А2 образована ненулевыми столбцами подматрицы 

-А 13 
•Агз 

4. Обработка матрицы А2 алгоритмом Джорджа —Хита 
Снова должно быть сохранено предшествование столбцов левой 
части А2 столбцам А2. Полученную матрицу R2 представим 
аналогично (6.2): 

В /?22 входят верхние /г2 строк ./?2, которые после деконденса­
ции превращаются в очередные строки R. Эти строки выносят­
ся на внешний файл. Подматрицу /?й после деконденсации 
обозначим .Лаз- Теперь осталось привести к треугольному ииду 
матрицу 

As 
•А 23 

А зз 
5. Обработка матрицы Л3 алгоритмом Джорджа—Хита. 

В результате этапа 5 будет вычислена нижняя угловая подмат­
рица ^зз матрицы R. 

Очевидным образом этот процесс можно обобщить на блоч-
но треугольную матрицу А любого блочного порядка р 
(см. [27]). 

В нашем описании неявно предполагалось, что матрицы 
Аи А2, Аз имеют полный столбцовый ранг. Это может быть не 
так, даже если у самой А ранг полный. Распространению мето­
да Джорджа—Хита на вырожденные случаи посвящена статья 
[33]. 
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Вопрос, который важен при такой методике счета, —как 
придать матрице А блочно треугольную форму. Три алгоритма 
для решения этой задачи предложены в работах [27, 28, 32]. 

В статьях [27, 28] упорядочение столбцов и строк А пред­
варяется тем или иным разбиением графа G=(X, E) матрицы 
В=АТА, т. е. разбиением & множества вершин X на непересе­
кающиеся подмножества: 

i 

В [27] разбиение G производится в соответствии с неполным 
алгоритмом вложенных сечений [29]. Перед описанием алго­
ритма напомним, что разделителем графа G называется такое 
подмножество вершин YczX, что подграф G(X—У) является не­
связным. Разделитель называется минимальным, если никакое 
его собственное подмножество уже не будет разделителем. 

Пусть [I — заданное натуральное число. Неполный алго­
ритм вложенных сечений для разбиения графа G(X, E) состоит 
в следующем: 

1. Положить V=X, р = 0, п—\Х\. 
2. Если V== 0 , перейти к шагу .4. В противном случае, поло­

жить р = р +1 и выбрать произвольную связную компоненту 
G(T) подграфа G(V), Если |T|{le}fx, положить Sp — T; иначе 
найти минимальный разделитель Sv для 67(Г), который бы 
делил этот подграф на две или более компонент примерно оди­
наковой величины. 

3. Положить V=V—Sp, п=я—\SP\ и перейти к шагу 2. 
4. Положить ^ = {Уь У2,.. . , УР}, где' У,*-—Sp+i_K, i= l, 2 , . . . 

. . . . , p. 
Эвристический алгоритм отыскания минимального раздели­

теля с нужными свойствами указан в [3, стр. 275]. 
Упорядочение (помечивание) вершин графа G называют 

совместимым с разбиением &*, если номера вершин из yi пред­
шествуют номерам вершин из Yi+i, i = l, 2 р—1. Пример 
разбиения графа в соответствии с описанным алгоритмом и сов­
местимого с этим разбиением упорядочения приведен на рис 14. 
Здесь {mu}=3, р — 7. 

Отождествим неизвестные нашей задачи с вершинами гра­
фа G матрицы В—АТА. Разбивая (при выбранном р,) граф G 
посредством вложенных сечений и беря какое-либо совместимое 
упорядочение, мы установим тем самым" порядок столбцов А. 

Блочно треугольная форма для А будет получена, если мно­
жество номеров строк разбить на непересекающиеся подмноже­
ства Z\t..., Zp по правилу: 

Zt^k^j&^a^^-uZ^ t = l ,2, ....,p. 
г-=1 

Беря, произвольный порядок строк, совместимый с эти*4 разбие­
нием, мы приходим к матрице нужного вида. 
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Рис. 14 

В [27] сообщается о результатах двух серий экспериментов 
с матрицами тех же типов, о которых говорилось в § 5, но со 
значительно большими размерами. Использовалась та же ма­
шина IBM 3033. Поскольку главная цель авторов состояла в 
разработке средств решения очень больших ЗНК. на машине с 
ограниченными ресурсами, то в первой серии решалась последо­
вательность задач с возрастающими размерами на одном и том 
же поле оперативной памяти примерно в 32 000 слов. Понятно, 
что с увеличением размеров задачи должна увеличиваться глу­
бина алгоритма сечений, т. е. должен расти блочный порядок р. 

В таблице 6 приведены данные этой серии. Графа «Макси­
мальная использованная память» имеет тот же смысл, что и в 
таблице 5. Время указано в секундах, причем в понятие «обще­
го времени» входит время на обмен между двумя уровнями па­
мяти. ' 

Во второй серии, результаты которой представлены в табли­
це 7, исследовалась зависимость используемой оперативной па­
мяти и'арифметической работы от границы р, на (столбцовый) 
размер блока. Для различных значений р, были решены две 
задачи, по одной из каждого класса. Видно, что время решения 
(как общее, так и на чистую арифметику) мало чувствительно 
к изменению р; требования же к оперативной памяти заметно 
снижаются при больших р. 

Таблицы показывают, что при (приблизительно) одних и 
тех же размерах конечноэлементные задачи требуют значитель­
но большего машинного времени, чем задачи геодезические. Это 
связано с большей плотностью их матриц. 

Время, затрачиваемое на упорядочение строк и столбцов, 
ничтожно по сравнению с общим временем счета. Так, для са­
мой большой конечноэлементной задачи упорядочение потребо­
вало всего 0,78 сек. 
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Таблица .6 
Тестовые результаты для серии задач, решавшихся 

на фиксированном поле оперативной памяти 

Число 
неизвестных 

Число 
уравнений 

Граница 
для разме­

ра блока 
Блочный 
порядок 

р 

Макси­
мальная 

использо­
ванная 
память 

Время 
фактори­
зации и 

решения 

Общее 
время 

402 
1290 
2674 
4554 

1512 
4920 

10 248 
17469 

1. Геодезические задачи 

500 
1500 
1500 
1500 

7430 
25367 
32 070 
30141 

2. Конечноэлементные задачи 

1,69 
7,21 

22,7 
46,18 

4,69 
22,77 
57,69 

107,40 

400 
1225 
2500 
4225 

1444 
4624 
9 604 

16 384 

500 
1000 
1000 
500 

1 
3 
7 

23 

10 029 
30 547 
28 462 
28 987 

3,10 
20,78 
72,98 

142,81 

5,97 
32,23 
96,10 

208,20 

Таблица 7 
Результаты для одной задачи каждого класса при различном 

блочном порядке 

Граница р. для 
размера блока 

Блочный 
порядок р 

Максимальная 
использованная 

память 
Время факториза­

ции и решения Общее время 

1. Геодезическая задача 
п = 2674 неизвестных, т = 10 248 уравнений 

3000 
1500 
800 
500 

2000 
1500 
1000 
500. 

1 
3 
7 

18 

53 858 
32 070 
17 966 
13 699 

17,73 
22,27 
23,66 
27,56 

2. Конечноэлементная задача 
п — 2500 неизвестных, m = 9604 уравнений 

3 
5 
7 
15 

73 002 
46178 
28 462 
23 332 

72,58 
68,73 
72,98 
69,11 

71,40 
57,69 
52,71 
61,80 

юб,8а 
96,00 
96,10 

100,80 
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В обзоре Бьорка [14] отмечается, что методика Джорджа— 
.Хита—Племмонса с успехом применялась для решения больших 
геодезических задач, в которых число неизвестных доходило до 
•60 000. 

Алгоритм упорядочения, описываемый в [28], нацелен на 
усовершенствование блочно треугольной формы. При р = 3 мо­
делью вместо (6.1) .служит матрица, показанная на рис. 15. Мы 
видим, что две верхние блочные строки не имеют общих неиз­
вестных и что структура матрицы JR повторяет структуру Л. 

А*—*-

-i-l2 

Р ж 1 
Vsvs 

i 1 
>Z„ 

L% 

н 

Рис. 15 

Желательно, чтобы последний блочный столбец был как 
можно более узким, т. е. чтобы строки, входящие в множество 
Z%, содержали в совокупности как можно меньшее число неиз­
вестных. 

Оказывается, что и новую задачу упорядочения можно ре­
шать на графе G матрицы В = АТА. Пусть S — разделитель ши­
рины 2 для G. Это означает, что подграф G(X—S) несвязен, 
т. е. состоит из связных компонент G(Ci),..., G(Ct), и что для 
любых узлов Л.6С-, £/6Cj, 1Ф\, расстояние между х я у в G 
(т. е. длина кратчайшего пути, соединяющего х и у) превыша­
ет 2. $ называется минимальным разделителем ширины 2, если 
любое его собственное подмножество либо не будет разделите­
лем, либо имеет меньшую ширину. 
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Предположим, что для связного графа G и минимального раз­
делителя 5 число связных компонент в G(X—S) равно ровно 
двум. Обозначим подмножества вершин, отвечающие этим ком­
понентам, через Ci и С^. Снова отождествляя вершины G с не­
известными задачи, обозначим через Z3 множество строк Л, 
содержащих неизвестные только из S. Все остальные строки 
распадаются на два подмножества, в которых нет общих неиз­
вестных. Обозначим через Zi подмножество с номерами неиз­
вестных из C-,i\jS, i=l, 2. Разбиение Zb Z2, Z3 и будет искомым; 
соответствующее разбиение столбцов — Сь С2, S. 

Описанное разбиение можно применять рекурсивно, что при­
водит к алгоритму вложенных сечений ширины 2. Алгоритм со­
стоит в следующем (напомним, что символ Ad] (У) обозначает 
смежное множество для YczX); 

1. Положить Y°=X,k=0. 
2. Найти связные компоненты подграфа G (Yk) и пометить 

•их множества вершин как КД F2
fe, . . . , Yk

rk. 
3. Для_ j = 1 , 2, . . . , rk найти минимальный разделитель 

ширины 2 5 / в_ подграфе G (Yf lj Adj (Г/)). Если S / ^ 0 , 
положить Sj

k = Sjknyrjk- В противном случае, положить 5/—= 

4. Положить S^i/sA Y*+l=Yk — SK Если Г*+1 =?-= 0 , поло-
жить k = k-\-l и перейти к шагу 2. 

Если Ykn = 0 впервые при k=h, то разбиение 
Ф = { 5 / С 1 , 1 < / < г й , 0<£</г} (6.3) 

называется разбиением по методу вложенных сечений ширины 2. 
Пример работы алгоритма приведен на рис. 16. В этом примере 

Рис. 16 
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S*={x&, „9, xw, Ли}, Yx
l={xv x2, JC3, .*4> -«6. -«6» x7}r 

У^=:{Л*12, JCis» #14» *16» -*16» -^17' -^is}' ^ 1 ={X3i *Ъ -^б}» 
--V -{*ц, *M, x15, *16}, Гх2 =-{*i> -«a). r22-={*., *7}, 
>V={*wb r*2={XibXml S?=*Vf, ./—=1,2,3,4. 

Упорядочение вершин графа G называют совместимым с раз­
биением Ф, если для любого x^Sf и любого t/6-K/ - 5 / номер х 
больше номера у. Для примера на рис. 15 упорядочение, опре­
деляемое правилами 

-*1->1, х2-+2, -je3->8, ^4-^9, х5->Ю, хб->3, л:7-^4, 
х8->-15, -хэ̂ ->16, я-о-И7, Хц->18, .jCi2->5, л13-П1, 

JC14->12, х15-->13, .х"16->14, .х^-^б- Jt*i8->7, 
совместимо с соответствующим разбиением Ф. 

Если Ф — разбиение графа G={X, E) по методу вложенных 
сечений ширины 2 и для вершин G принято упорядочение, сов­
местимое с Ф, то для числа \R\ ненулевых элементов в треу­
гольной матрице ^справедлива оценка [28]: 

^i<221 5 j"^A d j ( r j f t ) l + i i4^b (6-4> 
До сих пор говорилось, и то лишь для единственного сече­

ния, о блочном упорядочении строк матрицы А. Внутри каждой 
из групп Zi порядок строк не оговаривался. При большей глу­
бине алгоритма сечений не определены еще и сами группы Z-. 

В [28] приведены доводы в пользу такого способа упорядо­
чения. Пусть столбцы А уже переставлены в соответствии с ме­
тодом вложенных сечений. Назовем ведущим индексом строки 
столбцовый индекс первого ее ненулевого элемента. Упорядочим 
строки Л по возрастанию ведущего индекса. Это упорядочение 
само по себе определяет группы Zi. Именно, Z\h— это группа 
строк, чей ведущий индекс не превосходит \S\h\; Z2

h— группа 
строк с ведущим индексом, большим ISi^l, но не превосходя­
щим IS^I + I ^ I , и т. д. 

Принимая этот способ упорядочения строк, можно получить 
априорную оценку и для арифметической работы [28]. За меру 
арифметической работы при одном вращении берется число не­
нулевых элементов в преобразованной ведущей строке. Так, для 
вращения, изображенного на рис. 17, ведущей является строка 
хт, а число ненулевых элементов в преобразованной строке 
хт — 6. Поэтому работа для данного вращения равна 6. 

Положим \ijk= \Sjh{jAd](Yjh) |. Тогда подсчитываемая ука­
занным образом арифметическая работа не превосходит вели­
чины 

У V1-—-——————--. (6.5) 
£-0 j = l 
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Рис. 17 

Пусть, например, ЗНК получена посредством методики ес­
тественной факторизации (см. § 5) из конечноэлементной зада­
чи на правильной рХр сетке. Будем считать, что с каждым 
квадратом сетки ассоциированы четыре неизвестных и четыре 
уравнения. Тогда, в обозначениях § 5, д==4; 1={р—I)2; общее 
число п различных неизвестных равно р2; т=4 / . 

Исходная сетка превращается в граф матрицы В=АТА, если 
в каждом квадрате провести обе диагонали. Поэтому вложен-
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ные сечения можно строить на самой этой сетке. На рис 18 по­
казано разбиение и упорядочение по методу вложенных сечений 
ширины 2 для сетки 14X14. При таком упорядочении неизвест­
ных выполняются неравенства: 

/z<21og2--, 
rk<2fe, 0<&</z, 

Adj(r/)|<4[—£- 0</fe</L 

Используя их, можно показать, что правая часть (6.4) есть 
величина порядка p2\og2p- Таким образом, число ненулевых 
элементов в /? равно О (р2 log2p). 

Упорядочивая строки по возрастанию ведущего индекса, мы. 
обеспечиваем, что 

Zf\<\ 2^12 0 < £ < / t . 

Тогда из (6.5) вытекает, что арифметическая работа при вычис­
лении R равна 0(pz). Более точный анализ приводит к оценкам 
(5lp2log2/?)/4+0(p2) и 1405p3/2I+O(/?2log2p) соответственна 
для числа ненулевых элементов в R и арифметической работы. 
В таблице 8 для нескольких сеточных задач представлены ко­
личественные данные, которые свидетельствуют, что в приве­
денных оценках константы все еще завышены. Время т указано 
в секундах для машины IBM 4341; память 5 - в машинных 
словах. 

Любопытны и результаты сравнения различных стратегий 
строчного упорядочения, показанные в таблице 9. В ней %А, тв* 
%с — время в секундах (та же IBM 4341) для одного и того же 
порядка столбцов, найденного методом вложенных сечений, и 
трех вариантов упорядочения строк: А — так называемое естест­
венное упорядочение. Порядок уравнений соответствует обходу 
квадратов сетки строка за строкой. В— упорядочение строк по 
возрастанию ведущего"индекса. С — упорядочение строк по убы­
ванию ведущего индекса. Видно, что стратегия В дает ощути­
мый выигрыш во времени по сравнению с другими вариантами 
упорядочения. 

Успешность описанного алгоритма зависит от того, имеются 
ли в графе G и его подграфах разделители ширины 2. Упомянем 
в связи с этим следующий результат, принадлежащий Гильбер­
ту (J. К. Gilbert). Пусть имеется конечноэлементная сетка с п 
узлами. Если остов сетки является плоским графом и степени 
всех узлов в этом графе ограничены, то найдется разделитель 
ширины 2, состоящий из О (in) узлов. 
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Таблица <.?•' 
Память и время для сеточных задач в алгоритме вложенных 

сечений ширины 2 

р 

10 
12 
14 
16 
18 
20 
22 

и 

100 
144 
196 
256 
324 
400 
484 

m 

324 
484 
676 
900 
1156 
1444 -
1764 

s 

2223 
3419 
5058 
7189 
9805 
12679 
16076 

s 
P-b2«i» 

6,692 
6,623 
6,778 
7,021 
7,257 
7,332 
7,448 

t 

2,103 
3,823 
5,850 
8,967 
12,793 
17,530 
23,813 

t 
p» 

0,00210 
0,00221 
0,00213 
0,00219 
0.00219 
0,00219 
0,00224 

Таблица 9' 
Сравнение различных стратегий строчного упорядочения 

в алгоритме вложенных сечений ширины 2 

р 

10 
12 
14 
16 
18 
20 
22 

п 

100 
144 
196 
256 
324 
400 
484 

m 

324 
484 
676 
900 
1156 
1444 
1764 

х\ 

2,290 
4,310 
7,390 
12,040 
18,580 
27,170 
39,043 

Ч 

2,103 
3,823 
5,850 
8,967 
12,793 
17,530 
23,813 

<с 

2,810 
5,387 
9,836 
15,873 
24,960 
36,846 
54,183 

Для матрицы А, отвечающей естественной факторизации 
конечноэлементной задачи на такой сетке, можно строить вло­
женные сечения ширины 2 и брать упорядочения строк и столб­
цов аналогично тому, как это делалось выше. Число ненулевых. 
элементов треугольной матрицы Д и арифметическая работа 
при ее вычислении снова будут ограничены величинами 
0(nlog2n) и 0(м3/2). 

Отметим следующее важное обстоятельство. Блоки Л и , А2ч 
(и даже первые две блочные строки) в матрице на рис. 15 мо­
гут обрабатываться независимо друг от друга. Если глубина 
метода сечений растет, то возрастает и число блоков А, допус­
кающих независимую обработку. Это позволяет эффективную 
реализацию метода на параллельных ЭВМ. 

Что произойдет, если в попытке получить для А форму,. 
изображенную на рис. 15, мы проведем в графе матрицы В се­
чение, не требуя, чтобы его ширина была равна двум? Во-пер­
вых, блочной строки Zs может не быть вовсе. Так будет, если 
в системе нет уравнений, связывающих только узлы разделите­
ля. Во-вторых, в отличие от рис. 15, ненулевые столбцы блоков 
•—is и Л2з могут не разделяться. Один и тот же узел разделителя 
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может быть связан с узлами и Си и С2. Таким образом, при ис­
пользовании простых разделителей в общем случае можно рас­
считывать только на следующую блочную форму 

- (Ах О ВЛ 
АЦ „J\. (6.6) 

Алгоритм упорядочения, основанный на проведении простых 
сечений, рассмотрен в [32]. Удивительно, что в вышедшей тре­
мя годами позже работе [28] нет никакого упоминания об этой 
статье, несмотря на их бесспорное идейное родство. 

Проводя сечения в каждом из подграфов G(Ci), G(C2) и 
выполняя соответствующие перестановки строк и столбцов, по­
лучим для А форму 

'.А- £- DA 
. , А* В2 D2\ 

Л~{ А3 CZDA ( 6 J ) 

A, C4DJ 
Отсюда и из (6,6) ясно, как будет меняться вид матрицы при 
увеличении глубины метода сечений. 

Покажем для матрицы (6.7), как может быть организовано 
вычисление треугольной матрицы R. Пусть Qi — ортогональная 
матрица (произведение вращений), преобразующая к треуголь­
ному виду блок Аи i— lt 2, 3, 4: 

QM,-№). 
Умножая i-io блочную строку А слева на Qf, придем к матрице 

о в,1 zv 
R2 B2o £>2° 
0 £2- ZV 

Rz C3°D3o s 
0 C31 D8

X 

R4 C4° £>4° 
0 CA

l D4
l _ 

(6.8) 

Обработка блочных строк может идти параллельно, 
Перестановкой блочных строк в (6.8) сольем треугольные 

подматрицы Ri'. 
Г#1 -1° А ° ~ 

#2 -2° #2° 
Rz C3o D3° 

/?4 С4о £>4° 
в,1 А; 

В£ D2
l 

<-7 I V _ 

(6.9) 

272 



Обозначим через Q5, Q6 ортогональные матрицы, приводящие 
к треугольному виду соответственно матрицы 

ЛгГ lev 
Левое умножение нижних блочных строк матрицы (6.9) на Q? 
и Ql (преобразования этих двух пар строк могут выполняться 
параллельно) трансформирует нижнюю угловую подматрицу 
к форме 

' #5 
О 

0 А 1 

После перестановки блочных строк эта подматрица выглядит так: 

ReD6o 

Наконец, посредством ортогональной 
к треугольной форме R7 матрицу 

—V 
-V 

Теперь вычислена вся матрица R: 
Ri 

матрицы Q7 приведем 

Я = 

R* 
Rt 

-5i° 
£2° 

RA 
R5 

C4o Z)4o 
£>5o 

#6 .D6o 
/?7 . 

Заметим, что алгоритм вложенных сечений в описанной фор­
ме является приспособлением к ортогональным методам спосо­
ба блочного разбиения системы нормальных уравнений, издав­
на (в течение столетия) практикуемого геодезистами и называ­
емого гельмертовым блокированием [34], 

Разбиения строк и столбцов матрицы, сообщающие ей блоч-
но треугольную форму одного из рассмотренных в этом пара­
графе типов, могут возникать в исходной ЗНК естественным 
образом (так обстоит дело, например, в геодезических задачах, 
где данные собираются по географическим регионам и границы 
между регионами являются разделителями соответствующего 
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графа). В противном случае вычисление этих разбиений можно 
автоматизировать. Однако работа с графом матрицы В=АТА 
требует, чтобы он мог быть помещен в оперативную память. 

Как уже говорилось, не для всех графов алгоритмы сечений 
эффективны. Поэтому ортогональные методы, определяющие по­
рядок исключения динамически (например, методы, обсуждав­
шиеся в § 4), сохраняют свое значение. 

§ 7. СНОВА О ПОРЯДКЕ ВРАЩЕНИЙ 

В статье 1982 г. .[42] Златев обнародовал результаты обшир­
ных экспериментов," которые опровергают некоторые выводы 
работ Даффа и Рида, обсуждавшихся в § 4, 

Напомним, что Даффом, в частности, сравнивалась эффек­
тивность следующих двух динамических стратегий в методе 
вращений: при одинаковом способе выбора столбцов (на каж­
дом шаге за ведущий принимается столбец активной подматри­
цы с наименьшим числом ненулевых элементов) различалась 
организация большого шага. В одном случае (стратегия ri в с.,) 
фиксировалась ведущая строка (именно, та, что имеет ненуле­
вой элемент в ведущем столбце и наименьшее общее число не­
нулевых элементов среди таких строк), а порядок малых шагов. 
определялся принципом минимума заполнения в ведущей стро­
ке. • В другом (стратегия Джентльмена)—ведущая строка не 
фиксировалась, а для очередного малого шага выбирались две 
строки с ненулевыми элементами в ведущем столбце с наимень­
шими в данный момент строчными числами ri. Дафф пришел к 
заключению, что промежуточное заполнение для обоих способов 
примерно одинаково и, так как стратегия Джентльмена реали­
зуется более сложно, следует предпочесть стратегию ri в Cj. 

В [42] описаны опыты с семейством матриц F2(m, п, с, г, а). 
Структуру этих матриц и смысл параметров с, г разъясняет 
рис. 19; m, n — размеры матрицы. Число ненулевых элементов 
/ 2 выражается формулой NZ=rm-\-l\0. Параметр а регулирует 
величину разброса ненулевых элементов F2; о его значении мы 
скажем чуть позже. 

Управляя размерами т, п и параметрами с, г, а, можно по­
лучить матрицы F2 с весьма различными свойствами. В [42] 
сообщается о нескольких сот экспериментах с т, меняющимся 
от 100 до 200 с шагом 10, и п—от 100 до 150 с тем же шагом. 
Сравнивалось время для обеих стратегий и максимальное чис­
ло ненулевых элементов на промежуточных этапах приведения 
к треугольному виду. 

Удобно будет рассматривать метод вращений как метод ор­
тогонально-треугольного разложения матрицы А (см. § 3): 

PXAP% = QR. (7.1) 
Здесь Р\, Pz~матрицы перестановок; Q—mXn матрица с ор-
тонормированными столбцами; # —треугольная. 
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Рис. 19 

Программы LLSS01 и LLSS02, реализующие соответствен­
но стратегии Джентльмена и г( в с3- и использующие быструю-
форму вращений, имеют следующую особенность, характерную 
для датской школы разреженного програмирования. В число 
их параметров входит так называемый барьер Т (drop-toleran­
ce). Это вещественное неотрицательное число, которое сказы­
вается на процессе таким образом. Все элементы промежуточ­
ных матриц, по абсолютной величине меньшие барьера, заме­
няются точными нулями. При 7 — 0 мы получаем обычный метод 
вращений; если же Т положительно, то заполнение матрицы, 
вообще говоря, сокращается, причем тем больше, чем больше Т. 

Введение барьера приводит к тому, что при Г-т-О вычислен­
ные матрицы Q и R не дают ортогонально-треугольного разло­
жения А, даже, если арифметические операции выполняются 
точно. Можно надеяться все же, что при не слишком большом 
значении барьера будет получено приближенное псевдорешение 
х, которое можно улучшить последующим процессом итерацион­
ного уточнения. Напомним, что в методе вращений для разре­
женных матриц ортогональный сомножитель Q обычно не хра­
нят. Зато обработка, новых правых частей требует , сохранять 
исходную матрицу А. Именно это и нужно для итерационного 
уточнения. Полагая х=Х\, можно вести процесс по формулам: 
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( / W № T ) ^ * = r i * , .*-i+1=*i + rf.*. 
Векторы ri, гД d^, xt хранятся с двойной точностью; с двойной 
точностью вычисляются все скалярные произведения. Вектор 
d^ определяется путем решения двух треугольных систем. Как 
отмечено в работах Бьорка [11, 13], для машины с относитель­
ной точностью е процесс итерационного уточнения обычно дает 
вектор, имеющий погрешность О (в2). 

Увеличивая барьер Т, мы сокращаем заполнение, но ухудша-. 
ем качество приближенного псевдорешения х и следовательно, 
увеличиваем число шагов итерационного уточнения. Для задачи 
с одной правой частью при отсутствии барьера хранение матри­
цы "А,^возможно, вообще бы не потребовалось, так как уже точ­
ность х удовлетворительна. Тем не менее, как показывает прак­
тика датских вычислителей, комбинация большого барьера с 
итерационным уточнением часто дает суммарный выигрыш и во 
времени, и в памяти: настолько сокращается заполнение и одно­
временно число операций. При этом значения Т достигают 
Ю-2—1О--. 

Параметр а, от которого зависит разброс величин ненулевых 
элементов исходной матрицы F2, существенно влияет на коли­
чество элементов, отброшенных по барьерному значению 7". 

Мы воспроизведем две из большого числа таблиц, приведен­
ных в [42], В этих таблидах стратегии Джентльмена и г , в с, 
называются соответственно стратегиями 1 и 2; время дано в се­
кундах для машины CD С Cyber 173; графа COUNT указывает 
наибольшее число ненулевых элементов в процессе приведения 
к треугольному виду, а графа «Итерации» — число шагов ите­
рационного уточнения. 

В таблицу 10 сведены результаты для матриц F2 (т , 100, 
11, 3, 10) для одиннадцати значений m от 100 до 200 и трех 
различных значений барьера (заметим, что двойное слово CDC 
Cyber 173 имеет 120 разрядов). В каждой горизонтальной стро­
ке данные усреднены по т. В круглых скобках даны отношения 
одноименных показателей для стратегий 1 и 2. 

Таблица 10 
Зависимость заполнения, времени и числа шагов итерационного 

уточнения от значения барьера 

т 

Ю-25 

10--

Стратегия 1 

COUNT Время 

2706 (0,85) 
1169 (0,71) 
816 (0,65) 

8,91(0,85) 
3,72(0,75) 
3,32(0,72) 

Число 
итераций 

8,0 (1,03) 
16,8(1,10) 
22,2(1,02) 

Стратегия 2 

COUNT 

2854 
1646 
1259 

Время 

10,54 
4,98 
4,58 

Число 
итераций 

7,8 
15,3 
21.7 
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В таблице 11 показаны результаты для матриц F2 (т, 100,. 
11, г, 10) для тех же значений т, фиксированного барьера 7 = 
==10-1 и переменного г. Параметр г влияет на степень разре­
женности F2. Снова приводятся данные, усредненные по т. 
Ошибка псевдорешения, полученного итерационным уточнением, 
во всех случаях не превышала Ю-26. 

Таблица 11 
Зависимость заполнения, времени и числа шагов итерационного 

уточнения от параметра г 

г 

2 
3 
4 
5 
6 

Стратегия 1 

COUNT 

427(0,96) 
816(0,65) 

1346(0,68) 
1962(0,72) 
2144(0,70) 

Время 

1,62(1,02) 
3,32(0,72) 
4,76(0,66) 
7,96(0,71) 
8,94(0,66) 

Число 
итераций 

16,7(1,06) 
22,7(1,05) 
20,1(1,00) 
21,6(1,03) 
21,3(1,22) 

Стратегия 2 

COUNT 

447 
1259 
1989 
2718 
3044 

Время 

1,59 
4,58 
7,16 

П,28 
13,47 

Число 
итераций 

15,7 
21,7 
20,2 
21,0 
17,4 

Мы видим, что при всех Т и при всех (кроме г—2) значени­
ях г стратегия 1 имеет преимущество и по памяти, и по времени 
перед стратегией 2. Таков же вывод из экспериментов Златева 
в целом. Во всех случаях, за исключением сравнительно очень 
разреженных, стратегия Джентльмена давала выигрыш, часто 
очень ощутимый. В некоторых тестах время счета сокращалось 
вдвое. 

Чем же объяснить различие результатов, к которым пришли 
Дафф и Златев? Можно доказать [42], что при одном и том же 
порядке столбцов обе стратегии будут давать одинаковое за­
полнение, если на каждом шаге в активной части ведущего 
.столбца находится не более 3 ненулевых элементов. Многие 
матрицы, использовавшиеся Даффом, были очень разреженны­
ми, так что для них сформулированное условие выполнялось. 
Для «более плотных случаев, как показано экспериментами Зла­
тева, стратегия Джентльмена предпочтительней. 

§ 8. НОВОЕ В НЕОРТОГОНАЛЬНЫХ МЕТОДАХ 

Результаты, полученные в [42], противоречат и одному из 
выводов статьи Даффа и Рида [23], а именно, что метод рас­
ширенной матрицы сохраняет разреженность лучше, чем метод 
вращений. Оба метода сравнивались Златевым на том же се­
мействе тестовых матриц F2. Метод вращений был представлен 
программой LLSSOl (стратегия Джентльмена); расширенная 
матрица обрабатывалась несимметричным методом .Гаусса. 
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Для этой цели использовалась известная программа Y12M, со­
ставленная Златевым, Васньевским и Шаумбургом [43, 44]. 
В ней реализована та же барьерная техника, что и в LLSS01, 
в сочетании с итерационным уточнением. 

В таблицах 12, 13 показаны результаты для матриц F2 (т, 
75, 11, 3, 10) при пяти различных значениях т и для двух зна­
чений Т. Видно, что при малом барьере метод вращений намного 
превосходит метод расширенной матрицы. При больших значе­
ниях барьера время счета для обоих методов сближается, хотя 
по памяти метод вращений по-прежнему имеет преимущество. 
Время указано в секундах; машина — CDC Cyber 173. 

Таблица 12 
Сравнение результатов для метода расширенной матрицы 

и метода вращений при Т = Ю-25 

m 

80 
85 
90 
95 

100 

Метод расширенной матрицы 1 Метод вращений 

COUNT 

2940 
3429 
3572 
3807 
4065 

Время 

4,27 
5,23 
5,79 
6,56 
7,14 

Число 
итера­

ций 

5 
5 
5 
6 
6 

Точность 

4.37Е—27 
4,90Е—27 
8,91Е—27 
2,63Е—27 
1Д6Е—27 

COUNT 

1534 ' 
1529 
1521 
1530 
1718 

Время 

2,92 
3,07 
3,09 
2,77 
3,43 

Число 
итера­

ций 

8 
8 
8 
5 
5 

Точность 

1.57Е—27 
1,62Е—27 
7.07Е—27 
9,09Е—27 
2,26Е—27 

Таблица 13 
Сравнение результатов для метода расширенной матрицы 

и метода вращений при Т -10- 1 

m 

80 
85 
90 
95 

100 

Метод расширенной матрицы 

COUNT 

1137 
1136 
1164 
1230 
1239 

Время 

2,46 
2,89 
2,93 
2,99 
3,09 

Число 
итера­

ций 

18 
19 
18 
18 
19 

Точность 

7.12Е—12 
1,31Е—27 
1.97Е-27 
1 , 4 4 Е - 27 
1 ,17Е-27 

Метод вращений 

COUNT 

627 
625 
638 
550 
491 

Время 

1,96 
3,06 
2,99 
2,68 
1,96 

Число 
итера­

ций 

17 
31 
30 
28 
20 

Точность 

2,ПЕ—25 
6,97Е—27 
1.42Е—27 
3 , 2 3 Е - 27 
2,92Е—20 

В работе Бьорка и Даффа [15] предложена модификация 
метода Питерса—Уилкинсона, которая может давать значитель­
ную экономию вычислений для почти совместных систем. По 
существу, в этом случае исходная система решается методом 
Гаусса с выбором ведущего элемента. 
278 



Дадим несколько более подробное описание. В стандартной 
форме метод Питерса—Уилкинсона начинается с треугольного 
разложения матрицы А, после чего формируется и факторизует-
ся матрица LTL (см. § 3). Операции с правой частью отклады­
ваются на самый конец процесса. В рассматриваемой мо­
дификации матрица А и правая часть Ъ обрабатываются одно­
временно, 

Упрощая запись, предположим, что нужные перестановки 
строк и столбцов произведены в А заранее, так что процесс 
треугольного разложения идет затем уже без каких-либо пере­
становок. Приведение системы к верхнему треугольному виду 
можно изобразить как умножение обеих ее частей на последова­
тельность элементарных матриц Lb . . . , Ln: 

' с 
d Lr АЛЧо} lr LJ = 

с — вектор размерности п. Положим M=Ln ... Lx\ заметим, 
что последние т — п столбцов матрицы М совпадают с одно­
именными столбцами единичной матрицы. Поэтому 

Л*-Ь-**("*Г<)-{°). (8.1) 

Для решения хс треугольной системы Ux = c имеем 
\\Axc-b\\^\\dl 

и если величина ||с?|| достаточно мала (это и есть условие почти 
совместности), то хс можно принять за приближенное псевдо­
решение задачи. Тем самым, избегается формирование и реше­
ние нормальной системы уравнений. 

Таблица 14 демонстрирует для одного класса тестовых задач, 
Таблица. 14 

Сравнение результате, для метода Питгрса-Уилкинсона 
и модификации Бьорка-Даффа 

Число строк 
Число столбцов 
Число ненулевых элементов 

Время треугольного разложения 
матрицы 

Время прямого хода для правой 
части 

Общее время решения по методу 
Питерса-Уилкинсона 

Общее время решения для модифи­
цированного метода 

Невязка решения, вычисленного по 
методу Питерса-Уилкинсона 

Невязка решения, вычисленного 
модифицированным методом 

84 
64 

252 

40 

1 

114 

41 

9X10.---

5X10-1* 

144 
100 
432 

78 

2 

226 

80 

5Х10-14 

lxIo-13 

220 
144 
660 

126 

3 

381 

131 

7ХЮ-1* 

5ХЮ-1* 
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рассматривавшегося в [23], что модификация может сокращать 
время счета почти в три раза. Время указано в миллисекундах 
для машины IBM 3033; вся арифметика выполнялась с двойной 
точностью. 

Если число ||d|| недостаточно мало (т. е. система не являет­
ся почти совместной), то вычисления продолжаются таким об­
разом. Замечаем, что для произведения, составляющего первый 
член в правой части (8.1), нужны лишь первые п столбцов мат­
рицы М~\ Образованная ими тХп матрица есть в точности 
матрица L из (3.4). При этом для построения L никаких новых 
вычислений не требуется: ее i-й столбец получается из i-ro 
столбца Li изменением знаков у поддиагональных элементов. 
После замены переменного z=Ux—c исходная задача перехо­
дит в ЗНК 

min 
Z 

Последняя решается стандартным образом. Составляется нор­
мальная система 

.л*-^(2) 
и после факторизации матрицы LTL из треугольных систем оп­
ределяется z. Наконец, решая треугольную систему Ux=c+z> 
находим псевдорешение XQ. 

§ 9. ДОБАВЛЕНИЕ ПЛОТНЫХ СТРОК 

Выше неоднократно говорилось о том, что плотные строки 
целесообразно выводить из исходной задачи, так как они при­
водят к сильному заполнению матрицы. Решив получившуюся 
разреженную задачу, мы можем затем перестроить псевдоре­
шение в соответствии с ранее удаленными уравнениями. 

Опишем, следуя [26], один из возможных алгоритмов тако­
го рода. Пусть матрица А и правая часть b представлены в 
блочном виде 

где А{ соответствует разреженным, а А2 — плотным строкам Л. 
Мы считаем, что количество строк в А2 невелико. 

Обозначим через уо псевдорешение ЗНК 
А{у=Ьи (9.1) 

Если задача (9.1) решалась ортогональным методом или мето­
дом нормальных уравнений, то должна быть сохранена тре­
угольная матрица R. 
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Пусть Хо — псевдорешение задачи Ах = Ь. Будем искать по--
правку z=Xo—tfa. Имеем: 

rl(x0)^bl-Alx0=bl—A1yQ — Alz = r1(yo)~A1z, _ (9.2). 
г 2 (х0) = Ь2—А 2х0 = г2 (г/о) — A2z. 

В правой части (9.2) первое слагаемое не зависит от г и орто­
гонально второму. Действительно, А\тг\(уь) =AiTb— AiTAiy0=(X 
Поэтому минимизация по z суммы I|ri(xo)||2,+ ||r2(A:io)||2 эквива­
лентна минимизации суммы 

\\А^\\*+\\г2(у0)-А2г\\>==\\11г\\*+\\г2(у0)--А2г\\К (9.3) 
Полагая 

d=r2(yQ), ti=Rz, v = d—A2Rrlu, 

- - = ( * ) , C~{A2Rr"\I), 

можем переформулировать задачу (9.3) в виде: 
Найти штЦ-шЦ при условии Cw=d. (9.4) 

W 

ЭТО стандартная задача вычисления нормального псевдоре­
шения адо для недоопределенной линейной системы. Согласно 
предположению, строчная размерность С мала, и подматрица 
Д2_-?~- в ней плотная. Поэтому мы можем пользоваться стан­
дартными методами для плотных матриц. 

Пусть U — ортогональная матрица такая, что в равенстве 
C£/«(L:0) 

матрица L — левая треугольная. Матрицу U можно построить 
методами отражений или вращений, применяемыми к Ст. Де­
лая замену переменного t—UTw, получим из (9.4) задачу 

Найти miniUH при условии (L : Q)t~d. (9.5) 
t 

Разбивая t соответственно матрице на подвекторы zfi и t% ви­
дим, что для нормального псевдорешения й0 задачи (9.5) t2—О,. 
ti = L~1d. Зная tQ, вычисляем ш0, а затем по и0, решая треуголь­
ную систему с матрицей R, находим z. 

В работе [15] описан другой алгоритм перестройки, пригод­
ный и для более деликатной ситуации, когда задача (9.1) не­
имеет полного ранга. 

§ 10. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ КОВАРИАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ 

В ряде статистических задач- наряду с псевдорешением ЗНК 
нужно вычислять некоторые элементы ковариационной матри­
цы С=В~Х = (АТА)~К Если i? — множитель Холесского для В, 
то 

С=Я~-(#*)--. (10.1) 
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Равенство (10.1) позволяет вычислить один за другим столб­
цы са ковариационной матрицы. Действительно, умножая обе 
части на единичный вектор еа, получим 

Ca-Cea~R-4R-Tea), 
RT(Rca)~ea. ( " } 

Следовательно, чтобы найти са, нужно решить две треугольные 
системы. 

Даже при очень разреженной матрице R ковариационная 
матрица, вообще говоря, будет заполненной. Так обстоит дело, 
например, для двухдиагональной матрицы R. Поэтому хранение 
С в общем случае требует ~я.2/2 машинных слов. 

Обозначим через К множество пар (i, j) такое, что 

ri;—-0, (i,№K. 
Оказывается, что можно вычислить все элементы ковариацион­
ной матрицы, отвечающие парам из множества К, ограничива­
ясь хранением только этих элементов. Способ такого вычисле­
ния изложен в [32]. 

Перепишем (10.2) в виде 
Rca={RT)~lea. (10.3) 

Заметим, что 
{(•^Г)_1}аа=-1/гаа, а=-=1, 2, . . . , f t . 

Полагая в (10.3) а = л , находим 
Rcn^r-^n. 

Отсюда 
г —г-2 

п п 

•<•<-—• _ '£->• — -2 т!,°Р' * - « - - . * - 2 . ••••-• (10-4) 
j - * + l ' » j - H - l --

В действительности, последней формулой можно пользоваться 
.лишь для значений i таких, что i^7n=min{s/rsn-{ne}0}. 

Итак, формулы (10.4) позволяют вычислить элементы по­
следнего столбца ковариационной матрицы, индексы которых 
(i, n) принадлежат множеству К. Дальнейшему хранению под­
лежат только эти элементы. Одновременно, ввиду симметрии С, 
•будут вычислены одноименные элементы последней строки. 

Пусть уже вычислены все элементы cvq столбцов С с номе­
рами / + 1 , . . . , п, для которых {р, q) &K. Тем самым, известны и 
симметричные элементы cqv. 
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Положим в (10.3) a—t. Тогда 
п 

2-V^-O, ^ = 1,2, . . . ,7-1, 

2irtJcJis=sl'rJi-

Следовательно, 

_J_ I JL__ У 
Cll~rll\rii A 

(10.5) 
/ n 

- / - • Ж У-W+l 

В первой из формул (10.5) все необходимые элементы cjt из­
вестны по предположению. Второй из формул нужно пользо­
ваться для значений i, убывающих от /—1 до h~min{s/rs-{ne}:0} 
и таких, что (i,l)£K. To, что требуемые элементы Сц будут 
каждый раз известны, вытекает из следующего свойства мно­
жества К: {i,l)<*K, {i,j)ZK=>U,l)bK. 
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