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Рассматривается сингулярно возмущенная система двух параболиче­
ских уравнений, описывающая горение в случае автокаталитической 
реакции первого порядка с учетом процессов диффузии и теплопровод­
ности. На основе метода пограничных функций построено и обосновано 
равномерное асимптотическое разложение для решения данной задачи 
в случае безвзрывного протекания реакции. 

§ 1. Постановка задачи 

Система двух уравнений, описывающая процесс горения в случае авто­
каталитической реакции первого порядка с учетом диффузии и теплопро­
водности, имеет вид (см., например, [1]) 

(1.1а) cpdT/dt0-№QT=q(v0+v)(l-v)k0exip(-E/RT), 

(1.16) dv/dt0-DA0v=(v0+v) (l-v)k0exip (-E/RT). 

Здесь Т — абсолютная температура, v — глубина превращения горючей 
компоненты, характеризующая относительное количество сгоревшего ве­
щества, 0 < i ; < l , i;0 —критерий автокаталитичности (отношение начальной 
скорости реакции к автокаталитической константе kQ, 0 < i ; 0 < l ) , с —удель­
ная теплоемкость, X — коэффициент теплопроводности, D — коэффициент 
диффузии, р — плотность среды, в которой происходит реакция, q — тепло­
вой эффект реакции, Е — энергия активации, R — универсальная газовая 
постоянная, t0 — время, A0

:=1d2/dx0

2+dzldy0

2+d2ldz0

2 — оператор Лапласа. Все 
коэффициенты, входящие в (1.1), считаем постоянными. 

Для определения характеристик процессов горения и теплового взрыва 
в случае такой реакции некоторые авторы (см. [2 ] , [3] , [4]) используют 
основанные на физических предположениях упрощения исходной систе­
мы (1.1). Так, в [2], [3] система в частных производных заменялась си­
стемой двух обыкновенных дифференциальных уравнений первого поряд­
ка, одно из которых содержало малый параметр при производной, и затем 
к этой системе применялся «физический» аналог теоремы А. Н. Тихонова 
о предельном переходе [5] (т. е. исследовалась вырожденная система, 
которая получается, если положить малый параметр равным нулю). В [4] 
задача горения и теплового взрыва рассматривалась в цилиндрической по 
пространственным переменным области и основные выводы о поведении 
временных характеристик процесса делались на основании исследования 
некоторой вырожденной по отношению к (1.1) системы, отличной от си­
стемы из [2], [3] . 

В данной статье к (1.1) применяется метод пограничных функций, 
с помощью которого строится равномерное асимптотическое разложение 
решения п о малому параметру е (е —некоторая известная величина (см. 
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ниже), малость которой характерна для задач горения). При этом, в отли­
чие от [2] —[4], рассматривается только случай безвзрывного протекания 
реакции. 

Сделаем в (1.1) замену переменной [6]: 

e - ^ . f f - i y . -

где Т* — температура окружающей среды.. Введем обозначения 

t=t0k0 exp (-E/RT,) при (Kfs£F=const, 

' _ z » л _ 9 2 . 3 2 л . 9 2 

Л1 2 , д 2

2 с р / г г . 2 я г . 
г 2 ' q Е ' г £ ' 

где г — характерный размер области, в которой происходит реакция, Riy 

R2 — величины, имеющие размерность г и характеризующие интенсивность 
процессов теплопроводности и диффузии соответственно. Для задач горе­
ния характерна малость величин е,.р, причем 0 < ^ < 8 < 1 . 

В данных обозначениях (1.1) можно записать в виде 

(1.2а) е ( ^ _ а , Д в ) = ( l - w ) e x p ( - ^ - ) , 

(1.26) i ? _ 5 , A i ; - ( i , , + i ; ) ( l - i ; ) e x p ( - ^ - ) . 

Будем в дальнейшем предполагать выполненными следующие условия: 
а) задача однородна по переменным у, z (т. в. 0, v зависят только от (xyt)r 

O^t^t); б) в (1.2) имеем (3=0 (так как [3 входит в систему 
(1.2) регулярно, то это мало отразится на характеристиках процесса горе­
ния [1]) ; в) а 0 = О ( е " 1 ) , Ь0=О(г~{), т. е. в выражениях для безразмерных 
коэффициентов а0 и Ь0 теплопроводности и диффузии расстояния R^ и R2r 

характеризующие интенсивность процессов теплопроводности и диффузии, 
намного превосходят характерный размер г области, в которой происходит 
реакция. Введем обозначения а 0 =а /е , Ь 0 =Ь/е. Очевидно, а=0(1), Ь=--0(1). 

При выполнении условий а)—в) систему (1.2) можно записать в виде 

(1.3а) edQ/dt-ad2Qldx2=(v0+v) ( 1 - У ) ехр (0), 

(1.36) Bdvldt-bd*vlda*=e(v0+v) {1-v) ехр (0), 

(я, 0 е О = ( 0 < ж < 1 , 0<t<t). 

Добавим к данной системе естественные дополнительные условия 

dv 
(1.4) 0 | , = 0 = ^ | / = 0 = 0, 0 | х = 0 , х = 1 = — = 0. 

дХ х = 0 , х = 1 

§ 2. Алгоритм построения асимптотики 

Решение (1.3) с условиями (1.4) будем искать в виде 

У=У(я , t, e)+UY(x1 т, е ) , У = ( 0 , V), 

Г Д е т=£/е — погранслойная переменная, У — регулярная часть, ПУ — по-
гранслойная часть асимптотики, стремящаяся к нулю при стремлении т 
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к бесконечности. Правые части (1.3) также представим в виде / = / + П Д 
где 

f=f(v(x,t, е ) , 8(#, t, е ) , е ) , 

Uf=f(v(x, ет, е ) + Ш , Q{x, ет, е )+П9, е ) - / ( г 7 , 0, е ) . 

Регулярную и погранслойную части асимптотики представляем в виде 
рядов по степеням е и стандартным образом получаем уравнения дли 
членов этих рядов (см. [7] ) . 

В нулевом приближении для v0(x, t) имеем задачу 

d2v0/dx2=0, dvoldx\x=0, K = i = 0 , 

откуда Vo=v0(t) — произвольная функция, зависящая только от t. 
Задача для H0v (х, х) имеет вид 

dlloV , d2Jl0v З П 0 У 
= о, 

x=0,x=i дх дх2 дх 

U0v(x, 0)=-v0(x, 0)=-v0(0). 
Отсюда U0v(x, т)=—г; 0 (0), а так как П-функции должны стремиться-
к нулю при т->°°, то г; 0 (0)= 0. Таким образом, П 0г;=0, а для неизвестной 
пока функции v0(t) найдено начальное значение. Полностью эта функция; 
будет определена при рассмотрении уравнения для Vi(x,t). 

Для 0о получаем 

я=1 
( 2 Л ) § = - ¥ ( У о + г ? о ) ( 1 - ^ е х Р = - S а) ёхр(ё0), ё( 

Такая задача рассматривалась в [6], [8]. Воспользуемся результатами: 
[8] , где исследовалась задача 

d2QQ/dx2=-8e\ 0 o U = - i , * = i = O . 

В [8] показано, что при 6<6 K P ~0.878 существуют два решения задачи,, 
наименьшее из которых устойчиво. Применяя этот результат к задаче 
(2.1), решение которой зависит от Vo(t) и а, как от параметров, получаем,, 
что при 

(2.2) а > ах= (46К РГ max [(v0 + v0) (1 - v0)] = 

существуют два решения задачи (2.1). Выберем наименьшее из них (слу­
чай б = б к р , при котором существует одно полуустойчивое решение, рас­
сматривать не будем): 

0 о = 0 о ( # , vQ(t), а). 

Поведение 0 О при различных б < б к р хорошо изучено: 0 О — непрерывная; 
возрастающая функция б. Следовательно, 0 О убывает с ростом а. Отметим 
также, что 

max 0 о О М ) = 0 о ( 7 2 , * ) . 

Итак, 0о зависит от неизвестной пока функции v0(t). Чтобы найти: 
v0(t), рассмотрим задачу для Ui(xr t): 

(2.3а) д2^дх2=Ь-*{ЪоЮ-(и0+Уо) (l-v0) ехр [ 0 о ( я , г?0, а)]} = 

=г|э0(#, г?0, а ) , 

(2.36) dvJdx\x=o,K=i=0. 
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,Из (2.3а) и первого граничного условия получаем 
X 

о ' * 

Второе граничное условие выполняется только в том случае, если 
1 

j фо(яо,г?0,я)^о==0. 
о 

Это равенство дает уравнение для v0(t). Запишем его в виде 

(2.4) •" Vo'=(v0+Vo)(l-Vo)g(Vo), 
где 

1 

g(vQ)= Jexp[6o(so,570,a)]dz0. 
о 

Уравнение (2.4) с полученным ранее начальным условием г;о (0) =0 
элементарно исследуется. Так как g(v0)>0, то vo(i) монотонно стремится 
к точке покоя v0=l при t-+°°. Следовательно, 

(2.5) 0 < г ; 0 ( 0 < 1 п р и О < « < ? . 

Отметим, что (2.4) интегрируется в квадратурах. Определив г>о(£), 

найдем v0=v0(t) и 0 о = 0 о ( # , Vo(t), а). Подчеркнем еще раз, что г;0, 8о опре­
деляются при условии (2.2). 

Решение (2.3) запишем в виде 

(2.6) г?4(я, t)=vx(x, i)+vi(t), 
тде 

X 8 

v, (х, t) = J ds I -фо ( # 0 , v0 (0 , Л) <йг0, 
о о 

•a z;i(0 — произвольная функция. 
Для П о 0 получаем задачу 

<2.7а) ^ ^ - а ^ ^ = г ; о { е х р [ 0 о ^ , О ) + П о 0 ] - е х р [ д о ( ^ , О ) ] К 
(9т дх2 

(2.76) П о 0 | г = о = - 0 о ( ^ , 0), П 0 в | х в 0 я *=1=0. 

Начальное и граничные условия согласованы до непрерывности, так как 
*во(0, 0 )=5о(1 , 0 ) = 0 . 

Сделаем замену переменной w(x, т ) = 0 о ( # , О)+П о 0(^, т ) . Для w(x, т) 
получим задачу 

dw d2w i п I n a - = z;0 exp(w), ш | т = 0 = 0 , w\x=o,x=i=v. 
дх дх2 

Из [1, с. 307] следует, что при условии (2.2) решение данной задачи су­
ществует, единственно и w(x, x)^Q0(x1 0) монотонно при т-^°°. Таким об­
разом, П 0 6(я, т ) -^0 при т->°°, П О 0<О. 
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Вопрос об оценке П 0 9 решается следующим образом. Сделаем замену 
переменной П 0 9 = - П . Из (2.7) для П получим 

4̂ " - а - Д - = v o ехр[Во (х, 0) ] [ 1 - ехр ( -П) ] , 
дх дх' 

П | т в =о=в 0 (ж, 0) , П | « = 0 , « = 1 = 0 . 

Введем обозначение 

К=и0т&х {ехр[ё 0 (^,0) ] } = v0 ехр[б 0 (7 2 , 0 ) ] 

и рассмотрим задачу 

^-a^==KQ, <?U=o=9o (* ,0) , ( ? U = 0 , , = i = 0 . 
дх дх1 

Учитывая, что П ^ О , и используя признак сравнения для параболических: 
уравнений из [9], получаем (XTKQ. Решение уравнения для Q может 
быть записано в виде 

оо 

Q= ^ C o n e x p t — (а^п—K)x]sin{nnx), 
n = l 

где Хп=тс2п2

1 

C0n=2l Q0(x0,0)sm(nnx0)dx0. 
о 

Отсюда \Q\<cexip [—(aki—K)x]<cexip (—их) при 0 < # < 1 , х>0, если 
a>a 2 =JfA 1 =i ;oехр [ 9 0 ( 7 2 , 0 ) ] / я 2 . (Здесь и далее через с и % обозначены 
некоторые положительные постоянные.) 

Так как 9 0 — убывающая функция а, то при достаточно большом а по­
следнее неравенство выполняется. С учетом (2.2) получим требование 
к величине а: 

(2.8) a><z 3=max (аи а2). 

При таком а для П, а значит, и для П 0 9 справедлива экспоненциальная 
оценка 
(2.9) |П 0 9 (х , т ) | < с е х р ( - х т ) , 0<х<1, х>0. 

Таким образом, построение членов асимптотики в нулевом приближе­
нии завершено. 

В первом приближении для TLiV имеем задачу 

(2.10а) ди,и/дх-Ьд2и,и/дх2^0{ехр [Q0(x, 0 ) + П 0 9 ] - е х р [ 9 0 ( я , 0) ]} = 
^U0f(x, т ) , 

dUxv (2.106) Пги (х\ 0) = - v, (х, 0) = - и± (х, 0) - уг (0), 
дх х = = 0 ^ * 

х=1 

Начальное и граничные условия согласованы, так как dv0/dx\x=0i 3 C=i=0.-
Правая часть (2.10а) имеет оценку типа (2.9). Решение данной задачи: 
представим в виде 

UiV(x, х)= V, Cn(x) cos(nnx), 
71=0 



тде Сп (т) определяются как решения задач 

(2.11) dCJdx=-bnWCn+fn{%), п = 0 , 1 , 2 , . . . , 

С„(0)=ф„, и = 1 , .2, 

Со (0) = -1 ^.(х, 0) ds-i*. (0) = 9 . - 9 , (0); 
О 

:здесь / п ( т ) и ф п — коэффициенты разложений П 0 / (#, т) и — 0 ) в ряды 
по соэ(яга) , причем / п ( т ) имеют, очевидно, оценку типа (2.9). 

Решая (2.11) для С 0 (т ) , получаем ^ 
т 

Со (т) = ф 0 — ( 0 ) + J /о (т 0) dr 0. 
о 

*Чтобы ntz;(;r, г) стремилось к нулю при т-^°°, должно выполняться усло­
вие С 0 ( о о ) = 0 . Отсюда находим начальное значение для неизвестной пока 
функции Vi(t): 

оо 

(2.12) г 1 ( 0 ) = ф „ + | / „ ( т 0 ) с г т о . 
о 

Полностью функция Vi(t) определится при рассмотрении задачи для 
я2{х, t). 

Решения уравнений (2.11) для С п ( т ) , .тг=1, 2 , . . . , находятся в явном 
виде: 

т 

С , п ( т ) = ф п ехр(—Ья2?г2т) + j ехр[ —Ья2тг2(т—т0) ] / п ( т 0 ) й т 0 , 
о 

и имеют экспоненциальную оценку типа (2.9). Кроме того, как нетрудно 
проверить, коэффициенты Сп убывают при как 1/тг4. Поэтому ряд для 
Л 4 1 ; ( ;г , т) сходится и Tliv(x, т) имеет оценку типа (2.9). 

Выражение (2.6) для Vi(x, t) подставим в уравнение для 9i(#, t): 

~ a l w = [ ^ о + г ; о ( 0 ] [ 1 - ^ о ( 0 ] е х р [ ё о ( ^ , 0 ] Э 1 + 

+ [ 1—2г?0 (0 -v0]ехр[б0.(ж, 0 ]*i (0 +£ А (я, 0 , S t |*=0,*=i==0, 

тде gi(x, t) — известная функция, выражающаяся через г70, Э0, Vi(x, t). 
Функцию 9i будем искать в виде 

, Ц^А(х9 t)+B(x, t)vi(t). 

Для Л, В получаем линейные уравнения (t входит как параметр) 

-(2.13а) -ад2А/дх2= {v0+vo) (1-г? р) ехр (Q0)A+gi(x, t), 

(2.136) -ad2B/dx2=(v0+Vo) (l-vQ) ехр ( 5 0 ) 5 + (1—2gr0—î o) exp (9 0) 

:и краевые условия Л, S | x = 0 , x = i = 0 . 
Известно, что для того, чтобы краевая задача 

u"+d(x)u=f(x), и\х=о, x = i = 0 

имела единственое решение, необходимо и достаточно, чтобы соответст­
вующая однородная задача имела только тривиальное решение. В свою 



очередь, для того чтобы однородная задача имела только тривиальное ре­
шение, необходимо и достаточно, чтобы существовала неотрицательная 
ф у н к ц и я w такая , что 

w"+d(x) w^O при 0<х<1, -w\x==0t x=i^0, 

причем хотя бы одно из этих неравенств было строгое (см. [10, с. 2 1 ] ) . 
Д л я уравнений (2.13) при достаточно больших а т акая ф у н к ц и я w 

легко подбирается. Положим iz;=sin (лх). Тогда w>0 при х^[0, 1] и, кро­
ме того, 

w"+d(x)w=[—n2Jrd(x)] sin (лх)<0 
при d(x)<n2

 и 0<х<1, w\x==0, x=i=0. 

Таким образом, если а в (2.13) удовлетворяет условию 

(2.14) а>а^= max { е х р [ б 0 ( у - , ^ ) ] } , . 

то краевые задачи для А и В имеют единственные решения. Из (2 .8) , 
(2.14) следует, что для а должно выполняться неравенство 
(2.15) а > т а х (а 3 , а 4 ) . 

Чтобы найти Vi(t), рассмотрим задачу для v2(x, t): 

-bd2v2/dx2^(v0

Jrvo) {l-v0) ехр (6o)5i+(l—2гТ0—г^о) ехр ( 0 О ) Х 

Xvi—vi (t)+g2(x, t)=ipi(x, vu t), З г7 2 / дл ; ] х =о ,х=1=0 , 

где g2{x, t) — известная функция , в ы р а ж а ю щ а я с я через v0, So, Vi(x, t). 
Д л я разрешимости задачи для v2(x, t) должно выполняться условие 

j \pi vu t)dx=0, 

откуда получим уравнение для Vi(t), которое запишем в виде 

a(t), (5(0 — известные функции. Р е ш а я это уравнение с начальным усло­
вием (2.12) , находим Vu Тем самым будут окончательно определены 
Vi(x, t) и 5i(x, t). 

Д л я Пгб имеем задачу 

5 П 8 д2Т1 0 
- ~ ~ а = v0 ехр[0о (я, 0 ) + П О 0 ] ILS+g3 (х, т ) , 

П ^ х - о ^ - М * , 0 ) , ^ 0 1 ^ , ^ = 0 , 

где g3(x, т) — известная функция , имеющая оценку типа (2 .9) . На основе 
признака сравнения, к а к и для П о 0 , получаем оценку типа (2.9) и для 
П Д 

Таким образом, построение членов асимптотики в первом приближении 
завершено. 

Построение асимптотики можно продолжить до любого порядка по 8 . 
При этом вид уравнений для членов асимптотики тг-го порядка будет ана­
логичен виду соответствующих уравнений в первом приближении. 

3 ЖВМ и МФ, № 5 ggg 



§ 3. Оценка остаточного члена 

Обозначим через в п , Vn частичные суммы п-то порядка построенных 
рядов для 0, v соответственно. 

Т е о р е м а . При достаточно больших а и достаточно малых е сущест­
вует единственное решение {0, и) задачи (1.3), (1.4), причем 0„, Vn явля­
ются равномерным в области О = ( 0 ^ х < 1 , O^t^t) асимптотическим при­
ближением для этого решения с точностью 0 ( e n + 1 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначения @n+i=U, Vn+i=V. Пусть 
0=£ /+р , v=V+*{. Для [J, у получим задачу 

(3.1а) G^-a^^(v0+V)(l-V)exV(U)^-(l-2V-vQ)exV(U)^ 
dt дх2, 

= я . ( М , 

(3.16) е4̂ - - Ь^4- е ( У , + 7 ) (1 -У)ехр (U) р - е ( l -27- i ; , ) е х р ( U ) 4 = 
at дх1 

= Я » ( М ) , 
(3.1в) p | ,_ ,=p |~o ,_ iM), т | ( = = 0, 

x=0,x=i 

где 
(Р. Т) = (^о+У+т) ( 1 - У - Т ) ^ р ( С / + Р ) - ( u 0 + V ) ( 1 - У ) X 

Хехр ( J 7 ) P — ( 1 — 2 F — 1 7 0 ) ехр (U)^-edU/dt+ad2U/dx2^ 
^-EdU/dt+ad'U/dx2, 

Я 2 (р, т)=еЛ(Р, i)-*dVldt+bdzVldx\ 

Если будет доказано, что задача (3.1) имеет при достаточно больших а 
и достаточно малых е единственное решение, причем 

(3.2) m a x | P | , max | у | < c e n + 1 , 

то тем самым будет доказано и утверждение теоремы. 
Функции Hi, Н2 обладают следующими свойствами: 
1) # , ( 0 , 0 ) = О ( е " + 2 ) , «=1,2 ; 
2) для любого C i > 0 найдутся постоянные с 0 >0 , е 0 > 0 такие, что при 

1М> 1 т ^ С 1 8 П + 1 ' ^ = 1? 2, 0 < е ^ е 0 , (х, t)^U выполняются неравенства 

\Hi($u 7 i ) - # . ( | 3 2 , T O I ^ C e e ^ d P i - P . I + l T i - T i l ) . 

Систему (3.1) будем решать методом последовательных приближений. 
Положим Ро=0, 7о=0, а р„, f„, п > 1 , определим как решения задач 

(3.3а) Ь$я-А$п-ВчП=Н1 ( § . _ „ ' i f , . . ) , 

( з . з б ) ^ „ - ^ „ - е я ^ а д , , ^ , T « - t ) . 

(3.3в) р п | ( = 0 = р „ 1 ^ , ^ = 0 , т . | , - , = - ^ = 0 . 

Здесь v ; 
9 а 2

 г д t З 2 

1 8 at а* 2 ' 2 dt дх2 ' 

A-(v,+V) ( 1 - 7 ) ехр (17), B = ( l - 2 F - y , ) ехр (tf). 

В силу (2.5), Л > 0 при достаточно малых е. t j 



Уравнения (3.3) для п=1 запишем в виде 

<3.4а) Lfr-Ah-B^HiiOiO)^, Ь^{-еА^-гВ^=Н2{0,0)=к2, 

(3.46) ^|,=o=^U=o.=c=i=0, т,|(_. = -̂ -
ах 

Введем обозначения 

= 0. 
Х = 0 , х — 1 

A — max A, £ = max|Z?|, ht — max | hi |, г = 1,2. 
Q Q Q 

В дальнейшем для получения оценок будем использовать метод барьерных 
функций [1]. Суть его выражает 

Л е м м а . Если существуют положительные функции 7, Z такие, что 

(3.5а) LlY-AY-BZ>hl, L2Z-sAY-eBZ>h2, 

I az 
> 0 ? 

д Z I д Z 
(3.56) У | ,=„>(), Y | I = 0 i J C = 1 > 0 , Z |« = „>0, — < 0 , — 

OX 'x=o v£ * = l 

то решение задачи (3.4) удовлетворяет неравенствам 

(3.6) - 7 < ^ < 7 , - Z < i 1 < Z при 0 G S . 

-Функции Y, Z называются барьерными функциями для {J4, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычитая (3.4) из (3.5), получаем 

•(3.7а) ^^-{Y-^)-a^4{Y-^)-[AY-A^\-[BZ-Bb]>hl-K 
ОТ ОХ 

<3.7б) г^т (Z-b)-b^-j (Z-b)-e[AY-A^)-e[BZ-Bb]>h2-h2; at дх 
(3.8а) ( У - ^ ) Ь = о > 0 , ( У - р , ) ^ , , _ , > ( ) , ( Z - ^ ) | ( = o > 0 , 

д д 
(3.86) _ ( Z - T l ) | x = 0 < 0 , — ( Z - Y l ) | х = 1 > 0 . 

Складывая (3.4) и (3.5), приходим к неравенствам 

<3.9а) B^-(Y+^)-a^1(Y+^)-[AY+A^i}-[BZ+Bb]>hi+hu 

ОТ ох 
д д2 

<3.9б) *—{Z+4d-b—{Z+b)-E[AY+A№-z[BZ+Bb]>h2+h2-
ОТ ох 

(3.10а) о>0, ( 7 + p O U ^ x ^ a (Z+ T l )b-o>0, 

(3.106) A (Z+. T l ) |_e«), A ( Z + T l ) | х = 1 > 0 . 

Из начальных условий следует, что ( 7 ± ^ 4 ) > 0 , (Z± 'y 1 )>0 в некоторой 
окрестности начального момента времени £=0. Пусть U — наименьшее зна­
чение t, при котором хотя бы одна из функций 7±[} 1 , Z±^t обращается 
в нуль при каком-то значении x=xQ (при этом одна из функций, Z+^i или 
Z — м о ж е т обратиться в нуль одновременно с функцией 7 + ^ или Y—$i). 
В силу условий (7±fJi)]^o ,«:=i>0 и неравенств (3.86), (3.106), х0¥=0 и х0Ф 
^ 1 , т. е. (х0, t0) — внутренняя точка области О. Предположим, что в точке 
(х0, *о) величины Tfi=Z, | f i i |<y . Тогда в (х0, t0) левая часть неравенства 
(3.76) неположительна, а правая часть — неотрицательна, следовательно, 
это неравенство не выполняется. Если в точке (xQ, to) имеем y^—Z, 
I Pi I < 7 , то аналогичное противоречие получаем для неравенства (3.96). 
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Теперь предположим, что в точке (# 0, t0) будет р 4 = У или р 4=—У, 
В этих случаях противоречия возникают в неравенствах (3.7а), (3.9а) 
соответственно. 

Таким образом, справедливы неравенства (3.6). Лемма доказана. 
Из свойства 1) функций # г , £=1, 2, следует, что fe<iVen+2, где 7V—не­

которое число. 

Будем искать барьерные функции У, Z для задачи (3.4) в виде 

(3.11а) Y=en+iNK(x-x2+s)exv(Mt), 

( 3 . 1 1 6 ) Z = e " + W [ e ( z 2 - z ) + l ] ехр (МО, 
где К>0, М>0. Очевидно, У>0, Z > 0 при и, кроме того, У и Z 
удовлетворяют начальным и граничным неравенствам в (3.5) при любых 
К и М. Постоянные К и М выберем таким образом, чтобы выполнялись 
неравенства в (3.5а). Подставляя выражения (3.11) для У, Z в (3.5а) 
и учитывая оценки для ht и h2, получаем, что достаточно выбрать К и М 
так, чтобы выполнялись неравенства 

(3.12а) еп+2МК(х-х2+е) ехр (Mt)+sn+i2aK ехр ( Л Л ) -
- e n + 1 ^ t f ( s - s 2 + e ) ехр (Mt)-sn+iB[&(x2-x) + l] ехр ( Л Л ) > е я + \ 

(3.126) еп+2М[е(х2-х)+1] ехр ( Ж 0 - е п + 2 2& ехр (Mt)-
?=ьп+21К(х-х2+г) ехр (М0-еп + 2Же(я2-*)+1] ехр (ЛЛ)>в п + Ч 

Нетрудно видеть, что (3.12а) будет выполнено, если i£ удовлетворяет не­
равенству 
(3.13) [2а-А(х-х2+г)]К-В[е(х2-х)+1]>г. 

Пусть 

( 3 . 1 4 ) а > 1 ° ; m a x { e x p [ S . ( V „ 0 ] } -

Тогда при достаточно малых е выполняется неравенство 2а>А (х—х2+г) 
и, следовательно, при достаточно большом К выполнено (3.13). Зафикси­
руем какое-либо значение К, для которого справедливо (3.13). После этого 
выберем Ж столь большим, чтобы выполнялось неравенство (3.126). Оче­
видно, такой выбор М возможен. 

Таким образом, У, Z построены, а так как У, Z<c2Nzn+\ то и 

(3.15) | р 4 | , \Ь\<с2Мгп+\ 

где с2 — некоторое число. 
Если определены (3n, p n_i, *fn, Tfn-i, то для Pn, ^ + i ~ T « и з ( 3 . 3 ) 

имеем систему уравнений 

L 1 ( p „ + 1 - p „ ) - i 4 ( p „ + i - p n ) - - B ( T » + i - T n ) = ! " 
=Я1(р„, 4f„)-#l(Pn-i, Tfn-i), 

^ 2 ( l f » + i - T » ) - - e - 4 ( P » ! + i f " P » ) , " e f i ( T » + i - T » ) = = s 

=#2((5n, ifnj-ff^pn-i, ifn-i) 

с соответствующими однородными начальными и граничными условиями. 
Допустим, что 

max|Pj|, max|Yjl̂ ^e71**"1, j = n,n—l. 

Тогда из свойства 2) функций Я», i=l, 2 следует, что найдутся с 0 >О 
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и е 0 > 0 такие, что при 0 < е < е 0 выполняются неравенства 

(3.16) max | И- ( Р „ , уп) - Щ фп-х, Y„-i) I < 
й 

< c0en+1 (max | $п — | + max | уп — уп^ |). 
й ( й 

Введем обозначение 
D n = max |Pn — P n - i | + m a x | 7 N — Y n - i l -

Й Й 

Аналогично тому, как были построены 7, Z, можно построить Y U ZA 

такие, что 
(3.17а) m a x | p n + 1 ~ p n | < m a x 7 1 < W

n Z ) n , 
й Й 

(3.176) max | — y n |<maxZ x< c2c0snDn, 
Й й 

где с 2 — число из (3.15). 
Возьмем теперь в качестве с\ число Ci=2c2N, где с2 и iV — постоянные 

из (3.15). По данному с4 определим с0, для которого выполняется (3.16). 
Возьмем е 0 столь малым, чтобы выполнялось неравенство c2c0E0

n^ilik. Тог­
да, сложив неравенства (3.17), получим 
(3.18) Dn+i<DJ2. 

Легко показать (см., например, [11]), что (3.18) выполняется для любого 
?г^1. Неравенство (3.18) обеспечивает равномерную сходимость последо­
вательных приближений {|Jn, Чп} к решению {Р, Т; задачи (3.1) и выпол­
нение неравенств (3.2) : 

max|P|, max 17 | ^ cen+1. 
Й й ! 

Теорема полностью доказана. 

§ 4. Заключение 

Отметим, что задача, близкая по постановке к (1.3), (1.4), рассматри­
валась в [12]. Там исходной является система, описывающая неизотерми­
ческую реакцию первого порядка и аналогичная (1.1), но функция v вхо­
дит в правые части уравнений линейно. Доказана теорема о предельном 
переходе при е-^0, и построена регулярная часть асимптотики. 

В [4] временные характеристики теплового взрыва автокаталитической 
реакции в цилиндрической по пространственным переменным области 
определяются на основе исследования системы, аналогичной (2.1), (2.4). 
Этой системой заменяется исходная, аналогичная (1.3). Обоснование за­
мены такого типа приведено в [13]. В настоящей работе (2.1), (2.4) — 
уравнения для регулярных членов асимптотики в нулевом приближении — 
получаются естественным образом, как результат применения алгоритма 
построения асимптотики к (1.3), (1.4). Для коэффициента теплопровод­
ности а в [4] получается условие, аналогичное (2.2). Здесь же для а 
должны выполняться условия (2.15) и (3.14). Легко видеть, что из (3.14) 
следует (2.15) и, значит, (2.2). Подчеркнем, что из всех этих условий 
необходимым является только (2.2), остальные являются достаточными 
и связаны с получением оценок и методом доказательства теоремы. Воз* 
можно, что требования на а можно несколько ослабить. Отметим, что ве­
личина коэффициента а имеет большое практическое значение, так как 
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при выполнении указанных неравенств, связанных с а, имеет место без­
взрывное протекание реакции горения (см., например, [1] ) . 

Отметим также, что построение асимптотики и доказательство оценки 
остаточного члена можно провести аналогичным образом и в случае ци­

линдрической области. 

Литература 

I . Волъперт А. Худяев С. И. Анализ в классах разрывных функций и уравнения 
математической физики. М.: Наука, 1975. 

:2. Мержанов А. Г., Дубовицкий Ф. И. Квазистационарный тепловой режим протека­
ния взрывных р е а к ц и й / / Д о к л . АН СССР. 1958. Т. 120. № 5. С. 1068-1071. 

~3. Мержанов А. Г., Дубовицкий Ф. И. Квазистационарная теория теплового взрыва 
самоускоряющихся р е а к ц и й / / Ж . физ. химии. 1960. Т. 34. № 10. С. 2234-2244. 

-4. Худяев С. И. Временные характеристики теплового взрыва самоускоряющихся 
реакций // Научно-техн. пробл. горения и взрыва. 1965. № 1. С. 70 -75 . 

& Тихонов А. Н. Системы дифференциальных уравнений, содержащие малые пара­
метры при производных // Матем. сб. 1952. Т. 31. № 2. С. 575-586. 

\б . Франк-Каменецкий Д. Л. Диффузия и теплопередача в химической кинетике. 
М.: Наука, 1967. 

7 . Васильева А. В., Бутузов В. Ф. Сингулярно возмущенные уравнения в критиче­
ских случаях. М.: Изд-во МГУ, 1978. 

8. Гелъфанд И. М. Некоторые задачи теории квазилинейных у р а в н е н и й / / У с п е х и 
матем. наук. 1959. Т. 14. № 2. С. 87-158. 

9. Молесов Ю. С. Периодические решения квазилинейных параболических уравне­
ний второго п о р я д к а / / Т р . Моск. матем. об-ва. М., 1970. Т. 21. С. 103-134. 

40. Protter М. Н., Weinberger Н. Maximum principles in differential equations. Engle-
wood Cliffs, N. J.: Prentice Hall, 1967. 

I I . Бутузов В. Ф., Калачёв Л. В. Асимптотика решения краевой задачи для сингу­
лярно возмущенной системы нелинейных уравнений параболического типа с раз­
ными степенями малого параметра . - Деп. в ВИНИТИ, 22.08.84, № 5960-84, 51 с. 

12. Sattinger D. A nonlinear parabolic system in the theory of combus t ion / /Quar t . Appl. 
Math. 1975. V. 33. P. 4 7 - 6 1 . 

13. Волъперт А. И., Лебедева M. И. Уравнения с малым параметром в банаховом про­
странстве и их приложения к химической кинетике // Успехи матем. наук. 1977. 
Т. 32. № 5. С. 222-223. 

Поступила в редакцию 20.1 V. 1987 
Переработанный вариант 24.VII.1987 

694 


