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ОБ ЭВОЛЮЦИОННЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯХ 

ВВЕДЕНИЕ 

§ 1. Уравнения Ито в банаховых пространствах 
Теория стохастических дифференциальных уравнений Ито — 

одна из красивейших и полезнейших областей теории случай­
ных процессов- Однако до недавнего времени область иссле­
дований в этой теории была, на наш взгляд неоправданно, 
сужена —изучались лишь уравнения,'которые, по аналогии с 
детерминистическим случаем, следовало бы называть обыкно­
венными стохастическими уравнениями. Положение стало ме­
няться в последние 10—15 лет. Как внутри теории случайных 
процессов, так и в смежных областях появилась потребность 
рассматривать уравнения, сочетающие черты уравнений с част­
ными производными и уравнении Ито. 

Такие уравнения возникли в статистике случайных процес­
сов (теория фильтрации диффузионных процессов), статисти­
ческой гидромеханике, популяциошюй генетике, евклидовой 
теории поля, классической статистической теории поля и других 
областях. Конкретные примеры уравнений такого типа приве­
дены в следующем параграфе. Эти уравнения описывают ЭВО­
ЛЮЦИЮ ВО времени процессов со значениями в функциональных 
пространствах, иначе говоря случайных полей, у которых выде­
лена одна координата — «время». 

Цель данной работы — показать, что может быть создана 
единая теория, охватывающая как обыкновенные уравнения 
Ито, так и достаточно широкий класс стохастических дифферен­
циальных уравнений в частных производных. 

Мы осуществим нашу программу, рассматривая уравнения 
типа ИТО В банаховых пространствах. Точнее, мы будем рас­
сматривать уравнение 

da(t, a) = A(u(t, a), t, со) dtJ
rB(ti(t, и), t, со) d\v(t), (l) 

где A({cdot}, t, со) и £?(., t, со) семейства неограниченных операто­
ров в банаховых пространствах, неупреждающим образом зави-
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сящие от «случая» —- со, w(t) —процесс со значениями в неко­
тором гильбертовом пространстве и независимыми (по време­
ни) приращениями. Такие уравнения называют обычно эволю­
ционными стохастическими уравнениями. 

§ 2. Примеры ЭВОЛЮЦИОННЫХ стохастических уравнений 

1. Линеаризованное уравнение фильтрации диффузионных 
процессов. Одной из важных задач статистики случайных про­
цессов является задача фильтрации (см. [31]). Суть ее состоит 
в следующем. Рассматривается двухкомпонентныи процесс 
z~ (x> У)> например, (п +яг)-мерный диффузионный процесс 

dx(t)^a{x(t), y(t), t)dt±b(x(t), y(t), t)dw(t), 
dy(t) = g(x(t), y(i), t)dt+a(y(t), t)dw(t), 

x(0) = x0. У(0) = УФ 
dimx=n, v/(t)—m-мерный стандартный винеровский процесс. 

Предполагается, что компонента х процесса г — ненаблюдае-
ма. Следует найти наилучшую в среднем квадратичном оценку 
f(x(t)), где / — известная функция, по наблюдениям за траекто­
рией наблюдаемой компоненты у до момента времени t. Иными 
словами, эту оценку следует искать в виде функционала от 
траекторий компоненты у до момента времени t. Хорошо извест­
но, что такой оценкой является условное математическое ожида­
ние f(x(i)) относительно a-алгебры, порожденной значениями у 
до момента времени t — M[f(x(t))\ff"tv], Проблема фильтрации 
состоит в вычислении этого условного математического ожи­
дания. 

В работе [27] нам удалось показать, что при широких пред­
положениях 

X " М [ / (х (/)) | f ?] = J / (x) <p, (x) dx ( J <р, (x) d x \ _ 1 , (2> 
Rrf \Rd A 

где Ф, (x) —решение задачи Коши 

d4t (х) - {у tr Dxx (bb*yt (x))~Dx (a% (x))} dt + 

+ \(™*УЩ8Ъ (x) + Dx ((ас*ГЩ°Ь*<р< (x)} (ao*)-1/2dy ({)* 
Фо (x) — P (x0Qdx)/dx, 

DXx — матрица вторых производных, a Dx — вектор первых. 
Это линейное стохастическое дифференциальное уравнение с 
неограниченными операторами «сноса» и «диффузии». 

2. Уравнения популяционной генетики. Одним из важнейших 
типов моделей популяционной генетики являются модели c 

* Здесь «—знак сопряжения; аргументы х, t, у (t) коэффициентов опу­
щены. 
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географической структурой. Это модели, в которых структура 
популяции меняется не только во времени, но и в пространстве 
(географически). Различные вероятностные модели такого сорта 
предлагались Бейли [41], Кроу и Кимурой [52], Малеко [72] 
и другими. Все эти модели являются дискретными. Доусон [66] 
и Флеминг [60] предложили непрерывные (по времени и про­
странству) модели, предельные для упоминавшихся дискретных. 
Эти работы Доусона и Флеминга продолжают в идейном плане 
известную работу Феллера [59]. 

Уравнение, предложенное Доусоном для распределения мас­
сы популяции p(t, x), имеет вид 

dp(t, x) — akp(t, x)dt-\-c Vp {t, x) dvf (t, x), (3) 
а уравнение Флеминга выглядит следующим образом 

dp(t, x) = {hp{i, x) + ap(t, x) — p}d^ + 

+ y pV**)Q-pJL*ykdwittx). (4) 

В обоих случаях Д —оператор Лапласа, а, р, с —константы, 
(a)+ = aV0. w(£, x) — винеровский процесс со значениями 
в L2 (Rd) (d — dim x) и ядерным (см., например, [17]) ковариа­
ционным оператором. Это означает, что w(t, л:)-такой случай­
ный процесс со значениями в L2(R.d), что для любой функции 
eeL2(Rd) 

we (t) = \ w (t, x) e (x) dx 

одномерный винеровский процесс и 
М (wei {t) — w„ (s)) (w-3 (t) - wei (s)) — (* - s) e1Qe2, 

где Q — ядерный оператор на L2(Rd), a exQe2 — порожденная 
им квадратичная форма. 

Подробней о винеровских процессах со значениями в гиль­
бертовых пространствах говорится в гл. 1, § 2. 

З. Система уравнений Навье-Стокса со случайными внеш­
ними силами. В физической литературе по теории турбулентно­
сти (см., например, Е. A. Новиков [35], A. С. Монин, A. М. Яг-
лом [33], В. И. Кляцкин [24] и цитированную там литературу) 
рассматривалась модель движения несжимаемой жидкости под 
действием случайных внешних сил, описываемая следующей си­
стемой уравнений Навье—Стокса 

з 
d i + dWj(t, x), (5) 

U .л.- п 1/.Л. i 

3 

dui(t,x) = \vLai(t,x)-Z»k^£-^-4irl 

* - 1 
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Здесь и=(и1, и% и3) —вектор скорости, p—давление, v — вяз­
кость, а wi(£, x) —независимые винеровские процессы со зна­
чениями в функциональных пространствах. Для уравнения (5) 
в цилиндре (0, T)XG, где G — некоторая область в R3 с грани­
цей Г, рассматривалась первая-краевая задача — 

и(*' х)\\о,т]хг = 0> и(°> х) = щ{х). 
4. Уравнение свободного поля. Пусть S(Rrf+1) — пространст­

во быстро убывающих функций на R-+1, a S' — дуальное к нему 
пространство Л. Шварца медленно растущих обобщенных 
функций. Обозначим 1 ст-алгебру в £', порожденную цилиндри­
ческими множествами. На пространстве (&', -2) МОЖНО построить 
вероятностную меру v с характеристическим, функционалом 

С , (п ) -=^ ' л ^(^ ) = ехр{-( .. * ( - д ^ + да^т,) }. 

d . 

i.G£> Д^•*==.2.._Г_~^~~~дP, п1 — чясло> т,---— значение функциона-
•ла со на rj-gS. 

Известно (см., например, монографию Б. Саймона [37])> что 
свободное поле—-один из простейших объектов релятивистской 
квантовой механики, в евклидовой модели можно интерпретиро­
вать как каноническое обобщенное случайное поле (т. е. 
1((о, t, x)=a(t, х) при каждом cogs') на вероятностном прост­
ранстве (2', (S, v). 

о 

Далее, пусть w — обобщенный белый шум, т. е. каноничес­
кое обобщенное случайное поле на вероятностном пространстве 
($>', (£, р), где р —гауссовская мера с характеристическим опе­
ратором 

С1х(т1) = ехр{-1||т ] | |21(^+1) 

•(см., например, [17]). 
Хида и Стрейт показали (см. [64]), что евклидово свободное 

лоле l(t, х) является стационарным по t решением уравнения 

dt •^-V-~kx + m2t(t, x) + w(t, x), 
и 

где Дх = Д _ _ . , понимаемого в смысле теории обобщенных 
i-i дх 

функций. По поводу этого уравнения см. также обзор Доусона 
[57]. Хорошим примером использования ЭВОЛЮЦИОННЫХ стоха­
стических уравнений в евклидовой теории поля является также 
работа Альбеверио и Хёэг-Крона [40]. 

Приведенные примеры составляют ничтожную часть эволю-
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.ционных стохастических уравнений, рассматривавшихся в по­
следние годы. Мы отобрали именно эти потому, что они подроб­
но изучались на математическом уровне строгости. 

Неисчерпаемым источником изученных лишь на физическом 
уровне строгости эволюционных стохастических уравнений са­
мых разных типов являются современные физические журналы. 

§ 3. Эволюционные стохастические уравнения 
с ограниченными коэффициентами 

и линейные эволюционные стохастические уравнения 

Побудительным' мотивом для первых математических иссле­
дований в области эволюционных стохастических уравнений 
явились, однако, не потребности физики или биологии, а внут­
ренние потребности математики, а именно — теории дифферен­
циальных уравнений в вариационных производных. В середине 
60-х годов Ю. Л. Далецкий и В. В. Баклан ([19, 3, 4]) изучали 
эволюционные стохастические уравнения с целью построения 
решения задачи Коши для уравнения Колмогорова в вариа­
ционных производных 

-dFdt' i)==TiT \B*{x,t)F'(x, t)B(x, t)] + A(x, t)F'{x, t), 
t<T, F(x, Т) = Ф(х). 

В этих работах использовался хорошо известный в конечномер­
ном случае вероятностный метод построения решений уравне­
ния Колмогорова, состоящий в том, что это решение может 
•быть записано в виде F(x, t) =М[Ф(и(Т)) \u(t) =x ] , где u(t) — 
решение эволюционного стохастического уравнения (1). Для 
осуществления этой программы, естественно, требовалось изу­
чить эволюционные стохастические уравнения, что и было пред­
принято впервые в цитировавшихся работах [19, 3, 4]. В этих 
работах коэффициент В предполагался ограниченным (операто­
ром) и удовлетворяющим условию Липшица, а коэффициент А 
либо инфинитезимальным оператором некоторой сжимающей 
полугруппы, либо также ограниченным и липшицевым. Это на­
правление впоследствии развивалось самими авторами и их 
учениками [20, 7, 8, 5, 6]. 

Кроме того, появился ряд работ ([2, 42, 43, 53, 54, 55, 74, 78] 
и др.), изучавших линейные эволюционные стохастические урав­
нения ради иных приложений, таких как теория управления, 
фильтрация, экстраполяция линейных стохастических диффе­
ренциальных уравнений Ито в частных производных. С точки 
зрения доказательства существования решения, эти работы ма­
ло отличались от работы [3]. Всегда предполагалось, что коэф­
фициент A(s)—инфинитезимальиый оператор однородной ИЛИ 
неоднородной полугруппы TSif, а В — ограниченный, удовлетво-
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ряющий условию Липшица. Заметим, что это не выполняется,. 
вообще говоря, например, для уравнений фильтрации, в кото­
рых A зависит от случая. Рассматривалось уравнение 

t 

u(f) = To,iao+{Tt,tB(a{s))dw(s). (6> 

Доказательство существования и единственности решения этого 
уравнения осуществляется просто методом сжатых отображе­
ний, так как Tsj — ограниченный оператор. Затем доказывалось, 
за счет дополнительных предположений (или не доказывалось 
вообще), что решение уравнения (6) принадлежит области 
определения оператора А, а уравнение (1) эквивалентно урав­
нению (6). Нужно отметить, что условия эквивалентности 
уравнений (6) и (1), полученные в этих работах, довольно об­
ременительны, если рассматривать их применительно к стоха­
стическим дифференциальным уравнениям Ито в частных про­
изводных. Ситуация здесь совершенно аналогична детермини­
стической. Действительно, теоремы о разрешимости 
неоднородных параболических уравнений, доказываемые, 
например, методами теории потенциала (см. [39], гл. 1), гораз­
до-тоньше, чем их аналоги, получаемые с помощью теории 
неоднородных полугрупп для операторных линейных уравне­
ний [23]. 

Методы теории потенциала применительно к линейным урав­
нениям типа (1) использовались Б. Л. Розовским и Л. Г. Мар-
гулис [36, 32]. В этих работах предполагалось, что оператор 
«диффузии» имеет нулевой порядок, а «главная часть» опера­
тора «сноса» не зависит от случая. B первой работе доказана 
однозначная разрешимость задачи Коши, а во второй построено 
фундаментальное решение уравнения и получены его точные 
оценки в гёльдеровских классах. Модифицируя метод работы 
[36], Шимизу доказал однозначную разрешимость второй крае­
вой задачи для того же уравнения, что и в [36] (см. [87]). 

Нужно указать также на несколько работ качественного 
характера. Маркус изучал проблемы стационарности решений 
линейных уравнений [73], Шимизу доказал некоторые теоремы 
сравнения [88], С. Я. Махно изучал принцип усреднения для 
уравнений типа (6) [71]. 

Совершенно иную идею использовал Бенсуссан [45] для по­
строения решения линейного уравнения типа (1) при В = \. 
В отличие от всех цитировавщихся выше работ, здесь не пред­
полагалось, что А — инфинитезимальный оператор некоторой 
полугруппы. Это требование заменялось условием коэрцитив-
ности. Бенсуссан использовал метод дискретизации по времени. 
Соответствующее дискретное уравнение легко разрешалось за 
счет коэрцитивности оператора и за счет этого же условия по-
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лучались оценки приближенного решения, а затем проводился 
-слабый предельный переход. В детерминистическом случае этот 
метод применялся ранее Ж.-Л. ЛИОНСОМ [30]. 

§ 4. Нелинейные эволюционные стохастические уравнения 

Важная программа, начатая Бенсуссаном в цитировавшейся 
выше работе, была продолжена в его совместной статье с Те-
мамом [46]. Здесь метод дискретизации применялся к уравне­
нию с нелинейным оператором «сноса». Предполагалось, что 
В = \, а оператор А удовлетворяет условию монотонности. 

Методы теории монотонных операторов составляют одну из 
красивейших ветвей современного нелинейного анализа. Осно­
вания этой теории были заложены в работах М. М. Вайнберга, 
Р. И. Качуровского, Дж. Миити и Браудера [9, 82, 49, 501. 
Дальнейшее развитие отражено в монографиях [30, 48, 51], 
[15]. Приложения этой теории к нелинейным эллиптическим и 
параболическим уравнениям подробно'описаны в [22]. Работа 
Бенсуссана и Темама обобщает один из методов монографии 
Ж.-Л. Лионса [30]. 

Дальнейшее развитие метод монотонности применительно к 
эволюционным стохастическим уравнениям получил в работах 
Парду [83, 84]. 

В этих работах рассмотрено общее эволюционное стохасти­
ческое уравнение с неограниченными нелинейными операторами 
«сноса» и «диффузии». Результаты Парду включают, как част­
ный случай, результаты работ [45, 46, 29], а также детермини­
стическую ситуацию, описанную у Лионса [30] гл. 2 § 1. Фак­
тически они охватывают и результаты работ [2, 42, 43, 54, 55, 
74, 78], хотя формально здесь можно указать область, по кото­
рой они не пересекаются. Ситуация здесь аналогична различию 
между теорией дифференциальных уравнений в дивергентной 
и недивергентной формах. 

Решение, полученное в работе [84], принадлежит области 
определения операторов A и В и измеримо относительно о-ал-
гебры, с которой согласован винеровский процесс и начальное 
условие. Оно строится на заданном вероятностном пространстве, 
т. е. в соответствии с терминологией обыкновенных стохастиче­
ских уравнений, является сильным. 

Нужно отметить, что примеры 2, 3, 4 не укладываются в 
предположения Парду. Решения уравнений, описанных в при­
мерах 2, 3, построены в смысле распределений (вероятностных). 

Исследованию уравнения Навье—Стокса посвящены работы 
[47, 10, 11, 1, 13, 14, 89], а уравнения (3), (4) исследовались в 
работах [57, 89]. 

В этих работах ищется мера, сосредоточенная на траекто­
риях решений, либо решение уравнения Колмогорова или Хоп-
фа, связанного (формально) с рассматриваемым уравнением. 
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§ 5. Содержание и структура работы 

В данной работе мы обобщаем результаты Парду. Рассмат­
ривая ту же ситуацию, которая была рассмотрена в [84], мы 
допускаем зависимость коэффициентов от случая (естественно, 
неупреждающим образом). Нам удалось показать, что некото­
рые условия Парду являются излишними, в частности, локаль­
ное условие Липшица у коэффициента «диффузии». Для коэф­
фициентов, не зависящих от случая, доказано марковское свой-

, ство решения (по t). Основываясь на общих результатах а 
/ разрешимости эволюционного стохастического уравнения, мы 

J исследовали квазилинейные стохастические дифференциальные 
уравнения Ито в частных производных (любого порядка), удов­
летворяющие так называемому условию сильной параболично-
сти. В детерминистическом случае (5 — 0) это условие совпадает 
с хорошо известным условием СИЛЬНОЙ ЭЛЛИПТИЧНОСТИ М. И. Ви-
шика (см., например, [12]). В линейной ситуации условие силь­
ной параболичности введено нами в докладе [66] и системати­
чески использовалось в работе [26]. Аналогичное условие в 
линейной ситуации было введено и Парду в [84]. 

Отметим, что в конечномерном случае наши результаты не­
сколько обобщают классическую теорему Ито о сильной раз­
решимости стохастических уравнений с зависимыми от случая 
коэффициентами, удовлетворяющими условиям Липшица £23], 
[18] (см. пример § 2, главы И). 

Структура работы выглядит следующим образом. Помимо 
введения, она содержит три главы. Первая глава посвящена 
теории стохастического интегрирования в гильбертовых про­
странствах. Здесь вводится понятие мартингала и винеровского 
процесса в гильбертовом пространстве и описываются стохасти­
ческие интегралы по этим процессам (§ 2). В §§ 3 и 4 этой гла­
вы доказывается формула Ито для квадрата нормы семимар-
тингала в оснащенном гильбертовом пространстве. Этот резуль­
тат играет чрезвычайно важную роль во всей теории. 

Глава II посвящена доказательству основных теорем о раз­
решимости эволюционных стохастических уравнений и в ней 
исследуются свойства этих решений. 

В третьей главе результаты главы II применяются для иссле­
дования стохастических дифференциальных уравнений Ито в-
частных производных. 

§§ 3, 4 главы I, где, как уже говорилось, рассмотрена форму­
ла Ито для квадрата нормы семимартингала в гильбертовом 
пространстве, и § 3 главы И, где рассмотрен конечномерный 
случай, могут представлять самостоятельный интерес для неко­
торых читателей. Поэтому изложение в этих параграфах неза­
висимо от остальной части работы (включая и обозначения). 
С другой стороны, мы идем здесь гораздо дальше, чем это 
обусловлено потребностями остальной части текста, поэтому 
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читатель, заинтересованный в быстром ознакомлении с идеями 
теории стохастических дифференциальных уравнений Ито в-
частных производных, может лри первом чтении ограничиться 
лишь знакомством с утверждениями этих параграфов. 

Каждая глава снабжена собственным введением, где указа­
ны ее содержание и структура. 

Нумерация формул и теорем всюду в дальнейшем двойная,. 
а при ссылках на формулу или утверждение другой главы — 
тройная. Последняя цифра указывает номер формулы или 
утверждения, предпоследняя — номер параграфа. 

Глава I 
СТОХАСТИЧЕСКОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ В ГИЛЬБЕРТОВЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ 

§ 1. Введение 

Теория стохастического интегрирования в бесконечномерных.. 
пространствах — довольно обширная и быстро развивающаяся 
область теории случайных процессов. Обзор современного со­
стояния этой области — большая и трудная задача, далеко вы­
ходящая за рамки целей данной работы. Поэтому в этой главе-
мы остановимся лишь на «избранных» вопросах теории стоха­
стического интегрирования в гильбертовых пространствах, ко­
торые непосредственно используются нами в дальнейшем. 

К «избранным» относятся две группы вопросов: 
а) построение стохастического интеграла по квадратично' 

интегрируемому мартингалу со значениями в гильбертовом про­
странстве; 

б) вывод формулы Ито для квадрата нормы семимартингала 
в оснащенном гильбертовом пространстве. 

Вопросы группы а) (им посвящен § 2) рассматриваются на­
ми в чрезвычайно простой ситуации — интегрирование по не­
прерывному мартингалу. Этот параграф носит целиком обзор­
ный характер. Он основан на результатах работ [67], [81], 
[78]. Изложение здесь носит конспективный характер —доказа­
тельства практически не приводятся. 

Центральное место в данной главе занимает проблема, сфор­
мулированная в пункте б). Ее решению посвящены параграфы 
З и 4 . 

Здесь предполагается, что гильбертово пространство Я осна­
щено парой банаховых пространств V и V (т. е. выполняются 
следующие (плотные) вложения—Vc^HczV) и рассматривается 
«самимартингал» вида 

t 

v{t)<=>\ v'(s)ds + m(t), 
6 
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где -061Л v'QV, a m(t) — мартингал в Н. 
Формула Ито выводится для || v (t) \\2

N. 
Вывод формулы ИТО для квадрата нормы семимартингала, 

все компоненты котороло сосредоточены в одном гильбертовом 
пространстве, мало отличается от конечномерного случая. Одна­
ко при переходе от этой ситуации к описанной .выше скачок в 
сложности сравним со скачком сложности при переходе от огра­
ниченных операторов к -неограниченным. 

Это сравнение точнее, чем может показаться на первый 
взгляд. Дело в том, что, как мы увидим в дальнейшем, эволю­
ционные уравнения с неограниченными операторами не удается 
рассматривать в одном пространстве—.приходится отделять об­
ласть определения операторов V от области значений (V' 
или Н). 

Первым эту ситуацию рассмотрел Парду [84]. Нам удалось 
совершенно иным методом обобщить его результаты на случай 
.нерефлексинных и несепарабельных пространств. Наше доказа­
тельство, к тому же, гораздо короче. 

Формула Ито для квадрата нормы существенно используется 
в главе II для (получения априорных оценок решения, доказа­
тельства его единственности и непрерывности. 

В заключение параграфа дадим очень краткий и конечно 
неполный историко-библиографический обзор результатов по 
теории стохастических интегралов в гильбертовых пространствах. 

Первой важной работой в этом направлении является, по-ви­
димому, работа Ю. Л. Далецкого [19], в которой был 'построен 
винеровский процесс с единичным ковариационным оператором 
в гильбертовом пространстве, точнее говоря, в некотором ядер­
ном расширении этого пространства, и определен стохастический 
интеграл. Позднее, основываясь на работах Л. Гросса [62], [63], 
Х.-Х. Го изучил стохастический интеграл по абстрактному вине-
ро.вскому процессу ,в банаховом пространстве [68], Результаты 
Далецкого развивались также в работах [61], [69], [75] и др. 

Изучение проблемы интегрируемости по квадратично инте­
грируемым мартингалам со значениями в гильбертовом прост­
ранстве было начато Кунитой [67]. В дальнейшем в этом на­
правлении значительного прогресса добились Метивье и его уче­
ники (см., например, [74] —[79]).. Следует также отметить важ­
ную работу Мейера [81]. 

В настоящее время заинтересованный читатель может систе­
матически изучить проблему по работам [80], [81], [761, 
[77], [68]. 

§ 2. Стохастические интегралы в гильбертовых пространствах 
Мы начнем этот параграф с напоминания и обсуждения не­

которых вполне традиционных ПОНЯТИЙ И результатов, связанных 
с отображениями измеримых пространств в банаховы. 
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Пусть (S, 2, {mu})—-полное измеримое пространство с мерой, 
а (X, S6)—банахово пространство с а-алгеброй борелевских 
множеств (относительно сильной топологии). Обозначим X* — 
пространство, сопряженное к X и хх* значение функционала из 
X* на xeX. 

Отображение (функция) х : S{to}X называется измеримым (из­
меримой), если для каждого Гв£& {s :x(s)er}62. 

Отображение х : S{to}X .называется слабо измеримым, если для 
каждого x*eX* x(s)x* — измеримое отображение S в R1. 

Отображение х : 5—>-X называется сильно измеримым, если 
существует последовательность простых измеримых функций, 
сходящихся к x(s) |л,-почти наверное. 

Ясно, что понятие сильной измеримости совпадает с понятием 
измеримости, если X сепарабельно. 

Г е о р е м а 2.Г (Петтис, см. [22]). Для того чтобы отображе­
ние х. 5-{to}X было сильно измеримо, необходимо и достаточно, 
чтобы оно было слабо измеримым и нашлось множество 
БсгИ такое, что \х{В)=0, а множество значений x(s) и a 5 \ B 
сепарабельно. В частности, если X сепарабельно, то понятия 
сильной и слабой измеримости совпадают. 

Пусть (Q, F , Р) —вероятностное пространство с расширяю­
щейся системой о-алгебр F . c F , ^6R.( — {0, {infty}). Мы будем пред­
полагать, что Fo пополнена ло мере Р. 

О п р е д е л е н и е 2.1. Случайной величиной в X будем назы­
вать измеримое отображение (Q, F , Р) в X. 

О п р е д е л е н и е 2.2. Будем говорить, что x(t, и) — F<-согла­
сованный случайный процесс в X, если x(t, •), при каждом t,— 
измеримое отображение (Q, F<, P) в X. 

О п р е д е л е н и е 2.3. Вполне измеримыми называются под­
множества [0, {infty}) Хй, являющиеся элементами наименьшей 
а-алгебры, относительно которой измеримы по (t, о) все дейст­
вительные, ЗГГсогласованные, непрерывные справа процессы без 
разрывов второго рода. Отображение (процесс) х: [0, оо) хQ—>-
-УХ называется вполне измеримым, если для любого борелевско-
го TczX множество {(t, о)) :x(t, со)6Г} вполне измеримо. 

В работе нам насколько раз придется рассматривать случай­
ные величины со значениями во вложенных банаховых простран­
ствах. Пусть V, Я — два сепарабельных банаховых пространства, 
причем V есть подмножество Я, и оператор, ставящий элементу 
V4V в соответствие элемент vdH, сеть непрерывный оператор из 
V в Я. 

Л е м м а 2.1. а) Если x — случайная величина со зничениями 
в V (относительно борелевской с-алгебры V), то х — случайная 
величина со значениями в Я. 

б) Если х — случайная величина со значениями в Я, то 
{cu:x(ca)GV}6F. 

Утверждение а) этой леммы есть следствие измеримости су­
перпозиции: измеримых отображений. Утверждение б) вытекает 
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из полноты F и того, что непрерывный образ борелевского (~з 
V) множества V является аналитическим и, значит, универсаль--
во измеримым (см. {28]) в Я. 

Перейдем к определению мартингала со значениями 
в действительном гильбертовом пространстве Н и стохасти­
ческого интеграла по мартингалу. Мы будем рассматривать 
только (сильно) непрерывные по t мартингалы m(t), множество-
всех значений которых сепарабельно. Обозначим на время Ht 
замкнутую линейную оболочку множества значений m(t,a),. 
t>0, C06&. Если h(t, Q)J_H1 при всех (t, a), TO естественно 

ПОЛОЖИТЬ \ h (s) dm (s) = 0. Поэтому ввиду ортогонального раз-
о 

ложения Н на #1 и Я-1, достаточно научиться интегрировать 
функции со значениями в Нх. Эти рассуждения делают естест­
венным предположение, которое мы примем до конца параграфа: 
Н — сепарабельное гильбертово пространство естественным об­
разом отождествленное со своим сопряженным. 

При А1, k26H через hih2 обозначим скалярное произведение 
i_ 

hv A2; h\ = h]hi, | hi | = (hff . 
Для случайных величин в Я с конечным математическим: 

ожиданием нормы мюж-но определить понятие условного мате­
матического ожидания .совершенно аналогично тому, как это де­
лается .в конечномерном случае. Это определение просто сводит­
ся к определению условного математического ожидания в. 
конечномерном случае. А именно, пусть G — какая-нибудь под-а-

• алгебра F , a х —случайная величина в Я и М\х\ <оо . 
О п р е д е л е н и е 2.4. Условным математическим ожиданием. 

х относительно G называется случайная величина в Я — М[х\ 
| G] такая, что при любом г/бЯ 

yM\x\G] = M[yx\G\ (п. н.) 

Ясно, что определенная таким образом случайная величина 
единственна (п. н.). 

О п р е д е л е н и е 2.5. Случайный процесс x'B Я, называется 
мартингалом относительно семейства {iF.}, если 

а) х — ^-согласован в Я, 
б) M\x(t) | < o o при всех t>0, 
в) M[x(t)\3Fs]=x(s) (п. н.) при всех s, t^O, s^t. 
Из определений 2.4, 2.5 и эквивалентности трех понятия из­

меримости в сепарабелыных пространствах немедленно вытекает 
следующая теорема. 

1 е о р е м а 2.2. Случайный процесс х(^) в Я с конечным ма­
тематическим ожиданием нормы (при каждом t) является мар­
тингалом относительно семейства {F.} тогда и ТОЛЬКО тогда,, 
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когда одномерным мартингалом относительно этого семейства 
о*-алгебр является случайный процесс yx(t) при каждом г/бЯ. 

Определение 2.6. Как и в конечномерном случае, будем 
говорить, что случайный процесс x(t) в Я— локальный мартин­
гал* и обозначать это лгбЗИюс (R-+-, Щ, если существует такая по­
следовательность марковских моментов Tnf{infty} (п. «.), что про­
цесс x(t /\хп) является мартингалом при кал<дом п. 
Последовательность {тп} будем называть локализующей. 

Для ^простоты, в дальнейшем мы будем рассматривать только 
(сильно) непрерывные локальные мартингалы и мартингалы. 

Класс всех непрерывных выходящих из нуля локальных 
мартингалов в Н будет обозначаться 8Rf0C (R+> //)• 

Легко понять, что справедлива 
Теорема 2.3. Если xG-ftf(lc (R+. Я), то существует после­

довательность {х'п} марковских моментов, локализующих х, 
для которой М sup | х (t Л О |2 < оо. Если же еще Mix (г.) I2 < {infty} 

t> о 
для любого t > 0 , TO Msup]x4. |2<4/И| x ( |2 для любого t > 0 . 

Всюду в дальнейшем локализующая последовательность 
{-,,} предполагается совпадающей с {г,',}. 

Следующая теорема играет важную роль при построении 
стохастического интеграла по хб 9Kf1K, (R+> H). 

Теорема 2.4. Если х£ЩП1, (R+. # ) . то | x (t) |2 •—локальный 
субмартиигал. 

Доказательство вытекает из равенства 
M[|A-(tA*-) - A-^A-„)|2|f",] — Ml|-t(/At, ))l2 | .f,l-|-«(sAt„)|2 

которое, н свою очередь, немедленно вытекает из мартиигалыно-
го свойства для коэффициентов Фурье разложения х по базису 
в Н. 

О н р е д с л е н н с 2.7. Возрастающим процессом < x > « для 
x(:S0W''(Rb Щ будем называть возрастающий процесс для 
\x(t) |2 .из разложения Дуба — Мсйера. 

Из теоремы Дуба-Мейера следует, что (x)f определен 
однозначно (п. н.) и непрерывен по t. 

Как и в конечномерном случае, если х, t/G f̂oc (R+. H). т 
положим < х, у ) t = j {< х -|- у ) , — (х — у){}. Легко прове­
рить, что при каждых /, s > 0 , t>s и каждом п для последо­
вательности тп, для которой справедливо первое утверждение 
теоремы 2.3 одновременно для x(t) и y(t), имеем 

М\(х (tA^n)-x{sA^n) {У{tA"Cn)-~y (sA?„)) | f Л = 
- M [ < х, у > / Л < й - (х,у) -лт,; | f-] (п. н.) 

* Здесь и псюду далее мы рассматрипаем мартингалы и локальные мар­
тингалы только относительно семейства {.fF.}. ) 
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Т е о р е м а 2.5 (неравенство Буркхольдера). Если 
•AreSKfoc (R+. Я), а ? — конечный (п. н.) марковский момент, то 

M[sup |x (0 | I<3ML <x> 
« t 

9. 
Доказательство этой теоремы -можно найти, например, в [77]. 
Зафиксируем в Я ортонормированйый базис {ni, i>\} и по­

ложим x-(t) —hiX{t). 
Известно, что почти наверное цри каждых i, / мера на оси 

[О, сю), порожденная процессом <х\ х*>и абсолютно непре­
рывна относительно меры, порождаемой < x > < . 

Для дальнейшего 'изложения теории мартингалов нам пона-
добятся следующие обозначения. Пусть Е — некоторое сепара-
бельное гильбертово пространство, естественным образом отож­
дествленное со своим сопряженным, {e,i} — ортонормированный 
базис в Е, 2{Н, Е) —пространство линейных непрерывных опе­
раторов из Я в Е, &ч(Н, Е) — подпространство 3?(Я, Е), состоя­
щее из всех операторов Гильберта — Шмидта. Известно, что 
Sz{H, Е)—сепарабельное гильбертово пространство с нормой 

l-IH(2l-9AiP)1/J-=(2(e;.-5A/)-' 
1/2 

причем | | 5 | | не зависит от выбора базисов в Н, Е. 
Если Q — симметричный, неотрицательный, ядерный оператор 

из %(Н,Н), то через XQ{H,E) обозначим множество всех 
линейных, вообще говоря, неограниченных операторов В, опре­
деленных на Ql'2H, переводящих Q1/2# в E и таких, что 
BQWeSkiFf.E). 

При B&Q(H,E) положим' \B\Q = ||BQW||. Известно, что 
если 5б^ 2 (Я , Е), то | 5 | < | | Д | | , 

BeXQ(H,E) и |B | Q < |£ | ( t rQ)4 2 . 

Вернемся к .x6®if-c (R+> Я). Можно показать, что существует 
вполне измеримый процесс Qx(t) со значениями в £2(Н, Н) 
такой, что при всех (t, ca) оператор Qx{t) является симметрич­
ным, неотрицательным,, ядерным оператором, причем trQ == 1 
при всех t, со и 

••••••-'••••• htQAl)hj = d(
dfx

X
}y (dPXd(x)t-n.B.) 

при всех i, J для всякого базиса {hi}, где d P x d ( x) t диф­
ференциал меры 

i, |x(A)=MJx4(t, a)d{x)t, 
'о 
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заданной на произведении f, и борелевской а-алгебры на 
[0, {infty}). Мы будем называть его корреляционным оператором x. 

Если В(t) — вполне измеримый процесс в %ч(Н,Е) и 
t 

Mj| |E(s) | |2d < х > s< оо (п.н.) 
о 

при всяком ^>0 , то существует (сильно) .непрерывный по t 
квадратично интегрируемый мартингал y(t) в Е такой, что, 
для любых ортонормированных базисов {Л,}, любых yQE, Г > 0 

limyWsup 
/ . - •со t<.T 

п t 

У У (0 — 2 J Ув (s) h'd (hix (s)) 
2 

= 0. 
i—1 0 

Два процесса y(t), обладающие этим свойством, очевидно, 
совпадают при всех t сразу (п. и.). Поэтому корректна запись 

t 

y(0 — JE(s)dx(s). (2.1) 
о 

ДЛИ вычисления у (t) фиксируют базисы в Я, Е и полагают 
оо 

№—2>/y'(o. 
1 - Х 

СО / 

<nt)-r.2$eiB(s)h;d(hjX(s)), 
J-Hi 

где сходимость рядов понимается как равномерная сходимость 
по t на каждом конечном интервале времени в среднем квад­
ратичном (т. е. в L2(2, С ([О, Т], E)) при любом Т). Оказывает­
ся, что 

<(/>,=j |E( ;~)|^(-)d(x>-1 (2.2) 

и это вместе с неравенством |Б|(зд.<||-5|| дает возможность 
обычным образом распространить стохастические интегралы (2.1) 
с сохранением свойства (2.2) на вполне измеримые функции 
B(s), для которых при всех t > 0 

i 

$\\B(s)\\*<Hx ),<<». 

При этом стохастические интегралы непрерывны по t и яв­
ляются локальными мартингалами. Можно распространить помя-
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тие стохастического интеграла на еще более широкий класс 
.процессов B(s).. 

Теорема 2.6. Пусть при каждых (s, со) определен опера­
тор B(s)=B($,<a)G%Qx<s.a»{ff, E) такой, что B(s)Qf(s)-
вполне измеримый процесс (в £i(H,E)) и при каждом t пра­
вая часть (2.2) конечна (п. н.). Тогда последовательность 

t 

yn(t)=JB(s)Qlf (S) (±+Ql/(s))~1dx (s) 

сходится равномерно по t по вероятности к пределу, скажем, 
y(t). Кроме того, у (i)6-№foc (R+- E) и справедлива формула (2.2). 

Для доказательства этой теоремы заметим, что Вп (s) == 
==B(s)Q1,2(s)/—|-<ЗУ2(5)) —вполне измеримый процесс со зна­
чениями в 22{Н, E), 

\\Bn(s)\\<n\Bis)\Qx{s), \Bn(s)-Bm(s)\l= • 

s В №¥(8)4 {S).\ 
аф) at (s) 

1 — 1 
- + ai(s) —+ai(s) 

где et(я) — собственные единичные векторы Qx(s), a](s) — соот) 
ветствующие собственные числа. Отсюда видно, что |.5„(s) — 
— £/n(5)|(3<|fi(s)|(- и \Bn(s)~Bm(5)|Q{to}0 при /i,/n{to}oo. Сле­
довательно, 

t. . 

{Уп-Ут > t = [\Bn{S)~Bm{s)\l ,s)d < X > ,{to}0, 
* 0 x 

откуда- утверждения теоремы выводятся известным образом 
Стохастические интегралы. для функций из £Q (-,Ш) (Н, Е) 

определены ранее в [78]. Предлагаемая здесь конструкция 
несколько отличается от конструкции интеграла в [78]. 

Процесс у (t) из теоремы 2.6, по определению, принимается 
равным правой части (2.1). Если X —сепарабельное гильбертово 
пространство и AQ£ (Е, X) то, при всех t сразу (п. н.) 

Ay{t) = $AB(s)dx{s). (2.3) 

Возьмем элемент е£Е и определим с его помощью оператор 
e652(E,Rl) по формуле еу = еу , (еу — скалярное произведение 
в E). Тогда из (2.3) имеем ч 

t 

ey{t)=]eB(s)dx(s). 
' - • • ' ' • , .. : ' ; •• , ..- • - . . ' . ' \ . Q - " - • • • • • • . . • . . 
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Заметим, что оператор еВ (s) на Q1'2// действует по фор­
муле h-+eB(s)h, причем последнее равно (В*е, h), если 
Б&£(Н,Е). Наконец, в том случае, если h(s)QH< h (s) вполне 
измерим и при любом t>0 

t t 

\ I h (5) \QxWd ( x >, -= j | QV2 (s) /z (s) |2d < x > a < oo (n. H.), 
ij 0 

то условимся писать 
t t 

j h (s) dx (s) = J h (s) dx (s). 
о и 

Введем теперь понятие винеровского процесса в Я. 
Определение 2.8- Пусть Q — ядерный, симметричный не­

отрицательный оператор на Я и trQ<oo. Вннерювским процес­
сом (относительно {F,}) в Я с ковариационным оператором Q 
называется непрерывный мартингал w(i') со значениями в Я, 
корреляционным оператором ( t rQ)"^ и такой, что w(0)=-0, 
•<w>< = trQ.f. 

Известно, что для любого ядерного, симметричного, неотри­
цательного Q c t r Q > 0 на некотором вероятностном простран­
стве можно построить отвечающий ему вннеровский процесс. 
Ясно, что .Mw-(f) = tr Q-t, Стохастические интегралы по вганеров-
•скому шроцессу обладают особенно хорошими свойствами. На­
пример, они определены не только для вполне измеримых B(s), 
но и для измеримых гго (s, со), F 8 — согласованных и таких, что 
/|5(б') \Q4s<oo (П. II.) при любом t̂ =0. 

'О 

Закончим параграф замечанием, что вместо бесконечного 
интервала времени мы могли бы рассматривать выше отрезки 
вида [О, Т]. Для того, чтобы формально иметь возможность это 
делать, достаточно рассматриваемые процессы при t>T доопре­
делить, 'полагая их равными тому значению, которое они прини­
мают при t — T. 

§ 3. Формула Ито для квадрата нормы 
Пусть V —банахово пространство, V* — сопряженное про­

странство к V, II— гильбертово пространство (мы предполагаем 
их действительными). Если vQ.V(hQH, v*bV*), то |w](]h], |w*|) 
обозначает норму v(h, у*) в V (;в Я, в V*), если hi, h$H, то 
hi/i2 —-скалярное произведение hi, h2l результат действия функ­
ционала v*dV* на элемент vGV будем записывать как vv* = v*v. 
Пусть Л—-линейный ограниченный оператор, действующий из V 
в Я, причем AV всюду .плотно в Я. 

Мы будем рассматривать три процесса v(t, ш) GV, h(t, <о)с-Я, 
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v*(t, ш)бУ*, заданные .при t>0 на-некотором полном вероятност­
ном пространстве (fi, F , Р) и определенным образом связанные 
с некоторым расширяющимся семейством полных .-.-алгебр 
F . c r F , t^Q. Пусть v(t, со) сильно измерима (по Лебегу) по» 
(t, со), слабо измерима iro и относительно F . при почти ВСЯКОМ 
t, при любом veV величина w*(t, со) F.-измерима до со для 
почти всякого i, измерима относительно (t, со). Предполагается, 
что h(t, со) — (сильно) непрерывно по t, сильно измеримо по си 
относительно F , при всяком t и является локальным семимар-. 
тингалом. Последнее означает, что в Н существуют непрерывные 
по t, сильно ^"/-измеримые процессы A (0 , m{t) такие, что-
m(t) —локальный мартингал, траектории A(г, со) (при каждом 
со) имеют вариацию конечную на ограниченных интервалах вре­
мени и h(t)=A( .0+m(f). 

р 
Фиксируем ,96(1, оо) и обозначим q= „__ 1 Будем считать,. 

что | v (t) | еЗ?р ([О, Т]) (п. н.) при всяком 7>0 и существует 
измеримая по (г, со) функция f(t, со) такая, что f(t)e3?q([0, Т]) 
(п. «.) при всяком 7>0, \u*(t) |</(.*) при всех (.', со). Относи­

тельно последнего условия полезно заметить, что | f * (t) |,.. 
вообще говоря, неизмерима. Эта норма измерима, например, 
если V сепарабельно и в этом случае \v* (t) \&^q([0, Т]) (п. н.) 
при всяком Т>0. 

Сформулируем основной результат о формуле Ито. 
Т е о р е м а 3.1. Пусть т — марковский момент и при всяком 

V&V почти всюду на {(/, со) : £<т(со)} 

. kvkv(t)= §vv*(s)ds + Avk(t). (3.1> 
о 

Тогда существует множество Q'czQ и функция h(t) со зна­
чениями в Н такие, что 

а) P(Q') = 1, h(t) сильно ^-измерима на множестве {co:t< 
< % (со)} при всяком t, h (t), непрерывна по t на [0, - (со)) при 
всяком со, Ля (t) = A (t) (п. в. {(t, co):zf<-.(<o)}); 

б) при G>6Q', t<t(a>) 
t t 

h2(t)=fi2(p)+2Jjv(s)v*(s)ds + 2\7i(s)dh(s)+ (m)t; (3.2> 
0 0 

в) если V сепарабельно, то при cog.2', j5 < х (со), vgV 
t 

A<oh(i) = §vv*(s)ds+Avh(t); (3.3) 
о 

г) если V сепарабельно и (3.1) выполнено для некоторого 
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t > 0 при каждом -"6V (п. н.) на {co:t <-(со)}, то Av(t) = 7i(t} 
(п. в.) на {со: t < х (со)}. 

Доказательством этой теоремы мы займемся после обсужде­
ния ее предположений и утверждений. 

Для существования стохастического интеграла в (3.2) доста­
точно, чтобы h(s) была вполне измерима и при t < т (со) 

t t 

\\h{S)\d\\A\\s+\\h{s)\4 {til) s<00, 
о о 

где 

\\А ||.,= Нт 2 U ( « Л - ^ 1 ) - A (sAns) • 

Оба эти условия выполнены, так как A(.s) непрерывка по s иг 
^-согласована, а ( т ) t-\-\\ A \\t<_ oo. Отметим, что под стоха­
стическим интегралом мы будем всегда понимать непрерывный. 
(при всех ш) процесс. 

Далее, так как v(s) сильно, измерима, a v*(s) -слабо изме­
рима, то v(s)v*(s) измерима по (s, со) и, в силу «аших предпо­
ложений, локально интегрируема no S (Л. Н.) . Поэтому (все выра­
жения в (3.2) имеют смысл. 

Утверждение г) —простое следствие предыдущих. Действи­
тельно, из (3.1), (3.3) имеем Avh (t)=AvAv(t) (п. н.) на {a:t < 
< т (со)} при всяком v£V. Однако V сепарабельно, поэтому 
At)A(t)-=At)A'0(t) при всех сразу vQV (п. н.) на {co:t<-(со)}. 
Так как AV плотно в II, то отсюда немедленно получаеш 
утверждение г). 

Предположим, далее, что нам удалось доказать теорему в 
случае, когда V, Н сепарабелыш. Покажем, как можно тогда 
получить ее утверждения в общем случае. Поскольку процесс 
v(t) сильно измерим по (t.co), то существует совпадающий с 
v(t) при почти всех (t, со) процесс v'{t), все значения которого 
лежат в некотором сепарабельном подпространстве V'czV. Ана­
логично показывается, что на множестве полной вероятности О," 
все значения h(t, со), t^Q, собй" лежат в некотором сепарабель­
ном подпространстве H'czH. Без ограничения общности будем 
считать, что Q" = Q. По предположению AV плотно в Н. Следо­
вательно, найдется сепарабельное подпространство VczV такое, 
что H'cAV". Пусть теперь V\— замкнутое пространство, натя­
нутое на V'UV", Я1 — замкнутое пространство, натянутое на 
AVi. Пространства Vu Ну сепарабелыны, АУ1 плотно в Ну. Да­
лее, v'(t)cVu h(t)&Hu а функционалы v*(t) на V являются и 
функционалами и а Vy. Поэтому можно считать, что v*(t)&Vx*. 
При этом норма v*(t) в Vy* будет не больше |o*( f ) | v* . Соот­
ношение (3,1) сохранится при всяком vQVy (даже при wGV), 
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поскольку v(.t) =,v'(t) (ri. в. (̂ , со)). Значит, если теорема 3.1 
.верна для сепарабельных V, Я, то применяя ее к Vi> Я,, полу­
чим ее утверждения и в общем случае. 

Итак, не ограничивая общности, мы можем и будем до конца 
параграфа предполагать, что V, Я сепарабельны. 

ПОЯСНИМ, почему (3.2) называется формулой Ито для,квад­
рата нормы. Для этого поместим все процессы v(t), h(t), v*(t) 
в одно пространство. 

В тех случаях, когда один и тот же вектор принадлежит 
разным пространствам, мы его норму снабжаем символом того 
пространства, в котором он рассматривается. 

Пусть пространство V есть (возможно, не замкнутое) под­
пространство-Я, всюду плотное в-Я (по норме Я) и .Мн*---
•{le}N|c.|-r для всех uGV, где N не зависит от и. Пусть Я есть, в 
•свою очередь, подпространство некоторого банахова простран­
ства V, причем Я всюду плотно в V. Тогда 

VaH^V. (3.4) 
Будем считать, что скалярное произведение в Я обладает 

•следующим свойством: если cp6V, я|)бЯ, то j ф-ф | -^ [ф[ v- Ж г ' . 
Тогда, ввиду плотности вложений в (3.4), можно и притом един­
ственным образом определить ф-ф при (p6V, треУ как Нтфя|)п, где 

Л—>-со 

-фпбЯ, |г|>—i[)n|-/{to}0. Очевидно, при ^6V' выражение ф-ф есть 
.линейный ограниченный функционал на V. Будем считать, что 
при -(.бУ из равенства фф = 0 при всех q>&V следует, что ^-=0. 
Тогда отображение, ставящее в соответствие элементам ipGV' 
функции фф на V, будет.взаимно однозначным отображением V 
в некоторое подмножество V*. Мы предположим, что любой 
линейный ограниченный функционал на V имеет вид фг|;, где 
фбК'. Тогда упомянутое выше отображение V'{to}V* есть взаимно 
однозначное отображение V на V* и при желании МОЖНО отож­
дествить V с V*. Отметим, что при этом отождествлении нормы 
ij- как элемента V и как элемента V*, вообще говоря, различны, 
и мы отождествлять V с V* не будем*. Наконец, предположим, 
что определена функция v'(t, со) со значениями в V такая, что 
vv'{t) Ff-измерима по со, измерима по Лебегу относительно 
.((, ш) при любом veV и \v'(t) \V'<f (t) при всех (t, а ) . 

Для любых v&V, t>0 
t t 

§vv'(s)ds <|'0|y f f(s)ds. 
о о 

Поэтому из свойств /(t) вытекает, что существует множе­
ство S'czS такое, что P(Q') = 1 и при ogS', t>0 интеграл 

* Речь идет о данной главе. Наоборот, в следующих главах такое отож­
дествление будет осуществляться. 
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[ vv' (s) ds есть линейный ограниченный функционал на V. В силу 
наших предположений, он записывается в виде vty(t), где 
^(t)QV'. ПОЛОЖИМ, ПО определению, при cogG' 

t 

а[з (t)•-.-.- j v' (s) ds. 
o 

Теперь теорема 3.1 приобретает следующую форму. 
Т е о р е м а 3.2. При 006Q',. t>0 обозначим 

' t 

A(t)-=jV(.s)ds + h(t) (3.5) 
. • . ' " . . . 

и пусть h(t) = v(t) при почти всех (t, со). Тогда существует 
множество 2"CTQ' такое, что P(Q") = 1 и при aQQ" функция 
h (t) принимает значения в Н, непрерывна в Н по t, (сильно) 
.̂.-измерима по <:о при каждом t (как функция со значениями 

в Я) и 
' t' ' ' t 

fc(t) = h2 (Q)+2 § v (s)v' (S) ds + 2 § h(s) dh(s)+ (m)t. (3.6) 
0 ' 0 

Для простоты формулировки мы взяли ~==ОО. Возможность 
обобщения на случай произвольного х очевидна. 

Заметим, что соотношение (3.6) получается, если формально 
применить правила вычисления стохастического дифференциала 
d~h?(t) для процесса A.(t), определенного в (3.5). Одной из труд­
ностей обоснования (3.6) является то, что, вообще говоря, 
неясно, почему h(t)QH (почему существует h?{t)), поскольку 
формула (3.5) определяет ~h(t) как процесс со значениями 
только в V и, вообще говоря, неверно, что ~h(t)£V при всех 
(t, со). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3.2. Возьмем в качестве Л 
единичный оператор и воспользуемся тем, что в формулировку 
теоремы 3.2 не входит процесс v*(t). Построим некоторый 
процесс v* (t) no v'(t) как процесс, отвечающий vr (t) при ото­
бражении V-+V*. Тогда ti* (t) будет удовлетворять предполо­
жениям, изложенным перед теоремой 3.1, а из (3.5) будет 
следовать (3.1). По теореме 3.1 построим множество Q"czQ' 
и процесс hl(t) такие, что P(QP) = \, Ъх (t) — непрерывный по t 
в Н, ^-измеримый по ш процесс, h1 (t) = т. (t) при почти всех 
(t, со), при ©62" справедлива формула (3.6), если в ней ~Н заме­
нить на Л1, и при oQQ", vQV, t>0. 
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i 

vh1 (i) = J w' (s) ds + -vh (t) = vh (t). 
0 

Из равенства крайних членов вытекает, что ~ (Л1 (t) — h (•-)) —0' 
при всех vQV, а значит hl = h при t > 0 , собй" и из свойств ~hl 

получаем все нужные нам свойства Ъ. Теорема доказана. 
Приступим к подготовке доказательства теоремы 3.1. Мы 

уже договорились считать V, а значит, и Н сепарабельными. 
Далее, если вместо т в теореме 3.1 взять tA ft, доказать теорему 
для х An, а затем положить n{to}oo, то получится доказательство 
теоремы для т. Поэтому можно считать, что х— ограниченный 
марковский момент, а если воспользоваться неслучайной заме­
ной времени, то МОЖНО все свести к случаю, когда t-SL 

Заметим еще, что |f(-s)|, |tJ*(s)| Fg-измеримы при почти 
всех s и измеримы по Лебегу по (s, о) . Следовательно, процесс 

t t 

r(0 — h2(0) + | |A|| ,+ <OT) /+f|t.(S)|-3d5 + Jh*(5) |^d5 
О О 

при каждом t ;f ..-измерим и непрерывен по t (п. н.). Отсюда 
вытекает, что для любого и 

х (п) = inf {i > 0: r (2.) > п) А "• 
является марковским моментом. Поскольку r(n)fT, то теорему 
3.1 достаточно доказать, когда в ее формулировке т замечено на 
т(п). Кроме того, процесс r(t) ограничен по (^, со) на {(t, со) : 
: t^x(n, со)}, поэтому можно считать при доказательстве теоре­
мы 3.1, что процесс r(t) ограничен на {(t,©) : t=-St(со)}. Пола­
гая, если необходимо, o(^)=0, и* .(/)-= О, h(t)—h(x) при t^xf 
добьемся, чтобы процесс r(t) был ограничен на [0, оо)ХЙ. 
После того, умножая (3.1) на подходящую .постоянную е и за­
меняя v, v*, h на ев, ev*, eh, сведем дело к случаю, когда 
r(t)<l. 

ЭТИ рассуждения показывают, что теорему 3.1 достаточно 
доказать в частном случае, рассмотрению которого посвящен 
следующий .параграф. 

§ 4. Доказательство теоремы 3.1 

В этом параграфе мы докажем теорему 3.1 при дополни­
тельных предположениях, что V, Н сепарабельны, и при всех 
со, т?<1, 

1 1 

\i\v(s)\Pds + \i\v*(s)\"ds + \\A\\r+ < /»> , + A--(0)<L (4.1) 
о 6 
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Как показано в предыдущем параграфе, эти предположения не 
•ограничивают общности. 

Лемма 4.1. Существует последовательность вложенных 
разбиений 0 = t'0!< t ^ < . . . < t « ,==1 отрезка [0,1], диаметр 
которых стремится к нулю, и существует множество Q^crS, 
-обладающие следующими свойствами: 

1) Р(Й') — 1, при а>&', t<-(co) , * 6 / = {•>,"; * = 1 k(n), 
л > 1 } равенство (3.1) выполнено при всех vQV, при «6/ вели­
чина v(u) £ „-измерима; 

2) ПОЛОЖИМ «в») (t) = -v(if) при ЩЦ, t?+l), i = l k(п.), 
-о") (t) = 0 при Щ0, t»), vp (t) = v (i»+1) при t6 [^ . tf+l), i -
= 0 А(л) — 1 , tfjC-)(*) = 0 при tel^,,.., 1), тогда при / = -
= 1,2 

l 

M sup | vj/) (i)\"<oo, 11m M \ | ii (/) — e") (0 |* d* = 0 . (4.2) 
• •£ [0 ,1] «-*-co tJ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [а]—целая часть числа а, 
* !(л, t)==2-"[2"t], *-(/-. t)=32-'-[2"t]+2-«, т-(0 = 0 при td[0. 1]. 
Использование стандартных рассуждений Дуба показывает, 
что существует последовательность целых чисел rn->-{infty} такая, 
что при почти всех s6[0, 1], } = 1, 2 

1 

lim M \ | v (t) — v (к/ (r„, t + s) — s) \P di = 0. (4.3) 

Далее, из сепарабельности V и теоремы Фубипи .вытекает, 
что существует множество Та[0, 1] единичной лебеговой меры 
такое, что при /6Т для всех o6V сразу (3.1) выполнено (п.н.) 
на {со : ̂ <т(со)} ,и величина v(t) ."".-измерима. Понятно, что для 
почти всякого 5б[0, 1] -все значения функций xj(rn, t-\-s)—s при 
/fi[0, 1], / = 1 , 2, п>1, лежащие в [0,1], принадлежат также Т. 
Фиксируем подходящее s так, чтобы (4.3) также выполнялось,. 
определим {t^} как множество значений и-(гп, t-\~s)—s при 
^G[0, 1], лежащих в [0, 1], к которому добавим точки 0, 1, и 
пусть Q' — множество со, для которых равенство (3.1) выполне­
но при всех V&V, / = ^ п < т ( © ) , i = l , . . . , k(n), n>\. Тогда все 
утверждения леммы будут справедливы, кроме, быть может, 
первого неравенства в (4.2). Заметим, однако, что, в силу вто­
рого неравенства в (4.2) при достаточно больших п 

М\ \vU){t)\P dt<оо. 
о 

Это неравенство эквивалентно первому неравенству в (4.2), ко-
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торое следовательно справедливо при больших п. При малых п 
оно и подавно справедливо, так как наши разбиения вложены. 
Лемма доказана. 

Лемма 4.2. При шбй', t, s6/, s{le} /<т (со) 
t 

\Av{t)\2-\Av(s)\2=:2^v(t)v*{a)du+2Av(s)(h(t)-
s 

- h (s)) +1 h (t) — h (s) P - |A (-г» (г) - ч> (5)) - (h (t) - h (s)) f, (4.4) 
t 

\Av{t)\2 = 2^v(t)v*(it)du + h2{t)-\Av(t)-h(t)\2. (4.5) 
0 

Доказательство этой леммы основано на использовании 
(3.1) при v = v(t), v(s) и простых алгебраических преобразова­
ниях, которые мы предоставим проделать читателю, советуя 
сначала вывести (4.5), а затем вычитая подходящие равенства 
(4.5), доказать (4.4). 

Л е м м а 4.3 . 
М sup \Av(t)f<oo. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (4.5), (4.2) при tg/ 
Mlt<% | At» (t) |2 < Mh? (t) + — Ш | v (t) \P + 

t 

+ ~M\\v*(tt)\4dtt<oo. (4.6) 
0 

Далее, в силу (4.4), (4.5) при t = t'l < t (со), cogQ' 
i 

| Av\l] it) \2=h2 (0) + 2 J -of (гг) в* (и) dK + 
о 

+ 2 J Л-в'0 (и) d/z(к) +2/z (0) (h{t?)-h(0)) + 
о 

/ - 1 i - 1 
+ {sum}|A(^)-A(t")|2-2lA(^(^i)-^^))-/=о _/_о 

-(A(tf+i)-*(<7))|a. (4.7):. 
где в последней сумме слагаемое, отвечающее / = 0, берется 
равным | Av (i") - A (i") |2. Для оценки второго слагаемого: 
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в правой части (4.7) применим (4.1) и неравенство Буркхольде-
ра. Тогда получим 

М sup ч ,,(D А-оУ (и) dh (и) < <Msup \%B<x\'o^(tt)dh(u) 

<Msup|A-o( t?) |x^J |A| | 1 + aM[jxB<i: |A^1)(«)|2rf</»>B) r{le} 
* » i ^ < x ' 

< 4Msup |A^( tn ix / , , < T < |Msup |A^(^ ) | 2
X / „ < t +16 . 

Заметим, что, как следует из (4.6), последнее выражение ко­
нечно. Кроме того, из (4.1) 

k(a) 

Л ! 2 IА (-н-О-А {t'D \2<Ш\\ А ||? + 2ЛГм2 (1) <6 . 

Отсюда.и из (4.7) 

М sup | Аг» (t'l) \\п<% < - 1 М \ | «<2) (0 |'rfi + ± +100. 

Полагая здесь n{to}oo и пользуясь тем, что, в силу (4.2), пра­
вая часть ограничена по п, получаем утверждение леммы. Лемма 
доказана. 

Л е м м а 4.4. Положим 
Й'—Й-'П/--: sup |At»( t ) - |<ool . 

Тогда при <в££" на [0, т] определена функция h (t) со значения. 
ми в И, слгбо непрерывная в Н го t, удсЕлетЕсргкщая (3.3 

при всех шбЕЗ", г̂ <тг(со), v£V. Кроме того, h{t) ^-измерима 
на {ш:^<тг(ш)}, h(i) = Av(t) (п. в.) на {(t, a>):t<x(a)}, h(t) = 
=A-( t) при соб-2", i e / . *<т(го). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При собй", iG7. t < t , v£V функция; 
AvAv(t) совпадает с правой частью (3.3), которая непрерывна 
по t. Следовательно, при s < t существует lim AvAv(t). 

/g*->.s 
t<x 

Поскольку |A"(i) | ограничена на /n{2<^}> то это озна­
чает, что при s<T;, lQt-+s существует слабый предел Av(t), 
который мы обозначим ~h (s). Ясно, что 7г (t) удовлетворяет (3.3) 
при всех иб.2", t<r(co), v£V. Отсюда почти очевидным обра­
зом следуют утверждения леммы. Лемма доказана. 
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Положим h(t) = h(x) при t>x, Л (г.) — 0 при ®Ш" и заметим, 
что при <вбй" 

sup | h (t) | --= sup | Ли (t) | < oo, 
« i ..g/,«c 

(4.8) 

£ 

Кроме того, при t < 1 существует \h(s)dh(s). Для того 
о 

'чтобы это доказать, достаточно установить, что /z(s) вполне 
измерима. A это свойство h(s) следует из сепарабельности И 
и из непрерывности nh(s) при cogQ", где и—-оператор проекти­
рования на любое конечномерное подпространство Н. 

Лемма, 4.5. Положим hn(i) = h {if) при t£[t", t"+1), i==0, . . . 
. . . , k(n). Тогда при «.-> oo по вероятности 

sup С Ая (я) dA (я) — J A (s) flfA (s) -0. (4.9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть hi, . . . , hr,... — ортонормаль-
•ный базис в И, пт—• оператор проектироваяия Я на пространство 
порожденное hu...,hr. Поскольку nrh(s) непрерывно на Q", 
•то (п. н.) 

lim 
Л-+СО 

j ]3 t f A„(s) - r t r h(s) | 2 d(w) , + 
o 

+ Unrhn(s)-n/i(s)\d\\A\\s\ = 0. 
o . J 

Поэтому достаточно доказать, что при любом е>0 

litn supP sup j (l — nr)hn(s)d/t(s) >2e - 0 , (4.10) 

lim P sup J (1 — гсг) A (s) cf A (.s) >2e = 0 , 

Докажем только первое равенство. Второе доказывается ана­
логично. Учитывая, что кг — самосопряженный оператор, для 
любых N, 6 > 0 оцениваем вероятность в (4.10) через 

Р sup \hn(s)d(\—rtr)h{s) 
I « i о >2е}<£ + 
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+P i|AB(.s)|rf||(1-rtr)A||,>S}+ ''-• 
l o J 

+ P|j|/ln(s)|2d<(1-^)»z>,>fij< 

<4- + 2P{sup|A(5)|>.^} + 4-M||(1—Kr)A||14-
S<.1 8 

+ -- |-M|(l—K r)m(1)|-. (4.11) 

Обозначим hl—г'-ую координату hQH в базисе {A.}, al(t) = 

= dAl(t)/d\\A\\t. Тогда при r{to}oo 

||(l-rtr).A||1.--J(2(a'(-))-)TrfHII^0. 

|(l—<)/rc(l)|-----2(/rc-(l))2{to}0. 
l>r 

Отсюда и из (4.П), (4.1) видим, что левая часть (4.10) не 
превосходит 

•J-+2P{suP|£(s)|>.V}. 
Так как б, JV произвольны и выполнено (4.8), то последнее 

выражение может быть сделано сколь угодно малым. Лемма 
доказана. 

Определим теперь множество Я'", которое будет играть роль 
Q' из теоремы 3.1. Можно найти подпоследовательность {п'}, 
по которой левая часть (4.9) стремится к нулю (п.н.). Без огра­
ничения общности можно считать, что уже исходная последова­
тельность такова. Кроме того, положим ito = 0, тогда, как извест­
но, по вероятности при г>0, t£[0, 1] 

----- ^\^~^)Ф{Ц+1)-к{^\^ {(\-nr)m) t. (4.12) 

Поэтому существует подпоследовательность, по которой по­
следнее равенство, понимаемое в смысле поточечной сходимо­
сти, верно при всех сразу /"^0, Ш почти наверное. Эту под­
последовательность, для простоты, обозначений также считаем 
совпадающей с исходной. Положим 

Q1 = |co:llm sup \(hn(s)-h(s))dh(s) • 0 . 
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Q2=n nklim J K 1 - " ^ * ^ ) - * ^ ) ) ! 2 - -
l - Я-1 

— <(!-»-,).-»><}. 

Q3= oo.llm f |--w (M)-t)(a)pdtt==0, i = 1 , 2 
| га-*-.- о 

Q4= {a:lim < 1— Jtr)m > . — O}. 

9J"=Q"(] r\Qt 

и переопределим h(t) вне Q'", полагая A( ,̂ a>)-=0 при co€2w. 
В силу сказанного выше, /)(Q.) = 1, /=1, 2- Из леммы 4.1 

вытекает, что можно считать, что P(Q3) = L Поскольку после­
довательность < (1—яГ)т>1 убывает (п. н.) и 

М{{\-яг)т)1 = М\(\~-лг)т{\)\2-+Ъ, то P(Q4) = l. 
Таким образом P(Q'") = \. 
Лемма 4.6. При a&i'", t,s&I, s<t<x(a) 

t 

| h (t) ---• h (s) | 2 =2 [ {v (и) — v {s)) v* (u) da + 

t 

+ 2 J (A (u)-7i (s)) dh{a)+(m)t-(m)„ (4.12) 
-

t 
1 A (0 |2 = A2 (0) + 2 [v (u) ~j* (и) da+ 

+ 2 J A («) dh (a) + </№>,. (4.13) 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала (4.13). Фиксируем 
aQQw, tQl, t<t((o). Из (4.7) и леммы 4.4 при /г таком, что t 
есть точка разбиения tg< . . . <t£{,,)+1. имеем 

/. г 
А~ (t)= А2 (0) + 2 J -of2) («) v* (a) du + 2 J Ал (м) dA (и) + 

о о 

+ 2 ift(*"+i)-A(*7)i2- 2 i(h(^i)-h(-"))-
'"-И<' '"+!<' 
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- (А (*"+-)-А (-7)) I2-
Полагая /г-> oo, находим 

i t 

где 
/ — lim {sum} \(Нт)-Ъ{*Ъ)-&М+1)-к№?. 

причем последний предел существует и конечен. Для доказа­
тельства (4.13) достаточно показать, что / = 0. Удобно будет 
считать, что базис {ht} образован из элементов множества AV. 
Так как последнее плотно в Н, то такое предположение не 
ограничивает общности. При этом, очевидно, для любого г>\ 
найдется непрерывная в норме V функция vr (t) такая, что 
Avr (t)_== кгк (t) при всех (if. со). По функции vr построим функ­
ции ч){г]п z==l,2 так же, как в лемме 4.1 строятся v„l) no v. 
Тогда учитывая, что, в силу (3.1) и леммы 4.4, при t"+1{le}t и 
любых ф61/ верно равенство 

((A(t?+l) - h (t'j)) - (h (t'Ui) - h (<?)))Лф — l ерю* (и) du, 
-5 

легко находим при любом г > 0 
i 

/ =lim \ (tf> (и) - v M (a)) v* (и)da— 

t 

— lim [ (5'<2i (м) -^ 1 ' , (и)) ~* (и) du — 

-lim J ({hdU)-hii'j))~ 
'J+1<1 

- ^ (t'j+l) — h (tf))) (\-nr) (A (t;+1) - h (tn)). 
Здесь первый предел равен нулю, так как а>б<Эз второй 

равен нулю, так как | •»,.?«(«) —•»'!я (и) |->0 равномерно по и 
из-за непрерывности Ът (и). 

Следовательно, 
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/ < 1ini / У К*('"+0- *№)~(h(-7+0~АС"))l2Y х 
\ '/+1* 

1/2 х / 2 К--«г)(А('"+0-А(-?))18У = j 2 <(i-« r)/n>5 

При r{to}{infty} отсюда вытекает, что 7 — 0. Равенство (4.13) до­
казано. Равенство (4.12) выводится из (4.13) с помощью соот­
ношений (а—Ь)2=а?—Ь2—26 (а—Ь), 

t t 

-2/г(5) (ft {t)-h(s)) = - 2 j v(s)в-* (и) da-2 j h(5) dh(a). 
s s 

Лемма доказана. 
Закончим доказательство теоремы 3.1 в рассматриваемом 

частном случае. В силу леммы 4.4 и (4.13), нам остается дока­
зать сильную непрерывность h(t, ш) no t при t <%(<£>), шШ'". 
Так как слабо непрерывная функция с непрерывной нормой 
сильно непрерывна, то достаточно доказать (4.13) при .*<т(сй), 
©6Q"'. При t = 0 (4.13) очевидно. Фиксируем />0, t<T(co), 
C0-3Q'". 

При всех достаточно больших п можно определить j — j(n) 
так, чтобы 0<tj? <^< t^ + 1 . Положим t (n) = t"n) и заметим, что 
t (п) 11 

t 

lim { | v (и) - v (t (tt))\ • | -J* (и)| da< 
•"->--- t{n) 

1 

< lim f | v (а) —ч>ы (u)\-\ v* (u)\ du=0, 

lim sup \{h(u) — h(t{ti))dh(u) 
t{n) 

s 

< 

<2litnsup 
, Л-t-oo S < 1 

(h (и) — Ъ„ (и)) dh (и) 
о 

= 0, 

'Hm(< от> t— (tn) ( (-f)=0. 

Поэтому существует подпоследовательность n(k) такая, что 
для s (k) = t (n(k)) имеем • 
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со .-/.•-(ft+1) \ i . 
2 J \v(u)-v(s(k))\-\v*(u)\du f + 

1 / W ) _ П 
+ (< m ) ,(ft+1) - < m > ,w)2 + J (h(u)-~h(s {k)) dh (a))- < oo. 

\ •-(*) J 

Тогда из (4.12) получаем, что 
oo 

^\h{s(k + \))-h(s{k))\<oo. 
k=l 

Следовательно, h(s(k)) при k-> oo имеет сильный предел. 
Так как s(fe)->t, то h(s(k)) слабо сходится к h(t). Таким 
образом, h (s (к)) -> h (t) сильно в Н и, подставляя- в (4.13) 
вместо t числа s(k), при k{to} оо получаем (4.13) для взятого t 

Этим теорема 3.1 доказана. 

Глава II 
СТОХАСТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ НТО В ПРОСТРАНСТВАХ БАНАХА. 

МЕТОД МОНОТОННОСТИ 

§ 1. Введение 

В этой главе мы рассматриваем уравнения Ито 
t i 

v(t) = Uo+ \A(v{s), s)ds+ ]B(v(s), s)dw(s) (1.1) 
о о 

в банаховых пространствах. Коэффициенты A (v, s), B(v, s) 
(«сноса» и «диффузии») предполагаются, вообще говоря, неог­
раниченными нелинейными операторами. Они могут неупреж-
дающим образом зависеть от случая. Под w понимается вине­
ровский процесс со значениями в некотором гильбертовом про 
странстве. 

Будет доказана теорема существования и единственности 
решения уравнения чуть более общего, чем (1.1), и получены 
некоторые качественные результаты об этом решении. 

Под решением понимается траектория со значениями в обла­
сти определения операторов A({cdot}, t), B(-, t) (не зависящей от 
t ) , удовлетворяющая (1.1) и согласованная с той же системой 
а-алгебр, с которой согласованы w(/), A(-, t) В(-, t). Эта си­
стема предполагается заданной так же, как исходное вероят­
ностное пространство и винеровский процесс. Таким образом, 
решение понимается в «сильном» смысле-
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Основными предположениями об A и В являются условия 
монотонности и коэрцитивное™ (ем. (A2), (A3) в § 2 этой г ла" 
вы). Этим предположениям удовлетворяют в пространствах Со­
болевского типа, например, следующие уравнения: 

da( i , x) = a(t, Ш ) ( _ 1 ) « + . ^ ( | ^ и ( * . xtf-^uy, x ) ) d t + 

+ b(t, ®)\-~-mu(t, x)fdw(t). (1.2) 

p>\, x6G{subset}R'. - 2 ( p ~ l ) a + 4-1p2 '- '2<-e> Ё>0> w(*) —вине-
ровский процесс со значениями- в R1; 

л 

da(t, x) = 2— , ( a u( t> х> ю)—и(*< x))dt-{-

т п 

+ 2 2 М - > х> ») Ла(<. *)dwHt), (1.3) 

x6R"> a/;, bj—измеримые ограниченные функции такие, что 
при некотором %>0 

п п т h 

при всех t, х, <о для любого вектора |6Rn; w- (t) —независимые 
винеровские процессы со значениями в R1, а © — «случай». 

Эти и другие стохастические дифференциальные уравнения 
в частных производных подробно рассмотрены в главе III. 

Результаты данной главы являются улучшением результатов 
Парду [84, 83], в свою очередь, обобщающих результаты Бен-
суссана и Темами [46]. 

Как уже упоминалось выше, нам удалось показать, что неко­
торые условия Парду являются излишними, в частности, локаль­
ное условие Липшица для оператора В. 

Метод доказательства теоремы существования (наиболее 
трудная и важная часть данной главы) взят у Парду и соответ­
ствует схеме Галеркина: рассматривается конечномерный аналог 
уравнения (1.1) (§3), получаются не зависимые от размерности 
оценки решения (§ 4), а затем (методом монотонности) осущест­
вляется предельный переход (§ 5). Основные улучшения, позво­
лившие в конечном итоге обобщить результаты Парду, сделаны 
на первом этапе в § 3. Здесь получена теорема, обобщающая 
известную теорему Ито о существовании и единственности силь­
ных решений y стохастического уравнения со случайными коэф­
фициентами, удовлетворяющими условиям Липшица. 
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§ 2. Предположения. Формулировки основных результатов 

Пусть (Q, F , Р) полное вероятностное пространство с рас­
ширяющейся системой сг-алгебр {@~г} (*б[0, Г], r<{infty}), вложен­
ных в F . Будем предполагать, что семейство {F.} пополнено по 
мере Р. 

Пусть, далее, Н и Ё — действительные сепарабельные гиль­
бертовы пространства, причем Я, Е естественным образом отож­
дествлены со своими сопряженными Я*, Е*, w(t) — винеровскии 
процесс в £ с ядерным ковариационным оператором Q (см. гл. 1, 
§ 2), a z(t) —квадратично интегрируемый непрерывный мартин­
гал в Я. Рассмотрим также действительное сепарабельное реф­
лексивное банахово пространство V и сопряженное к нему V*. 

Как и в главе 1, если v — элемент V, а v* — элемент V*, то 
vv* будет обозначать значение у* нач. \-\х и (-, -)х будет 
означать, соответственно, норму в пространстве X и скалярное 
произведение в пространстве X, если X — гильбертово простран­
ство. В § 3, где рассматриваются конечномерные пространства, 
эти обозначения упрощаются, что специально оговаривается. 

2?Q{E, Я), как и ранее, — пространство таких линейных опе­
раторов Ф, определенных на QU2E и переводящих Q1/2E в Я, что 
<DQ1/-Gj2:'2(£', Я) (пространству операторов Гильберта—Шмидта 
из £ в Я). SQ(E, H) является сепарабельным гильбертовым про­
странством относительно скалярного произведения (Ф, ~*¥)Q = 
=t r <pQ1/2(vFQ1/2)*. Норму в этом пространстве будем обозначать 
М & - * 

Всюду в дальнейшем будет предполагаться, что 
а) V<ziH-H*<=iV*\ 
б) V плотно в Я (в норме Я); 
в) существует такая константа с, что для всех v&V |u|H{le} 

{le}c|y|v; 
г) vv* = (у, V*)H, если а*еЯ. 
Важнейшим примером пространств, обладающих свойствами 

-а)—г), являются пространство Соболева Wp
m(G) ( = V) и 

L2(G){ = H), где G — ограниченная область в Rd, a dp> 
>2(d—тр). Подробней об этих пространствах.говорится в гла­
ве III, Там же приведены некоторые другие тройки пространств, 
обладающих свойствами (а) — (г). Напомним также, что в гла­
ве I уже рассматривались тройки пространств V, Я, V, связан­
ные менее жесткими предположениями, и довольно подробно 
обсуждался «подтекст» предположений (а)—-(г), в частности, 
обсуждалась возможность отождествления V с V* с помощью 
(-. -)н. 

Зафиксируем числа р и q, p6(l, со), •?=-—-[• 
Пусть при каждых (v, t, о) 6VX [О, Г| XQ 

A(v, t, со) 6V*, B(v, t, co)e.2*Q(E, H). 
Предположим, что при каждом vBV функции A(и, t, со), 103 



B(v, i, со) измеримы (по Лебегу) по (t, со) (относительно меры 
diXdP) и ^.-согласованы, т. е. при каждых a6V, ^б[0. Г] они 
Ff-измеримы по со. Напомним, что, ввиду сепарабельности V*,. 
2?Q{E, H), понятия сильной и слабой измеримости совпадают я 
мы поэтому говорим просто об измеримости. Пусть еще на Q 
задана ^--измеримая функция и0 co значениями в Я, а на. 
[О, Г]ХЙ — неотрицательная функция /(/, со), измеримая по 
(t, со) и ^-согласованная. 

Будем считать, что при некоторых постоянных К, а > 0 при 
всех v, V\, v2GV, (t, co)6[0, T]XQ выполнены следующие-
условия: 

Ai) Семинепрерыв'ность A: функция oA(t)1+Xt)2) непрерывна, 
по % на R1; 

A2) Монотонность {А, В): 
2 ^ 1 - ^ ) ( Л ^ 1 ) — Л(^)) + | В Ы - 5 ^ - ) | « < А Г | г - 1 - . г . - | | / . 
A3) Коэрцитивность (А, 5): 

2^AH + |5(t))|2Q + a|T)|P</ + /C|^|2Y. 
A4) Ограниченность роста А: 

•/ 

lA^lv^f1 +K\v\r1-
г 

A5) Ж | й 0 | 2 - < о о , M j j / ( 0 d t < o o . 
о 

При сделанных предположениях мы рассматриваем на 
[О, Т]Х-- эволюционное стохастическое уравнение 

t 

v(t, са) = «o((o) + \ A(v(s, со), s, G>)ds-f-
o 

t 

+ \ B(v(s, a), s, co)dw(s, m)-{-z(t, a). (2.1). 
о 

О п р е д е л е н и е 2.L Решением (или V-решением) уравне­
ния (2.1) называется функция v(t,u>) со значениями в V, опре­
деленная на [О, Г|ХЙ, измеримая по (t, со), ^.-согласованная 
и удовлетворяющая неравенству 

т 
M^(\v(t)\$±\v(t)\%)dt<<x> • (2.2). 

о 

и равенству (2.1), 'понимаемому как равенство элементов V* 
при почти всех (t, ю)б[0, f ] XQ. 

В данном определении неявно предполагается, что интегралы 
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в (2.1), (2.2) имеют смысл. Эта оговорка, однако, является из­
лишней 'ввиду следующего. 

По лемме 1.2,1 функция v измерима не только как функция 
со значениями в V, «.о и как функция со значениями в Я. Поэто­
му Iй (01 v. |и(-0 |н измеримы по (/, со) и условие (2.2) имеет 
смысл. 

Далее щокажем, что функции A(v(t), t), B(v(t), t) измеримы 
no (t,a) и £ГгИз:меримы по ш. Рассмотрим прежде A(u(/),2.). 
Воспользуемся такой леммой из теории монотонных операторов 
(см., например, [30]). 

Л е м м а 2.1. Если .последовательность vn&V сильно сходит­
ся в V к v, то A (an) слабо сходится к A (и). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду предположения (А4), для лю­
бой подпоследовательности {^} натурального' ряда последова­
тельность А (Оц) ограничена в V* и поэтому существует такая 
подпоследовательность {v} последовательности {\х}, по которой 
A (v4) слабо СХОДИТСЯ к некоторому Ace. Убедимся, что A0O----A(y). 

Пусть «-—произвольный элемент V. По предположению (A2),. 
(u-vv)(A(u)-A(vJ)-K\u-v^H<0. 

Переходя в этом равенстве к пределу при v->oo, получим 
(a-v)(A{u)-Aoo)-K\n~v\%^0. (2.3) 

Предположим теперь, что u—v-\-%y, где X6R+. а У~какой-
нибудь элемент V, тогда иэ (2.З) следует 

у (A{v+%y)-A„)-Kl\y\2
H<0. 

Переходя в этом равенстве к пределу при ЦО и пользуясь 
семинепрерывностью А (предположение (Ах)), получим 

y(A{v) — Aco)<0. 
Отсюда ввиду произвольности у .вытекает, что A-.----A (->)• 

а так как подпоследовательность {f-i} была произвольной, то 
лемма доказана. 

Из леммы следует, что функция w-{to}wA (v, t, 0) является не­
прерывной при каждых w6V, (/-, со) 6[О, Т] XQ. 

Таким образом, A(v(t),t,(a) слабо, а значит и сильно изме­
рима по (t, со) и ^-согласована вместе с v(t). Кроме того, вви­
ду (A4), (As) -4 (у (t, со), ̂ , со) — суммируемая по t функция при. 
п. в. со, если выполнено (2.2). 

Проблема измеримости B(v(t, co), t, со) решается проше, так 
как очевидно, что, в силу предположений (А2) и (А4), В(-,t, co) 
при всех г1, со сильно .непрерывная функция из V в S'Q(E,H). 

Из предположений (Аз), (А-,) следует, что при всех и, t, a> 

\В(и, ^ m ) | 2 < e ( / ( t , ш) + | в | ? , + |в |0) . (2.4 
Поэтому 
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т 

о 

-стохастический интеграл в (2.1) определен и является квадра­
тично интегрируемым мартингалом в Н. 

З а м е ч а н и е 2,1. Очевидно (см. гл. I § 2, пояснения к тео­
реме 2.6), v — решение (2.1) тогда и только тогда, когда для 
некоторого множества YczV, всюду плотного в V (в норме V), 
при любом U&Y 

t t 
1 (и, <о(*))/-/=-= (и, ий)н+\ иА (v(s), s) ds + \ аВ (v (s), s) dw(5) + 

-f-(w, z(t))H. (n. B.(t, и)). 
О п р е д е л е н и е 2.2. //-решением уравнения (2.1) назы­

вается функция w(t, со) со значениями в Н, определенная на 
[О, Т] XQ, сильно 'непрерывная в Н по t, .^-согласованная л та-

:кая, что 
1) u&f (п. в. (t, со)) 

ч 
. MJ(|«(t)|Pv + | « ( ^ )d t<c« ; 

о 

2) существует множество Q'czQ полной вероятности, на ко­
тором при всех г.6[0, Г] 

t t 

e(t)-=ao + jA(« ( s ) , s)ds + $B(u(s), s)dw{s)+z(t), (2.5) 
U 0 

де равенство понимается, как равенство элементов V*. 
В пояснение (2.5) отметим, что, в силу леммы 1.2.1, xv (" (0 ) 

измерима по О, со), ^-измерима по со, равна 1 (п.в. (^,0)) по 
лервому требованию и интегралы в (2.5) поэтому имеют смысл 
,как 

/ t 

§%v(u(s))A(tt(s), s)ds, §%v(u(s))B(u{s), s)dw(s). 
о о 

О п р е д е л е н и е 2.3. Я-решение и называется непрерывной 
в Н модификацией решения v, если u(t, ш) =v(t, со) (п. в. (/, со)). 

Сформулируем основные результаты этой главы. Все пере­
численные выше предположения считаются выполненными. 

Т е о р е м а 2.1. Решение v уравнения (2.1) существует. 
Из этой теоремы и теоремы 1.3.2 сразу получаем 
С л е д с т в и е 2.1. Существует непрерывная в Н модифика-

а об 



эдия решения v уравнения (2.1) 
Теорема 2.1 доказывается в § 5. Следующая теорема содер­

жит утверждение о единственности решения уравнения (2.1) 
Т е о р е м а 2.2. Пусть <o"(t), я — О, 1 , 2 . . . , —решения урав­

нения (2.1) с начальными данными «0 = w", причем М\и%\2
н< <» 

и М\и% — и?0\%->-0 при n-s-oo. Пусть ип(t)— непрерывные в / / 
модификации vn(t). Тогда при любом е > 0 

lim {sup М \ ип {t)-и°(1)\*н}-\-Р {sup \ и" (t)-u°{t)\H> в)*=0 

3 а м е ч а н и е 2.2. Из доказательства этой теоремы мы уви­
дим, что для ее справедливости в определении решения можно 
опустить условие (2.2), а от коэффициентов (2.1) требовать вы­
полнения только условия (A2). 

Т е о р е м а 2.3. Если v — решение уравнения (2.1), aw — его 
-Непрерывная в Н модификация, то 

г 
M sup | и (t) \й

н + М j | -a (t) I-» dt< 

<с\м\щ\Ъ + М^ f(t)dt+M\z{T)\*\ 

.где с зависит только от К, р> Т, а. 
Теоремы 2.2, 2.3 доказываются в § 4. К основным результа­

там главы относится также следующая теорема о марковском 
свойстве решений (2.1). Эта теорема доказана в конце § 5. 

Т е о р е м а 2,4. Пусть А, В не зависят от ю, z(t) ==0, v(t) —• 
решение уравнения (2.1), и.— его непрерывная в Н модифика­
ция, тогда u(t) —. марковская случайная функция, 

З а м е ч а н и е 2.3. Если бы мы в условиях (А2), (A3) взяли 
К=0, то это бы не ограничило общности. В самом деле, если 
v — решение (2.1), то v(t)e~Ki — решение уравнения типа (2.1), 
л котором A заменяется иа e~Kt(A—Ю), где / — единичный 
оператор, а В на e~KtB. Если еще учесть, что и аргументы A, В 
изменяются, то тогда легко доказать, что новые А, В удовлетво­
ряют условиям (Аз), (Аз) с К—О. 

З а м е ч а н и е 2.4. Наше предположение о действительности 
рассматриваемых пространств несущественно. От него можно 
отказаться, если в условиях (A1) — (А3) вместо vA(vi + kv2), 
(у.—v2)(A(vx)—A(U2)), vA(v) написать ReaA(oi-fA,o2), 
Ле(о,—о2) (A(vi) —A(v2)), R&vA (v). 

§ 3. Об уравнениях Ито в Rd 

Нусть Rd—евклидово пространство размерности d с фикси-
р-оваиным ортонормироваи'ным базисом, х{ — i-тая координата 
точки Jc6Rd, (Q ,F ,P)—полное вероятностное пространство, 
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{Ft}, t>0,— расширяющееся семейство полных cr-алгебр? 
F c z F . Пусть m(t)—d\-мерный, непрерывный, локальный 

, мартингал относительно {Ft}, т(0)==0, A (t)—непрерывный,. 
/ действительный, .неубывающий Ft-согласованный процесс,. 

•J A0 = 0. Пусть при t^Q, x6Rd, coGQ определены: матрица b(t,x) 
размера dX-ii, ^-мерный вектор a{t,x). Будем считать, что при. 
каждом xQRd a(t,x), b(t,x) вполне измеримы относительно' 
{Ft} и при каждых (t, со) непрерывны по х. Пусть х0 — d-мер-
нал Fo-измер-имая величина, 

Рассмотрим следующее уравнение 
t i 

х (i) = х- + J a (s, x (s)) dA (s) + J b (s, x (s)) dm (s). (3.1> 
о о 

Уравнение (З.1) 'будет рассматриваться при некоторых до­
полнительных условиях на а, Ь, А, т, для формулировки которых 
нам понадобятся следующие обозначения. По теореме Дуба— 
Мейера существует непрерывный возрастающий процесс, обоз­
начаемый через <m>t, для которого (m2(t)—<m>t)—ло­
кальный мартингал (относительно {Ft}), <-*ft>o —0. Опреде­
лим еще при i, j= 1 , . . . , di с ПОМОЩЬЮ теоремы Дуба—Мейера 
непрерывные процессы < / " ' , m->t , имеющие локально ограни­
ченную вариацию no t, для которых (mi(t)mi(t)—<т\ 
mi>t) —локальный мартингал < т » , т - > 0 —0. Напомним, что 
матрица ( < r n , mi>t) неотрицательно определена и 

а, 

i=i 

при всех t сразу (п, я.). Фиксируем некоторый непрерывный 
действительный, неубывающий, .^-.-согласованный процесс Vt с 
Vo = 0 такой, что при каждом со меры на оси t, порождаемые 
функциями A(l), < r n > t , абсолютно непрерывны относительно 
меры, отвечающей Vt (например, Vt=A(t),+ <m>t). 

Обозначим 

clJV)= а ( т ^ ) { > C(t) = (cU(t)), 

a{t,x) = a(t,x)4ffi-, ${t,x) = b(t, x)C\l\ 

Будем считать, что в дополнение к перечисленным выше 
предположениям выполнены также следующие: для каждых 
xeRd, Т > 0 

Г Т 

J \a{t,x)\dVt = §\a(t,x)\dA(t)< oo, (п. н.) (3.2) 
с и 
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для всякого RyO существует неотрицательный вполне изме­
римый процесс Kt (R) такой, что 

т 
IК (R)dVt <оо (п.н.) 
о 

при всех Т > 0 и для каждых z, х, t/6Rd таких, ЧТО | х |, 
] у !</... при почти всех t относительно меры dVf 

2(x-y)(a(i, x)-a(t, {/)) + ||p(t, *)-p (i, у) ||2< 
<KdR){x-y)2. (3-3) 

22a(i ,«) + | |p(i, z ) | | 2 < ^ ( 1 + ^ 2 ) . (3.4) 
где Kt=Kt{V), \\y\\, если у-матрица, обозначает (tryy*)1'2, a 8s, 
если г, 86Rd, —скалярное произведение б, е. 

Т е о р е м а 3.1. Существует непрерывный ^-согласованный 
процесс x(t), для которого выполнено (3.1) при всех t сразу с 
вероятностью 1. Если x(t), y(t) — два непрерывных ^ -согла ­

сованных процесса, удовлетворяющие (3.1) при каждом t (п.н.), 
то 

Р{sup | * ( t ) - | / ( О | > 0 } - 0 . 

Данная теорема является обобщением классической теоремы 
Мто о существовании сильного решения у стохастического урав­
нения типа (3,1) со случайными коэффициентами. В данной 
теореме мы отказываемся от условий Липшица и заменяем его 
условием (3.3), которое будем называть условием монотонности. 

Приведем пример уравнения, коэффициенты которого удов­
летворяют нашим условиям, но не удовлетворяют условию Лип­
шица. 

П р и м е р . Пусть w(/)—одномерный винеровский процесс 
.рб(1, 2), a(t, со) и -'(if, со) —вполне измеримые функции 

г 
] a(t, co)d^< оо (п. н.) 
о 

и 

- 2 ( j 0 - l ) e ( * . m) + -£ &2(*,co)<0 ((t, m) п. в.) 

Рассмотрим уравнение 

dx{t)= — \x {t) \p~l sgn x {t) a(t)dt + \x {t) \p]2b (t) dw (t). 

Ясно, что при р < 2 коэффициенты нашего уравнения не 
удовлетворяют условиям Липшица, но свойство монотонности 
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выполнено. Действительно, по формуле Адамара 
-2a(\x^sgnx-\y^sgay)(x~y) + bi{\x\p/2-\y\'r,2)r^ 

= —2а (х - у)2 J (p - l) | x + т (у - x) \р~Чх+ 
О 

+ b2(x-yyn^-\x + x(y-x)\Pi2-1sgn(x + x(y-x))dx) < 

i 

< (x ~ У ? [-г b2- 2 (P - 1)<z] jj | x + x (y — x) \P~4x< 0. 
o 

Если мы возьмем в качестве Vt = t, то получим из этого не­
равенства условие монотониости с /С. = 0 и условие (3.4), так 
как в данном случае а(г,0) =р(г, 0) =0. 

Таким образом, условие (3,3) слабее условия Липшица. Од-" 
нако вовсе «е сколь угодно «плохие» функции могут удовлетво­
рять (3,3). Отметим без доказательства, что из (3.3) вытекает 
дифференцируемость a{t, х) по х лри почти всяком х и то, что-
первые обобщенные производные p(.*,x) no x локально суммиру­
емы в квадрате. 

Отметим, что, в отличие от работы Ито, мы рассматриваем 
уравнение по семимартингалу. Обобщения результатов Ито на 
случай интегрирования по семимартингалу были получены Ка-
замани [65] Долеан—Дэд [58], Проттерюм [86], Гальчуком 
[16], Лебедезым [29] и другими. Результаты этих работ являют­
ся частным случаем нашего утверждения в той их.части, кото­
рая касается непрерывных семимартингалов. Как нам кажется 
перенесение теоремы 3.1 .на случай разрывных семимартинга­
лов — вполне доступная задача, но она выходит за рамки наших 
интересов. 

Утверждение о единственности в теореме 3.1, как всегда в 
подобных случаях, наиболее просто. Для того, чтобы его дока­
зать, заметим, прежде iBcero, что, в силу непрерывности x(^),, 
y{t) и интегралов, входящих в (3.1), по t, процессы x{t), y(t) 
удовлетворяют уравнению (3.1) при всех t сразу с вероят­
ностью 1. Далее, положим 

^(^)-expUj/C(/?)dKl 
Применим формулу Ито к \x(t) — y (t) \2^ (/?) и учтем (3.3),,. 

Тогда получим, что (п. н.) при всех t сразу 

\x(tAt(R))-y(tAx(R))№fMv< 

< 2 j ^s(R)(x(s)-y(s))(b(s,x(s))-b(s,y(s))dm(s) = m't(R)r 

ПО 
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где t (/..?) — момент первого выхода | х it) |V| у (t) \ из [0,/?).-
Мы видим, что локальный мартингал т\ (R) неотрицателен, 
следовательно, т\ (R) — супермартингал. Поскольку же m'0(R) = 0, 
то m't(R) = 0 (п.н.), | JC (г-/\-с (/?» — г/ (^/\тг (/?» | == 0 (п.н.) при 
всяком t, а так как | х (t) — у (t) \ непрерывно по t и R про­
извольно, то sup | x{t) — у (t) 1 = 0 (п. н.), что и требовалось. 

Доказательство утверждения о существовании в теореме 3.1 
будет проведено после доказательства ряда вспомогательных 
предложений. В теореме 3.1, в частности, утверждается, что пра­
вая часть (3.1) существует для некоторого процесса x(t). Этот 
факт для любого ^-'Согласованного непрерывного процесса не--
медленно вытекает из следующей леммы. 

Л е м м а 3 . 1 . Для всяких Т, R>0 (п. н.) 
т т 
f sup [a(t, x) | d A ( i ) < оо, f sup ||p (t, x)\fdVt< oo. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {//;i}—счетное всюду плотное 
подмножество в {х : \x\^R-\-2). Положим <pn(a, x) ---max{a(x— 
—Hi), i— 1, • -., n},a,x6Rd. Ясно, что ц>п(а,х) •—непрерывные функ­
ции фп(а,х) f a x + \а\ (R+2) при n-voo. Последняя функция не­
прерывна и больше двух, если |x|<7?, [сх| = 1. По теореме Дини 
существует п такое, что ц>п{а,х)^\ при | JC | «Si?, | a | = 1 . Отсюда 
вытекает, что cpn(a, x).3--|a| при |x|s£.R и всех a6Rd. Подставляя 
в (3.3) .вместо у точки г/, и вычисляя верхние грани по i при 
IxjsSR, находим 

п 

2\a{t, x)\<4Kt(R + 2)(R + 2)^2(R + 2)^i\a(t, yt)\. 

Этим, ввиду (3-2), доказано первое утверждение леммы. Вто­
рое очевидным образом вытекает из первого и из (3.4). Лемма 
доказана. 

Л е м м а 3.2. Пусть f(x) —действительная локально ограни­
ченная функция на Rd, n > 0 , jV==sup{|f (х) | : | x [<n} . Тогда «а 
Rd существует действительная функция g(x) такая, что g(x) = 
= f(x) при \х\^п, g(x) = 0 при | x | > n + 1 , |g(x)|.ss|f(;c)| 

\g{x)- g{ij)f<\f [x)-f {y)f + NHx-yf (3.5) 
при всех x, yQRd. Кроме того, если f(x) непрерывна по х и зави­
сит еще измеримым образом от некоторых параметров, то g(x) 
непрерывна по х и измерима по этим параметрам. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим h(x) =N{n-\-\)— N\x\ 
g{+)(x) = max(min(h(x), f+{x)),0), 
g{-.)(x) = max(mm(h.(x), /_(x)) . 0). 

g(x) = g(+)(x)-g(-)(x). * 
* Способ построения g нам подсказал А. Д. Вентцель. 
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Докажем, что g удовлетворяет всем -требованиям. Последнее 
утверждение леммы очевидно, так как N — измеримая функция 
тех параметров, от которых зависит /, а непрерывность g следу­
ет из непрерывности f и (3-5). 

Далее, gl+)<f+, gi-)<T- Поэтому g±=g{±), | g | < | f | я g(x) 
имеет тот же знак, что и f(x). Кроме того, очевидно, h(x)<0 
•при | x | > n + l . Следовательно, g = 0 при |x|S=n+l- Поскольку 
же h(x)>N>\f(x) | при | x |<n , то g(.K)=f(x) при |x|=-£n. 

Остается доказать (3.5). Фиксируем точки х,у. Если f(x), 
J (у) имеют разные знаки, то это же верно для g(x), g(y) и 

\g{x)-g(y)\~\\g{x)\+\gm\<\\fm+\f{y)\\= 
= \f(x)-f(y)\. 

Рассмотрим теперь случай, когда f(x), f(y) имеют один и 
тот же знак. Пусть, для определенности, f(x)>0, f(y)>0, тогда 
£(х) —ё+{х)> В(У) =ё+(У)- Поскольку модуль разяости верхних 
(•нижних) граней не превосходит верхней (верхней) грани моду-

лей разности, то 

I g (х) -g (у) | < | min (h (х), f (x)) -min (A (</), f (у)) \ < 
<m&x(\h(x)-fi(y)\, \f(x)~f(y)\). 

Отсюда очевидно вытекает (3.5). Лемма доказана. 
Лемма 3.3. Для всякого /г>0 существуют процессы 

a(t, x), b{t, x), Nf такие, что a(t, x)QRd, b(t, x) — матрица 
размера dxdi> Nt — действительный процесс, a, b, N опреде­
лены при всех x£Rd, t>0, a>(<Q непрерывны по x, вполне 
измеримы a(t, x) = a(t, x), b(t, x) — b(t, x) при | x | < n , 
,a(t, x) = 0, b(t, x) = 0 при | х\>п-\-3 при всех t 

t 

§NsdVs<oo (п.н.) (3.6) 
о 

я при всех х, y6Rd 

| S (*..*)| +1| p(t,.x) | | - < # , , (3.7) 
2(x-y)(a(t, x)-a(i, y)) + \\$(t, x)-${t, t/)||2< 

< N ; ( x - y ) 2 , (n.B.dPXdVt), 
где 

~a(t)=a(t)*AVL, p(*) = ft(*)C-/-(t). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем п>1. Пусть Tt — ортого­
нальная матрица размера diXdi, At — диагональная того же 
размера такие, что Ci = TiAtTi*. Как хорошо известно, такие 
матрицы существуют и их можно выбрать вполне измеримыми. 
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По каждому элементу матрицы b(t,x)Tt для фиксированного п 
с помощью леммы 3.2 построим элементы, 'которые мы вновь 
сведем в матрицу b'(t,x). Умножим последнюю справа на Tt* 
и обозначим результат b(t,x). Пусть еще функция Ti6C0

oo(Rd), 
~1(x) = l при x|s£n+2, ri(x)=0 при | x | > n + 3 , 0<т]--2Г Поло­
жим a(t, x) =a(t, x)r\(x). Докажем, что существует процесс N... 
такой, что для a, b, N выполнены утверждения леммы. 

Как нетрудно видеть, в силу лемм 3.1, 3.2, существует 
процесс Nt1}, удовлетворяющий условию (3,6) и такой, что 

|| р(t, x) — p (i, у) ||- = || b(t, х)Tt-~b{t, у) Т,)ЛР ||2< 

<NP(x — y)*+. (3.8) 
+ UHi>x)Tt-b(t'y)Tt)A.V2\\3 = N?){x-y)i± 

+ ||p(t,x)-P(t,y)||~. 
Кроме того, по лемме 3.1 существует процесс N\2\ удов­

летворяющий (3.6) и такой, что 
2(х — y)(a(t, x) — a(t, y))=2{x — y)a(t, х) (т. (x) - r| (у)) + 

+ 2 (х- у) т] (у) (a {t, x) — a{t, t/))< 
K2(4(x)Ar\(y))(x-y)(a(t,x)~a(t,y)) + N\2)(x-yy. (3.9) 

Далее, в силу леммы З.1 существует процесс A/13) удовлет­
воряющий (3.6) и такой, что 

2 |5 (^x) | + ||p(t, x)||2<;vj3). (з.ю) 
Наконец, если | х [, | t / |<n-j-2, то i\(y) = l и второе нера­

венство в (3.7) выполняется в силу (3.8), (3.9), (3.3) сЛГ==ЛГ(2) + 
+ iV(3)-f-/C(№ + 3). Если IJC|, | t / | > n + l , то p(x) — p(t/) = 0 
и (3.7) -выполнено c N = N{ ]-\-К (п + 3). Если же одно из зна 
чений |x | , \у\ меньше /г+1 , а другое больше /1+2, т< 
I-* — У|>1 и (3.Z) выполнено, в силу (3.9), (3.10), (3.3) ч. 
Л -̂==7\Г(2) + Л''<3) + Л"(л. + 3), поскольку одно из значений р (i, x), 
Р (t, у) есть нуль. Таким образом, неравенства (3.7) выполнены 
с 7V-=/V(1) + -V(2)+A^(3)+/C(n. + 3) и лемма доказана. 

Лемма 3.4. Пусть существует вполне измеримый процесс 
т 

Nt>0 такой, что [NtdVt< со (п. н.) при всех Т > 0 и при 
о 

всех у, х 
\a(t,x)\-\-\${t, x)\2<Nt (п. в. dPXdV), 

2 | x - y | | a ( ^ , л;)-a( t , у) | + || p(.f, x ) - p {t, y)\\2< 
<Nt\x-y\2 (п. в. dPXdV). 
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Тогда уравнение (3.1) имеет и притом единственное реигение 
Д о к а з а т е л Ё с т в о . Единственность решения (3.1) мы уже 

Доказали выше. ПОЛОЖИМ 

ypt = exp{—3^NsdVs—\x0\i x°=xQ, 

t 

xr
t
+l =- x0 + 1 a (s, xr (s)) dA (s) + 

0 
i 

+ jj 6 (5, xr (5)) dm (s), r > 0. (3.1 l> 
0 

Используя формулу Ито для (xr+1 (t) — xr{t))2tyt, легко най­
ти, что для некоторого локального мартингала mr(i) при г > 1 

(x'-+1(t)-x'(t))4 — 
t 

= jj {2 (x'+l (s) — x" (5)) (a (s, xr (s)) - a (s, JC""- (s))) + 
о 
+ || p (s, JC' (s)) — p (s, .x'-1 (.s)) II- - W s (X™ (s) — 

t 

< 5 {! Л""1 (5) - JC" (5) | N, | JC" (S) - .X:'-1 (5) | + 
0 

4-iV, I x r (s) — x'~l {s) |2 - 37V, {xrn (s) - xr (s))2} $sdVs + mr (0 < 
t 

< J {I- N, | jc" (s) - .«--- (.5) |2 - . I N J x'+1 (.s) — 
о 

-jC-(s) |2} qsdVs + m'(t). 

Перенося в неравенстве между крайними членами в этой це­
почке интеграл от отрицательного выражения в левую часть., 

затем вставляя вместо t выражение t=xi/\x, где т, xi— марков­
ские моменты такие, что тг'|оо и mr(f /\х1) мартингал, вычисляя 
математические ожидания и -полагая .'{to}oo, заключаем 

М 5 J (x^(s)-x'(s)yNsqsdVs+2 (x^(x)-x' (-г))2г|>, 
• о 

х 

< M 3 J (x'(s)-x^(s))2NsysdVs, r>\, 

< 
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где (xr (- + 1) — xr(t))2i|)t полагается равным нулю на множестве, 
где t = со. Аналогично 

М (JC-(t))-i|>t+2 J (x1 (s))2NsqsdVs\<Mxle-M + 

X 

+ M J N$tdVt < Mx\e~W + •§• < oo , 
0 

где (хг (-c))2 ip-; также полагается равным нулю на множестве, 
где -.=-оо. Из этих неравенств вытекает, что для некоторой 
постоянной N' при всех r, x 

х 

М jj (.к'*- (s) - х' (s))2 .W,4>,dK, < N' (~)r, 
о 

М (х'п (т) - хг (х)У -ф-с < N ' (j)\ 
Отсюда для т = т(г) — inf {г: (xr+1 (t) — .х:'(z.))2 ip.. > г-4} имеем 

г-4Я{-(г) <oo}<W'( ! - ) ' , 

Р (sup (JCr+1 (t) — хг (t))2 % > г"4} < JV'r4 (1-У. 

Следовательно, в силу леммы Бореля—Кантелли, ряд , ":.'.] 

2 |л:-+-(0-.хЧ01'Ф}'2 

г=-1 

при почти всех со .сходится (равномерно «а каждом конечном от­
резке времени к некоторому .непрерывному процессу x(i). Пре 
дельный переход гв (3.11) завершает доказательство леммы. 

Лемма 3.5. Возьмем /г>0, а, Ъ, N из леммы 3.3. Тогд. 
уравнение (3.1), если в нем заменить а, Ъ на а, Ь, имее-г 
и притом единственное решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим при г - 1 , 2 , . . . функции 
а", Ьг с помощью свертки a, Ъ по х с 8-образной последова 
тельностью бесконечно дифференцируемых, финитных, неотри­
цательных функций вида С (/Vx) jd

r, где />>0, -У--*- °° ПРИ •г-> о0 • 
Поскольку при всяком г первые производные по х и сами 
функции аг, br оцениваются через максимумы |a | , |&|, то, 
в силу первого неравенства (3.7), для а", Ът выполнены условия 
леммы 3.4. Поэтому при всяком г существует и единственно 
решение уравнения 

t i ' 

xr(t)^x0 + $ar(s, xr(s))dA(s)-\-)br(s, xr(s))dm(s).(3.12) 
о о 
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Поскольку а(Л х)=0, b(t,x) = 0 при |л:|>/г-|-3, а С — 
финитная функция, то без ограничения общности можно считать, 

1 / что a-T(t, х) = О, lr(t, х) = 0 при \х\>п + 4. В этом случае, 
v если |x0 < я + 4, то процесс xr(t) никогда не выйдет из мно­

жества { x | < я + 4 } . Если же |x0 |>ft + 4, TO xr(t) = x0 при 
всех t. Отсюда вытекает, что 

sup sup | xr(t) — x0 |<2/i + 8 (п. п.). (3.13) 

Далее, возьмем Nt из леммы 3.3. Заметим, что, в силу (3.7)» 
для йг = аг^., р = ЪгСф имеем 

||pr(*, jc r(t))| |2<sup||^^, x)||-<sup||p(*, x)\f<Nt, (3.14) 
X X 

\ar(t, xr(t))\KNt. 

Положим я|>.. — exp I — j NsdVs I и докажем, что 
lim s u p ^ j x r ( - ) - x - ' ( - ) f i f - 0 , (3.15) 

Г,р-+-о t 

где верхняя грань берется по всем марковским моментам t 
и {хг (%) — хр (~))- грт; полагается равным нулю на {т =-= оо }. 

По формуле Ито для некоторого локального мартингала 
mr'P(t) 

d\xr(t) — xP(i)\2^t = 
= {2 (л/ (t) - ХР (t)) (ar (i, x- (t)) — a- (t, XP (t))) + 

+ H.p-(t, x4^))-P r(^ J -M' ) ) l l s - -Vj ( -« r ( ' ) - ^ (0 ) 2 }V^+ 
+ 2(xr(- :)~.« / 'W)K(-. x ' ( - ) ) - a ^ - xp( t ) ) )^d^ + 

+ fj$'(t, x/> (t)) — pp (f, ^ (0) ||2^dT/f+2 [p' (t. XP (t)) -p (t, XP (t)), 
p"(t, xr(t)) — P'(t, x-°(i))]^dl/; + d/?tr'p(0. (3.16) 

где [сгь ст2] для двух матриц размера dXdi есть сумма всех 
произведений вида ai--%2

ij. Использование второго 'неравенства в 
(3.7) и .неравенства Коши-—Буняковского показывает, что выра­
жение, стоящее в (ЗЛ6) в фигурных скобках, неположительно 
(п. в. dPxdVt), Кроме того, функции 

{xr (t)- ХР (t)) (a" (i, ХР (t)) -аР (t, XP (t))) i|>, 
по абсолютной величине, в силу (3.13), (3.14), ограничены сум­
мируемой по dPxdVt функцией 4(2/i + 8).NVi|)-j и при всяких 
t, о» стремятся к нулю при г, p{to} оо, в силу непрерывности и 
фшитности a(t, х) по х. При всех t, <в и¥еем | a," (t, j>c) — 
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— a(t, д:)|->0 при г {to} <зо равномерно по x6Rd). Отсюда 

lim M \ \ (xr (S)— ХР (s)) (ar (s, XP (S)) — a" (s, .x" (5))) I $adVa == 0. 
.P-*~ o 

Аналогично 

lim M[ ||p-(s, xp(s))-p(s, x*(s))||2-Jv*V,-.-0. 
Г ,р-юо J 

oo 

Urn M ^ | [p' (s, XP (s)) — P" (s, XP (s)), 

P> (s, x ' (s)) - ->• (5, x-' (s))] | * .dV, == 0. 

Теперь понятно, что (3.15) следует из (3.16). Из (3.15), в 
свою очередь, вытекает существование подпоследовательности 
r{i) такой, что при всех марковских моментах т 

M\xr{i+1) (x)-xr{i) (х) | > t <2- - . 

Наконец, как и ш лемме 3.4, отсюда .получаем равномерную, 
СХОДИМОСТЬ xrli)(t) ,-по t на всяком конечном интервале времени 
и предельным переходом в (3.11) ло этой подпоследовательности 
г(1) заканчиваем доказательство леммы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.1. Функции а, Ь, по­
строенные в лемме 3.3 для данного п>0, будем обозначать a", 
Ьп. По предыдущей лемме при всяком п существует решение 
уравнения 

t t 

xn{t) = x0+^an(s, x"(s))dA(s) + jj bn(s, xn(s))dm{s), 
о о 

Пусть r" = inf {!!:|x"(t)|>n}. t""'—• xn/\xm. В силу того, 
что a"(i, x)-=a(t. x). bn(t, x) = b{t, x) при |x |</z , процессы 
xn{t/\x",m), xm(t/\xn'm) удовлетворяют одному и тому же 
уравнению 

dz(t) = it<xnima(t,z(t))dA(t) + xi<xn,J(t' z(t))dm(t). 

Значит эти процессы совпадают и х" (t) = хт (t) на {£<•?"•""} 
(п. н.). Следовательно, - : "< - - (п. н.) при п<т, существует 
т — Нтт" (п. н.), при ПОЧТИ всех ю для t<x определен про-

И-»--о 
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цесс х(t) — Urnxn(t) и при любом п при всех t сразу (п. н.) 
П-5--0 

\ У x(iAt")==^n(-:AT") — xo+ J a(s, x(s))dA(s) + 

+ \ -'(я, x(s)) dm(s). 
0 

Остается доказать, что t = o - . Положим 

^ - e x p l - J--K-V-rd^s—I x0[ |. 
о 

Как уже неоднократно делалось, с помощью (3.4) по форму­
ле Ито находим 

М (x« (т'О)-гр п% „ <Mxl%+M \ Kt%dVt < оо. 
X X {le}oo .J 

о 
Отсюда 

"?M%n%** <N,'M^n%a ->0, г-->оо (п. н.) 
при n{to}oo. Теорема доказана. 
,. З а м е ч а н и е 3.1. Предположение о вполне измеримости 
d(i ,x), b(t,x), Kt{R) накладывалось только для единообразия 
и для того, чтобы были определены соответствующие стохасти­
ческие интегралы, по dm(t), а интегралы ио dA(t), dVt были бы 
•"^-согласованными. Теорема 3.1 справедлива, как легко видеть, 
например, и тогда, когда dA(t) <^dt, a(t,x) измерима по (г, со), 
-У^-чаогласавана, таковы же те элементы матрицы Ъ, которые 
умножаются «a dmi{t) с d < m - > , < d £ , остальные элементы Ъ 
вполне измеримы, a Kt(R) прогрессивно измерима. 

§ 4. Теорема единственности. Априорные оценки. 
Конечномерные аппроксимации 

В этом параграфе доказываются теоремы 2.2, 2.3 и произво­
дится подготовка к доказательству теоремы 2Л. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.2. По теореме L3.2 для 
уп = ип—и0 находим лри всех t сразу (а. н.) 

\Уп(Щн= §{2(vn(s)-v°(s))[A(v"(s), s)-A(v°(s), s)\± 
а 

+ \B(-b»(s). s)-B(vO(s), s^Q}ds + m1+\^-a°0\%, 
где mn

t — локальный мартингал, от^—О. Используем это равен-
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ство и применим формулу Ито для вычисления \yn{t)fHe-Rt» 
После этого используем монотонность (A, -8) (условие (A2)) и 
равенство y—vn — <о° (п. в. (t, со)). Тогда для некоторых ло­
кальных мартингалов щ получим | упУ)\Ъе~к(<\и% — ио1я + 
-\-mn

t=l,n(t) (п. н.). Мы видим, что локальные мартингалы |"(t) 
(неотрицательны. Значит, ln(t) — супермартингал, а так как 
7W|'l(0)->0. то, как известно, ДЛЯ любого е > 0 

lim {sup Mln (t) + P {sup l11 it) > e} } — 0. 

Использование неравенства \yn(t) |н <in(t)eK- заканчивает 
доказательство теоремы 2.2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.3. Пусть v — какое-
нибудь решение уравнения 2.1, а и его непрерывная в Н модифи­
кация. По теореме 1.3.2 при всех t&[0, T] на едином множестве 
полной вероятности 

t 

| и (t)\% = ] щ \% + 2 J -v (s) A (-> (s)) ds + . 
о 

t 
+ 2 J и (s) [В (v (s)) dw (s) + dz (s)) + 

о 
+ < J5(t)(S))dW(.5) + 2 > ; . (4.1) 

О 

•Пусть 

zn=M{t:\a(t)\%>n}AT. 
Очевидно, что стохастический интеграл в правой части 

(4.1) —локальный мартингал по отношению к последовательно-
•сти -„. Поэтому 

М | и (t Л ^ ) | я •=--м I "О \% + 2ЛГ j т. (s) A (" (s)) ds + 
о 

+ Ж j | В (с (s))|^ ds + M12 (tЛ<n)\2H + 
o 

/thxn \ 
-+2M( j 5(t)(s))dw(s), z(*A--„)j • 
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Отсюда, по предположению (А3), 

M\u(t/\Xn)\%<M\u0\*ff-aM$\v{s)\>ds + 

' A t 

+ M§(f(s)+K\u(s)\%)ds + M\z{tA%)\%+ 
о 

+ 2M J £(tf(S))dW(S), Z(tA*n) I • (42> 

Воспользуемся теперь элементарным неравенством 
2a6<ea2 + -U- (£>0). (4.3> 

Применяя его к последнему слагаемому в (4.2). получим 
• Л Т Л 

М\и(*Агп)\н<М\иа\2н~аМ f |*i(s)|£ds + 

tAt„ 

+ M J {.f(s) + K\u(s)\%) ds + (\+±) M ( z) r + 

- A t n 

+ sM f |.B(^(s))|2Qd.s. (4.4> 

С другой стороны, ввиду неравенства (2.4), 
*h*n 'A{tau}„ 

М §\B(v(s))fQds<cM \ {f (s) + \v(s)\V+\u(s)\%)ds. (4.5} 
о о 

Объединяя (4.4), (4.5) и выбирая е достаточно малым, при 
некотором а1>0 получим 

- A t -

M\u{t /\чп)\2н<М\щ\Ъ-ахМ J |-y(.s)|^ds + 

о 

+ c ( M J / ( s ) d 5 + M < 2 > r + j'M|tt(5Atn)|ii/dsj. (4.6> 

Отсюда по лемме Гронуолла —Беллмана 

8^M\tt(tA^\%<clM\ao^+M]f(s)ds + M(z)T\ (4.7> 

120 



Таким образом, из (4.6) и (4.7) следует, что 

sup М | и{t/\xn) |я + М j | v (s) \%ds < 
t<T 

<сШ\и0\2
н+м\/(з)с1$ + М{г)т). (4.8> 

При n{to} оо т„ стремится к Т, ввиду непрерывности |a(t)|/r 
по t. Поэтому переходя в (4.8) к пределу при л->- оо (по лем­
ме Фату и теореме о монотонном предельном переходе), получим. 

г 
sup М\иу)?н+М\\ч> (s) |£ds< 
4 ^ l 4 К i<T 

< с M|K0|^+M i[/(s)ds + M<3> (4.9) 

Для завершения доказательства теоремы 2.3 осталось пока­
зать, что аналогичная оценка справедлива и для М sup | и (t) \2

H. 
i<T 

Для этого заметим, что из (4.1), ввиду (А3) и (4.3), следует-
т 

Msup|« ( fAt„ ) | i - /<M |«o | / /+M j ( / (s ) + A:|«(s)|?.-)d.s + 
t<T 

t^n 

+ 2Msup 

+ 2M 

j tt(s)(5(*)(s))dw(s) + dz(s)) + 
j В (ii (s)) dw (s) + 2 M < 2 > r . (4.10> 

я 
Воспользовавшись неравенством Буркхольдера (теорема 1.2.5)> 

и (4.3), получим 

Msup 
•Лт„ 

< 

>ttstn 

j и (s) (5 (-о (s)) dw (s) + dz (s)) 
0 

<3M( j \u(s)?Hd(JB{v(r))dw(r) + z) 

T 

§B(v(s))dw(s) + z{T) 

< 

<|eMsup|a(<At„)|?/ + - ^ M 
f-{le}.r 

<4eMsup|«(tA-«)|// + 4Mf|E(^(s))|QdS + 4M<2 ; ) . r . (4.11). 
<- «г о . 
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Объединяя (4.10) —(4.11) и выбирая е достаточно малым, 
м ы получаем с учетом (4-5), (4-9), что 

Msuv\u(tArn)\2n<c\M\ii0\2
H+M\f(s)ds-t-M(z)T). 

Отсюда по лемме Фату, ввиду непрерывности \u(t) \н, следу­
е т утверждение теоремы 2-3. Теорема доказана. 

Перейдем к подготовке доказательства теоремы 2.1. Для 
..этого аппроксимируем уравнение (2.1) уравнениями в конечно-
.мерных пространствах. 

Выберем я зафиксируем ортонормироваиные базисы {hi}, 
{ei} в пространствах Н и Е, соответственно. Причем будем отред-
•п-олагать, что Ы&У, 1 = 1 , 2 , . . . , a -si-—собственные векторы для 
ковариационного- оператора Q винеровского процесса (послед­
нее можно осуществить, так как Q — вполне непрерывный опе­
ратор) . Пусть ei отвечают собственным числам Х{>0 операто­
р а Q. Очевидно, что если Xi>0, то Хгт (w(/), ei)E — одномер­
н ы й (стандартный) винеровский процесс, лричем при разных i 
•эти .процессы независимы. 

Рассмотрим при п> 1 следующую систему стохастических 
уравнений относительно [и]^), . . . > ujj (ЭДбЙ". 

к^(*) = (Л.и0)я+ jj M I 2 К(s)hPs\ds + 
u - i 

+ 2S(A«'- 5(2 a*(- ' )A*' s)- Jy) -*И-0.е,)я+ (4Л2) 
+ (й,, z(t))n, i = l, . . . ,п, te[0,T]. 

Л е м м а 4.1. Система (4.12) имеет и притом единственное 
непрерывное по t ^-измеримое решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно 'показать, что систему 
(4.12) можно записать в виде (3.1) и проверить, что три этом 
будут выполнены предположения, при которых доказана теоре-

м а 3.1. Сразу отметим, что проверку условий измеримости сле­
дует проводить с использованием замечания в конце § 3, и мы 
.эту проверку предоставим сделать читателю. 

Возьмем d=n, di=2n и положим 
a(t, х) = (а1(£, x), i = l п), 

b(t, x) = (bi-f(t, x), i = l, . . . ,n, j = \, . . . ,2/t), 
т(1)^(т1У), i - l , . . . , 2 n ) , A(t) = t, 

m'(t) = (w(t). в4)я. mnn(t)^(z(t), ht)ff, 1<:*<д, 

al(t, x)=hiA 2 xJhj> t j , 1 < г < / г , 
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bll{t, x) = \ht, В I ̂ xkhh, t I e} I , Ki,j<n, 

&i/(x)==6"+£,y, 1 < « f t л + 1 < у < 2 я , 
где 5 ' ; — символ Кронекера. 

В таких обозначениях, очевидно (4.12) переписывается в 
виде (3.1). Введем, как и в § 3, величины clJ (t), a(t, x), 
Р (t, л:) при Vt — t->r'(w)t-\-(z)t. Понятно, что (3.2) следует 
из (A4)> (As). Далее' возьмем х, yQRn и обозначим « = 
= 2 Л ' ^ . ' '0 = ^Syihi. Нетрудно видеть, что 

п 
|| р (t, x) - р (t, у) ||- dVt = {sum} (й„ [5 (и, t) -

i.J-l 

- В (и, 0] е ; )^Л < 2 h I Is («• f ) ~ 5 (*• ')! е.> l/-d'=- (4ЛЗ) 
= |в(и, о—-3(-. 0 !£-*'• 

Отсюда, в силу условия (А2), 
{2(x — y)(a(t,x) — a(^j/)) + ||P(^,x) — p ( t , y ) | | 2 }d^< 

<2(u-v)[A(u,t) — A(v, £)]dt + \B{u, t) — B(v,t)\*Qdt< 

4£K\u~v\%dt = K{x-yydt. 
Следовательно, выполнено условие (3.3). Кроме того, непре­

рывность a(t, x) по х можно вывести из леммы 2.1 непрерывность 
b(t, х) — из непрерывности -В (и, t), которая, в свою очередь, вы­
текает из.(Ап). Осталось проверить выполнение условия (3.4). 

Обозначим 
t 

l{t)=[b(s, x)dm{s). 
о 

Для любого е>0, в силу (2.4), аналогично (4.13), имеем 

+ (1 + 1 ) {sum}-* < т>я" > t<\B{u, t)\\ dt+ (4.14) 

+ (\+\)d(z)t + tc(f(t) + \u\ji + \u\p)dt, 

где с не зависит ОТ е. Заметим еще, что 
(2xa(*, x) + ||P(t, x) | |2)d^-2«A(«> t)dt + d(t)t. (4.15) 
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Объединяя (4.14), (4.15) с условием (А3), а затем выбирая в 
достаточно малым, заключаем 

(2л:а (t, x) + || р (t, х) ||2) dVt < с (x2+ /(*)) dt + 
+ C d < * b < c ( l + . * 2 ) ( 1 + / ( 0 - ^ ) d K . , 

где с —постоянная, не зависящая от t, x, со. Значит, условие 
(3.4) выполнено и лемма доказана. 

Обозначим П„ оператор проектирования!/* на {hx A„}, 
п„ —оператор проектирования E на {е-, .,., еп} и un(t)~ 

п. 
= ^iut

n(t)hi. Тогда, очевидно, что (4.12) эквивалентно урав-
нению 

t 

М-) = «о + J ПлЛ (и-(5). s) d.s + 
о 

t 

+ J Пл5 (и„ (s), 5) 3tndw (.s) + IL.z (t). (4.16) 
о 

Нам .потребуется далее .следующее утверждение. 
Т е о р е м а 4.1. 1) Существует такая константа с, что при 

всех п одновременно 
т 

Ms\i?\un(t)\%+MUun(tyvdt< 
*<т о 

<с 1м\и0\*н + М$ f (t) dt + M ( z ) Л 
t 

2) Ме-°* | «„(*) ?„ = M | Ппщ \%+M j e~<° {2«„ (5) Л (и„(s)) + 
о 

+1 RnB (an (s)) лп |2 —'с | я- (5) g,} ds + 

+ 2M j .--"rf < г, j Пя5 (и„ (r)) rt„dw (r))s-}rM\ e~°°d < П„г > , 
0 0 0 

при всех /{le}~ и при любой постоянной с. 
Доказательство этой теоремы почти дословно повторяет до­

казательство теоремы 2.3 и мы предоставляем его читателю. 
Ограничимся только указанием, что 

unUnA(un) = anA(un), 
\UnB(un)nn\Q<\B(un)\Q, 

а утверждение 2) доказывается применением обычной формулы 
Ито (un(t) лежит в конечномерном подпростраистве Я). 
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§ 5. Предельный переход методом монотонности. 
Существование решения. Марковское свойство 

В этом параграфе мы завершим доказательство теоремы 2.1 
и докажем теорему 2.4. 

Обозначим £Г а-алгебру прогрессивно измеримых множеств 
на [0, Т] XQ и F — ее пополнение но MepejLXP (L — мера Ле­
бега на [0, Г]). Обозначим 5 = ([0, Т] XQ, ЗГ, LX-P). Из резуль­

татов предыдущего параграфа (теорема 4.1) следует, что су­
ществует подпоследовательность {v}, по которой для некоторых 
U, V, «со(Т) 

uv-+u слабо в L2(S;H), (5.1) 
u-v-yu слабо в LP(S\ V), (5.2) 

uv{T)-^Uoo{T) слабо в L2(Q, fT, Р; Н). (5.3) 
B силу теоремы 4.1, (Аз) и (А4), МОЖНО считать также, что:) 

A(«v)->Ao- слабо в Lq{S; V*), (5.4 
nvfi(ttv) rtv{to}-3M слабо в L2(S;LQ{E; Я)). (5.5) 

Вообще говоря, и, v, ««(-Г), А*,, -8=» — классы функций, но в 
классах и, v, Ao-, -5-о можно выбрать прогрессивно измеримого, 
а в классе исо(7) Fr-измеримого представителя. B дальнейшем 
мы будем рассматривать именно этих представителей и сохра­
ним за ними обозначения соответствующих классов. Заметим 
также, что так как -вложение V в Я плотно, то u = v при п. в. 
(t, со). 

Далее, хорошо известно, что всякий сильно непрерывный ли­
нейный оператор и слабо непрерывен. Поэтому, ввиду (5.5) 

t t 

\ J1VB (uv (s)) 3tvdw (s) {to} J .5» (s) dw (s) (5.6) 
о о 

слабо в L2{S; Я) и в L 2 ( Q , F t , P ; И) при каждом t. 
Пусть у — произвольная ограниченная случайная величина, а 

г)?(0—ограниченная функция «а [0, Г]. Из (4.16) следует, что 
при каладом /г. и v-3-i 

т т / < 
М f уг|> (t) («v (t)> h^Hdt == М I уя|> (i) А, [щ + j A {uy (s)) ds + 

0 0 \ 0 

+ f OvE {щ (s)) ntvdw (s) + 2 (0 J d*-. 
'o / 
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Переходя в этом равенстве к пределу по (5.2), (5.4) — (5.6), 
получим 

т т / t 
М \ Щ (t) (~J (t). ht)Ndt =- M j уЩ й 0 + J Aoo (s) ds + 

0 0 \ 0 

+ J500(s)dw(s) + 2;(t)jdt. 
Отсюда следует, что при п. в. (t, со) 

i t 

v (t) = ио + j -A- (5) ds + j .S» (.s) dw (5) + z (t). (5.7) 
о о 

Совершенно аналогично, используя (5.3) — (5.6), можно полу­
чить, что (п. н.) 

т т 
и~" (Г)-=й0 + f A - o ( s ) d s + j £ M ( s ) d w ( s ) + 2.(r). (5.8) 

— . О О 

•' По теореме 1.3.2 существует .^.-согласованная, непрерывная 
по t функция -со значениями в Я, совпадающая с v (t) при п. в. 
{t, со) и равная правой части (5.7) при всех £6[0, if] и co6Q' 
(-P(Q')-I). 

Мы будем идентифицировать ее с и, это возможно так. как 
u = v (п.,в. (t,a)). Ввиду (5.8) тогда 

М Т ) = й ( Т ) . ( п . н.). (5.9) 
По той же теореме 1.3.2 при всех (f, со) 6 [О, Т]Х&' 

t t 

| w(t)|2/=-2 j <o (s) A** (s) ds + 2 ju(s) {£„ (s) dw (s) + d2(s)) + 
о о 

+ < ̂ Boo(s)dw(s) + z)t + \u0\%. (5.10) 
о 

Дальнейшие рассуждения типичны для теории монотонных 
операторов. От читателя они требуют особого внимания, по­
скольку три беглом чтении они производят впечатление набора 
банальных приемов, загадочным образом приводящего к нуж­
ному результату. 

Пусть y(t, ш) — -произвольная ^-согласованная измеримая 
по (2, со) функция со .значениями в V, .причем 

г 
М$<1У(Щ+\УШ)М<«>- (5.и> 

о 
126 



Положим 
т 

Qv=M§e-ci{2(uv(t)-y(t))(A(uv(t))-A(y(t))-
o 

- с | «v (t) - У № +1 Hv-9 («v (0) rtv - nvB (у (t)) xv \l} dt. 
Из (A2) следует, что при подходящем выборе с 

6>v<0. (5.12) 
Далее, представим <% в виде 0V = 0^ + 0 2 , где 

т 
0\ = M j е~с{ {2av (t) А (щ (t)) - с \ щ {t)\%+1 Hv-5 (^ (t)) nv \*Q}dt, 

o 
a 0\ определяется по разности. По теореме 4.1 

O^Me-^\u,(T)\%~M\Jlvu0\%-
т . т 

— 2M§e-ctd( j nv-3(wv(s))nvdw(-s), г > i — M^eretd{Tl4z)i. 
о о 

Заметим, что 
т 

M [ e~ctd < { TLVB (uv (s)) jtvdw (5), z > — 
о о 

= Ж г с Г [ j nvE («v (s)) rtvdw (s), z(T)\ + 

+ CM j e~-- I j ПУБ («v (s)) itvdw (s), z (t) J dt. \0 JH 
Отсюда и из (5.6) следует, что 

Ш0\==Ме~сГ \и(Г)\2„-М\иа\2
н 

V—>оо 

т т 
— М J e-°'d < z > , — 2Mjj e~cld < J EM (s) dw(s), z > < + 8e--'r (5.13) 

0 0 0 

где 6=IimM|«v(-F)|tf—M\u(T)\%>0, в силу (5.3). 
V-voa 

С другой стороны, ввиду (5.10), 
M*-e7"|tt(r)|iV-M|ao|Sf = 

--=M jj e-c'{2^(i) A»(t) — c |w(t) | 2 + | 5 c ( t ) 12
0} df + o 

T 

+2M^e-ctd < JBco(s)dw(s), 2 > , + M^e~e'd < г > t. (5.14) 

127 



Сравнивая (5.13), (5.14), убеждаемся, что 
г 

ЙпГо; — M [ e~ct (2v (t) A„ (О — с | и(t) 12„ +1 Bo, (t) | %\ dt + 
V-+o- n 

+ 8е---". (5.15) 
Далее, из (5.1), (5.2), (5.4) и (5.6) следует, что 

т 
lim .02 =ЛГ С <г" \2у (О A (г/ (t))-2i/ (t) Лм (t) — 2a (t) Л (у (t)) + 
•V-t-oo J 

+ 2с («(*), y(i))H-c\y(t)\%-
-2{B«,{t),B{y{t)))QMB{y(i))\2Q\dt. (5.16) 

Объединяя (5.15), (5.16), получим, ввиду (5.12), 
т 

М \ е~°< {2 (v (t) - у (t)) (Л*, (t) -А (у (t))) — 
О 

--fi|M(i)--y(^|2
/ / + |E--(0--5(r/(0)|2Q}dt + 8e- c r <0. (5.17) 

Положив В (5.17) у = я, мы видим, что В„ (t)== B(v(t)) 
,(п. s. (t, со)), а 

8:--4iHM|Kv(r)|2tf—MNF)|w — 0. (5.18) 
V-+.CO 

С другой стороны, из (5.17) следует, что 
г 

М \ е-** {2 (* (0 - у (t)) (А»(0 — A ({/ (0)) -
о 

— c|«(t) — t/(0|?/)d^<0. (5.19) 
Пусть теперь x(t,a)—произвольный процесс со значения­

ми в V, удовлетворяющий неравенству аналогичному (5.11) и 
.y = v—Хх, X&R+. 

Тогда из (5.19) вытекает неравенство 
г 

М J e'ci{х (t) (AM {t) -A{v (t)+Xx {t))) — cX \.x {t) \2
H} dt <0 . 

о 
Устремляя X к нулю, получим отсюда, в силу (А4), по тео­

реме Лебега, что 
г 

M^x(t){A„(t) — A{v(t)))dt<0. 
о 
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Отсюда, ввиду произвольности х, следует Aoo(t)=A(v(t)) 
(п. в. (t, ш)), что вместе с (5.7) и доказанными ранее .5-0(.л) = 
= B(v(t)) (п. в. (^,со)) заканчивает доказательство теоремы 2.1. 

Заметим, что, кроме того, мы доказали равенство (5.18), 
в котором « — непрерывная в Н модификация v. С другой сто­
роны, из (5.3) имеем М \ а (Т) fH < lira М \ uv (Г) \%. Следователь­

но, 
limMl«v(r)|^ — M\u(T)\%. 

V—voo 

Возвращаясь опять к (5.3) и вспоминая, что слабо сходя­
щаяся последовательность сходится, если норма предела равна 
пределу норм, заключаем 

(2 l i m M | « v ( r ) — tt(r)].-/ —0. 
V -

Здесь и(Т) не зависит от последовательности {v}, в силу тео­
ремы 2.3. Этим доказано, что любая подпоследовательность по­
следовательности { u n ( r ) : n = l , 2, 3, . . . } содержит подпосле­
довательность, сходящуюся сильно в L2(Q, ЗГТ,Р; Н) К и(7'). 
Отсюда вытекает, что по исходной последовательности ип(Т)-+-
-*-и(Т) при n-s-oo. Так как вместо отрезка [О, Т] мы могли рас­
смотреть любой меньший, то мы доказали 

С л е д с т в и е 5.1. Пусть v — решение (2.1), и — его непре­
рывная в Н модификация, ип — решения уравнений (4.16). То­
гда при любом t^T 

UmM\un{t) — u(t)\H = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.4. Вместе с уравне­
нием (2.1) рассмотрим уравнение 

t t 

v {t) = us + ^ A(v(r), r)dr + ^ В {v {r), r)dw{r), (5.20) 
j s 

которое мы будем решать ори te[s,T] и М\ив\н
2<°°-

Понятным образом для уравнения (5.20) даются определе­
ния V-решения и //-решения. 

На уравнение (5.20) естественным образом переносятся все 
утверждения, доказанные для уравнения (2.1). В частности, 
оно имеет Я-решение: u(t)=u(t,s,us). Возьмем в качестве w-
неслучайный элемент хбЯ и при t6[s, Т] для борелевских огра­
ниченных функций f(h), заданных «а Я, положим 

Ms,xf(u(t)) = Mf(u(t,s,x)). (5.21 
Очевидно, для доказательства теоремы достаточно показать, 

что (5.21) определяет борелевскую функцию от х и для Я-реше-
ния u(t) уравнения (2.1) 

M{f{a(t))\fs} = MsMs)f(a(t)) (п. н.). (5.22) 
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Нужное нам свойство измеримости лепко доказывается с ПО­
МОЩЬЮ соответствующего аналога теоремы 2.2, который показы­
вает, что для непрерывных / функция Ms,xf(u(t)) даже непре­
рывна по- х. Соотношение (5.22) достаточно доказать только-
для непрерывных f. Кроме того, ради удобства будем считать,. 
что s = 0. Этого всегда можно добиться, делая замену времени. 

Заметим, прежде всего, что u(t,0,x) не зависит от F 0 - Это. 
вытекает из следствия 5.1 и из того, что в § 3 решения стохасти-
ческих уравнений строились в конечном счете с .'помощью пре­
дельного перехода от уравнений с коэффициентами, удовлетво­
ряющими условию Липшица, для которых независимость реше­
ния с неслучайным начальным данным от 3-"0 известна (см., на­
пример, [30], [16]). Далее, приблизим и0(со) ступенчатыми 
функциями «оп(ш) и'пусть Г„ — множество значений и0

п((о). 
Легко проверить, что u(t,0,u0

n) и 

2 X,,>?)»(*. 0,*) 

удовлетворяют одному и тому же уравнению и поэтому совпа­
дают (п. н.). Отсюда и из независимости u(f, 0, х) от .f0 выте­
кает 

M[f(u{i, 0, aS))\f0} = MQiU„/(u(t)) (п. п.). 

Полагая здесь n{to}oo и пользуясь теоремой 2.2, получаем: 
(5.22) для непрерывных f. Теорема доказана. 

Глава III 

СТОХАСТИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ИТО 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

§ 1. Введение 

Эта глава посвящена приложениям результатов главы II к 
стохастическим дифференциальным уравнениям в частных про­
изводных. Мы рассматриваем первую краевую задачу для нели­
нейных уравнений произвольного порядка и задачу Коши для. 
линейных уравнений 'Второго порядка. Последние заслуживают' 
особенно большего внимания, так как к исследованию уравне­
ний этого типа сводится такая .важная вероятностная проблема, 
как проблема фильтрации для диффузионных процессов (cM., на­
пример, [31], [27], [85]). 

Результаты, относящиеся к нелинейным уравнениям, примы­
кают к [12], где рассмотрены уравнения без стохастических 
членов, а элементы теории линейных уравнений излагаются по 
нашей работе [26]. 
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Все рассмотрения проводятся в пространствах Соболева. 
Напомним определения и некоторые основные факты из теории 
этих пространств. 

Пусть Rd—евклидово d-мериое пространство с фиксирован­
ным базисом. Будем обозначать а, р, у, щ, р;, yt (i = 1,2,...) 
координатные векторы в этом пространстве, а также нулевой 
вектор. Если а —нулевой вектор, то Da обозначается единич­
ный оператор, а если а —г'-й базисный вектор, тоЭа=^-1. 
Пусть, далее, G —область в Rd, Г —граница G, /те — целое 
число, т>\, рв(\, оо). 

О п р е д е л е н и е 1.1. Пространством Соболева W™(0) назы­
вается пространство действительных функций, заданных на Q, 
с конечной нормой 

; • [ 2 И-*..-^"-! 
,К | . . .а„ , > т 

где Dai. . ,D"m — обобщенные производные, а 

UP 

i\\p=l\\g(x)\'dx 

o 
О п р е д е л е н и е 1.2. Пространством Соболева Wf(Q) назы­

вается замыкание С™ (G) (пространство бесконечно диф­
ференцируемых функций с компактными носителями, лежащими 
в О) в норме ||.|| 

о 
Т е о р е м а 1.1. Пространства W™(G), W"p

l (G) являются ce-
парабельными рефлексивными банаховыми пространствами отно­
сительно ||.|| /пр. 

Т е о р е м а 1.2 (теорема Соболева о вложении). Если об­
ласть 'G ограничена, а ее граница Г регулярна и 2(d—тр) {le}pd, 
то lVp

m(G)czL2(G), причем это вложение плотно и непрерывно. 
В частности, существует такая константа с, что ||w||2--Sc||w||-n, p 
при всех uGWp

m(G). 
Доказательства этих теорем можно найти в [38], [34], [70}, 

там же приведены требования на границу, называемые мами ре­
гулярностью. Следующее утверждение очевидно. 

Т е о р е м а L3. Пространство Соболева W2
m(Rd) является 

гильбертовым, оно- непрерывно и плотно вложено в L2(Rd). 
Нам понадобится .в дальнейшем еще так называемое нера­

венство Фридрихса (см., например, [38], [70]), которое приво­
дится в следующей теореме. 

Теорема 1.4. Пусть область G ограничена, а ее граница 
регулярна. Тогда существует такая константа с > 0 , что для 
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любой 'ubW? (G) 

U«L, -< C 2 \\Da'...Damu\\p. 
| -.,!+. ..+|am|-m 

Хорошо известен также следующий факт, который легко до­
казывается с помощью преобразования Фурье и равенства Пар-
севаля, 

Т е о р е м а Г5, Существует такая константа с>0, что для 
любой ueW2

m(Rd) 
ll"L,<^ У \\D*\..Da>»u\\2 + \ 

l«tl+...-t-l-~ml-'n |и||»У 
Нам будут нужны также пространства W~m(G), где 

(7 = —£—-. Подробное изложение приводимых здесь элементов 
из теории этих пространств читатель найдет в [22], [70]. 
Ниже считается, что: а) О ограничена и ее граница регуляр­
на или б) 0 = Rd, p = 2. 

Определение 1.3. Отрицательной нормой элемента 
hQLq(G) называется 

II / ! U „ - = sup (f>tt)o, 
где верхняя грань берется по множеству всех функций 

о 
u£W™(G), для которых ||и||п-,р=-Ь а 

(/• u)0=L^f(x)u{x)dx. 
а 

Определение 1.4. Пространством с отрицательной нор-
, мой W-m(G) называется пополнение L4(G) по норме | | - | |_ т„. 

" о 
Понятно, что при f£L,(G), u(Wpl(G) имеем (/, и)0< 

< 11/11?'11и11р<11/11-7'|1а||т,р. Поэтому определение 1.4 корректно. 
Из данных определений непосредственно вытекает наличие 
естественных вложений; 

W^(G)czLp(Q)^W~m(G). 
С помощью скалярного произведения в L2(G) определяется 

двойственность между lf;*(G), W7m(G): если v^Wf (G), 
v*ew-m(G), vnec~(G), v*neLQ(G), || *,„-*, |[miP-> о, II-'—DJII-,»,,-»-
->0, то полагают <•», t)*> — lim(<o„, t)*)0. 

Оказывается, что для любого линейного непрерывного функцио-
о _ 

нала на Wp (G) найдется v*£Wq
m(G)такое, что этот функционал 

равен <^v,v*^ и, наоборот, любой линейный непрерывный функ 
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ционал на Wq
m(G) записывается как <^t), t)*.3> для некоторого 

v<Wp(G). Кроме того, при v&Wp (О), v*&WJm(G) 
II-о II _ ч и п - — — — — - I k ) * II — ч и п . — — - — _ IPIk.p —sup——- , ц-г» II —sup. . . . . — . 

ш* II II—m,q . w II ш l lm .p 

Это дает возможность отождествить с помощью <^ .$> про" 
странство сопряженное к W™ (G) с W7"1 (G). Отметим, что 
при этом отождествлении двойственность <^ > играет опре-

о 
деляющую роль. Так, при p = 2 пространство ^ ( 0 ) является 
гильбертовым и как всякое гильбертово пространство (с по­
мощью своего скалярного произведения) известным образом 
отождествляется со своим сопряженным. В то же время, разу­
меется, W™{G)^=WJm(G). Таким образом, различные билиней­
ные формы позволяют по-разному строить сопряженные прост­
ранства к Wf(G). Использование этого соображения мы увидим 
в доказательстве теоремы 3.2. 

о 
Отождествим сопряженное к W™ (О) с W^m(Q), причем ре­

зультат применения функционала v*QWq~m(G) к элементу 
vQW™ (G) запишем как <£т), " * > . Эта запись отличается 
от применявшейся ранее в гл. I, II wo* потому, что v* может 
быть обычной функцией и тогда запись wo* может пониматься 
кгк произведение функций ti, ti*. 

Т е о р е м а 1.6. Пусть 2(d — mp)<pd. Тогда Wp (G)cz 
~L2(G)—W^m(G), причем каждое вложение плотно и непрерыв­
но. Если t)*6MG). ^Wp{G), то < t ) , - у * > = ( - ; . v*)0. 

§ 2. Первая краевая задача для нелинейных 
стохастических уравнений параболического типа 

Пусть (Я, F , Р)—полное вероятностное -пространство; 
{&~t} — возрастающее семейство полных а-алгебр, вложенных в 
F ; G ~- ограниченная область с регулярной границей, либо 
G = Rd, p = 2; 2(d—mp){le}dp, z(t) —квадратично интегрируемый 
мартингал (относительно F t ) oo значениями в L2{G), непрерыв­
ный по t (в L2(G)), W(t) —винеровский процесс со значениями 
в некотором сепарабельном гильбертовом пространстве Е и ко­
вариационным оператором Q. В силу теоремы 1.6, пространства 

о 
V=Wp

m(G), H=L2(G), V* = Wq-m(G) удовлетворяют предпо­
ложениям а)—г) главы II. 

1ЗЗ 



В цилиндре [O.TlXG при фиксированиом Г > 0 рассматри­
вается задача 

d « ( t , ^ c o ) = - ( - l ) l a , , + - + | a - l D a ' . . . . 

. . . -DamAai...am(D^-... .D*mu(t, х, a), t, х, со) dt + 

+ B(D^-b..-D&mct{t,x, ю), t,x, a)d4f{t,<a) + dz(t, x, со) (2.1) 
и(0. х, ш) = щ(х, со), xQG, (2.2) 

£>"••... ..Op-- ,a|s = 0, для всех р0 рт_г (2.3) 
таких, что 

IPo|+--{cdot}+|Pm-il{le}'n-L 

где S — боковая поверхность цилиндра, предполагается сумми­
рование по всем значениям повторяющихся индексов щ, функ­
ции A, В зависят от t,x, со и всех производных и по х порядка не 
выше т; А, и — действительные функции, В — функция со зна­
чениями в E, во втором слагаемом в (2.1) предполагается ска­
лярное произведение в Е. 

Будем считать, что для любого набора действительных 
чисел 1 = {£?,'"',?т) и любого egE функции АЦ, t, x, со), 
В{1, t, х, со) e = (B(l, t, х, ш), e)js измеримы по (г., х, ю), при 
каждом ЩО, Т] они измеримы по (x, со) относительно произ­
ведения борелевской ст-алгебры Rd иа ft, при каждых t, x, со 
они непрерывны по £. Пусть еще существует постоянная / С > 0 
и неотрицательная функция f(t,x,®), обладающая теми же 
свойствами измеримости, ЧТО И A (0, t, x, со), такие, что при всех 
i, х, со, £, a l t . . ; , am 

\Aoct...am(b t, X, C 0 ) | < / « (t, X, CO) + 

+к 2 upl 4 p _ i (2-4) 
p„...,Bm 

\B(b t,x, c o ) | | < / ( t , x , co) + 

+ K {sum} ||Pt 4p+^li° °l2- (2-5) 
Pi.....Pm 

Кроме того, предполагается, что щ(х, со) измерима относи­
тельно произведения борелевской ст-алгебры Rd на <f0 и при 
всех i,m ||«o||2<{infty}- Ц/0О | | i< {infty}'. 

т 
М\\щ\\\<оо, JVl\\\f {t)\\xdt <оо. 

о 
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Эти предположения позволяют нам придать точный смысл 
уравнению (2.1) и условиям (2.2), (2.3) следующим образом. 
Для удобства записи мы опускаем все аргументы у тех или 
иных функций или ТОЛЬКО часть из них. Заметим, что, в силу 
(2.4) и неравенства Гельдера, 

(A«1...«M(-P'-... .£в*в), £><-.•... .D°W0o< 

<c(||/(0|l7"+ll«ll£:J})ll«lkp- (2-6) 
Следовательно, при ^б[0, Т]. «оби. ueW^(p) левая часть 

(2.6) есть линейный функционал на W™(G), в частности, на 
о 

'V = W'p (О). Как мы знаем, существует единственный элемент 
A (a, t, со)б1/*= W^m(0), для которого при всех VQV 

<ti , А(и, t, со)> - -(Aai...am(E>P... .D*ma, i, a)Da>.. . В Ч ) „ . 
Ясно, что функция A (a, t, at) удовлетворяет условиям изме­

римости из § И.2 и условиям (А,), (А4) этого параграфа. 
.'Заметим, далее, что при g£H, в силу (2.5), 

(| Я (ZX-....-£>»-«, O k * ) o < l l / W 4 № + 
+N(\\u\\^\\g\\H+\\u\\„\\g\\H). 

Отсюда вытекает, что пои t6[0, Т], cogs, uQV по формуле 
(В(и, t,a)e, g)Q = ({B{D^-...-D?mu,t, -, ©), е)Е, g)0, 

е£Е, g№, 
.определяется В (и, t, а>)££(Е, Н), причем если et, ht~орто-
.нормировэнные базисы в E, Н, соответственно, то 

||В(и, *)||2 = 2(.В(и, *)е,,/г;)~< 
ч 

< | | | 5 р Р . . . . . . ^ - и Л ) | я | | 2
2 < | | / ( г ) | | 1 + Л.'(||и|^ + | |и|^). (2.7) 

Аналогичное неравенство, очевидно, справедливо для 
\\B(u,t)Ql,2\\2. Следовательно, для B(u,t) имеет место неравен­

ство (И.2.4). Кроме того, понятно, что если u=u(t, <в) —функ­
ция со значениями в V, измеримая по (t,a>) и ^-согласованная, 
то B(u(t,a),i, и>) обладает теми же 'Свойствами измеримости, 
как элемент Sq (Е, Я) . 

Таким образом, для определенных- выше операторов А, В 
можно рассматривать уравнение (11.2.1). 

О п р е д е л е н и е 2.1. У-решением (Я-решением) задачи 
(2.1) —(2.3) называется V-решение (Я-решение) уравнения 
(II.2.1). Аналогично определяется непрерывная в Я модифика-
дия решения задачи (2.1) — (2.3). 

135 



З а м е ч а н и е 2.Г Функция v(t)6V является У-решением 
задачи (2.1) — (2.3) тогда и только тогда, когда она соответст­
вующим образом измерима, когда выполнено неравенство 
(П.2.2) и когда для любого rjGV 

(.y(t), ii)0 = («o-rl)o — 
t 

-j(Aai...am(Dfr.. .D*»'v, s), £>«•.. .Da«T|)0flf.s + 
о 

t 
+ | J5(Z)f ' . . .D4, s, x)r}(x)dxdw(s) + (z(t),r\)0 

- R -

(п. в. (t, to)). (2.8) 
Иначе говоря. 1/-решение есть решение задачи (2.1) —(2.3) 
в смысле интегрального тождества. 

Для того, чтобы это показать, достаточно воспользоваться 
замечанием (П.2.Г) и тем, что ч\&Н, норма \B(D^.. ,Dbmv (t, х), 
i, х)\в, умноженная на |т](л)|, интегрируема по R", и, значит, 
для л!обого eQE 

r\B(v, t)e = (г], В (v, t) е)н = 
= ^(B(DPK...D^mv, t, x), e)Er\(x)dx = 

Rd 

= П B{Db...D^v,t, x)r\(x)dx,e\ . 

Аналогичное замечание справедливо для Я — решения задачи 
(2.1)-(2.3). 

Замечание 2.2. Соотношение (2.8) получается, если 
формально умножить (2.1) на т], проинтегрировать по t, x, 
в интеграле по х произвести интегрирование по частям и 
использовать граничные условия (2.3). При нашем понимании 
решения (2.1) — (2.3) мы отправляемся от (2.8), в котором 
никаких граничных условий нет. Они в (2.8) учитываются 

о 
только через принадлежность v пространству Wpl (G). Отметим 
в связи с этим, что при p > d . в силу одной из теорем Собо-

о 
лева о вложении, каждая функция из W™ (О) равна почти 
всюду функции, которая имеет непрерывные производные в О 
до порядка /71—1 включительно и эти .производные в самом 
деле равны нулю на границе О. 

Определение 2.2. Будем говорить, что уравнение (2.1) 
удовлетворяет условию сильной параболичности, если операторы 
А, В удовлетворяют условиям (А2), (А3) из § Ц.2. 
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Условия, достаточные для сильной параболичности в терми­
нах ИСХОДНЫХ фуНКцИЙ Aat...am(l, t. X, СО), В ({xi}, t, X, Ю), будут 
даны ниже. Следующая теорема автоматически вытекает из. 
результатов § П.2. 

Т е о р е м а 2.1. Если уравнение (2.1) сильно иараболично, то> 
справедливы утверждения теорем II.2.1.—П.2.4 

Проверка условия сильной парабюличности в общем случ.ае 
представляет собой задачу колоссальной трудности даже при; 
БзгО. Однако обобщая [12], в некоторых случаях можно дать 
простые достаточные условия для сильной параболичности урав­
нения (2.1). 

Скажем, ЧТО выполнено алгебраическое условие сильной" 
параболичности, если Аа1...ап(^1-шш^т1 t, х), В($1"^'п, t, х) 
при всяких t, х, u> один раз дифференцируемы по I всюду, 
за исключением множества, имеющего конечное число точек; 
пересечения с каждой прямой в пространстве координат Е, 
а производные локально суммируемы на каждой прямой в этом: 
пространстве и существуют постоянные е > 0 , N такие, что-
цри всех 1=а',"0Ч r\ai---am, t, х, ш, 

- 2- / -а""РсГ (1У1--Ут, t, Х)У\а1-ат^-^т^ 
*"' т 

_|_| -P«-P«(EV....VJB> if x)^-&mfQ_L. 

+ е {sum} \ta,---a>n\P-2\r]a,--'am\z<N('r?--0)2, (2.9). 
\at\+...+la.m\—m 

где 

-4o,...a^-=-^l--4^.-«ffl' B ~ д|Р,..Р,„ В' 

и во 'втором члене левой части (2.9) суммирование по р рто 
произэодится до того, как вычисляется що.рма \-\q. 

Следующая теорема оправдывает название условия (2.9). 
Т е о р е м а 2.2. Пусть выполнено алгебраическое условие 

СИЛЬНОЙ параболичности (и все предположения этого параграфа 
относительно _4(.;Pl,,'p~), JS (•~Pl'"Pm)). Тогда уравнение (2.1) сильно 
параболично. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся формулой Адамара 

5^)-fi(T1) = ^5p ' ' ' 'p '"(^ + (l—t)ri)(SB,--^ — riPl'''P'n)d-:. 
о 
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;а также неравенством Коши —Буняковского и определением 
'•операторов А, В. Тогда получим 

/ ( « „ - ^ г ^ - ^ , A('«i)-A('o2)»+|E( 'o1)— 
~-B(v2)fQ~~Q(Dai...Dam(v1-~v2), Aai.,.aM{D^...D^v,)~-

-Aai,..aJD^ ... D^ 2 ) ) u + |ll (В (Dp«... EA«o,)-
. - 5 ( D P l ...DP''"02)|Q||2<^||-j1--'y2||// — 

i 

- 2 \l\D^...D^[Vi + 
|~,l+...+|aml.~m0 о 

+ t(vl-v.2)]\"-°-dt\Dai... D^iVi-Vifdx. (2.10) 
ЭТИМ доказано, что выполнено условие монотонности (A2) 

:из § II.2. Доказано, что (А2) выполняется даже с запасом, что 
позволит нам проверить условие коэрцитнвиости (.Аз)- Из (2.10), 
(2.7) .имеем (t>i = w, У2 = 0) 

-\B(0)\l+2\B(v)\Q\B(0)\Q<N(± + S)\\f(t)\\l-{-

+ ЛГв || г, | |р+ 281| г» ||^+ -1-II-4 W , -#№-
|aiH-...+|aOTl.-.'» 

2 D « i DamV \\$, 

тде /V не зависит от б, а б - любое большее нуля. 
Пользуясь теоремами Г4, 1.5, учитывая, что выполнение 

условия роста (А.1) уже проверено, и выбирая б достаточно ма­
лым, заключаем, что условие коэрцитивное™ выполнено. Теоре­
ма доказана, 

Пример. Пусть R-=-E = R- и уравнение (2.1) имеет вид 
du{t, x) = a{t,u){-\)^^ri{ .»-.- д 0 \ 

jTnUit, x))dt + 

——-и (if, х)\ dw(t), (2.11) 

.где a, b—-нужным образом измеримые и вдобавок ограничен­
ные працеосы. Здесь алгебраическое условие сильной парабо-
личности превращается в 

- 2 ( / ; - 1 ) Й + ^ Ч - В , 

где е>0, е —- постоянная. При выполнении этого условия по 
теореме 2.1 мы получаем утверждения о существовании, еди.н-
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ственности, устойчивости по начальным данным и о марковости 
о 

решений (2.11) с «граничным условием» ueWp
m(G). 

Уравнение (2.11) совладает с (II.1.2). Уравнения вида 
(II.1.3) изучаются в следующем параграфе. 

§ 3. Задача Коши для линейных уравнений 
второго порядка 

В этом параграфе мы продолжим изучение уравнения (2.1), 
считая, что m=l , G = Rd, /-> = 2, A, В — линейные функции £, во­
обще говоря, не равные нулю при | = 0. Кроме того, естественно, 
все предложения § 2 .считаются выполненными. 

Задача (2.1) —(2,3) -превращается в следующую 
du(t, x)=Da(aa&(t, x)Dh(t, * ) + / a ( * , x))dt + 
+ (ba{t, x)Dau(t, x) + g{t, x))dw(t) + dz(t, x), (3.1) 

a(t, -)eL2(Rd)- tt(0, x) = uQ(x), xeRa, (3.2) 
причем а„р, /а—действительные функции, ba, g —функции со 
значениями в E. Условия (2.4), (2.5) эквивалентны требованию 
ограниченности aap, \Ьа\в и неравенству 

г т 
2Mj||/a||2

2dt+Mj'|||gk||-5^<{infty}. 
а о о 

Решение задачи (3.1), (3.2) понимается в смысле интеграль­
ного тождества (2.8), для V-решения оно удовлетворяется при 
почти всех (t, a>), для H-решеиия —при каждом t (п. н.). 

Лемма 3.l. Пусть при всех х, r|GR<-, t6 [0. Т]> <--6S 

2 2 а 'У ( -> •*)1.V— 2*' (^' JC)Tl' 
'.У—1 .!—. 1 

2 

> в | Т1 |2, (3.3) 
Q 

где е — постоянная, е > 0 , a;;-=aa(,, bi — ba, если a —i-ый, а 
Р — у-ый координатные векторы. Тогда алгебраическое условие 
сильной параболичности выполнено. 

Доказательство этой леммы легко получается с помощью 
неравенств типа 2aoai?V< | aoa | e (т)')2 + е-11 ao« | (Л0)2-

Непосредственным следствием леммы 3.1, теорем 2.1, 2.2, а 
также следствия II.2.1 является 

Т е о р е м а ЗЛ. Пусть выполнено условие (3.3). Тогда су­
ществует функция ы(t, со)„ определенная «а [0, T]XQ со значе­
ниями в L2(Rrf), сильно 'Непрерывная то t в L2(Rd), ^-согла-
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сованная и такая, что: 
а) uQWl(Rd) (п. в. (t, о-))-

т 
б) M S u p | | « ( ^ + j w J | | « ( t ) | | ^ < o o > 

t<T s 
в) для каждого ч0Р\(№) 

t 
(и(0, ч)о—("о- Л)о+ j(-l) a(DP«(5), aav(s)D*4)0ds\-

о 
i 

+ J(-l)a(/oc(5). -5«Л)0^ + 
О 

/ 
+ j (ba (s) Dau (s) + £ (s), 4)0 -*w (s) + (г (if), i\)0 (3.4) 

0 

при всех t 6 [О, Г] сразу (п. и.). 
Теоремы U.2.2, И.2.4 позволяют доказать теоремы о единст­

венности, устойчивости по начальному данному и о марковском 
свойстве функции и, о которой идет речь в теореме З.1 (и — 
Я-решение задачи (3.1) — (3.2)). Поскольку их доказательства 
достигались бы просто ссылками и а теоремы II.2.2, П.2.4, то, ра­
ди краткости, мы эти свойства и не формулируем. 

Обратимся к более важному вопросу — вопросу о повышении 
гладкости решения задачи (3.1) — (3.2). Дело в том, что, напри­
мер, в теории фильтрации диффузионных процессов (см. [25]) 
возникают уравнения аналогичные (3.4), в которых скалярное 
произведение в L2(Rd) заменяется на скалярное произведение в 
W2

m(Rd), т. е. индекс 0 у знаков скалярного произведения в 
(3.4) заменяется на т , причем 

(ср. ^.,. ==(£><*•.. .£>%р, />- . . .Da»np)0. 
Таким образом, модифицированное уравнение (3.4) будем 

обозначать (3.4),,,. Для того, чтобы уравнение (3.4)m имело 
смысл при достаточной гладкости и0 и коэффициентов аа(Ь /„, Ьа, 
g, z, достаточно ограничиться рассмотрением функций и, при­
надлежащих lV2

m+1(R'') (п. в. (/,о))). В то же время фильтра­
ционная плотность оказывается равной функции (1—A)mu, 
умноженной на некоторую функцию времени. Таким образом, 
необходимы утверждения о том, что решение уравнения (ЗА)т 
принадлежит не W2

m+i(Rd), a W2
2m(Rd) (п. в. (г,ю)). Однако 

одного утверждения о существовании решения (3.4)m со значе­
ниями в W2

2m(Rd) мало, так как из теории фильтрации заранее 
известно лишь, что решение лежит в W2

m+i(Rd), и если мы хо­
тим доказать его гладкость, то мы должны иметь не только тео­
рему о существовании решения (3.4)т со значениями в W2

2m(Rd), 
но и теорему о единственности решения со значениями в 
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W2m+i{Rd). Таким образом, нужна именно теорема о повышении 
гладкости для уравнения (3.4)т. Доказательство соответствую­
щего результата имеется в [26]. Здесь же для того, чтобы не 
затуманивать изложение техническими деталями, мы докажем 
теорему о повышении гладкости только для уравнения (3.4). 

Будем всюду в оставшейся части работы предполагать, что 
целое число т>0, z(t) — квадратично интегрируемый мартин­
гал со значениями в W™ (R<-), непрерывный по t в Wf (Rd) при 
всех t, со, функции аар(6-.) имеют т производных (слабых 
производных) по х, непрерывных (слабо непрерывных) по х, 
причем упомянутые производные aop, ba ограничены (для Ьа по 
норме E) равномерно по t, x, со. Пусть при всех (t, а>) функ­
ции / a e ^ " ( R d ) - « 0 e^"(R d ) 

Г 

М||«о|Ри,8 + / . ^ | | / а ( 0 | | 2 „ , 2 ^ < о о . 
О 

Пусть g = 0. Последнее условие не ограничивает общности, 
так как интеграл от g по dw(t) может быть включен в z(t). 
Наконец, предположим, что условие (3.3) выполнено. 

Т е о р е м а 3.2. Существует множество Q'crQ такое, что 
P(Q')—\ и при ©62' функция u(t) из теоремы 3.1 принадлежит 
W.f(Rd) и непрерывна по t в норме W™(R.d). Кроме того, 
.иеЩ1+1(И«) (п. в. (t, со)) 

Т 

^5иР|1"11^,2 + ^ | | | и ( 5 ) | | 2 „ + 1 | 2 ^ < 0 0 . 
'<' .0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Н= W2
m(Rd) и отождест­

вим Н .с его сопряженным с помощью (•, . ) т . Тогда, как легко 
вывести из равенства Парсеваля, с помощью этого же скаляр­
ного произведения W2

m~i (Rd) отождествляется с V* — прост­
ранством сопряженным к V= W2m+i(Rd). Таким образом, 
VczIiczV*, причем очевидно, каждое вложение плотно и непре­
рывно. Как и в предыдущем параграфе, легко проверить, что 
формулы 

«rj , A(t)u» = (aap{t)D*u+fa{t). (-\)lalDay])m, 
((В (t) и) е, y])m=({ba (t), e)ED«u, -ц)п 

определяют линейные ограниченные операторы A{t) : V-*-V* 
В (t) и : Е-+-Н, Читатель без особого труда проверит также, что 
функции A(t)u, B(t)u удовлетворяют условиям (A1) — (A4). 
§ U.2, а также условиям измеримости этого параграфа (см., 
например, [26]). 

Значит, то следствию П.2.1, уравнение (2.1) в нашем случае 
имеет Я-решение ~u(t). Использование замечания 2.1 показыва-
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ет, что для каждого r\£W2
m(Rd) 

t 

(«(-). ^)«-=(«о. -п)т+ f (а«Р (5)£>р"(5)+/(5), ( - l )w / J '4 . .dS + 
о 

+ §(be((s)DaZ(s),'n)mdw(s)-\-(z(i),Dm (3.5> 
о 

при всех ЩО, Т] (п. п.). 
Во избежание недоразумений отметим, что (3.5) не совпадает 

с (3.4),,,, если яг>0 и аа$, Ьа зависят от л*. 
Если в (3.5) вместо г\ поставить (1 — Д)-'"v, и воспользовать­

ся тем, что в силу равенства Парсеваля (/. g)m =•=(/. (1 — Д)"'£)о. 
где gQWl"1^), то мы увидим, что в (3.5) вместо т можно 
поставить 0. После этого по теореме 11.2.2 получаем sup || w(t) — 
— a,(t)||2-=0 (п. и.) и и (t) обладает теми же свойствами, что 
и ti(t). Теорема доказана. 

В заключение обсудим значение условия (3.3) для справед­
ливости теоремы 3.1. При d = 1, E-^R1 рассмотрим уравнение 

, ., . 1 d2u.(t,x) j , , du(t,x) . . . . du(t,x) = -j—±£-Ldt + a—j~d\v{t), 

где а—некоторая постоянная, с неслучайным начальным данным 
щ{х). Если теорема 3.1 справедлива для этого уравнения,. 
то из (3.4) и равенства Парсеваля вытекает, что 

t 

' и (t, I) чф41 = J й0 (5) î (I) dl - - J ds J Е-Й (s. £) } (?) d£ -

•oi|(jE«(.s,g)^(g)flff)flfw(s), 

где и, 7)—-преобразования Фурье и, т.. Здесь легко переставить 
интегралы, если ч\{1)~финитная функция, и тогда мы-получим,. 
что при почти всех (t, I, <в) 

и (t, 1) = щ(1)-~ I2 \ u(s,t) ds-<-«)' u(s, I) dw (s). (3.6) 
о б 

Фиксируем |, для которого равенство (3.6) верно при почти 
всех (г, со), и обозначим .правую, часть (3.6) через (.p(t, (). Тогда 
Ф (*>-;) будет удовлетворять (3.6) три всех t сразу (п..н.). Реше­
ние уравнения для ср известно: 
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Поскольку же u(t,Q = y(t,l) (п. в. (г., £, в)), то 
т 
^ \\u{t)\\i,2dt=)Q+i-*)е

 1 _ ; 2 - 1 ^ ^ ) ^ . (3.7> 

Отсюда следует, что левая часть (З.7) конечна при всех 
u0eL2(Rl) тогда и только тогда, когда | а | < Г Последнее усло­
вие в рассматриваемом случае эквивалентно (3.3). Этот пример 
показывает необходимость условия (3.3) для справедливости 
теоремы (3.1), а также необходимость условия коэрцитивности 
(Аз) из § П.2 для справедливости результатов § П.2. 
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Обзор посвящен систематическому изложению общих результатов, харак­
теризующих марковские случайные поля и их свойства. 

УДК 519.219 •' 
Н. В. К р ы л о в , Б. Л. Р о з о в с к и й , Об эволюционных стохастиче­

ских уравнениях. «Современные проблемы математики Т. 14» (Итоги науки 
и техники). М., 1979, 72-147 , библ. 

Излагается теория сильных решений уравнений Ито в банаховых прост­
ранствах. Результаты этой теории применяются к исследованию сильно пара­
болических дифференциальных уравнений Ито в частных производных. 

УДК 519.217 
519.218 

Р. Л. Д о б р у ш и н, Ю. М. С у х о в , Временная асимптотика для неко­
торых вырожденных моделей эволюции систем с бесконечным числом частиц, 
«Современные проблемы математики- Т. 14» (Итоги науки и техники). М., 
1979, 148-255, библ. 85 

Статья посвящена задаче о сходимости к равновесному состоянию при 
движении бесконечных систем классических частиц. Рассматриваются две 
модели движения: свободное движение точечных частиц в евклидовом про-

.-странстве . Rv. V>1, и движение твердых стержней на прямой В'. Статья со­
держит новые результаты, полученные авторами, а также обзор предыдущих 
.результатов в этом направлении. 


