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Ф.Ф.Султанбеков 

ЗАРЯДЫ И АВТОМОРФИЗМЫ ОДОГО КЛАССА 
КОНЕЧНЫХ ЛОГИК МНСЖЕСТВ 

Пусть & , т -натуральные числа, ̂"̂•̂.--•-̂Д̂  ко­
нечное множество. Через ХС$ж * обозначается логика множеств 
(^-класс) на X 9 состоящая из всех подмножеств X , число эле­
ментов которых кратно 4 9 В работе [I] показано, что любая мера 
на логике ХС£т,£).тавет единственное продолжение до заряда на 
алгебре всех подмножеств X . Доказательство этого опирается на 
интереснр) комбинаторную лемму, утверждающую, что в качестве об­
разующих логики ХС£??г?£У можно выбрать &т~/ некоторых & -
элементных подшовкеств X. ' 

В настоящей работе мы приводим, новое прямое доказательство 
упомянутого; выше результата. Затем описываются крайние точки 
пространства состояний логики ХС£тч &) и автоморфизмы этой 
логики. Более подробно с тематикой 6 -классов и мер на них мож­
но познакомиться в работах [2], [3]. 



§ I . Заряды на логиках множеств 

Зарядом, на логике Х($т, называется ортоаддитивная 
функция J:XC£m9$~*№ . Например', если / : X - произ -
вольная функция, то отображение }£(A)-J£ ? А е ХС£т 
является зарядом*на ХС£т,&). Такие заряды будем, называть ре­

гулярными. 
Т е о р е м а 1„ Пусть т>$. Тогда для любого заряда J 

на логике XС£т.у &) существует единственная функция f такая,что 
^ ~ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала установим регулярность 
любого заряда на логике X(3^9j§) . Пусть V - произвольный за­
ряд на КСЗ$% £) и JfX) = . Введем, регушрный заряд V/ по 

функции ~^^<^Л/ Т о г д а ^~^~^4 ~ 3 a W н а логике 
Х(^5;€,;£)такойв что JoCX)'=0. Покажем, что ^ - регулярный за­
ряд. 

Пусть &еХ и / / - атом. XfJ/f9 £) , не содержащий ^ . Обо­
значим / / = ^ , г ^ . . . . , ^ # ~ > 4 ч ^ } и рассмотрим функцию 

р(х, /О~Z i l/\z\) ~(£-;)10(А) . 

Установим, что функция р(#* А) на. самом деле не зависит от А . 
Случай I. А ж В - непересекающиеся атомы, не содержащие 

j r . ОбозначимВ=\ 4, if 4~^ x l4i^i^S^-^V Т о г д а 

X-AL/BUC. Надо установить равенствор (2rfA)^pf^y8) , ко -
торое равносильно такому равенству: -

Шаг I. Имеем ^ | = -^({^^> ^ )~Ч с * - с *) 
(в дальнейшем, мы будем использовать подобную сокращенную запись), 
^CB±U\^)^\(A)^-^0(S£czc3^x^ . Значит, (I) равносильно 

Шаг 2. Имеем М ^ - с л > М 4 Ф - ^ # - S > 



*%(B9U\ty-^-(4Pa9at'a ). Значит, (2) равносильно 

Шаг 3. Имеем )а(ЛлU^x\>^J[B)^-^a0c2...cv\^/83U\x\h 
+ )0(А) « -)0Сб5

сг--с>с') . Значит, (3) будет равносильно ра­
венству 

= ^ / ^ € 4 - € > + ^ 9 - с д - > Д ^ ^ ^ Р ^ ^ и л и т а к о м у 

ЧС*Л**Л-А^фМ8^Ы^а-^и^- ( 4 ) 

Шаг 4. 1Ьлеем / / { л } ) ^ ^ ) » - ^ ^ . . . ^ . ) и %Щу{х})+ 

. Следовательно, (4) равносильно равен­
ству 

• *• -

Повторяя шаги 3 , 4 с множествами А5 , А£ , 3^-, 86, лолу-

чим, что (5) равносильно такому равенству: 

Поэтому• если 4-2£ четно,, то, повторяя шаги 3 , 4 нужное кож -
чество раз, получим., что (6) равносильно соотношению 

i ( a A аА asss~-a

2eAeJ- Щаг 4ъ4ъ- > 



которое верно. Если же &-2€+1 нечетно, то (6) будет равносиль­
но соотношению 

VaAaAas%-aj><r-* 4t-ta&/>v\x\>* i = 

= Ща2й,а5Ssas... ̂  a 3 & £ ^ + B2^u\x\)+%A).(7) 
Так 
^Щ=-ЩгЛ-с^> т о <?> равносильно равенству 

^^А/^-'-^УС) » которое верно, поскольку левая часть есть 
Ч^4^^4^4--̂ /4Д а правая-^Г4^^4^4^.. . 4/^). 

Случай 2. А и В - произвольные атомы, не содержащие .2Г . 
Поскольку cazdA~cazdB~& 1 a catrfX , то существует 
атом б 5 , не содержащий точку ̂  и А/7С-0 , В/УС^фПо до­
казанному в случае I имеем /О =/?̂ ar, О ; / 7 ^ ? Л ) ̂ р(%9 С). 
Значит, р(х,А) -р(Ъс98) для любых атомов , S , не содер­
жащих # . -

Теперь положим 

Остается проверить, что ̂ ~ ̂  . Достаточно установить это равен­
ство на атомах логики Х(5&, °£) . Пусть ̂  = \6£ , ^ j - атом 
и , Для вычисления значения S0 по формуле (*) выберем 
в качестве атома А^Сд^\€^)0\а}) °9 Тогда f0(^ ~ 

Аналогично,У0{$)-^[¥8)*£¥3МаУН<'8* 0 \ Щ -

Поэтому 



~ £ 2 J $ (8- (j\ а))] в). Итак, любой заряд V на логике 

Х(3$4 & ) регулярен; функция, порождащая $ , задается по фор -
муле 

f(*)- -g[2$ 9СЛ. U\4)-r^/)Vr^)j , (** ) 
где А*\а*9а2,-~9

а#1. -любой атом Х(з£,£) , не содержащий 
точку # , =/f 4l^\ . Единственность функции / следует из 
таких рассркдений. Поскольку равенство (**) для регулярных за­
рядов вырождается в тождество, то предположение У= ̂  влечет 

Наконец, покажем., как общий случай логики Х(£т,£) fm ^3) 
редуцируется к логике X Сз£, й) . 

Пусть Х/сХ , cazdХ'~ 3&' f <j> заряд на Х(£т9£)«Су­
жение заряда V. на логику X ( 3 £ , которое мы обозначим V ;

$ 

по доказанному регулярно. Соответствующая - V' функция / имеет 
вид / ^ 

где 4 с X' / cazd А •= ̂  , / A f хе %'. 
^ Пусть V и / - аналогичные объекты для другого множества 

X С Х , catd X Зй . Установим согласованность функции » 
Г : если хеХ П X" , то f'f*)jffa) . 

Это очевидно, если X /7Х"~£>& Пусть и 

Обозначим Л -^-С^Л 
Тогда cazdX -3&fK существует атом ^ Х/7Х'" , не содержа -
ЩЙЙ . Поэтому / (х) . Аналогично, существует атом 
ЪСХ"ПХШ , не содержащий £ % . Теорема доказа­
на, -



Рассмотрим оставшиеся логики вида X. (&т , &) . 
1) т ̂ 2 , &ъ д • В этом случае размерность пространства 

зарядов на логике Х(2£, равна 4^С^ + / , размерность 
£ Я/? * 7Ь 

пространства функций на Л равна £fe9 Поскольку j + / >Л4 , 
то на Х(2кч£) существуют нерегулярные заряды. Вот пример не;1 

регулярного заряда. Рассмотрим множество #=\/.9 29...92&\ш Каждый 
.атом логики N(2&y &) будем записывать в порядке возрастания его 
чисел и введем порядок на атомах: A ~\&£*a#t.*&^ < В ~{ 4€ f 

~ ^fe >а& • З а т е м атомы А/(24,4) расположим по возрас -
танию в смысле этого порядка: А<А^<... <Ar* , где А^\/92, ..9&\9 

Тогда V - заряд на 94^¥)^С^-^ , который не я в ­
ляется регулярным. Проверим, это. например, в случае' А/(&9д) «До­
статочно показать, что функция р(хч А) зависит от атома А % 

\p(i\ 2, ̂ 9б))^С/^У + 1> (?i>5) (245) « /+2+7-2 ХЗ^-Ж 
2) на логиках X(4f2)9 Х(2,4) , Х(£,Л~) любой заряд регуля­

рен. ; ', 
§ 2. Состояния и автоморфизмы логик Х(£т>&} 

В этом параграфе будем предполагать'^.^ , 4>2 . Mepajfc 
на логике Х(£т^ такая, что jufX)^/ называется состоянием. 
Множество всех состояний на X (&п обозначим S(X(£m9£))*S. 
Ближайшая наша цель - найти крайние точки выпуклого множества S. 

Т е о р е м , а 2. Пусть JU е S(X(&m, £)} - двузначное на 
атомах логики Х(4т ̂  4) . Тогда существуют единственные X и 

^е|^,—)^(— такие, что функция f , порождающаяju , име­
ет вид У 

/ V ч' \ i-t(m -—), если *r =~- §Г ^ ч 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть JU. на атомах Xf^m9£) 
принимает значения dC , р ; 0<оС<р , Тогда для любых 
Xf9x£eX полежим >М^..--.^Л'^ ЯМ?'*'---Тог­
д а и значит, | / ^ ) - /V%VI т<? или 
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. Пусть mitt f(x) Таким образом, / может прини-
' • хе X 

мать лишь два значения: и f('x0)+p - сб • Обозначим. 

Случай I. сггаг' X >/f. Тогда cazd Х£ < . Иначе, если 
£*cazdXj> то существуют два атома ^ . , c v ^ и значит, 
р*А^&УСх^оС,ргАг = £(f(x^)*-p-<*>)-p. Из этих равенств получаем 
Ж= I , что противоречит нашему предположению относительно ^ . 
Рассмотрим атом / / , состоящий из Хх точек множества 
и точек множества . ТогдаJM А ̂ cazdХж(f(x)*p~oQ+ 
^СЦ-cazd X^ffx^), Так как card Хо > , то имеем таюке равенст­
во / f i ) '* ~ . ПоэтомуjUA^aizdХ£ Ср-оС)+сС. Предположение j%A -сС 

влечет cazd Х^-О, f^Conet , что противоречит двузначности с о с ­
тояния JU . Следовательно,^/// =уЗ , откуда получаем catd Х^/\ 
Итак, cazd X0=£m-/,fCx^ = ir* Так как /зг - состояние, то имеем 
также (mk-i) J+J ^р>~<£ -4 или (m~l)dC*-p - у . Отсюда if-(m-

>оС и значит, ^ < ~ . Таким образом, существуют^сХж^ 
X • 

ОЫ<^р1 такие, что 
\ 1-еС(7тг~—) если X^-U 

/&)~\ сс * 7 • * (хеХ)в 

I ~ ^ , если ^* 

Случай 2 . ' ^ г ^ в Тогда card Хх * /£ и, взяв атом 
ВСХ£ /найдем-&(f(x}*p>-*C)-jb% ffx^^d ~-~-р . Рассмот­
рим атом /f , состоящий из cazd X точек множества и ^ 

<?#г*/точек множества А\, • ТогдаjuA ̂ cazdXjk-~p)^(k -
-cazd Х^)^с\сС,р)^* Снова, как для случая I , равенство^/f -р 

противоречит двузначности pi на атомах. Равенство жа jz/l-<£ да-
ет caidX-t, cazdX, ~тп& - / Из равенства гиХ- / найдем 

° Р J 

сС~^р + (mk-£)~— ••= / или оГ *-в(т-/)^4 . Отсюда получим ^ 

<c£^i-p(m-i)<p жтр>— >P^^ZJ • Итак, существуют ре Х0 * 



f-p(m~— ) , если x ̂ и 

Случаи I , 2 доказывают теорему. •' 
С л е д с т в и е . Пусть j% - двузначное состояние на ло­

гике ХСЯпг, к) * Тогда существует единственное ре X такое 9 что 
( О , если, ^ 

_J*A если J e / f />**Г<Ы,*)), ; 

Д о к а з а т е л ь о т в о. По условию j% двузначно на 
атомах, причем оС = 0, р ~ I. Это соответствует случаю I. По -
этому существует X такое, что 

Отсюда получаем требуемое. 
З а м е ч а н и е . Формальная подстановка значения t в 

теореме 2 приводит к состояниюг однозначному на атомах логики 
X(£mf&). Другим граничным значением в этой теореме является 
i = . Как мы покажем ниже, именно граничные значения t-O и 
t - описывают все крайние точки пространства состояний 5. 

Т е о р е м а 3. ̂ Множество крайних точек d х t SCX(£m9k^<S 
состоит из состояний р , ?f (p^x

x>xBJ.„9 Хд.^ Функции которых 
имеют вид 

( 0\вош хФр _ _ f если ^ 
Лесли X-J > ^ \ ^ ^ ^ е о ш х ^ : 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что f ^р влечету^-? 
Пустьу^^*? и / функция, соответствующая/^ . 

а). Допустим., что f>'0 ш jte^p ни при какомуеX . Тогда 
тш[{Гх)\ $(x>6\*ffyi 0<-fCxQ)<i ж]->{(х0)I^ •', где 
2 ^ . ^ есть характеристическая функция множества {хо} . Положим 

• Тогда и ^ ^ ) = Г § / ^ ) -
^ =/ . Значит, (Ч0 eS и равенство / = 

— Ь4 — 



влечет^^)x^{/-f^))/^ . Следова­
т е л ь н о , ^ 4^ . 

б). Допустим., что f имеет отрицательные значения. Пусть 

«яадг /Йг)« -6,£ > О ^ Тогда jur(A)>0 для любого атома 
/ / , не содержащего точку х0 . Действительно, если бы существо -
вал атом. А^Ьг^а^,...^} ф х0 нулевой меры, то хотя бы для одно-
voi'.fCa^O мы бы имели 

Пусть 61 - совокупность всех атомов логики Х(&т f Ж) , не со ­
держащих точку Х0 . Положим Л~тт ОС(А). Тогда 0<Я< 1 \ В са-

АеСС f 

мом деле, Л , так как семейство 0Z конечно и ju^CA)*О дая 
всех А'с(Ж . Предположение Д = / означало бы jU^(A)^/ для всех 

ейГ . Жк как ~J?£A: 9 то в существуют два непересе -
кйющихся атома. Это противоречит условна jU^ (X) =/. 

Состояние на атомах имеет вид 
У ( О , если ^ , 

^ Ь ^ 7 ' Е С Л И • 

Покажем, что jU^^Ax^ . Достаточно проверить это неравенство на 
атомах. Если .Л - атом и ^ еА , то X£jCA)^0 У^(А)^0 . Если 

то Jttf(A)>s Л>~- ~Ах0(А) . Поэтому, если ^ / -

то V - ± ^ * * хо • и jUf~(l-X)^X х0 . Следова­
тельно, А у 

v Теперь покажем, что состояния % е < £ . Проверим это для 
| Г . Допустим, что ̂ AjfCf4i'X)flU% где 0<Я< / . Покажем, что 

-/^jr . Действительно, для всех атомов ^ имеем р(А) = 

= #=Л̂ Б f(x)+fa-A)J£j р(х) . Отсюда, пользуясь тем, что г? - край­

няя точка отрезка / ] f получим f(X)^fCg) для любых дг,<ге 
б Х \ | ^ } . Если ,5 - множество, состоящее из m~f не пересекаю-

щихся атомов / / / ^ , то f(B)^/^^^)+&-A^Z^{x) ; Значит, 

< W ^ ^ Т е п е р ь ид равенства 



/ ^ / ф г . . л . - ^ . Итак, f-Ц 
Аналогично ft^fyf • Теорема доказана, -

Группу всех автоморфизмов логики %(fcm, £) обозначим, че -
рез Хи£Х (£'т, £) , а через G-(X) - группу всех биекций мно­
жа ства Л в себя. 

Т е о р е м а 4 . Для любого р е Хиё X(£m,k) существует 
единственная биехщкя $р е G(X) такая, ч.?ор(А)= \&р(ф\хеА\(Ае 
'еХ'(£т9 А1)) . При этом соответствие р устанавливает изо­
морфизм груш Aut X(£т,£) и G(X) . л 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р еAutХ(&т,£) и р-
двузначное состояние. Очевидно, что у. °р - снова двузначное 
состояние, В силу следствия теореглы 2 существует единственный 
элемент бр(фсХ .-такой, что р°ру~бр($) • Нетрудно прове -
рить, что брО) - биекция множества X в себя. Положим = 
. Покоем, что pCA)^{x\6pCx)€A}^^p(S)\£€A \ . 

Пусть ^е/7^Л). Тогда(£ор)(А)^^б р(£)(А) * Значит,бр(&)еА7 

то есть < £ е ( ^ | &<^)еЛ\ .Обратно, ъ&т е А , тобр(Х)(А}^ 
=£~(х°рУ(А)- и значит, хер(А) . Теперь покажем, что такая 
биекыдя единственна. Допустим, биекция £~ е G(X) такова,что 
р(А)={ % (х) | х е Л | и существует ^£"Х такое, что ^ЩО^б^ф) . 
Выберем атом A~{f* , ^ _ / } такой, что бр(^)Ф1{р ( & = 
= . Тогда /7<f/0 « 1 ^ , ... . ̂ W > 1 
Л^($><6~р<$^ /Противоречие. 

Пусть f , I - тождественные отображения в 
G(X) и Аи£X(£т9&У соответственно. В силу единственности 
$2~1Г^ П у с т ь ^ ^ в Аи£Х(£т,6) Т о г д а б р ^ ( х ) = х * ( р $ Х х ° р У ^ 

- 6p(x)*f - б (бр(хУ) .Отсюда ^ £ , Яр^Сбр^- (б^бр) " I 

- б р ^ -*pfy > f-fjpp* **р*р" > Яр-*^)-1. 
Обратно, каждая биекция & е G(X) по формулеps(A)=\^'(x}\\ 

{xe$\,AeX(km,k) задает автоморфизм логики X(fcm , . Теорема 
доказана. 

З а м е ч а н и е . Комбинаторное доказательство теоремы 4 
было получено в [ 4 ] . Через J обозначим множество всех инволю -
тивных автоморфизмов логики X (km ,/£)'• У-{ре Aut X (&т, &)\р2^ l\. 
Тогда эквивалентны следующие условия для меры f t .% 

ИУ-ju °p^jM°$p дда любых е Ai*£ Х(ХТш, Л*) f 



(ib*)jk°pp ̂ fi & $p для любых p, p € J f 

(ill)pt°p'~JM • р~* для любого p e Аид XC£m,Jt) . 
Утверждениеочевидно. Так как Aut Х(кгп,к) изо­

морфно &(Х) , то импликация(Ш^Сььь) вытекает из следущей 
леммы'. 

Л е м м а. Пусть X -множество, / : X -+Х - биекция. Тог­
да существуют инволюции ^ , из X в себя такие, что /* = 
^ fi°<k 9 У с т а н о з з ш справедливость' импликации Cttc ) ̂ (<>) . Имеем 
. / 0 Г>£ (A))~pi((p$)U)>Jll($ 'V^)=^^t^])^^^^ ̂ 
pi°pcf^X) * Таким, образом, если мера ̂  удовлетворяет условию 
( Ш ) , T'ojUop тоже удовлетворяет (tit,) с любым, автоморфизмом /7 . 
Итак, 'pi*p$ =jU*fi~jf*=(fe<>p'£)<>p':*= Cju*$y)-°p~~J%°fp • Ме­
ру I удовлетворяющую одному из эквивалентных условий 
назовем следом, на логике Х(km9k). 

Т е о р е м а 5. Мера у# на логике X(fcm ,к) является 
следом, тогда и,только тогда, когда функция / , ей соответствую-
щая,. - константа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Же GQX) и А - атом, 
не содержащий точку %(х) . Т о г д а ( А £ (J\Tt(xty-(&-i)jU^. 

Пусть (Я (ф-а^(Ь-4929\..% fcy ; тогда, очевидно, 4^ к) 
и [ W x ) } U A ^ % ( { x \ UBt ) . Следовательно, f&fx))-^[Zjufr([x)0%))-

Итак, f°tf ̂  -f°ff 1 • для' любой биекции ̂ e G(X)% Рассмотрим биек-
цию Я(Х;)~ХЫ, fiCxmk)^x£ , ё~7^т!Г9 Тогда%'?Xj>Xj^,j -24„9mi; 

Ж " ^ ) * ir ^ . Следовательно, f(x^J>f(x£_y)^^£,...>m&-£\ £(хжУ 
-frmm^m'Umk)) =f(xmk_£ ) И т а к ^ ) ^ ^ ^ 
fCxJ)^f(x^...^f(xmA,^) ^f(x:mk). Теперь рассмотрим биекцию^в Л 
Шх^х3,Ш^х£ ? ̂ Г^) ух;^4,тк. Тогда J""̂ ) ̂  ̂ , ̂ "У^) = 
' ̂ ,^"&3)=4Д^)^,г=^^д: . Поэтому 
то есть / константа. 
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Л.А.Сурай 

МЕТОД МЕХАНИЧЕСКИХ- КУБАТУР ДЛЯ ШОГСЖРШХ СЛАБО СШТ7ШШЖ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРШШШЙ ПЕРВОГО РОДА 

Рассмотрим, двумерное слабо сингулярное интегральное уравне -
ние (с.си.у.) вида1 

Ах = J^JJ j ™z\s*™ — j -6i j Sm — j x(d,V) 
' о о _ ' (I) 

£ 

4% 
о о где x(s,t}^ - неизвестная функция, которая ищется в пространстве 

Л =/,г[0,Я%] ~1г[092?пО,Що обычной вори*& ^ 

4 о о 
$(s$A%\f(s9t) - известные непрерывные ^"-периодические 
функции по каждой из переменных, а слабо сингулярный интеграл по­
нимается как несобственный. 

Приближенные методы решения одномерных интегральных уравне -
ний такого типа достаточно хорошо разработаны (см., нащжмер, 

Двумерный случай рассматривается для простоты выкладок ; 
распространение всех полученных ниже результатов на уравнение с 
/cf/c>3) - переменными н:е представляет труда. 


