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ОБ ОСЦИЛЛЯЦИИ ГАУССОВСКИХ ПРОЦЕССОВ. П 

В предыдущей статье (см. fl]) для гауссовских процессов со 
значениями в сепарабельном банаховом пространстве У удовлетво­
ряющих условию (#} автором было введено понятие осцилляции 
гауссовского процесса *g. в точке С е tr - A*f (W) и доказа­
но, что существует звездное относительно нуля симметричное ком­
пактное множество К ^ с Х : Д^((0) = К^Г п.н. 

В данной статье приведены достаточные условия для выполне­
ния (*) , а также некоторые примеры. 

0. Обозначения и определения. 
В данной статье сохраняются обозначения, принятые в [i]. 

Все гауссовские случайные элементы и случайные величины пред­
полагаются центрированными. 

Для любого с е %• и любого £*е X обозначим: 
e*C**;il=E(x*c)*; 

\ М SUP я V**) . 
Будем говорить, что гауссовекий процесс удовлетворяет условию 
(А); если существует счетное множество $^*в- и существуют 
множества A 0 s Л ,РЛ0= \ такие, что для любого С.е.%-
существует последовательность \ьЛ &. S '. С„Ш) *-0(и)) 

«••"ни и. 'п-^ «, 
для любого, сое Л 0 

Будем говорить, что "& удовлетворяет условию (В); если 
существует метрика & на <£ и гауссовекий случайный элемент 
•© со значениями в X такие, что (#,((/) изометрично не­
которому подмножеству сепарабельного гильбертова пространства, 
и, если 2£(с) , о б ^ семейство гауссовских случайных 
величин таких, что <Ь(Сп,Сь)=( Е(£(&,)- S O ^ ) ) * / ^ > то 

ЬШ>%*>{Ь)<оо п .н. ; и У&< ,6 д ,е '&,-ух*еХ*' 
с € ь> 

У <«-»» <**)€ ? е <**) ; 6£ (Х*К ^6(х,*) 

1. Пусть N(X)= Suf ( x * Xj (где а £ е Х * ) -некоторая 
Ke'lN 

полунорма на X . Имеет место следующая 
ЛЕММА. Пусть % удовлетворяет условиям (А), (В). Тогда 

Е sup Ncc)sV£( «wp ve<.**)EsupZWi-EN(e)) . 
С б ' £ *e[N Ce'# 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим на множестве £ * N гаус-
совский процесс 1}(С,П) 

(где е не зависит от (£(с;| С е £ } ) . 
Тогда K fe,>-C^V^<f t fp^K'C .Hx; ,^L W ) + 

Следовательно (см. 12]. |4|) имеем: 

Е supNco«V£Esup 7(c,*)=V£(sttp с (x*)Esup $ш + ЕЦю) . 
Се« ce&JneW Не И се1». 

СЛЕДСТВИЕ. Если $ удовлетворяет условиям (А), (В), то 

Е sup N(CJ «V^fV^Esup $(ca+^ EM(e> . 
се £ Се % 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение легко получить из леммы, так, 
как j , . . , 

«eW-V? EK,e^VfEN(e). 
ТЕОРЕМА. Пусть # удовлетворяет условиям (А), (В). Тогда 

'б удовлетворяет (*) . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нам нужно доказать, что {с(и))\се(&} от­

носительно компактно в X для п.в. СО . Рассмотрим в X 
последовательность конечномерных подпространств £ Г ]°° .' 

Для относительной компактности множества В с X достаточно 
выполнения следующих условий: Sttp llxll< 00 и 5Щ> NP(Xj —»-0, 

X V B ха'Ъ \ ^ « 
где Nr W = itvf |Jot-ti|[ . 

* V е F* — 
Из следствия получаем: ESWp |[С | ^ И У т г Е Sttf> 5(С-)+1 )Е|(е(|<+О0 Се*5- * * ceSJ-

Е SUP Nг (c)«V*(VfE SHP ?(сМ) ENr (e) 
сеЪ и- СеТ? 
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Так как У и е Х , 1УР(Я)+0, К -у 09 > имеем Es«f> N r (С) »- 0 . 

Следовательно для п . в . СО ЬЩ> II C(W) II < Off и SUP NIP (С«0Л) «-0. 
cefe" " Се7» "W *->« 

Таким образом для п.в. со множество {с(ц))| C e $ j отно­
сительно компактно в X • Ш 

СЛЕДСТВИЕ. Если гауссовский процесс # удовлетворяет усло­
вию (В), то он имеет модификацию,удовлетворяющую условию (*) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим процесс ?(С), С е % из 
условия (В). 

Так как jlW> %(0) < 00 п.н. существует сепарабельная мет-
ce'i? _ 

рика р на % и ?(С) - модификация процесса £(с) , непре­
рывная в метрике р С X, (t) называется естественной модифика­
цией процесса £(с? , см. f3]). Тогда легко видеть, что "Ул*е 
е Х * гауссовский процесс ^ * (.с) = (я* с.) также будет иметь 
модификацию,непрерывную в метрике р . Пусть \id I00 - по-
следовательность, разделяющая точки пространства X . £_* (с} -
модификация §„* (с) , непрерывная в метрике f> . S - счет-
ное всюду плотное в метрике р множество. 

Из теоремы следует, что существует множество Лв£- JL , 
PJL0= i и V w e J L o > выполнено: I) £c(W)|ce_S } 
относительно компактно в X и 2)"V(telN, "VseS %x*(W) = 
= (эс*, с (СО)). 
Построим теперь модификацию процесса g" , удовлетворяющую усло­
вию (*) . Для любого C-e^J существует последовательность 
(с. \°° с S Р(0,,,С) *• 0 . Тогда из (I) и 2) следует, что 
7 w e u 0 последовательность {Оы,} имеет предел. Обо-

->/ 
значим С(С0) = U W 0\ ( W) . Следовательно § = [с | Се @ ] 

И-->-00 
будет модификацией процесса £ . удовлетворяющей (*) . • 

2. Пусть множество Т<= i%, Т е СгВ, fa^JfLf - последова­
тельность н.о.р. гауссовских случайных элементов со значениями 
в X . во 

Рассмотрим гауссовские процессы 5-={c(fu=£ ftСЫ М, = 

г д е { ^ } ^ = 1 - ортогауссовская последовательность. „ 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ I. £ т удовлетворяет условию (В) и Кс(£ = 

= 4^(^) В ц ш ' гД е *^' осцилляция по Ито-Нисио процесса 
| (|(,) в точке ft> , У распределение случайного элемента <Ц . 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Рассмотрим гауссовский процесс £ = £ e , j £ \}{о] 
такой, что существует гауссовский случайный элемент е и сущест­
вует функциями), /CW-*-0 : W e X * J f ^ (*>*)<%(.х*), 

где I ^ j 61 -алгебра, порожденная е ^ , . . . . » ^ • 
Пусть | f a } M - последовательность независимых случайных эле­
ментов таких," что £ и 6№ одинаково распределены. 

Тогда имеет место: 
I) {у удовлетворяет (#) тогда и только тогда, когда 

£e = o(-=U) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем 
I) Если 6^ = 0(тГ=='] > то Д л я £ будет выполнено (В) 

с метрикой <1(еп,е^= V ^ * + ? * ' • о б Р а т н о ' ПУ С Т Ь ^ N = Е ,̂ '«V 

=^evtk NJk = 0 U {0} .выберем N так, чтобы"VpW, / C/N^S-|;„ 
и выберем последовательность { х * J °V , ||av |J = А, <& (я*;? ^ и , 

* 
Из (•*•) следует SUf (X^,ewJ < 00 п.н. и таким образом гаус-

совская последовательность t̂ UkN^vtkN£»<-•( ' Г Д 6 *** ~ О р т 0 " 
гауссовские, будет ограниченной п.н. и значит ^t|<u=0(~Ж=г=>) 

и поэтому ^ = 0 ( ^ и , и , ' ) ' 

2) Можно построить на одном вероятностном пространстве по­

следовательности l f i # | e > N ] k B i
 и ie*,|fH.J|f-i : * 4 , М 

независимые случайные элементы, [ е ; к и\ распределена 

также, как {&икН\^ __ . ^ м "f и в Ц м имеют одина­

ковое распределение и iim \\$i,VM~\k,ti \^?Ш ^ = 

Vv-t-oo * 
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Тогда расстояние по Хаусдорфу между K̂ f" и К^" не превосходит 
2 > P>(N). Так как Jb W ) - ^ 0 получаем К^К^"-

СЛЕДСТВИЕ. Пусть |^п^л=л стационарная регулярная гауссовская 
последовательность: CL„ i 0 , \ о . „ ^ - медленно меняющаяся числоая 
последовательность. Рассмотрим гауссовский процесс со значениями 

К " ^ В и ^ 'у- - распределение гауссовского вектора (lv"->^"0, 
§ = t u ^ a n ^ п.н.). 
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