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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1975 МАТЕМАТИКА № 5 (156) 

УДК 517.55 

Ш. А. Даупгов, С. В. Знаменский 

ТЕОРЕМА МОРЕРА В МНОГОМЕРНОМ 
КОМПЛЕКСНОМ АНАЛИЗЕ 

Одним из фундаментальных фактов теории функций комплекс­
ного переменного является теорема Морера. Она утверждает, что 
если функция / непрерывна в области DczC1, и для любых 2 из 
некоторого класса множеств, лежащих в D, 

j7fifc = Q, (1) 

то / голоморфна в D, Так, напр., в [1] (ее. 71, 95) предполагается, 
что {Щ — совокупность всех прямоугольников со сторонами, па­
раллельными осям координат, а в [2] (с 101) —{2} есть совокуп­
ность всех треугольников, лежащих в D. Иногда условие (1) при­
нимают за определение голоморфной функции (напр., [2], с. 102, 
голоморфность в смысле Коши). 

В случае многих комплексных переменных известны два ана­
лога этой теоремы. Классический вариант ([2], с. 335; [3], с. 313; 
{4], с. 234) предполагает интегрирование по границе (п + 1)-мерных 
призм, т. е. по множеству размерности п. Другой вариант ([5], [6]) 
требует, чтобы 2 было кубом или шаром, т. е. размерность мно­
жества интегрирования равна 2я—1. В [6] отмечено, что „было бы 
интересно найти простые аналоги теоремы Морера, в которых 
фигурирует ^-мерное интегрирование, /г < & < 2/г —-1". В настоящей 
заметке содержится соответствующий результат для всех размер­
ностей от 1 до 2п—1. 

Пусть С" = {(zu ..., zn}\, где zk = x2k_x + ix2k, обозначим 
Ci={z^C:zl=... =zi_l=zi+l= ... = z„ = Q}. Для каждого i=l,..., я 
зафиксируем целое число pt, Q<pi<2n — 2, и мультииндекс 
К1 = (k\,..., kp.) такой, что любой k), j=>l,...,pif отличен от 
21 — 1 и 21. Обозначим dx , — dx ;f\.../\dx , . 

К ft ' ft ' 
1 Pi 

Т е о р е м а 1. Пусть f непрерывна в DczC" и для всех 
1 = 1,..., п и любых параллелепипедов W1 czczDразмерностиpt 4- 2, 
со сторонами, параллельными осям координат, таких, что 
проекция W на Ct имеет полную размерность, 

J" fdzif\dxKt = 0. 
dWl 

Тогда f голоморфна в D. 
Л-273. Математика — 2 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть V — проекция W на С,-, 
a U1— проекция W на плоскость {г£С:г; = 0}. Тогда W1 = 
= К ' Х * / ' и 

I(JV^O^-V = I -^Л d V = j / 6 f e < л rf\'= °> 
Ul dVl dv'xU1 dW' 

т. к. дШ1^дУ1хи1 + У1Хди1 и интеграл по ¥1Хди1 равен 
нулю. Отсюда в силу произвольности W имеем 

dVl 

По теореме Морера для одного комплексного переменного ([1], 
ее. 71, 95) функция / голоморфна по zt. Так как i любое, а / 
непрерывна, то / голоморфна в D. 

• Ограничения на {Щ можно значительно ослабить, правда, 
в ущерб простоте доказательства. Приведем усиленный вариант 
теоремы Морера. 

Пусть М1 — непрерывно дифференцируемое многообразие раз­
мерности pt, 2 </?г < 2ге, вложенное в С и проходящее через нуль, 
причем Mt f] Ct — открытое множество в Сг. Тогда для некоторой 
окрестности U начала координат в качестве локальных координат 
на U(]Mi можно взять набор функций, в который входят х21_х и хп. 
Зафиксируем один из таких наборов и обозначим функции этого 
набора через x2i_v x2i, tl

3,..., ч1 _. Возьмем последовательность 
{А } областей в Mt с кусочно-гладкой границей, таких, что 
0£ A d(nU\\Mi и dlamA*-*0 при £—*оо. При таких обозначениях 
справедлива 

Т е о р е м а 2. Если t непрерывна в DaC и для всех i = l , . . . , n 

J fdziAdxih.../\dx!
p. = 0 (2) 

d(z'+Df) 

как только z° + DfczczD, то f голоморфна в D. 
Доказательство дословно повторяет (с соответствующими из­

менениями в обозначениях) доказательство теоремы Морера из [6]. 
Из теоремы 2 можно получить все варианты, изложенные 

в [2]-[6]. 
1. Положим Ml = {z £ Сп: x2j = 0, i =£=]), координаты на М{ зада­

дим функциями *!,..., х2п_и x2i. Если теперь в качестве D? взять 
Д? X А*> где А* — треугольники в С,-, а Л* — кубы в плоскости 
\x2i_l = x2 = ...=х2п = 0), то D? входят в классы множеств, рас­
смотренных в [2] — [4], и мы получаем классический вариант тео­
ремы Морера. 

2. Пусть М=Сп, а А* — последовательность кубов со сторонами, 
параллельными осям координат. Тогда получим вариант теоремы 
Морера, изложенный в [5]. Следует отметить, что условия, фигу­
рирующие в [5], только формально более общие, чем наложенные 
нами. 

3. Если М=С, А* — последовательность шаров, то теорема 2 
переходит в теорему Морера, приведенную в [6]. 
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{аннотация статьи, принятой к печати) 

Для операторов 
тс г 

In, г (/, х) = - Г J J ( - !)*-«.(Jk у (х + kt) un (0 Л, 

где 

—я*=1 

л 

«л (0 = — + V ln, s COS St > 0, 
s=l 

изучается поведение верхних граней 
С„ (ги/L, А). = sup ||/ (х) — L„,r( f, x) \\L 

f€ wrL 
на классе wrL дифференцируемых периодических функций, для которых 
if(r~^ {x)\\L гС 1- Доказывается, что 

Сп (wrL, I) = - Г Рип (t)dt + of Г fun (r) dt\ . 
6 х/2г 

Аналогичный результат получен для класса сопряженных функций. (Работа посту­
пила в журнал „Математика" 5 XI 1973.) 


