
УДК 514.754+514.764.3 
НОРМАЛЬНАЯ СВЯЗНОСТЬ В ГЕОМЕТРИИ 

ОСНАЩЕННЫХ ПОДМНОГООБРАЗИЙ АФФИННОГО 
ПРОСТРАНСТВА 

А. В. Чакмааян 

ВВЕДЕНИЕ 

Понятие нормальной СВЯЗНОСТИ подмногообразия Мт рима-
нова многообразия Мп ввел Э. Картан в своих лекциях в Сор­
бонне в 1926—1927 гг. (см. [8]). Подмногообразия с плоской нор­
мальной связностью в евклидовом пространстве исследовали и 
почти одновременно Д. И. Перепелкин [15], [16] и Фабрициус-
Бьерре [25], а также Э. Картан. Итоги исследований этих пер­
вых работ подведены в монографии Чена [24]. 

Нормальная связность снова привлекла внимание в связи с 
исследованиями подмногообразий Мт с параллельным полем 
вектора средней кривизны в пространстве постоянной кривиз­
ны Мп(с). Одним из дополнительных условий, наряду с други­
ми (полнота, компактность, неотрицательность секционной кри­
визны, постоянство скалярной кривизны и др.), являлось 
условие, чтобы нормальная связность была плоская. Обзор ис­
следований этого направления дан в [10], [И1. 

Понятие нормальной связности нормализованного подмного­
образия Мт в проективном пространстве Р„ ввели в 1976 г. не­
зависимо А. П. Нордеи [13] и автор [17]. Итоги исследований 
локального строения подмногообразия Мп ъ Рп с помощью нор­
мальной связности даны в обзоре [19]. В настоящей работе из­
лагаются результаты, относящиеся к изучению строения осна­
щенного подмногообразия Мт в аффинном пространстве Ап с 
помощью нормальной связности. 

§ 1. ОБ ОСНАЩЕНИЯХ С ПЛОСКОЙ НОРМАЛЬНОЙ 
ЦЕНТРОАФФИННОЙ СВЯЗНОСТЬЮ 

1. Рассмотрим n-мерное аффинное пространство Ап и при­
соединим к текущей его точке х ПОДВИЖНОЙ репер {x, e7}, /, К, 
L=\ п. Уравнения инфинитезимального перемещения ре­
пера имеют вид: 

dx = (nrer, dej — afex, (1) 
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где ш;, cof—линейные формы от дифференциалов параметров. 
Внешнее дифференцирование этих уравнений приводит к струк­
турным уравнениям для форм со7 и со*: 

d®1 ~®*/\аг
к, duf=to;-A<. (2) 

Пусть в Ап задано m-мерное гладкое подмногообразие Мт, осна­
щенное при помощи гладкого поля (п—от)-мерных нормальных 
плоскостей (нормалей первого рода [13]), дополняющих каса­
тельные плоскости до всего Ап. На Мт возникает его касатель­
ное и нормальное векторные расслоения Т(Мт) и N(Mm). Если 
к текущей точке х подмногообразия Мт присоединить подвиж­
ной репер 1-го порядка, то уравнения его инфинитезимального 
перемещения примут вид: 
dx = (olet, det = cajej + cofea, dea = ш'^ + соРер, (wa==0), (3) 

i, j , £=-l, . . . , m, a, p, 4=-m + 1, . . . , n. 
Подмногообразие Мт в Ап определяется при ЭТОМ системой 
уравнений 

coa = 0, (of = btj(o>, bfj^bji. (4) 
Пусть слой нормального расслоения N (Мт) определяется векто­
рами 

ea. = ea + NUi. 
Величины Na* представляют собой компоненты объекта, кото­
рый, следуя Г. Ф. Лаптеву [9], будем называть объектом осна­
щения. Они удовлетворяют дифференциальным уравнениям [9] 

dN'a + NWj-Nfal+al^C'aj*»1. (5) 
Частичная канонизация репера, при которой векторы еа поме­
щаются в слой нормального расслоения N{Mm), приводит к 
обращению в нуль компонент объекта {Na1}, и уравнения (5) 
принимают вид: 

ш'в=.С«;шЛ (6) 
Дифференцируя внешним образом уравнения (4) и (6) и 

применяя лемму Картана, получаем 
dbfj - bSjal - btk^j + b^l = b?jk.co», bfjlt = bfkJt 

dCl
a] - CLtf - Ch<& + Ck

aJ®t = CU(0', C'ajn - C'akJ. 
Отсюда следует, что bv

a, Су —тензоры на Мт. Тензор <V назы­
вается вторым фундаментальным тензором оснащенного под­
многообразия МтсАп. Если учесть (2), (4) и (6), то структур­
ные уравнения касательного расслоения Т(Мт) и нормального 
расслоения N(Mm) для подмногообразия Мт примут следующий 
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вид: 
dco'-—ffl-'AtoJ, (7) 

d© .̂ = co*A^+l#4 ;(o*Acu', (8) 

^ - - £ - = < Л - о Р + ^ ^ , и * Л - ) ' . (9) 
где 

R/ft/--=2-f7y^C|oKli (10) 
Я1ш = 2$[кС[а11]. (11) 

Из уравнений (8), (9) следует, что 2-формы 

Q/ = dco/-o) fA^, QSsdaS-coXAco? 
являются полубазовыми (т. е. выражаются только через произ­
ведения со'-Дш-) на Т(Мт) и JV (Mm). В силу теоремы Картана— 
Лаптева [14], в касательном расслоении Т(Мт) возникает аф­
финная связность без кручения с формами связности со\ со/ и 
2-формами кривизны Q,j, а в нормальном расслоении N{Mm) — 
центроаффинная связность с формами связности соа

в и 2-форма-
ми кривизны й / Эту последнюю связность в дальнейшем будем 
называть нормальной центроаффиш-юй связностью оснащенного 
подмногообразия. 

Векторные пространства Гк(Л1т) и N*{Mm) также будем рас­
сматривать как цеитроаффинные плоскости с центром в точке 
xGMm. Горизонтальное распределение Гт, которое индуцирует 
цеитроаффинную связность в N(Mm), получается присоединени­
ем к точке y£Nx(Mm) m-мерной плоскости, проходящей через эту 
точку у и параллельной касательной плоскости Тх(Мт). 

Найдем систему форм Пфаффа, которая определяет горизон­
тальное распределение Гт. Точка y£Nx(Mm) задается радиусом-
вектором у—х-\-%*еа. При этом 

-*Мо}п+£рС^)ш-е. + еве«. О2) 
где 0a-=d.5a + ip|--[j составляют ковариантный дифференциал нор­
мального векторного поля I в нормальной СВЯЗНОСТИ V Х . т. е. 
Q a - = V L | a . Отсюда ЯСНО, ЧТО горизонтальное распределение 
определяется как аннулятор инвариантной системы форм 6". 
Рассмотрим поле точек у{х)Шх(Мт), заданное вдоль некоторой 
линии x = x(t) на оснащенном подмногообразии Мт. 

Говорят, что поле точек у{х) параллельно, если направление 
смещения dy принадлежит горизонтальному распределению Г т 
(ср. [20]). Из (12) следует, что при параллельном перенесении 
удовлетворяется система уравнений Пфаффа 

е«—d£"+!'mua---0. 
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О п р е д е л е н и е - Нормальная центроаффинная связность в 
нормальном расслоении N(Mm) подмногообразия Мт называет­
ся локально плоской, если параллельный перенос любой точки 
у(х)Шх(Мт) относительно этой связности не зависит от пути 
x=x(t), соединяющего две произвольно заданные точки в неко­
торых областях на Мт. В силу известной теоремы (см. [12]), для 
горизонтального распределения Гто нормальной центроаффинной 
связности справедлива 

Т е о р е м а 1. Для того чтобы нормальная центроаффинная 
связность в нормальном расслоении N(Mm) была локально 
плоской, необходимо и достаточно, чтобы ее горизонтальное 
распределение Гт было инволютивным-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Простые вычисления показывают, что 

dea=epAo),U-l4a-
Отсюда следует, что система форм 6я будет вполне интегрируе­
мой тогда и только тогда, когда .Q™ •== 0. Таким образом, для 
того чтобы нормальная центроаффинная связность в расслоениях 
N (Мт) была локально плоской, необходимо и достаточно обра­
щение в нуль форм кривизны Йр—0, ИЛИ, что равносильно, ком­
понент тензора кривизны: /^- - - -О. 

2. Поставим следующий вопрос: возможно ли к произволь­
ному подмногообразию MmdAn присоединить оснащение так, 
чтобы индуцируемая им нормальная связность была ПЛОСКОЙ И 
если да, то каково должно быть строение этого оснащения? 

Оснащение подмногообразия Мт в Ап называется параллель­
ным (или тривиальным: см. [6]), если оснащающие плоскости 
N(x) во всех точках подмногообразия Мт параллельны некото­
рой постоянной плоскости П„_,п. 

Т е о р е м а 2. Если подмногообразие Мт в A„ оснащено па­
раллельно, то индуцируемые нормальная центроаффинная связ­
ность и внутренняя (тангенциальная) связность плоские. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия параллельности оснащения 
следует, что 

где am+1, . . . , ап—постоянные линейно независимые векторы, при­
надлежащие П„_т. Отсюда d£a — ©Pep, где со« = di|;vT|,-^j 
и, сравнивая это равенство с (1), получим со(

а — 0, в силу чего 
Сау — О. Поэтому из (10) и (11) следует: 

Яэ"/—0, RjHr~-0. 
Это и означает справедливость утверждения. 

Оснащение подмногообразия Мт в An называется осевым 
(см. [6]), если все оснащающие {п—т) -плоскости составляют 
пучок с (n-m—l)-мерной осью Пп-т-ь 
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Легко заметить, что параллельное оснащение есть предель­
ное по отношению к осевому. В случае гиперповерхности осна­
щение буд.ет осевым, если все оснащающие прямые проходят 
через одну и ту же точку. В этом случае оснащение называет­
ся центральным [6]. Клингенберг [26] ввел понятие многомерной 
аффинной сферы как такой m-мерной поверхности, у которой 
инвариантно оснащающие ее плоскости (аффинные нормали) 
образуют пучок с (n—m—1)-мерной осью, т. е. задают осевое 
оснащение. 

T с о р е м а 3 ([22]). Осевое оснащение подмногообразия 
Мт и An индуцирует плоскую нормальную связность. 

Назовем оснащенное подмногообразие Мт в An подмного­
образием общего типа, если существуют 2 набора элементов 
V ( « = 1 , 2) таких, что матрицы %а

аЬца одновременно приво­
дятся к диагональному виду и имеют попарно непропорциональ­
ные собственные значения. Имеет место следующая теорема, в 
некотором смысле обратная к теореме 3. 

Т е о р е м а 4 ([22]). Если оснащенное подмногообразие 
Мт в Ап общего типа не имеет попарно сопряженных направ­
лений, то всякое оснащение, определяющее на нем плоскую 
нормальную связность, является осевым. 

3. Рассмотрим частный случай тангенциально невырожден­
ной гиперповерхности Мп~\ в Ап. 

Пусть задана оснащенная гиперповерхность Мп-\ в An. Тог­
да н силу (4), (6) 

с.^,/; . /о-, bti^bj„ b4^b% det | |^ | |T--0, (13) 

<*>!,=. c j > ' . 
a (10) и (11) сводятся к 

Rljki*=>2bj[kC\n\t\, Rlki = 2Cnikb\i\i\, 
где i, J, k •=.-:• 1, . . . , n—L 

Последовательные продолжения системы (13) приводят к системе 
дифференциальных уравнений [5] 

ЧЬи + Ьии%~>Ьцк<о*, (14) 

ЧЬииА-Ьип^п^ЬаМрСтЛ-Ьцы]т'- <15) 

где btjh, bim симметричны по всем индексам. 
Пусть det||6ii||{ne}0, т. е. гиперповерхность М---» Tf -нщ--

алыю невырожденая. Тогда существует тензор Ь", обратный 
К bi,: 6«6№-fik«. <16> 
где, ,у —символ Кроиекера. Если продифференцировать (16) 
и учесть (14), то получим 

^bV — bVtbS^bbbtobpttfafi. О-') 
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Пусть 

В силу (15) и (17), имеем 

где 

Вы = —^—- {ЬЧЬт — J ' W i A « ) ' -5*1 = 5 « -
Вектор 

в - - « . - 5 Т Т * < в ' (18> 

определяет оснащение, инвариантным образом присоединенное 
к тангенциально невырожденной гиперповерхности Мп-\ в An 
(см., например, [5]), где Ь* = ЬЩ), а еп — вектор произвольного 
оснащения. Нормаль, определяемая вектором (18), называется 
аффинной нормалью гиперповерхности или нормалью Бляшке. 
Она определяется в дифференциальной окрестности третьего по­
рядка точки гиперповерхности. Гиперповерхность, у которой 
оснащение аффинной нормалью является центральным, назы­
вается аффинной гиперсферой (см. [23, с. 214]). Примером аф­
финной гиперсферы является поверхность второго порядка. 

Для нормальной связности имеет место следующая 
Т е о р е м а 5 ([18]). Если гиперповерхность Mn-i в Ап ос­

нащена полем аффинных нормалей Бляшке, то индуцируемая 
нормальная аффинная связность является плоской, а внутрен­
няя (тангенциальная) связность эквиаффинной. 

4. Покажем далее, что среди подмногообразий, несущих 
сеть сопряженных ЛИНИЙ, существуют подмногообразия, допу­
скающие оснащения с плоской нормальной связностью, не яв­
ляющиеся осевыми. 

Рассмотрим подмногообразие МтаАп, несущее сеть сопря­
женных линий и допускающее оснащение с помощью семейст­
ва нормалей Фосса [3]. Выберем репер на Мт так, чтобы 1-я 
линия его сопряженной сети определялась уравнениями o)ft-=0, 
кф1. В этом репере основные уравнения подмногообразия Мт 
запишутся в виде 

й« — 0, со«-=й«ш', й« = *«. c^ = 2d!.fi--ft- l + h 
к 

причем в последних уравнениях и всюду в этом пункте сумми­
рование по индексам i, }, k, а мы будем производить только 
тогда, когда на это указывает знак 2. Предположим, что сопря­
женная сеть на Мт голономна. В этом случае разложения 
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форм coj- по базисным формам ю* имеют вид [7]: 

Векторы bi = 6fе« определяют вместе с векторами е. соприка­
сающуюся плоскость Т]2 ) (Мт) подмногообразия Мт\ ее размер­
ность _ равна m + mi, где тх<т. Поместим векторы 
Sm+ttih, J\> ki~m-]-\, ..., m-\-rrii) репера в эту соприка­
сающуюся плоскость, а векторы eai(au p1, ̂ 1 ~ f t i + mi + l л). 
вне ее. Тогда bi = 2ib™+^em+il и матрица компонент этих век-
торов принимает вид 

ь?+1 6.Г+1 . . . bZ+' 
^ \ •••Ь"\ . (19) 

• ' 1 - ' 2 • • • От 

Ранг этой матрицы равен ть Как известно [2], матрица (19) 
достаточно полно характеризует строение' подмногообразия Мт. 

В [2] доказано, что если m1</n и ранг каждой подсистемы 
векторов Ьь Ьъ ...,Ът, состоящий из т — \ векторов, равен т^. 
то подмногообразие Мт целиком лежит в своей соприкасающейся 
(/л + тиО-плоскости Tx{h(Mm). 

Если в этом случае удовлетворено и (19), то будем гово­
рить о подмногообразии Мт с сопряженной сетью типа А. 

ПЛОСКОСТЬ NVH (Х), проходящая через точку хШт, лежащая 
в соприкасающейся плоскости Та

т(Мт) и имеющая с каса­
тельной плоскостью Тх(Мт) только одну общую точку х, назы-
ваетея нормалью Фосса [3], если все двумерные соприкасаю­
щиеся плоскости сопряженных линий подмногообразия Мт, 
проходящих через точку х, пересекают плоскость Nmi (x) по 
прямым линиям. Имеет место следующая 

Т е о р е м а 6 ([22]). Пусть Mm —гладкое подмногообразие. 
в А„, несущее сопряженную сеть типа А, гладко оснащенное-
полем нормалей Фосса Nm^(Mm), ^ Если пъ>3, wii<m — 1 и 
в системе векторов Ьи Ь2, • •., Ьп ранг каждой подсистемы,' 
состоящей из т — 2 векторов, совпадает с рангом всей системы, 
то аффинная связность в нормальном расслоении, определяемом 
полем нормалей Фосса Nmi (Mm), является плоской. В [3] дока­
зано, что в общем случае фокусная поверхность конгруэнции 
нормалей Фосса подмногообразия Мт распадается на т (/я.1 — l)-i 
мерных плоскостей. Это означает, что оснащение подмногооб­
разия Мт нормалью Фосса N"1. не будет осевым. 



§ 2. ОСНАЩЕННОЕ ПОДМНОГООБРАЗИЕ 
С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ ПОЛЕМ р-МЕРНЫХ 

НОРМАЛЬНЫХ НАПРАВЛЕНИЙ 

1. Рассмотрим грассманово расслоение р-мерных подпро­
странств в слоях нормального расслоения N(Mm). Гладкое се­
чение этого грассманова расслоения называется полем нор­
мальных р-направлений vp на Мт. Это поле определяет 
нормальное подрасслоение .V-°(Mm), р-мерными слоями которо­
го являются р-мерные центроаффинные подпространства NP{X), 
л;бЛГт. 

Плоскость NP(X) ЭТОГО ПОЛЯ, соответствующую произволь­
ной фиксированной точке хВМт, можно определить этой точкой 
х и векторами е„(я, р, a = m + l , . . . , т-\-,р), заданными с ПО­
МОЩЬЮ следующих разложений: 

-!-.--= 5 п.? а- (1) 

Система уравнений, выражающих условие инвариантности 
р-мерной плоскости jV-°(x) относительно преобразований репе­
ра в Nx(Mm), имеет следующий вид: 

d\«+£gco« - В$$ = 0 (mod ;co0, 

где §Р — некоторые линейные формы. Поэтому дифференциальные 
уравнения поля р-мерных плоскостей Np (MOT) в расслоении 
N(Mm) имеют вид 

rfE-H-SS-g — eg£« = ё«у---. (2) 
Векторы £„ в Np(x) можно выбрать так, чтобы ££=б£, т.е. 

чтобы 7„=е% +|я-!а> где •*, b, c = m+p- f -1 , . . . , и . 
Тогда уравнения поля запишутся в следующем виде 

dU±^t-tfK+K~^№~&j~4^j) --'• (з) 
О п р е д е л е н и е . Поле vP называется параллельным, ес­

ли при любом инфинитезимальном перемещении произвольной 
точки х в Мт смещение р-мерного направления чр происходит 
в (m-f-p)-мерной плоскости, натянутой на касательную пло­
скость Тх(Мт) и на это направление vp{x) (ср. [24, с. 180]). 

Найдем аналитическое условие, при котором нормальное 
поле р-мерных направлений v-p будет параллельным. Любой 
вектор | , принадлежащий vP(x), можно представить в виде 

£ = £иё-с. (4) 
Если продифференцировать (4) и учесть (1.4)- то получим 

di—di^+^-He.-H71 №-нЮ*«• 
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По определению поле v„ является параллельным тогда и только 
тогда, когда 

Отсюда, в силу (1), 

- - ^ + ^= -8«Я« . (5) 
Подмногообразие Мт в Ап называется тангенционально вы­

рожденным ранга г, если его касательная плоскость зависит от 
г параметров, г<т, Такое подмногообразие состоит из {т—г)-
мерных плоских образующих, вдоль каждой из которых каса­
тельная плоскость не меняется [1]. 

Т е о р е м а 7 ([18]). Для того чтобы поле vp нормальных 
р-мерных направлений на оснащенном подмногообразии Мт в 
А„ было параллельным, необходимо и достаточно, чтобы все 
плоскости .V-'(x), х(Шт, образовали тангенционально вырож­
денное подмногообразие Vm+P пространства Ап размерности 
ffl-j-p ранга т. 

Рассмотрим подрасслоение №(Мт), определяемое парал­
лельным полем нормальных р-мерных направлений vP. Каждый 
слой Nv(x) этого подрасслоения представляет собой р-мерную. 
цеитроаффннную плоскость, на которой векторы ея вместе c 
ТОЧКОЙ х составляют аффинный репер. При этом 

den —Я>Й + Ф£в« + <Р«в»- (6> 
Так как ё« •--• .-&?«, то, в силу (1.1) и (5), 

de'n—£>ае< + 0&р-
Сравнивая последнее равенство с (6), получим 

qft^e!.. <й = 0, <& = &С1
Л}Ф'. (7) 

Составим следующие 2-формы Ф£.-йф£ —фйЛФс, которые, в силу 
(7), примут вид 

<DS.-d9&-eSAeS. (8> 
Имеет место следующая 

Т е о р е м а 8 ([21]). В подрасслоении №{Мт), определяе­
мом параллельным полем vP нормальных р-мерных направле­
ний, индуцируется цеитроаффииная связность. Формы (8) яв­
ляются 2-формами кривизны этой связности. Горизонтальное 
распределение Г«, которое индуцирует центроаффинную связ­
ность в Â -p(-M-m), получается присоединением к точке у=(х-\-
•f6"e„)eNi'(x) m-мериой плоскости, проходящей через эту точ­
ку и параллельной касательной плоскости Тх{Мт)-

Т е о р е м а 9 ([21]). Для ТОГО чтобы нормальная центроаф-
финная связность в нормальном аффинном подрасслоении 
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<NP(Mm) была плоской, необходимо и достаточно, чтобы ее 
горизонтальное распределение Г т было инволютивным. 

Далее рассмотрим оснащенное подмногообразие Мт, допускаю­
щее параллельное поле нормальных p-направлений v^ с плоской 
нормальной связностью в Np (Mm). Специализируем реп&р 
в Nx{Mm) так, чтобы ^го векторы е„ принадлежали инвариантной 
p-мерной плоскости Np(x). Тогда 1^ = 0 и уравнения поля (3) 
примут вид со̂  = !,лйШй. Если в условие (5) параллельности поля 
нормальных p-направлений vp подставить |£--=0, |&=б£, то они 
примут вид 

сС.= 0. (9) 

При этом Ор-=Шр. Из (1.2), в силу (9), (1.4), (1.6), находим: 
О ? , г — 0. (10) 

Легко заметить, что в этом репере условия плоскостности нормаль­
ной центроаффинной связности в Np(Mm) имеют вид: 

Объединение последнего соотношения с (10) дает 

С Р Л = 0 . (И) 

О п р е д е л е н и е ; Пучок С/ = 1РСР.)- в подрасслоении 
Np(Mm) называется простым, если на Мт существует нормаль­
ное векторное поле •so'.-v.p, для которого аффинор Cfilo) имеет 
простую структуру, т. е. его матрица приводима к диагональ­
ному виду. 
-.. Пусть Clj(h,0) имеет s собственных значений с кратностями 
P\,---,Ps (~i•+ . • • -\-ps — m) соответственно. Имеет место 
следующая 

Т е о р е м а 10 ([21]). Пусть оснащенное подмногообразие Мт 
в Ая допускает параллельное поле нормальных p-направлений vp 
c плоской нормальной связностью в подрасслоении Np(Mm) 
и пусть пучок Ъ^Ср/ является простым, т. е. содержит С) (<;-) 
простой структуры. Тогда подмногообразие Мт несет сопряжен­
ную систему распределений размерностей ри . . . , А (Pi + p2+- . - . 
-... -\-ps — m), совпадающих c кратностями собственных значений 
.аффинора б'у(Ео). 
•> 2. Рассмотрим специальный случай, когда p---l, т. е. когда 
•подмногообразие Мт допускает параллельное поле одномерных 
•нормальных направлений vi. 

Дифференциальные уравнения геометрического объекта, 
определяющего поле; одномерных нормальных vi в N(Mm) , 
можно получить из (2), если в нем: положить я, р== 1. Оно имеет 
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следующий вид 
rftf+6?<oS-el6?-s«>-. 

Тогда из (5) получим аналитическое условие, определяющее 
параллельное поле одномерных нормальных направлений в сле­
дующем виде 

di f+ i f^ -e l i f . (12) 
Из теоремы 1 в случае р = 1 следует: в расслоении Л?'(./Ит), 
определенном параллельным полем нормальных направлений 
vi, индуцируется центроаффинная связность. Из (8) для 2-форм 
кривизны индуцируемой центроаффинной связности (см. тео­
рему 8) получим выражение 

©!=dei. 
Рассмотрим оснащенное подмногообразие Мт аффинного 

пространства Ап, c параллельным полем нормальных одномер­
ных направлений v. и с плоской нормальной связностью в рас­
слоении Nx{Mm). 

Условием, определяющим плоскую нормальную центроаф-
финную связность в расслоении Nl(Mm), будет Ф1'=-0, т. е. 

d9!-=0. 
Отсюда следует, что в случае плоской связности в N1 (Мт) 
форма 0] локально является полным дифференциалом, и вектор 
I —£?-•<*, определяющий направление поля v1, можно пронормиро­
вать так, чтобы 01=0. После этого уравнения (12) примут вид 

dia+s4=o- (-3) 
С другой стороны, 

dS — V ^ + iV.e,, 
где 

VJ-6-y-.Eeea=--(rf|e+lP«-p)e« " ; . 
представляет собой ковариантный дифференциал векторного 
поля в нормальной связности оснащенного подмногообразия 
Мт в Ап. Поле % называется параллельным векторным полем 
[4], если V4|,--?0. Сравнение с (13) показывает, что параллель­
ное поле одномерных нормальных направлений v1 с плоской 
нормальной связностью в .V1 (Мт) определяет параллельное 
нормальное векторное поле на Мт, и наоборот. 

3. Пусть Мт является оснащенным подмногообразием в Ап и 
пусть подмногообразие М'т пересекает его произвольную нормаль­
ную плоскость N (х) в точке х'. Подмногообразие М'т называет­
ся параллельным к Мт если, касательные плоскости Тх(Мт) и 
Тх:,(М'т), во всех соответствующих точках х и х ' параллельны. 
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Теорема 11 ([4]). Оснащенное подмногообразие Мт аф­
финного пространства An допускает параллельное поле одно­
мерных направлений vi c плоской нормальной связностью в 
расслоении .V1 (Мт) тогда и только тогда, когда существует па­
раллельное ему подмногообразие Мт'. Введем тензор 

и назовем его основным аффинором нормального векторного 
поля | на оснащенном подмногообразии Мт. Из теоремы 7 
следует, что совокупность прямых Nl(x), проходящих через 
точки xdMm в направлениях векторов параллельного нормаль­
ного векторного поля | , образует тангенциально вырожденное 
подмногообразие Vm+i размерности m+l ранга т. Найдем 
фокусы образующей Nx{x) этого подмногообразия Vm+i. Точка 

#=x+M 
будет фокусом образующей N]{x), если вектор dy параллелен 
вектору I [1]. Легко установить, что для фокусов имеют место 
уравнения 

(flj + XCy)©. —О. 
где основной аффинор С) построен для рассматриваемого парал­
лельного векторного поля £. Положим в этих уравнениях %— — —. 
Тогда они перепишутся в виде 

( C J — {mu}6J)co.'-—0. 

Значения параметров \i, определяющие фокусы на образующей, 
находятся из уравнения 

det (Cj-цб])=0, 
которое представляет собой характеристическое уравнение аффи 
нора С). Образующая N1 (х) несет столько различных фокусов, 
сколько различных собственных значений имеет аффинор С\. 

Теорема 12 ([4]). Пусть оснащенное подмногообразие Мт 
в An допускает параллельное нормальное векторное поле | и 
пусть основной аффинор поля | является простым. Тогда под­
многообразие Мт несет голономную сопряженную систему рас­
пределений размерностей pi,..., p6 (p i+ . . . +ps = m), совпада­
ющих с кратностями собственных значений аффинора Cf. 

§ 3. ГЕОМЕТРИЯ ОСНАЩЕННОГО ПОДМНОГООБРАЗИЯ 
С ПЛОСКОЙ НОРМАЛЬНОЙ СВЯЗНОСТЬЮ 

1. В § 1 рассматривалось оснащение подмногообразия Мт 
в An, которое индуцирует плоскую нормальную связность. Рас­
смотрим теперь более подробно локальное строение оснащен-
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ных подмногообразий Мт с плоской нормальной связностью 
в Ап. 

Условие того, чтобы связность в нормальном расслоении 
была плоской, геометрически означает, что результат парал­
лельного переноса любого нормального вектора не зависит от 
пути на подмногообразии Мт. 

Т е о р е м а 13 ([18]). Для того чтобы нормальная аффин­
ная связность оснащенного подмногообразия Мт была плоской, 
необходимо и достаточно, чтобы подмногообразие Мт допуска­
ло (п—т) -параметрическое семейство параллельных подмного­
образий. 

Из того, что в предположениях теоремы 1 система (2.13) 
вполне интегрируема, следует, что нормальное векторное поле 
на Мт, векторы которого соединяют соответствующие точки 
параллельных подмногообразий Мт и Мт', является парал­
лельным в нормальной связности. Следовательно, если нор­
мальная связность плоская, то произвольный вектор простран­
ства Nx(Mm) можно включить в параллельное векторное поле. 

Отметим следующий результат, который тесно связан с 
теоремой 10 и получается из нее, если в ней положить 
р = п—т. 

Т е о р е м а 14 ([18]). Пусть оснащенное подмногообразие 
Мт в An обладает плоской нормальной аффинной связностью 
и пусть пучок основных аффиноров оснащения простой- Тогда 
подмногообразие Мт несет сопряженную систему распределе­
ний размерностей р ь р2, .. -, ps (P1+P2+. • .+Ps — m), совпада­
ющих с кратиостями собственных значений аффинора CV(..\.o), 
где Х0=Ховеа. 

Т е о р е м а 16 ([18]). Если оснащенное подмногообразие Ли 
аффинного пространства An обладает плоской нормальной 
связностью, то индуцируемая этим оснащением внутренняя гео­
метрия Мт будет эквиаффинной. 

2. Пусть Mn_i является оснащенной гиперповерхностью в 
An. Нормали образуют тогда конгруэнцию, фокусы которой 
находятся из условия 

dy=Xen, 
где у = je+p.~n — радиус-вектор произвольной точки нормали, 
определяемой вектором еп. Для определения фокусов и фо­
кальных направлений этой конгруэнции получим систему урав­
нений 

(бу + рС})©-—0, i, 7 = 1 и—1, 
где 

det(6; + pC;)=-0. 
Если конгруэнция нормалей имеет п—\ различных фокусов 

на каждой нормали, то через каждую прямую этой конгруэн­
ции проходит ti—\ развертывающихся поверхностей. Эти раз-
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вертывающиеся поверхности пересекают гиперповерхность 
Mn-i по линиям, называемым линиями кривизны оснащенной 
гиперповерхности, соответствующим данному оснащению. Каж­
дое оснащение гиперповерхности в общем случае индуцирует 
на ней сеть линий кривизны. 

Оснащение гиперповерхности Мп-\ называется сопряженным 
[13], если определяемая им сеть линий кривизны на Mn-i яв­
ляется сопряженной сетью, 

Т е о р е м а ([18]). Нормальная аффинная связность на ос­
нащенной гиперповерхности Мп~\ является плоской тогда и 
только тогда, когда оснащение сопряженно. 

Из теоремы 5, теоремы 1, теоремы 13 вытекает следующее 
геометрическое следствие. Семейство аффинных нормалей (т. е. 
нормалей Бляшке) гиперповерхности Mn-i является сопряжен­
ным оснащением, и-Mn-i по этому оснащению допускает одно-
параметрическое семейство параллельных гиперповерхностей. 
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