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О ГРАНИЦАХ ПРИМЕНИМОСТИ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ВОЛНЫ, 
РАСПРОСТРАШШЩЙСЯ ВДОЛЬ ВОГНУТОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

В в е д е н и е . 

В теории дифракции хорошо известна классическая задача о 
дифракции волн на гладком выпуклом теле» Существенный вклад в ре­
шение этой задачи внесли работы В.А.Фока сороковых, начала пяти­
десятых годов[I] . Именно работы В.А.Фока привлекли к этой задаче 
внимание многих других исследователей и сделали ее классической. 
С геометрической точки зрения внешняя по отношению к рассеивающе­
му телу область делится на три части; освещенная область, полу­
тень и теневая область. В освещенной области коротковолновая асим­
птотика находится лучевым методом, в теневой области асимптоти­
ческие формулы также могут быть построены при помощи некоторого 
уточнения лучевой концепции и только в полутени, где отраженная 
волна и падающая имеют близкие фазы и где наложение этих волн 
должно описывать плавный переход из освещенной области в теневую, 
асимптотические формулы имеют более сложное строение, интегралы, 
описывающие волновое поле в полутеневой области, обладают тем за­
мечательным свойством, что при перемещении точки наблюдения в ос­
вещенную и теневую области они упрощаются и переходят в соответ­
ствующие формулы геометрической теории дифракции. 

Значительно менее исследована в настоящее время, задача о 
распространении волн вблизи гладкой вогнутой границы шара. Если 
источник волнового поля помещен на самой границе или в ее окрест­
ности, сравнимой с длиной волны, вдоль границы распространяется 
так называемая поверхностная волна интерференционного типа. По 
мере удаление точки наблюдения от источника колебаний или увели­
чения частоты от поверхностной волны "отпочковываются" волнн гео­
метрической природы, испытавшие одно, два8 три и т.д. отражений 
от границы тела. Саму же поверхностную волну можно представить 
себе как результат наложения (интерферешиш) геометро-оптических 
волн, число отражений которых от границы тела не меньше некоторо­
го числа, зависящего от частоты и положения точки наблюдения. В 
известном смысле пограничная полоса, в которой распространяется 
поверхностная волна, аналогична зоне полутени в задаче дифракции 
на гладком выпуклом теле. Однако, поскольку в случае поверхност­
ной волны в пограничной полосе происходит наложение не двух волн 
как в зоне полутени, а бесконечно большого их числа, асимптотичес­
кие формулы для волновых полей в этих областях несмотря на общие 
черты в тоже время заметно отличаются друг от друга. 
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Поверхностная волна сравнительно легко может быть выделена 
и исследована для вогнутой круговой или сферической границы» Та­
кое исследование было проведено для упругих волн типа S H , рас> 
пространящихся вблизи поверхности шара £2] . Аналогичная волна, 
имеющая интерференционную природу изучалась в задаче дифракции 
на прозрачном цилиндре с относительным показателем преломления 
меньшим единицы [з] . 

Позднее, асимптотические формулы, полученные в этих эталон­
ных задачах, были обобщены на случай произвольной вогнутой грани­
цы [4] - Еб] . В этих работах нет строгого математического дока­
зательства асимптотического характера полученных формул, хотя и 
дана оценка поправочного члена, т.е. члена следующего за главным 
в формальном разложении поля по отрицательным степеням частоты. 

По необходимости эти оценки, как и все оценки такого рода, 
являются сильно загрубленными. В связи с этим встает очень важный 
для приложений воцрос: начиная с каких частот на самом деле можно 
использовать полученные в [4] - [63 асимптотические формулы. От­
вет на этот вопрос может дать численное сравнение асимптотической 
формулы и точного решения какой-либо конкретной задачи. В качест­
ве такой задачи нами была выбрана плоская задача о поле точечно­
го источника, помещенного на внутренней стороне идеально отражаю­
щей параболы. 

Оказалось, что значения нормальной производной волнового по­
ля (поверхностных токов) на параболе, вычисленные при помощи ря­
да, представляющего точное решение, совпадают с удовлетворитель­
ной точностью со значениями, получаемыми из асимптотической фор­
мулы, уже при 2к§г^/ i~2 , где к - волновое число, "§* -
параметр, характеризующий раствор параболы. С. увеличением пара­
метра 2'К*=* , это совпадение улучшается и при 2кЦ*=<? от­
носительная погрешность асимптотической формулы становится менее 
3%. Однако, по мере роста 2к^,* трудности, связанные с вычис­
лением суммы ряда, быстро возрастают. Это обстоятельство застави­
ло нас ограничиться проверкой совпадения асимптотической формулы 
и точного выражения для волнового поля, лишь для ZK%*£. 1. 

Выполненные расчеты можно рассматривать как "эксперименталь-
нуюи проверку на частном случае общей формулы. В качестве такого 
частного случая нами выбрана задача с параболической границей по 
следующим соображениям: во-первых, в выбранной задаче решение 
сравнительно просто строится методом разделения переменных и во 
вторых, задача с параболической границей отличается от эталонной 
задачи с круговой границей, при исследовании которой были найде­
ны основные закономерности распространения волн вдоль вогнутой 
границы, перенесенные затем на общий случай. 
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В первом параграфе статьи выписывается асимптотическая фор­
мула для поверхностной волны в случае произвольной границы и за­
тем она преобразуется применительно к параболической границе. Во 
втором параграфе решается задача о поле точечного источника внут­
ри параболы. Точное решение, имеющее первоначально вид контурно­
го интеграла, преобразуется в ряд, достаточно быстро сходящийся 
при небольших значениях 2/кИ* . Результаты вычислений поверх­
ностной волны по точной формуле и асимптотической приводятся и 
обсуждаются в третьем параграфе. Детали, связанные с вычислением 
функций параболического цилиндра и суммированием бесконечного ря­
да, даны в приложении. 

§ I. Асимптотическая формула для поверхностной волны 
интерференционного типа 

Задача, в которой возникает поверхностная волна интерферен­
ционного типа формулируется следующим образом (см. Е43 ) . 

Пусть & - граница бесконечной плоской области S«? , в 
которой волновое движение описывается уравнением Гельмгольца 
^ + ! ^ + _^L_«=0, il = U(x,u;u>), (I.I) 
Эх* М * ег(х,у) ' « ' v 

при краевом условии 
U\s - <Г(4) . (1.2) 

В уравнении (I.I) ю - циклическая частота (зависимость 
колебаний от времени определяется множителем е~ »с(х,ш 
- скорость распространения волн. В условии (1.2) Л*> - дельта 
функция, описывающая поверхностный источник, * - длина дуги 
кривой. 

Кроме уравнения (I.I) и краевого условия (1.2) должны быть 
сформулированы условия, выделяющие единственное решение задачи. 
Таким условием при строгой постановке задачи мог бы быть, напри­
мер, принцип предельного поглощения. Для наших целей достаточно 
потребовать, чтобы асимптотика функции U(ff,U; со) при со-*- во 
содержала лишь волны, расходящиеся от источника. 

Относительно границы S мы предполагаем, что ее эффектив­
ный радиус кривизны Фи) строго положителен, т.е. 

—Le_J <><<•*) > о (1.3) 
Здесь (̂.4) - обычный радиус кривизны кривой S » Св(4) и 
СД4) - значения скорости и ее нормальной производной в точ-
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ках границы. Условие (1.3) эквивалентно при с(ос,ш=£ условию 
вогнутости кривой £ •- При этом условии граница £ освещена 
источником: в любую точку границы р приходит бесконечное мно­
жество отраженных лучей (экстремалей функционала J , -- ) . При 
выполнении противоположного неравенства возникает зона тени, т.е." 
такая окрестность источника, которая остается непокрытой отрезка­
ми лучей, выходящими из источника. 

Поверхностной волной интерференционного типа ^ м мы назы­
ваем ту часть высокочастотной асимптотики волнового поля U(OC,M;W) 
в задаче (I.I)-(I,2), которая представляет собою волну, распрост­
раняющуюся вдоль границы $ (содержит быстроосцилирующий множи­
тель eocp(itjf _°(£_ ) и которая будучи сложена с М геометро-
оптическими "слагаемыми, дает полное асимптотическое представле­
ние функции U(x,y,co). 

. Для нормальной производной й' поверхностной волны на грани­
це Ъ имеет место формула 

-M*J -ig- . ± . ^.еЧта&^О^)] , (1.4) 
где &м CJ") - специальная функция от приведенной длины дуги 

ГЧ*? j o/t 

&(ъТ/3ш 
(1.5) 

определяется интегралом 

вое т 
В интеграле (1.6) V(t), iAr4(t) и u^сЬ - функции Эйриг 

оое 1?<И» 
Целое число М удовлетворяет неравенству 

X _ j < M 4 X (1.7) 
и указывает, сколько отраженных границей воля геометро-оптической 
природы, помимо поверхностной волны, наблюдается при данном зна-

Я'В электродинамических задачах при краевом условии W|<.= 0 нор-
ЪЧ I й 

мальная производная дп Ь описывает поверхностные токи, наве­денные полем источника. й 
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чении jf . • . 
На малых расстояниях от источника (.j~< 0,8) формула непри-

менима вследствие медленной при малых у сходимости интеграла 
(1.6) на верхней части контура интегрирования. 

В поправочном слагаемом в (1.4) можно выделить дальнейшие 
члены асимптотического разложения, которые будут иметь порядок 
<ds» & ь и т.д. и будут выражаться через производные 

функции & „ ф - . 
Вывод формулы можно найти в [4] , [7] . Таблицы специальной 

функции QtMLp опубликованы в [8] , [7] . 
Цель настоящей статьи, как указывалось во введении, сравнить 

ЫЛ \ значения — й , которые определяются формулой (1.4), со 
значениями, найденными из точного решения в конкретной задаче, 
когда cXx,tp=i и кривая & является параболой. Преобразуем 
формулу (1.4) применительно к этому случаю. 

Введем параболическую систему координат Ч,^ (о**|<:оо > 
- « 5 < ^ < оо) . Связь декартовых координат х . и с параболи­

ческими g у определяется формулами 

При пользовании параболическими координатами по отрицатель­
ной части оси абсцисс "§ = О следует провести разрез и считать 
7> 0 на верхнем берегу и ? < О на нижнем. В координатах 

Ш,7 квадрат элемента длины дуги о/(Г выражается формулой 
d^-l^+tK^+df). (1.9) 

Пусть в параболической системе координат § , ̂  парабола 
$ описывается уравнением 

ty*-4?s*($=*-x) ~ в Декартовой системе). Радиус кривизны р 
такой параболы в точке с координатами ̂  , \ равен 

Поместим источник в вершину параболы(§=§, ,^= О и вы­
числим приведенную длину дуги ^ для точки наблюдения с коорди­
натами С^=^ч,'7) . Используя формулы (1.5),(1.9) и (1.10), 
находим у. 
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to где <--£- волновое число. Безразмерная величина 

в дальнейшем будет играть роль большого параметра задачи. Введем 
также безразмерную координату точки наблюдения 

Тогда, вычисляя интеграл в формуле (I.II), получаем 

Запишем в формуле (1.4) все множители в безразмерных параболичес­
ких координатах Р , а .Это приведет нас к следующей формуле 

ai/Ml 
яда I T L ,-. 

Эп g ^ т/рТррср^) 

Если приведенная длина дуги у.^ 3,4 и 14=0 , то пря­
мая волна с геометро-оптическими характеристиками, не говоря уже 
об отраженных волнах, еще не сформировалась, и поэтому при 

ъи 
ностной волной 

Y" «s 3,4 асимптотика j ~ ^ полностью описывается поверх-6 ЬИ0 9n.lg 
Ъп 

§ 2 . Поле точечного источника внутри параболы* 
В этом параграфе вначале будет выведено интегральное пред­

ставление для волнового поля G- точечного источника, помещенно­
го внутри параболы: 

f-*&*:-*), (2.1) 
а затем при помощи формулы Грина получено выражение для волнового 
поля источника, действующего на самой параболе. 

Функция Gr=GrC М,Мв; кг) обычно называемая функцией Грина, 
является решением задачи: 

A & i - ^ G - — ( Г С М , М . ) , M , M 0 6 S S , (2.2) 

S (2.3) 

G T G L ( S 2 ) при JmK>0 . (2.4) 
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Здееь Д - оператор Лапласа; М и И 0 точки наблюдения и 
источника, Q - область, ограниченная параболой (2.1)* (Усло­
вие (2.4) заменяет принцип предельного поглощения). Решение задач 
дифракции на параболе, близких к рассматриваемой, известно в ли­
тературе [9J , [10] . Однако, метод, которым мы будем пользовать­
ся, по своей простоте намного превосходит метод работ [9] , [10]. 
Он впервые, по-видимому, встречается у Тичмарша (см. [II] ) , ис­
пользуется и упоминается также в работах [123 , [13] , [14] . 
Суть метода состоит в следующем. Если переменные в задаче (2.2)-
(2.4) разделяются,1 то функция Грина G- может быть представлена 
в виде контурного интеграла 

GrCl1,M.;K*b^]^W)V«,'i)-i"/,)<,//' (2'5) 
от функций Грина $, Cvjv;; jf) и <̂ (И; ?0; -у) одномерных задач, 
на которые распадается задача (2.2)-(2.4). Интеграл (2.5) распро­
странен по контуру X в комплексной плоскости постоянной разде­
ления л/ , причем особенности ^ расположены справа от кон­
тура ^ , а особенности 0,% - слева. Поскольку в нашем случае 
кривая % - парабола, разделение переменных в уравнении (2.2) 
естественно проводить в параболических координатах (1.8). Однако, 
наличие разреза ^ = 0 приводит к необходимости разбить функцию 
Грина (т на четную и нечетную части относительно оси абсцисс 
(̂ =0) : 

G - - & + G-. 
Для & и 

Н 
выполняются равенства 

о, %\ = 0 ' 
которые позволяют построение функции Грина на всей плоскости за­
менить построением G-x и бгн только для верхней полуплоскости 
свободной от разреза. В параболических координатах Ц , ̂  (см. 
§ I) функции G-_ и G- являются решениями следующих задач 

I. 

2. 

ŝ Gr, w tfG--
^ • g ' *V F+/*(̂ 7 VV-i^-i0,7-7J, 

^W0 

3. ̂ ,н еЬ ьС^), № / • o ^ = ^ , о*7<оо), 
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4. ^ 

Обратимся 

= 0, 
1J-0 

к построению 

= О 

^ ^ ' К ^ ^ Ь / ^ ^ о ^ ^ Л Л о ^ ^ • (2.6) 
Одномерные функции Грина fl и а соответственно удовлетворя­
ют требованиям 

^ ^ = о 

Уравнения 

?>^V)^°, ?^^V^=° (2.7) 
простой заменой переводятся в уравнение 

решениями которого являются функции параболического цилиндра 

ЧСН)> Я . С - г ) > ^ - < а 2 ) > ^ <"**>. (2.9) 
Функция 'чО'Сг) определяется равенством f I5 j : 

Г 

(Z7w « ™л j 'Л OfW+-f) г где Jj<pi,j&', ЯМ+тр^ x +Г7 Г?7 х f • • • - вырожденные гипер­

геометрические ряды и Г(зс) - гамма функция. При Z -*- оо и 
|ол^г|< ^t- справедлива асимптотическая формула 
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1Эт(г)=е " ̂  'т {^0(-|г)}. (2.И) 

Наряду с функцией ы ^~) существенное значение дая нас будут 
Е М , Г"С4' 

т(г) и нечетное h (2) решения уравнения 
(2.8): m "* 

\-т\ -м 
Ei" ' J2)« ifip 

.*.._£ 
^W^^-^'^^'TiT], (2.I2) 

E V ^ ^ ^ 4 ^ ? ( ^ * ^ ) . ( 8 . 
~m fT 13) 

Очевидно, мы получим решения уравнений (2.7), если в формулах 
(2.9)-(2.13) положим 

. 1 С .•re 
и z=2K*e" t T £ Hra2=jZ*c*e"L*7. 

Отметим, что при Jm к > О 

Используя соответствующие решения первого уравнения (2.7), обыч­
ным образом (см..например, [16] ) находим 

где :Ж 
^ = T K " > - i > 3t=e- t--2-K*, 

иТл/^f *, f J= 'T~L '^ i~7^ ^ ~ 0 ПР еД е л и т е л ь Вронского. При помо­

щи формул (2.10) и (2.12) устанавливаем, что тН 

Для Q (7 "7о; -it) получаем формулу 

gilt,, д . . - ^ < * ? > > Е т , ( * Ъ 

¥L^L, Е ] 
Z. 4. 
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где 

И ги^ 

Подставляя функции ^ и ^ в формулу (2.6) и выполняя замену 
переменной 

i - -1 

приходим к равенству 

*' (2.14) 

E i 4 _.д(*§<) * ь % 

Выясним расположение контура интегрирования на комплексной плос­
кости i . Подынтегральная функция имеет два бесконечных семей­
ства простых полюсов: нули функции Е « (*§.,) - особеннос-
ти функции Грина 9/ii,§0; /*' » и полюса Г(5 + -£•) ~ особеннос­
ти функции Грина g. C7,7„j ->»*) • Полюса р(-4+^-) . располо­
женные при i=N+jf , компенсируются обращением в нуль квадрат­
ной скобки, т.к. 

Е(О) -,^х^) расположены на плоскости з на мнимой оси 
выше точки — - 5 A = - L —-̂ - , полюса I (* + Y ) ~ в точках 
4=_f\|_i. , Ц = 01 1 ...» Таким образом, в качестве контура 
интегрирования &' можно взять прямую параллельную мнимой оси: 

4= <Г+ Lr , 
где 0"е(—^ , 0) и т изменяется от-м до с« „ Совершенно 
аналогично строится нечетная часть G-H(s=,7; 1 о>7 0) Функции 
Грина. Соответствующая формула имеет вид 

61 



(2.15) 

Складывая интегралы (2.14) и (2.15) получаем полную функцию 
Грина G-C5,1? ;^о ,1/о) . Интегралы (2.14) и (2.15) по теореме 
вычетов, примененной либо к полюсам Г(б + -г-) и Гол--) , 
либо к нулям L №%) и К 1 №§,) , могут быть сведе-
ны к бесконечным рядам. 

Цолучим теперь интегральное представление для решения № 
задачи (1,1)-(1.2) в том случае, когда кривая $ - парабола . 
(2.1) и С(эс,ш=1 . Источник колебаний будем считать помещенный 
в точку с координатами ^ , ̂  . 

Функция Грина Q . ^ , ? ; ^ «j и решение 1 Л ( ? , 7 i ^ f l j t 

соответствующее поверхностному источнику, связаны равенством 

вытекающем из формулы Грина. Воспользовавшись далее соотношением "dg Ъ 1 Ъ 

и подставляя значения определителей Вронского 

(2,16) 

• со) т ь ь -\% H* + i 

получаем ^ 

[r^C^#S^>^< (2Л7) 
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где ̂ ^ птах-LV, 741 , 7<= ruin [7, 7<] • Подсчитаем значение 
aw / Xd+t на поверхности параболы g = g . Воспользовавшись 

снова формулой (2.16), находим 

Ъй _к i £ г 1-1 

где штрих у функции Е ^ Д Ж ^ ) обозначает производную по все­
му аргументу. 4 * 

Поместим источник, так же как и в конце § I, в вершину пара­
болы, т.е. положим 7^ = 7^ = 0 . Тогда 

Ы1_ к 
9ft jto'A g 

При 7 > 0 интеграл (2.19) можно вычислить по теореме о выче­
тах в полюсах, совпадающих с нулями функции Е<0\(зе? ) • Обоз-
начив эти нули &п,п~1,1г,., .получим 

В безразмерных параболических координатах р=2,Ке*. и 4,= #к9 г 

этот .результат запишется в виде 

Оценим быстроту сходимости ряда (2.20). Очевидно, быстрота сходи­
мости ряда (2.20) зависит от поведения множителя 

е с у - Г Т * Г ( 1 Т П + 1 ) ^ ^ _ , ̂ Щ ) . 

При 'C>J>I и т:< -Z имеет место асимптотическая формула 
[9] : 

V о Г1г(д 
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где c-hcC=ty/ r̂ .Из этой формулы вытекает, что члены ряда 
(2.20) начинают экспоненциально убывать как только Т^ стано­
вится достаточно большим положительным числом. Если f > fy/ц , 
то 

c ( t : ) = e L T A f F j ^ exp[-vfr-ty+ti<n9,fl][u.0{±-)] , 

где cosp = . При т » ^ / ^ формула (2.21) упрощается 
О С*) = e - L ? ^ e o c p [-iV^c ]{i + 0 (-£.)} 

и, следовательно, при Т > л ^ экспоненциальное убывание членов 
ряда сохраняется. 

Таким образом, основной вклад в сумму ряда (2.20) вносят 
лишь те слагаемые, для которых Тп< о . Число отрицательных 
корней функции Ei"! Ле^^&р) » т.е. число таких слагаемых, 

* IV- и- Г г. приблизительно равно рАтс . 
Если P/lMc»i , то вычисление /дп посредством ряда 

(2.20) становится не эффективным. 
В следующем параграфе будет проведено численное сравнение 

значений суммы (2.20) со значениями, получаемыми из асимптотичес­
кой формулы (I.I3) при М = 0 , когда J^J =lMs.| 

§ 3. Численные результаты и их обсуждения. 

Вычисление поля поверхностной волны ̂—- по асимптоти-
ческой формуле (I.I3) не представляет труда, поскольку функция 
G-oC}p) цротабулирована. Значительно более трудоемко вычисле­

ние волнового поля |£ I по формуле (2.20). Вычисление от­
дельных членов ряда (2.20) и его суммирование проводилось при по­
мощи электронной вычислительной машины БЭСМ-З. Программа для вы­
числения - — L HCttfl(—— I ) составленная на АЛГОЛЕ, со-

dtl/ *> * oft s>' f 
держит ряд вспомогательных процедур: 

1. вычисление гамма-функции Г(х+1.и) , х > 0 ; 
2. вычисление функций параболического цилиндра 

^Де1?т/гр), Ъ^^ё^Щ) и производной 
/ . 1С 

3. вычисление корней ьтл функции С ^ ^ д е нч2,р); 
4. вычисление производной -*-£ «Ce^-i/iC) 
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Вычисление гамма-функции проводилось по формуле 

п Г(3-юс+ t-ч) 
I (зи-Ц»)= -* , 

позволяющей заменить вычисление Г(эс+1Ш при малом joct-ty/ 
вычислением Г(3+зс+1-ч) по асимптотической формуле Стирлинга 
с тремя поправочными членами. 

Для вычисления функций параболического цилиндра использова­
лись вырожденные гипергеометрические ряды (2.12),(2.13) и форму­
ла (2.10). В приложении эти ряды выписаны в форме удобной для ма­
шинного счета, а также дана формула для вещественной и мнимой час­
ти суммы ряда (2.20). 

Корни 1г л функции Eu^-_±te~'''^ Лр) определялись по ме­
тоду "деления отрезка попалам", причем значения функции 

E Co) _L1C f , 
Д е ч Via,) вычислялись при помощи ряда (П.1). 

Этот способ, предельно простой по своей схеме, позволяет опреде­
лить Vn с большой степенью точности. 

Для вычисления производной -j~^° 1(е1*'$Ьр)\ 
применялось соотношение [9] » 

el с " , -i-f га-1 

где 
#*:S>-*«a п=р 

о 
Вычисление интеграла в (3.1) осуществлялось по формуле Симпсона с 
автоматическим выбором шага (использовалась стандартная программа). 
Заметим, что подынтегральная функция осциллирует на промежутке ин­
тегрирования. Число осцилляции зависит от величины р и увели­
чивается с рос.том р . Это обстоятельство осложняет вычисление 
интеграла в (3.1) при больших |° . С ростом р ухудшается так­
же сходимость рядов (П.1),(П.2), представляющих функции параболи­
ческого цилиндра, а также сходимость ряда (2.20). Поэтому в наших 
расчетах величина р изменялась в пределах от I до 7. 

Поясним выбор значений безразмерной координаты точки наблюде­
ния fy , для которых проводились вычисления. Поскольку в форму­
ле (I.I3) Функция Gre(T) протабулирована с определенным шагом 
по у , было удобным фиксировать р и f . При фиксирован-
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ных р и у* величина fy определяется по формуле 

С ростом у величина fy экспоненциально возрастает. Экспо­
ненциальный рост ^ приводит к тому, что в рядах (П.1) и (П.2), 
которые используются для вычисления функции^ . ^ s ^ ^ i b l ) 
приходится учитывать очень большое число слагаемых уже при >•>& 
и р»1 . Это обстоятельство заставило нас ограничиться значе­
ниями у =H,6 . При Х">*,б функцию^. т ^а'^Щ) 
следует вычислять уже при помощи асимптотической формулы» 

Вычисления волнового поля ^~- J по формуле (2.20) при­
водилось при следующих значениях параметров 

U p ^ i f , 0,8 **Y^*> 6 (3,2) 

с шагом 1 по р и шагом 0,2 по ]р . При этом величина q, 
колеблется в пределах 4,4 * ̂  ̂  { 3 . Суммирование в формуле 
(2.20) прекращалось как только члены ряда становились меньше Ю~3 

Поскольку ряд (2.20) сходится экспоненциально, отброшенный при 
этом остаток ряда не внесет большой погрешности. Для контроля 
этой погрешности при некоторых значениях параметров суммировалось 
шесть-семь членов ряда (2.20). При этом оказывалось, что вклад 
этих дополнительных членов изменяет лишь третью значащую цифру. 

Результаты проведенных вычислений сведены в таблицу. Для 
каждого ^ в первой строке даны значения безразмерной координа­
ты точки наблюдения ty . Во второй и третьей строках приводятся 
значения поверхностной волны, вычисленной соответственно по точ­
ной и асимптотической формулам. Величина в четвертой строке 

nJ<&W&<\\ .тг 
- относительная погрешность вычисления модуля поверхностной вол­
ны. 

В последующих 5,6,7 строках приведены точные и асимптотичес­
кие значения аргументов поверхностной волны и относительная по­
грешность их вычисления 
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*N 

0,8 

I 

1,2 

Р 

Ii,-*3U.| 1 

n 

8% 

Ф 
|k-*M| 1 

| к - г Ж | 1 

5"% 

£ 7 

I 

1,410 

0,286 

0,312 

8 

3,420 

3,224 

5 

2,626 

0,180 

0,200 

10 

3,771 

3,878 

3 

4,654 

0,113 

0,133 

15 

4,473 

4,721 

5 

3 

1,719 

0,152 

0,143 

7 

4,455 

4,272 

4 

2,934 

0,111 

0,105 

5 

5,141 

5,101 

0,8 

4,695 

0,084 

0,080 

5 

6,050 

5,978 

I 

5 

1,947 

0,098 

0,094 

4 

5,270 

5,113 

3 

3,242 

0,075 

0,072 

3 

6,158 

6,131 

0,4 

5,039 

0,060 

0,058 

4 

7,272 

7,166 1 1 

7 

2,13 

0,073 

0,071 

3 

5,989 

5,850 

2 

3,501 

0,057 

0,055 

2 

7,06a 

7,042 

0,3 

5,362 

0,047 

0,045 

3 

8,285 

8,237 

0,6 
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I 

1.4 

1.6 

Г/о 

£7o 

£7. 

8,019 

0,074 

0,092 

19 

5,851 

6,384 

8 

13,594 

P.049 

0,065 

24 

9,870 

9,033 

9 

7,221 

0,067 

0,063 

6,5 

7,631 

7,380 

3 

10,833 

0,054 

0,051 

6 

9,010 

9,212 

2 

7,496 

0,051 

0,048 

6 

8,635 

8,668 

0,4 

10,827 

0,043 

0,041 

5 

10,425 

10,476 

0,5 

7,841 

0,041 

0,039 

5 

9,834 

9,870 

0,3 

11,112 

0,035 

0,034 

3 

11,736 

11,765 

0,2 

Результаты вычислений волны на поверхности параболического 
цилиндра по точной (2,20) и асимптотической (1,13) формулам пока­
зывают, что с увеличением большого параметра задачи р относи­
тельная погрешность вычисления модуля и аргумента поля уменьшает­
ся; Уже при р=о эта погрешность не превосходит во всех рас­
смотренных случаях 10$ и при р= Ц- уменьшается до 3%, Следу­
ет ожидать, что с ростом р погрешность будет уменьшаться. Бы­
ли проведены вычисления и для р= g , При этом обнаружилось, 
что при некоторых значениях параметров погрешность не только не 
уменьшилась, а возросла. Но это обстоятельство объясняется тем, 
что при р» % становятся непригодными для численных расчетов 
точные ряды (П.1) и (П.2), 
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ПРИЛОЖЕНИЕ. 

При вычислении функций параболического цилиндра были исполь­
зованы следующие точные представления [ 9] 

В формулах (П.1 - П.2) приняты обозначения: 

(<*)=<* (<*+!)... оССос+А- /J y O*)0=i , А 

Т \*1*' ..Jit г . ,<r f-n\ 

Отметим, что ряды (П.1),(П.2) удобны для численных расчетов 
при сравнительно небольших значениях % (.о^^^Ч-). 

Из точного цредставления (2.20) для модуля поля поверхност­
ной волны получим 

£U=[o^№w^»T\ 
где 

(П.4а) 
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^ty-'J^i^^C^^-^fl^ 
(П.46) 

где 

п. *• 

У определено формулой (3.1), 

Аргумент поля ^ЛЧ-С-^—L) определяется обычным образом по вычис­
ленным значениям (Ы-^И| ) и ^ / т ( 4 ^ к ) . 
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