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ГОЛОМОРФНАЯ СУПЕРГЕОМЕТРИЯ 
И СУПЕРПОЛЯ Я Н Г А - М И Л Л С А 

Ю. И. Манчн 

ВВЕДЕНИЕ 

Эта статья непосредственно примыкает к работе '[3], хотя 
может быть прочитана независимо от нее. Ее основная цель — 
описать математические структуры, которые лежат в основе 
суперсимметрии — теории поля, в которой группы симметрии 
перемешивают бозоны и фермионы [5]. Наш подход через. 
теорию супертвисторов не является каноническим; в физиче­
ской литературе он применялся в работах [б, 9]. В действи­
тельности, всю эту статью можно рассматривать как непомерно 
разбухший комментарий к богатой идеями второй части за­
метки Виттена [9] (первая часть которой так же, как [8, 3], 
относится к чисто четной ситуации). 

Первая половина работы (с § 1 по § 5) является введением 
в супергеометриго. Она частично повторяет, частично дополня­
ет статью '[2]. Большинство пропущенных доказательств мож­
но найти в [2]. Среди новых моментов следует отметить три: 
обсуждение вещественных структур в конце § 1; понятие пра­
вой связности и комплекса Спенсера, взятое из работы автора 
и И. Б. Пенкова, (§ 4); конструкция плотностей в супергеомет-
рии, принадлежащая А. С. Шварцу и его сотрудникам (§ 5). 

В §§ 6 и 7 описано суперпространство Мииковского и эле­
ментарные свойства суперполей. Мы надеемся, что читатель-
математик сможет после знакомства с ними обратиться к фи­
зической литературе, начиная с обзора [5]. В § 8 введены 
уравнения Янга—Миллса для суперполей по Виттену. В § 9 
содержатся основные новые результаты работы: конструкция 
класса решений суперсимметричных, а также и обычных, урав­
нений Янга—Миллса методом монад, который ранее был 
успешно применен к инстаитоиам [1]. Когомологический ком­
понентный анализ суперполей следует образцу работы [4] и 
использует вычисления из [7]. В § 10 изучены некоторые 
нестандартные супертвисторные конструкции. 

Я глубоко признателен A. A. Бейлиисону, В. И. Огиевецко-
му, О. Огиевецкому, И. Б. Пенкову, А. Рослому, Г. М. Хешей-
ну, А. С. Шварцу за многочисленные полезные обсуждения, 
связанные с предметом этой работы. 



§ 1. ЭЛЕМЕНТЫ СУПЕРАЛГЕБРЫ 

1. Общие принципы. Главные алгебраические структуры, 
имеющие хождение в геометрии, — это кольца (функций, диф­
ференциальных операторов, дифференциальных форм, вектор­
ных полей), модули (пучки модулей) и гомоморфизмы между 
ними. Поэтому все основные законы КОМПОЗИЦИИ естественно 
делятся на мультипликативные и аддитивные. К первому 
классу относится сложение в кольцах и модулях, сложение мор-
физмов модулей; ко второму — умножение в кольцах, коммути­
рование векторных полей, композиция морфизмов, тензорное 
умножение элементов и морфизмов модулей. 

Первая характерная особенность супералгебры состоит в том, 
что все аддитивные группы ее основных и производных струк­
тур г2-градуированы, где Z2 = Z/2Z = {0, 1}. Наши обозначения 
для градуировки аддитивной группы таковы: .Д = .А0®Л1; если 
a6AE однородный элемент степени е, то а .— е. Элементы из Л0 
называются четными, из А-—-нечетными. Любой мультипликатив­
ный закон композиции совместим с градуировкой: ab = a-\-b. 

Вторая характерная особенность супералгебры состоит в 
том, что в определениях, аксиомах и производных от них поли­
линейных тождествах основных структур появляются дополни­
тельные (по сравнению с обычной алгеброй) множители ± 1 . 
Общее эвристическое правило для вычисления этих множите­
лей таково. 

Если в какой-то формуле обычной алгебры появляется не­
сколько мономов с переставленными членами, то в соответству­
ющей формуле супералгебры каждая перестановка соседних 
членов, скажем а и Ь, сопровождается добавлением к этому 
моменту множителя (—1)-\ 

Довольно удивительный метаматематический принцип, ко­
торый выводится из наблюдений над тем, как работает это 
правило, — это его внутренняя согласованность: если коррект­
но учитывать правило знаков в определениях, оно само появит­
ся в теоремах. Вероятно, не стоит превращать этот принцип в 
в метатеорему, иначе есть опасность не заметить самые инте­
ресные ситуации, когда он не применим. Пример такой ситуа­
ции — формула для супердетерминанта, в которой полилиней­
ное тождество detA=-.Ssgns-ai.(i)... anj(n) заменяется в супер-
алгебре выражением со знаменателем (см. ниже п. 12). 

Приведем сначала список определений и простых конструк­
ций, в которых правило знаков работает без особых неожидан­
ностей. 

2. Кольца, коммутаторы и суперкоммутативность. Пусть 
A = A0©A1 —г2-градуированное кольцо. В аксиоме ассоциатив­
ности a(bc) = (ab)c никаких перестановок множителей нет, и 
она сохраняется в супералгебре в прежнем виде. Суперкомму-
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татЬром пары элементов a, bQA называется элемент 
[a, b] = ab-(~l)~ab~ba. 

В записях такого типа всегда подразумевается, что а, Ь одно­
родны, а на неоднородные элементы определение распростра­
няется по аддитивности. Знак (—1)оЬ несуществен в характери­
стике 2, и мы всегда предполагаем, что в наших кольцах эле­
мент 2 обратим, а в модулях умножение на 2 является изо­
морфизмом. 

Мы говорим, что а суперкоммутирует с Ь, если [а, Ь) =0. 
Два нечетных элемента суперкоммутируют, если ab = —Ьа. Су-
перцеитр A есть Z(A) =- {aGA | VbeA, [a, Ь]=0}. Гомоморфизм 
колец / : A{to}B определяет на В структуру Л-алгебры, если 
/(A){subset}Z(S). Все гомоморфизмы колец сохраняют градуировку. 

Кольцо А суперкоммутативно, если [а, Ь\ = 0 для всех 
a, bQA. Если аб-Ai» то a2=-—[я, а] — 0: все нечетные элементы 
нильпотентны. 

3. Примеры, а) Пусть A = k[l-U..., g„] — алгебра Грассма-
на над полем к характеристики ф % порожденная элементами 
с соотношениями & — 0. Ь%]= —%& пРи i-ф j • Она имеет сво­
бодный базис из 2" элементов £a — ij.a-.. .£"•-, а ; = 0 или \. Мы 
полагаем \х = \ и f a = |а\mod2, |a | -=Sa ; . Эта алгебра супер-
коммутативна. 

Более общо, можно рассматривать кольцо A = k[x\, ..., хт, 
11, . . . , |„], порожденное образующими с соотношениями xtxs = 
= X)XU Xilj—^jXi, £.& =—|,^. Это — кольцо алгебраических (по­
линомиальных) функций на аффинном суперпространстве раз­
мерности т\п над полем k; его спектр (в смысле теории схем 
Гротендика, легко обобщающейся на суперслучай) есть аффин­
ная суперсхема. Разумеется, xt = 0. 

Аналогично, можно расширить кольцо гладких функций 
в области £/~R'" добавлением нечетных переменных и получить 
кольца C00(Lr'"''") = G00(U)[.;i,..., £„]; или же расширить кольцо 
аналитических функций в области VczC"1 и получить кольцо 
супераиалитических функций 0(V) [g l 5 . . . , .,„]. Функции всех 
типов (алгебраические, аналитические, гладкие) полиномиальны 
по нечетным переменным. 

б) Более общо, пусть В—-коммутативное кольцо, S—-неко­
торый E-модуль, Л = Лд (S)-= фЛд(5) — его внешняя алгебра,, 

.>0 
А0— ©A2,! (S), A-— © Ali+l(S). Она суперкоммутативна. Z-rpa-
дуировка, имеющаяся на А, совместима с г2-градуиравкой в 
том смысле, что четность элемента определяется Ч&ТНОСТЫО его 
Z-степени. Вообще говоря, на кольцах, модулях, супер алгебрах 
Ли и т. п. нет такой инвариантно определенной Z-степеии, но 
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когда она может быть однозначно определена, она оказывает­
ся весьма полезной. Пример — структурный пучок на проектив­
ном суперпространстве (см. § 3). 

в) В произвольном ассоциативном кольце В суперкоммута-
тор удовлетворяет двум основным тождествам: 

[a, Ь]=-(-1)»>[Ь, a]; 
[a, [b, c]] + {-~\y~b^\b, [с, a]] + (-\y(«+v[c, [a, 6]] = 0. 

Читателю следует проверить их непосредственно, а также убе­
диться, что они получаются из обычных тождеств Якоби и ан­
тикоммутативности коммутатора формальным применением 
правила знаков. Стоит еще проверить, что если В является 
A-aflre6poK, то коммутатор A-билинеен в следующем смысле 
(aQA; b, сев): 

a[b, c] = [ab, с] = ( - 1 ) - [ й л , с] = (—1)~>, ас] = 
==(_!)«(*+?) [ь, с]а. 

Все эти тождества превращаются в супералгебре в аксиомы 
супералгебр Ли. 

4. Модули. АКСИОМЫ структур левого A-модуля, правого 
A-модуля и А-бимодуля в супералгебре совпадают с 2-2-гра-
дуированными версиями обычных аксиом: дополнительных пе­
ремен знаков нет. 

Если кольцо А суперкоммутативно, то как и в коммутатив­
ной алгебре, любой односторонний модуль канонически превра­
щается в бимодуль. Точнее, назовем две структуры на S (левого 
и правого модуля над кольцом А) согласованными, если as — 
— ( — I p s a для аеА, sQS. Тогда: 

а) По любой структуре левого A-модуля на S однозначно 
восстанавливается согласованная с ней структура правого 
A-модуля, и наоборот. 

б) Модуль с согласованными структурами является бимо-
дулем (проверьте, что a(sb) = (as)b). 

Пользуясь этими рецептами, мы всегда можем свободно пе­
реходить от одной структуры к другой. Если 5 = S0®5i, TO S0 и 
Si являются ^-подмодулями в 5. 

Аддитивное отображение A-модулей f: 5—>Г называется 
четным (гомо) морфизмом, если оно сохраняет градуировку 
и A-линейно. При этом из f(as)=af(s) следует, что f(sb) = 
=f(s)b, и наоборот, так что морфизм левых (правых) A-моду­
лей автоматически является морфизмом бимодулей. Аддитив­
ную группу таких морфизмов мы будем обозначать Homo(S, T), 

Аддитивное отображение A-модулей f:S^T называется 
нечетным гомоморфизмом, если оно обращает градуировку 
{f (5)-=s + l) и A-линейно в смысле правила знаков: /(as) = 
= (— \yaf{s), f(sb) = f(s)b. Снова 'любая из этих формул 
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следует из другой. Аддитивную группу таких морфизмов мы 
обозначим Homi(S, T) и положим 

Нот(5, Г)--=Нот0(5, ^©Hom^S, Т). 
На Нот(.5,Т) можно ввести структуру Л-модуля с помощью 
обычной формулы (af)(s) — a(f (s)). Легко проверить, что для 
согласованной структуры правого .Л-модуля имеем /(a)(s) = 
— (-l)?«(a /)(s) = /(as) и т. п. 

С точки зрения обычной категорной алгебры, следует счи­
тать Нот(S, Т) внутренним функтором Нот. Другая точка 
зрения, более естественная в супералгебре, состоит в том, что 
все аддитивные категории в ней должны быть снабжены супер-
структурой: Нот'ы гг-градуированы и знаки появляются в 
определении инверсной категории, функторов и т. п. Тогда 
Hom(S, Т) есть правильное определение группы морфизмов 
модулей, даже для односторонних модулей. 

5. Функтор смены четности. Пусть S - левый или правый 
Л-модуль. Определим модуль U.S условиями: a) (nS)0 = S b 
(П5)! — 50; б) Сложение в US то же, что в S; правое умноже­
ние на А то же, что в S; левое отличается знаком: а(П.$) = 
= (- 1)<-П (as), где Us — элемент ITS, отвечающий s€S. д е м о ­
ническое правило: рассматривать П как формальный множитель 
степени 1. Аналогично можно определить 5П с сохранением 
левого умножения. 

Если Л суперкоммутативно, то этот рецепт переводит со­
гласованные структуры на S в согласованные на U.S. Поставим 
в соответствие морфизму f\S-+T морфизм /П:П5-->П7Л, тео­
ретико-множественно совпадающий с / . Легко видеть, что это 
превращает сопоставление S.-+ITS в функтор, II2=--id. 

Кроме того, по морфизму f:S-+T можно построить мор­
физм Ilf:S->irf, (II/)(s) = II(/(5)) и /П:П5---Г, (/П)(Щ)== 
= /(s). Очевидно, / п - = П / П . Имеются отождествления: 

Horn (ITS, Т)4гНот(5, r)^Hom(S, ПГ), 
ш ш ш 
/п - / - и/ 

которые сами являются нечетными изоморфизмами Л-модулей. 
6. Свободные Л-модули. В любой из трех категорий Л-мо­

дулей имеется само кольцо Л, с левым, правым или двусторон­
ним умножением. Свободным Л-модулем ранга p|<7 называется 
Л-модуль, изоморфный Л''|"==Л.''©(ПЛ)". Он имеет свободную 
систему образующих, из которых р четны и q нечетны. 

Если А суперкоммутативно, то ранг определен однозначно, 
в том смысле, что свободные модули разных (конечных) ран­
гов неизоморфны. Это доказывается так же, как в коммутатив­
ном случае: редукция кольца по модулю максимального идеа-
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ла сводит задачу к инвариантности четной и нечетной компо­
нент векторного пространства над полем. 

Читатель обратит внимание на то, что разложение AplQ ча 
«четно порожденную» часть •АР'° и «нечетно порожденную часть» 
Л0'*, вообще говоря, определено неинвариантно и не совпадает 
с разложением на четную и нечетную части [A(/©(IIA1)'?]© 
©[Л1'°©(ПЛ0)'7]. Лишь при А — А0 эти разложения одинаковы. 

7. Матрицы в линейной супералгебре. Элемент левого 
А-модуля Ар^ мы будем записывать строкой его координат.. 
элемент правого —столбцом. В случае бимодуля с согласован­
ными структурами левого и правого умножения переход от 
строки левых координат к столбцу правых не есть простое 

Р+-7 р+а 
транспонирование: e=2j o.lel= ^(— 1) ' '<?/«.;• Чтобы правиль-

; = i г=-1 

но написать знаки, нужно знать четность et или «четность по­
зиции i», а также четность a,, которая определяется по чет­
ности е и четности позиции: at = e-f-e*. 

Аналогично, морфизмы между свободными A-модулями 
можно задавать матрицами, действующими слева или справа 
на столбцы и строки координат, но при этом позиция каждого 
элемента должна быть снабжена указанием четности строки 
и столбца. Дадим формальное определение. 

Матричный формат есть задание двух конечных множеств и 
разбиений их на пары непересекающихся подмножеств четных 
и нечетных элементов: 7 =/0U7i> J = JU®J\. Матрица данного 
формата со значениями в кольце А есть функция fl:/X.7->A; 
ее значения a (i, j) = ai! суть элементы матрицы. Четность по­
зиции (ij) в данном матричном формате есть i-j-J. Матрица 
данного формата называется четной, если a, — г + у для всех 
i , / ; нечетной, если aij=i-^-j-\-l для всех i,j. 

Стандартный матричный формат —это /0 = (l, • . . , т), 1Х = 
= (от+1, ...,_»»+»);• Л—(- р), Л —(p + 1. . . . , p + <7). 
(Если m==0, то / 0 = 0 и т- п.). Матрица стандартного форма­
та разбита на четыре блока 

Р Ч 
-Ц 

S3 

ег 
вц 

она четная (соответственно, нечетная), если Ви 5 4 заполнены 
четными (соответственно, нечетными), a B2, 53 — нечетными 
(соответственно четными) элементами кольца. 

Множество матриц стандартного формата с элементами из 
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кольца А обозначается М(т \п; p\q\ A). Оно образует Z2-rpa-
дуировэнный модуль, естественно изоморфный Нош (Ар|<7,-Л1™'") 
с обычным матричным умножением. (Если не оговорено обрат­
ное, матрица действует слева на столбец левых координат при 
таком отображении). Умножение морфизмов отвечает умножению 
матриц 

М(т\п; р\д; А)ХМ(р\ q; r\s; -А) {to} M (An | n; r\s; A). 
Заметим, что естественное вложение А в М(т\п; т \п\ Л)-= 

= End(Ai'"|n) выглядит не вполне обычно: оно определено, если 
А суперкоммутативно, и имеет вид а.-.-(умножение на а слева), 
так что его матрица равна a^-= 6(/.(— \)а 'а. 

8. Дифференцирования и супералгебры Ли. Пусть A — не­
которое кольцо. Аддитивное однородное отображение X:A{to}A 
называется левым (супер)дифферешщрованием, если выполне­
но тождество Лейбница: 

X{ab) = {Xa)b-\-(-\)aJcа(ХЬ) для всех a, beA. 
Если А—-8-алгебра, X называется дифференцированием над В, 
если ХЬ~0 для всех Ь$В. Полагая [X,Y\^XY— (—\f?YX 
в кольце аддитивных отображений, получаем, что дифференци­
рования А над В образуют супералгебру Ли в смысле п. Зв). 

Если А суперкоммутативно, эта супералгебра Ли является 
Л-модулем с левым умножением (аХ) (Ь) =а(ХЬ). 

Пусть А суперкоммутативно и М — некоторый A-модуль. 
Аддитивное отображение X:A{to}.M называется дифференциро­
ванием со значением в М, если 

Х(аЬ)=>(Ха)Ь + (—1)**а(ХЬ) для всех a, b£A. 
Каждому такому дифференцированию отвечает морфизм кольца А 
в кольцо А®М (для четного X) или Л©1Ш (для нечетного X) 
с законом умножения (а, т)(а', т') = (аа', maf-\-am') (дальше 
мы пишем а-\-т вместо (a, m)): 

a.->-a-+Xa (X—0), a.-->a+II.Xa (X= 1). 
Смысл формулы Лейбница и состоит в том, что это отображе­
ние совместимо с кольцевым умножением. В самом деле, 
в нечетном случае имеем: 

(а + nXa) (b+ПХЬ) = ab + (ПХа) b + a (11X6) -== 
= ab-\-n[Xa-b-\-(-\f аХЬ]^аЬ+П.(Х (ab)). 

Как в коммутативном случае, имеются универсальные диф­
ференцирования, абсолютные и в классе -9-алгебре 

четное: dev:A->QlwA (соответственно Q\VA/B), 
нечетное: doa-.A-^QluuA (соответственно 9шА/В). 
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Они связаны естественным изоморфизмом QhidA = JIQlvA, 
который отвечает отождествлению dodd = IIrfev. 

9. Тензорное произведение. Пусть А—суперкоммутативное 
кольцо, S и Т — два A-модуля. Их тензорное произведение 
5®Т определяется стандартно, с использованием структуры 
правого A-модуля на S и левого —на Г (т. е. sa®t = s®at) 
и градуировки (S®T)k= © S,®T,. Это произведение само 
является л-модулем относительно согласованных умножений 
слева и справа: 

a (s®t)*=as®t = (- lf{7+r) (s®t) a = (— lf{r+i>s®ta. 
Возможность обращаться с тензорным произведением над 

суперкоммутативными кольцами так же свободно, как и в ком­
мутативном случае, обеспечивается введением дополнительных 
знаков в определение стандартных изоморфизмов тензорной 
алгебры, из которых важнейшим является морфизм коммута­
тивности: 

Набор (xps.r) следует рассматривать как морфизм функторов. 
о-

10. Симметрическая алгебра. Л-модуль © Т®п — А < Т > , 
где "1го-—Л, является Z-градуировэнным объектом в категории 
ассоциативных супералгебр, с обычным умножением Г®т<эТ®"-> 
->r® (m+ '". Отображение Т^А(Т) является универсальным 
для отображений Т в ассоциативные Л-алгебры (А-алгебра В 
есть морфизм супералгебр Л {to} В такой, что образ Л лежит 
в суперцентре В, т. е. суперкоммутирует со всеми элементами В). 

Обозначим через Js идеал в Л < Т ) , порожденный всеми 
суперкоммутаторами. Можно показать, что он порожден супер-
коммутаторами tl®t2 — (—\)ilt42®tu tfcT. Назовем симметри­
ческой алгеброй Л-модуля Т факторкольцо SA (Т) = А[Т] = 
==Л ( Т ) /Js. Отображение Т->SA (T) является универсальным 
для отображений Т в суперкоммутативные Л-алгебры. Если А 
является Q-алгеброй, то проекторы симметризации —•i{sum}®(#): 

П aesn 
:Т®п-^Т®'1 позволяют выделить SA (Г) прямым слагаемым из 
А < Т > , как совокупность вполне симметричных тензоров. 

Наличие Z? — градуировки ведет к своеобразному смеше­
нию симметрии с антисимметрией, поскольку коммутатор не­
четных элементов является с наивной точки зрения антикомму­
татором. Поэтому для нечетно порожденного Л-модуля T=A°iq 

его симметричная алгебра является грассмановой. 
11. Внешняя алгебра. Есть два варианта определения 

внешней алгебры. Положим ./д—идеал в А {Т > , порожденный 
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cynep) антикоммутаторами ti®t2 + (-- 1)'."''t2®^i> и затем, как 
в обычной алгебре, 

Лл(Г) = Л ( Т > / / Л -
Другой вариант состоит в принятии определения Бернштейна — 
Лейтеса 

EA(T) = SA(UT). 
Правило коммутирования двух элементов /., h&I в Ал(Т) и в 
ЕА(Т) отличаются знаком, если и только если t\ и /г имеют 
разную четность. 

Одна из важнейших конструкций коммутативной алгебры — 
максимальная внешняя степень свободного модуля, — в супер-
алгебре перестает быть полилинейной. 

12. Березиниан, или супердетермиант. Пусть -96GL(p|<7; А) 
(обратимые четные автоморфизмы Л •"•'•'). Записывая В в стан­
дартном формате, положим 

Ber( | ; | a
4 ) -= .det (5 1 -5 . - .S- ' .S 8 )det .5- - . 

Правая часть корректно определена, ибо D3GGL(p|0; A0). 
-34CGL(t7|0; Ao). Она принадлежит A0 и обратима, т. е. лежит 
'в GL(l |0 , Ao). 

13. Теорема. Вег: GL(>|.7; A){to}GL(l|0; A0) есть гомомор­
физм групп, совпадающий с детерминантом при q = Q, Ш 

14. Березиниан свободного A-модуля. Пусть 5 — свободный 
А-модуль ранга p\q. Определим свободный .4-модуль Вег 5 
ранга 110 (если q четное) или 011 (если q нечетное), функто-
рнальный относительно четных изоморфизмов A-модулей и сов­
падающий с K'PS при q = Q, 

Именно, Вег 5 определяется вместе с выделенным классом 
базисов: любому стандартно упорядоченному базису (si) A-мо-
дуля 5 отвечает базис (один элемент) D(s,)6BerS, с соотноше­
ниями: если (.s/) — (s,.)-9, то D(s/) =D(s.) Вег В. 

Правило функториалы-юстн: четному изоморфизму b : S{to}S/ 

отвечает изоморфизм ВегЬ,: BerS{to}BerS', который переводит 
D(si) в D(b(st))- Если S — S', то ВетЬ естественно отождеств­
ляется с умножением на элемент Ao, который также обозна­
чается ВегЬ. 

15. Комплексы в супералгебре. Укажем один общий прин­
цип построения комплексов в супералгебре. Пусть S, Т—-два 
A-модуля (А суперкоммутативно), oa:S-*S, xa:T-^T—-два 
конечных семейства однородных морфизмов с одним и тем же 
множеством индексов а. Будем говорить, что аа и аь (супер) 
коммутируют, если [аа, оь]=0 и (супер) антикоммутируют, если 
{°"a, t-r*}-=(V-rH-(—\)0aC>b<yboa = Q. Предположим, что выполнены 
следующие условия: 

а) оа-\-ха не зависит от а; б) для любой пары (a, b) опера-
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торы аа, ab либо коммутируют, либо антикоммутируют и то же 
верно для та, хь. 

Определим отображение d — 2 ста®та: S®T-+S®T; напом-
а 

ним, что (a®T)(s®2f) — (— 1)--a(s)®T(t). 
16. Лемма. Допустим, что в указанных условиях выпол­

нено одно из двух предположений: 
а) Оператор d четен, и для всех (а, Ь) правила коммута­

ции ДЛЯ (оа, <7&) И (Та, ТЬ) ПрОТИвопОЛОЖНЫ. 
б) Оператор d нечетен, и для всех (а, Ь) правила коммута­

ции для (оа, Об) и (та, ~ь) одинаковы. 
Тогда d2 = 0. Щ 
17. Комплекс де Рама. Пусть Л—-суперкоммутативная 

-5-алгебра, (Ха) — конечное семейство однородных супердиффе­
ренцирований А над В, [Ха,.ЛГ4]----0для всех a, b\ (ша) — семей­
ство свободных над В переменных. Конструкция леммы приво­
дит к двум комплексам. Первый—комплекс де Рама с четным 
дифференциалом: 

Q;v(A/5; {Ха)) = В{аа}®А\ а~а=Х~а; К , о^}-0; 
в 

а 
Второй—комплекс де Рама с нечетным дифференциалом; 

&оай(А/В; (Ха))*~В[<иа]®А\ <оа = Xa + 1; [<ва, сйй]----0; 
в 

d0dd = 2^®а®Ха. 

В формулах для d элемент кольца со0 понимается как оператор 
левого умножения на этот элемент. 

2-градуировку можно выбирать разными способами, напри­
мер, degA=-0, deg(ua=1 или degcoa = ( — 1)<Ч Если среди Ха 
хоть одно дифференцирование нечетно, то комплекс получается 
бесконечным. 

В супергеометрии эта конструкция приводит к версиям 
обычного комплекса де Рама, если положить (для гладкого 
случая) 

3----R, Л=-С°°С*\..., хтЩ\..., If], 

Действие частных производных определяется очевидными фор­
мулами: 
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^ i / w № . .(§л)ч=(-1)а<*Рйр4/ (X)WK . .(f*).. .(g»)p«. 
Дифференциалы dxa, d\b суперкоммутируют для нечетного d, 
суперантикоммутируют для четного d. Аналогично строятся 
комплексы де Рама вдоль слоев субмерсии; комплексно-анали­
тический комплекс де Рама и т. п. 

18. П р е д л о ж е н и е (лемма П у а н к а р е ) . Комплекс 
де Рама кольца С(ха, £Ь), описанный в предыдущем абзаце, с 
2-градуировкой deg(dxa) =deg(d|b) = 1, является правой ре­
зольвентой R. То же верно для относительного и супер анали­
тического случая. Щ 

19. Комплексы Кошуля. Пусть А — /.--градуированное коль­
цо (не обязательно суперкоммутативное), (уа) — конечное семей­
ство его однородных элементов, попарно суперкоммутирующих. 
Пусть (еа) и (е°)—две свободных системы независимых супер­
коммутирующих переменных. Мономы от них будем обозначать 
•За — •??'• • • •?"" и еа=(ег)а*.. ,(еп)ап соответственно. Определим 
следующие два комплекса. 

Правый комплекс Кошуля: 

К'(A, (y°)) = Z[e«]®A = ®eaA, i a ==y+l ; 

d'=\ea®ya; degA=-0, deg е« = 1. 

Левый комплекс Кошуля: 
K.(A,(ya)) = A®Zlea]=®Aea, ea^ya + l, 

^. = 2 - / . - ® - ^ ; degA—0, degfi—1. 

20. Гомологическая интерпретация березиннана. Пусть 
Т—-свободный модуль конечного ранга над суперкоммутативным 
кольцом А. В симметрической алгебре SA (КТ®Г*) рассмотрим 
следующий элемент d. Выберем свободные базисы (ta) для Т и 
(ta) для Т* так, чтобы (ta,tb) = 8a

b, и положим d = 2 ( Ш а ) ta. 
а 

От этих базисов d не зависит и d-==0. Отождествим d с ле­
вым умножением на d. Нетрудно понять, что '/С-(Т) = (£Д(ПГ© 
®T*),d) есть правый комплекс Кошуля. Пусть Н (К'А(Т)) — его 
когомологии. 

Пусть (ifа) пронумерован в стандартном формате: t, —. .. 
. . . = / - - - - 0 , i ; , 1 + 1 - - , . , - - i ?

w = a Рассмотрим элемент Шх... 
...Utmtm*1...tm+n. Очевидно, он является циклом. Обозначим 
его класс когомологии через h(ta). 
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21. Предложение . Отображение Вег Г-*Н(К'А (Г)), кото­
рое ставит в соответствие элементу D(ta) класс А(^а), не за­
висит от выбора базиса (ta) и определяет изоморфизм Вег t и 
соответствующей группы комологий, четность которого равна 
( — 1)-. 

22. Билинейные формы. Пусть А— суперкоммутативное 
кольцо, Тъ Т2— А-модули. Билинейная форма — это четный или 
нечетный морфизм Л-модулей b: ТХ®Т2->А. Мы пишем 
b(tut2)=b{tx®t2). Положим bx(t2,t1) = (—if ЛЬ (tut2); Ья (Jit,, 
Ш2) — (—\уф (tu t2). Тогда bx и b - тоже билинейные формы. 
Матрица Грама в базисах (е.), (е/) есть bij^( — \)beib(ehej'). 

Предположим, что ТХ = Т2 = Т. Тогда вместе с формой b по­
лучаем Ьх на том же Л-модуле Т и, как в случае коммутатив­
ной алгебры, мы можем назвать форму симметричной или анти­
симметричной, если йт = 6 или Ьх=—Ъ. Ниже указаны матрицы 
Грама и сокращенные обозначения четырех возможных комбина­
ций четности и симметрии: 

тип OSp (Bl = B1
t B2 \ 

(четная симметричная): [ В2
( В4 = -В4*)' 

тип SpO (Вх = —Вх* В2 \ 
(четная антисимметричная): [ —В2< E 4 - -9 4 7 ' 

тип ПО (Bl = Bl
t B2 \ 

(нечетная симметричная): \ — В2* В4=—--V/' 
тип nSp (B^—BJ B2 \ 

(нечетная антисимметричная): \ В2
{ В\=В^у 

Если b удовлетворяет одному из этих условий симметрии, 
то ЬЛ имеет ту же четность, но противоположную симметрию. 
При Ьх = ф, т]= + 1 , имеем 

йпт(Ш,Щ') — ( - l^iHf'+D.i* (Щ',Щ) = (- \у<~+7+1Ь (f, /) = 
= —(—\y+ibf(t, t')-= ( — iy+\b(t, t')= — т\Ь" (Ш, Ш'). 

23. Изотропные подмодули. Пусть Г-свободный A-модуль 
с невырожденным скалярным произведением Ь. Пусть S-пря­
мой подмодуль в Т (выделяющийся прямым слагаемым) ранга 
d = d 0 | d 1 и коранга с — с01 с1. Тогда 5 1 = {/бТ* | ScKer /} яв­
ляется прямым подмодулем в Т* ранга с и коранга d, а Sfr = 
— b^iS-1) — прямым подмодулем в Т того же ранга и коранга, 
если b четна, и П - противоположного ранга и коранга, если 
Ъ нечетна. Подмодуль ScT называется й-изотропным, если 

Отсюда следует, что максимальный ранг изотропного подмо­
дуля может быть r\s для 0Sp(2r|2s), OSp(2r +112s) и 
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IISp(r-f s | r + s). Этот ранг достигается для скалярных произ­
ведений со следующими матрицами Грама: 

osp(2r\zs): 

n S p ( r + s | r + s ) 

; 0 5 р ( 2 г + 1 | 2 5 ) : 

/ 1 . . . О 
О £ г 

О £ г 0 
О £« 

- Е 5 0 

Случаи SpO и ПО получаются из этих применением операции л. 
Мы будем называть скалярные произведения, допускающие 

такие матрицы Грама, расщепимыми, а соответствующие ба­
зисы — расщепляющими. 

Заметим, что для типа IISp максимальные изотропные под­
модули в Т могут иметь разные ранги. 

24. Вещественные структуры. В коммутативной алгебре оп­
ределения таковы: 

а) Вещественная структура на коммутативной С-алгебре А 
есть С-аитилинейный изоморфизм «комплексного сопряжения» 
А ~ У А , а^-аР со свойствами арр~а, (abf = apbp, (aa)n = aap , 
age . Положим A°=-{a|aP = a}. Тогда А =С®Л-=Л°©Д°г , ибо 

а + ар "—"Р а= 2 ' + ^ — ; {a-Ybif^a—bi для а, ЬеА°. Поэтому удоб­
но писать а вместо ap. Задание р равносильно заданию R-под-
алгебры вещественных элементов А°. 

б) Продолжением р до вещественной структуры на Л-модуле S 
называется отображение S~>S, s^s'\ для которого 

(as)p = aPs<>, $№ = s. 
Полагая аналогично Su={$ | sP_s} , имеем 5 - = C ® S « = S « ® Sot, 
(s-\-tiy=s — ti для s, tGS°, так что снова естественно писать 
sP = s. Вещественные элементы 5° образуют Л "-подмодуль в S. 

в) Продолжением (> до кватерниошюй структуры на Л-мо-
дуле S называется отображение S->S, S ^ S P , для которого 
(as)P-=-apsP, 5PP=---s. Вещественных элементов в 5 нет. 

г) Если А некоммутативно, то естественно рассматривать 
на А также эрмитову структуру, меняющую порядок умножения: 

арр = а; (аа)Р-ааР; (ab)p = bpap. 
В супералгебре мы примем следующее определение. 

25. О п р е д е л е н и е , а) (Обобщенной) вещественной структу­
рой (81, е2,е3), где е, == + 1, на 22-градуированной С-алгебре А 
называется четкое R-линейное отображение A {to} А, а>-+ар 
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•со свойствами 
(oa)p----aa, осбС; аРР = (ё$а; (ab)P=e3(e2)"'s ЬраР. 

б) Продолжением вещественной структуры р на Л-бимодуль 5 
называется однородное отображение S {to} S: s {to} SP СО свойствами 

spp==r| [ (_е2 )Р81р5; (as)P--=63 (e^-^sPaP; 
(S a)P == ( — 1 )Р »83 (S-)-' " aP5P. 

Типом этого продолжения называется (т|, р). Ш 
З а м е ч а н и я , а) Если А суперкоммутативно, то на Л0 

при 8з=1 индуцируется вещественная структура, а Ao-модуль 
Ai становится вещественным либо кватернионным в зависимо­
сти от знака ej. Умножение нечетных элементов при сопряже­
нии сохраняет или меняет порядок при 8382-=—1 или 8382= Г 
соответственно. Если A — кольцо с единицей, то ез = 1р, поэтому 
чаще всего 8з = 1; но для супералгебр Ли рассмотрение типа 
(—-1, •—1, —1) необходимо. 

б) Продолжение р на S естественно назвать супервещест­
венным или суперкватернионным в зависимости от знака ц. 

26. Производные вещественные структуры. Пусть теперь на 
A задана вещественная структура р типа («i, ег, 8з), а на 
Л-бимодулях 5, S'— ее продолжения типов (г|, /"=р), (г)', г — р' 
„•р'), соответственно. Тогда имеется ряд вещественных структур, 
которые можно определить через исходные, Ниже даны не­
которые определения. Проверку корректности мы оставляем 
читателю-

С т р у к т у р а р -1 . На А отображение р2 есть автоморфизм 
С-алгебр, тождественный при ei = l; р — id на A и 5. Отобра­
жение р - ' = р3 на A всегда является вещественной структурой, 
а на 5 — только при условии г = 0, либо г= 1, е2 = — 1 : иначе 
нарушается тождество для (as)". 

Д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я . Пусть X: A {to} S — однородное 
„дифференцирование над С. Положим Xpa-= (—г2)Ха (ХаР~')р. Тогда 
для Х° выполнена формула Лейбница. 

Далее, (bX)p'=Bs(s2)i^ Хр• Ьр, если кольцо А суиеркоммута-
тивно и на Derc(A,S) правое умножение согласовано с левым. 
Аналогично проверяется тождество для (Х-Ь)Р. При р=-=0 имеем 
Xp!==sfX. Наконец, [X, Г]р = (е.-)-*? [Yp, Xp]. 

Д и ф ф е р е н ц и а л ы . Пусть А суперкоммутативно, d:A{to} 
{to}Q1 А— универсальное супердифференцирование над С, четное 
или нечетное. Имеется единственное предложение р на QlA, для 
которого р = 0, dp = d: следует положить (da)p=(—e2)~d-ad(a<>). 

Т е н з о р н ы е п р о и з в е д е н и я . Для S&S, t£S' положим 
-(s®t)p.= (— 1)r?83(82)?-rtp'®.sP. Мы считаем, что А суперком­
мутативно и отождествляем S&S' с S'®S. Тип этой структуры 
равен ( ^ ' ( — бгУ' .г + г'). 
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§ 2. СУПЕРПРОСТРАНСТВА И СУПЕРМНОГООБРАЗИЯ 

1. Определение- Суперпространством называется пара 
(М, (Ум), состоящая из топологического пространства M и пуч­
ка суперкоммутативных колец <УМ на нем такого, что слой (Ух = 
— Ом,х. в любой точке х£М является локальным кольцом. Ш 

В определении подразумевается, конечно, что все морфизмы 
ограничения структурного пучка Ом совместимы с градуиров­
кой- Впредь все морфизмы структурных пучков, пучков моду­
лей над ними, тензорные произведения и т. п. автоматически 
считаются подчиняющимися правилу знаков и прочим согла­
шениям § 1. 

Объекты основных геометрических категорий — дифферен­
цируемые, аналитические многообразия, аналитические прост­
ранства, схемы — все являются суперпространствами с (Ум — 
= ((Ум)о. Такие суперпространства мы будем называть чисто 
четными- Слой структурного пучка (Ух в точке х на чисто чет­
ном многообразии М состоит из ростков функций, определен­
ных вблизи х; максимальный идеал mxcz0x состоит из ростков 
тех функций, которые обращаются в нуль в точке х. На общем 
суперпространстве тх содержит ростки всех нильпотентных се­
чений структурного пучка, в частности, всех нечетных сечений. 

2. О п р е д е л е н и е . Морфизмом суперпространства 
(М, 0M)->(N, ON) называется пара (ф, \\>), где 4>:M~>N — непре­
рывное отображение топологических пространств, ^У.ОМ-* 
->ф-1-(0л1)—такой морфизм пучков колец, что для любой точки 
х£М гомоморфизм i\)x'-®N,q>(x)^-OM,x является локальным: 11>А-К.(--))С«гх М 

Для тех суперпространств, структурный пучок которых со­
стоит из ростков настоящих функций, разделяющих точки, 
нет надобности задавать кр и ty и отдельно-

Если ср задано, 1ф восстанавливается по нему как перенос 
(локальной) функции в обратную сторону, по формуле 
tyx(l) (x) =fhp(x)) • Если г|, задано, ф восстанавливается по не­
му, поскольку любую точку М и N можно отождествить по ее 
локальным координатам. 

В общем случае сечения структурного пучка нельзя неявно 
отождествлять с функциями; например, нильпотеиты (на нн-
фииитезималыюй окрестности аналитического пространства) 
как функции на точках тождественно равны нулю. Этот эффект 
постоянно дает себя знать в общей теории суперпространств, 
где нечетные сечения структурного пучка нильпотентны. 

3. Некоторые конструкции. Пусть (М, Ом) — суперпрост­
ранство. Тогда (М, Ом,о) — чисто четное суперпространство, и 
пара (id/и, Ом,^Ом) является проекцией (M, Ом) на его «четный 
фактор». 

Введем постоянное обозначение /ж = 0мл + (,---).-и,1)-. Это 
пучок идеалов в Ом. Положим Gr/0.w-—/^//.-wH.Torfla О*о0м — 
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= OMIJM — пучок колец и (M, Gro0.,i) — чисто четное супер-
пространство, которое мы обозначаем Mrd. Пара (idM,GM->-
-+QMIJM) является замкнутым вложением Mrd—M. 

Иногда удобно также рассматривать Мгей = (М, бм/-^), где 
Ж—пучок всех нильпотеитов в структурном пучке. Для супер-
многообразий, которыми мы главным образом будем заниматься 
НИЖе, Mfd — Mred. 

Больше информации об M, чем М,й, содержит окольцован­
ное пространство 

Его структурный пучок Z-градуирован. Если мы рассматриваем 
GrM как суперпространство, то всегда подразумевается соот­
ветствующая Z-mod 2-градуировка. 

Пусть Ч—пучок Сж-модулей. Положим аналогично Grg'-= 
= ©Gr.g, Gr 1$ = CEJM/%JM'1- Часто оказывается легче вычис­
лить Gr М и Gr Щ, чем М и Ч, и во всяком случае, информа­
ция о градуированных объектах весьма полезна. В физике 
соответствующие процедуры называются компонентным анали­
зом суперПолей и динамических уравнений. 

4. Определение, а) Суперпространство (М,Ом) назы­
вается расщепимым над Ж0, где (M0, Ом*) — чисто четное супер-
пространство, если оно изоморфно (M°, S0 0($)), где Ш— ло­
кально свободный пучок С>л.о-модулей чисто нечетного ранга 
ок. 

б) Суперпространство (М, 0М) называется расщепимым, если 
оно расщепймо над M,d. 

в) Суперпространство (М, Ом) называется локально расще­
пимым, если у каждой точки xQM есть открытая окрестность 
такая, что (U, OM/U) расщепймо» В 

Заметим, что если М расщепймо, то, кроме структурного 
вложения Мхй^М, имеется также проекция -М->ЖГЙ: 

Теперь мы введем самый важный для дальнейшего класс 
суперпространств—супермногообразия. 

5. Определение . Супермногообразием, — дифференци­
руемым, аналитическим или алгебраическим, — называется та­
кое локально расщепимое суперпространство (М, Ом), что 
Afrd изоморфно обычному (чисто четному) многообразию соот­
ветствующего класса, т. е. хаусдорфову пространству со счетной 
базой и пучком функций, локально изоморфному области в Rm 

с вещественными дифференцируемыми функциями либо обла­
сти в С™ с комплексно-аналитическими функциями. Ш 

Многообразия отличаются от общих чисто четных прост­
ранств тем, что у каждой точки многообразия есть окрестность, 
в которой действует конечная система локальных независимых 
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координат (x1, .. . , х") (в алгебраическом случае это утвержде­
ние нуждается в дополнительных комментариях, на которых мы 
не останавливаемся). Супермногообразия поэтому можно пред­
ставлять себе как суперпространства с локальными системами 
независимых четно-нечетных координат (x1,. . . , хт\ g1, . . . , £")... 
В качестве (£') следует брать локальный базис сечений пучка,. 
осуществляющего локальное расщепление. Определение расще-
пимости означает, что между х' и £•* нет никаких других соот­
ношений, кроме следствий суперкоммутативности. Локально 
любая (супер) функция на М, т. е., по определению, сечение 

структурного пучка, представляется в в и д е / — 2d fa (х) Ь™, и это. 
а 

представление однозначно; здесь/«(x) —локальные функции на 
Мгй, .;а==(.,1)а'- • •(«") ". как обычно. Значением/ в точке х(<Мна­
зывается /modm_v. (Неприводимое) суперш-югообразие имеет 
инвариантно определенную (супер) размерность т\п. 

Важнейшие суперпространства, которые не являются супер-
многообразиями, будут встречаться у нас в результате следую­
щей конструкции: пусть \м, Ом) — супермиогообразие размер­
ности т\п; тогда при г</г суперпространство Ми) = 
= (М, Ом/^ми) не является супермногообразием. Это супер-
пространство— i-я инфинитезимальная окрестность «подлож­
ки» Мп\ в М. Аналогично можно строить окрестности замкну­
тых подсупермногообразий в более общей ситуации. Все М, та­
ким образом, является «инфинитезимальиой окрестностью МТа 
в нечетных направлениях». 

Разумный общий класс суперпространств, не обязательно 
являющихся супермногообразиями, в аналитической и алгебра­
ической категориях вводится следующим определением. 

6. О п р е д е л е н и е . Аналитическим суперпространством 
(соответственно, алгебраическим суперпространством, супер-
схемой) называется такое суперпространство (M, Ом), что (Му 
Ом,о) является обычным аналитическим пространством (соот­
ветственно, алгебраическим пространством, схемой), а Ом,\ яв­
ляется когерентным пучком (?м,о-модулей. Щ 

7. Локально свободные пучки и векторные расслоения.. 
Пусть (М, Ом)—-суперпростраиство. Локально свободным пучком 
ранга p\q на М называется пучок (^..-градуированных, разу­
меется) 0м-модулей 9>, локально изоморфный 0%'' — Ом®^ОмУ''-

Мы будем пользоваться этим понятием как полной заме­
ной понятия векторного суперрасслоения над М. Аналогом век­
торного подрасслоения является не произвольный, а лишь ло­
кально прямой подпучок :9"с:.9, т. е. локально выделяющийся 
прямым слагаемым. 

Весь формализм тензорной алгебры, функтор П, билиией-
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ные формы и т. п. переносится на общие квазикогерентные 
пучки {7---модулей и, в частности, на локально свободные 
пучки. 

При необходимости рассматривать векторное расслоение как 
суперпространство в одной из стандартных категорий мы посту­
паем следующим образом. Тотальное суперпространство N, 
отвечающее пучку 9, задано вместе с проекцией n:N-*-M и 
отмеченным классом карт. Каждое открытое множество UczM, 
над которым 9 тривиализируется, определяет подмножество 
n-l{U)c^N такое, что r( jr-(£/) , 6N)^ST(u,oM)(V(U, ?*))• 
Иными словами, линейные функционалы на 9, т. е. сечения 9*, 
становятся координатными функциями на N, вместе с функ­
циями, пришедшими с yV. Эти функции отмечены: они и опре­
деляют на n-.N-^M структуру векторного расслоения. В кате­
гории суперсхем естественно писать просто .V — Spec^ Sff (9*). 
Разумеется, в категории аналитических суперпространств для 
восстановления всего пучка к полиномиальным вдоль слоя 
функциям нужно добавлять все послойно аналитические и т. п. 

8. Касательный и кокасательный пучки. Пусть М — супер-
многообразие, дифференцируемое или аналитическое. Обозна­
чим через WM. пучок его локальных векторных полей, т. е. 
(супер) дифференцирований (над R или- С) колец функций. 
Этот пучок локально свободен ранга, равного размерности М. 
В области действия локальных координат (х\ £J) пучок STM 
свободно порожден своими сечениями (д/дх\ д/д^1). 

Кокасательный пучок Й'М можно определить двумя способами: 
как QlvM = (£TM)* = Нот0 (£ГМ, Ом) (пучок морфизмов), либо 
как QjddM = Honi(-f ЛЗ~М, П0Л). Имеется дифференциал й:Ом-> 
{to}Q'M, для которого (X,df) = Xf (либо n X / ) . Как в § 1, 
п. 17, строятся комплексы де Рама супермногообразий. 

Как в классическом случае, морфизм супермногообразий 
da 

я = (Ф, i])):M{to}TV определяет морфизм пучков Э~М{to}п.* (.".V). 
Точнее, (локальное) векторное поле X на M, действуя на 
функции, поднятые с N, определяет на них дифференцирование 
со значениями в кольце функций на M. Это дает морфизм 
я - 1 (е>лг)-модулей n_I(QW){to}0Af, или, что то же, морфизм 
Ом-модулей n*{Q1N)-^-0M, или, наконец, сечение n* (STN), 
которое и объявляется образом X относительно dn. 

Положим <rM/-V----Kerd-T, Q\vMfN = {fMlN)*. Таким обра­
зом, как в обычной геометрии, мы получаем комплексы 
Ом- модулей: 

0{to}<rM/N{to}trM{to}.T* (JT/V), 

О -«- Qev МIN '-е Q\v М -«- Я* (Q1V TV). 
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Здесь res — ограничение дифференциальной формы на верти­
кальные относительно л векторные поля. 

В категории супермногообразий имеются прямые произведе­
ния, конструкция которых очевидна для суперобластей и пере­
носится с помощью склейки на общий случай. 

9- О п р е д е л е н и е . Морфнзм супермиогообразии л : М-*-
-WV называется 

а) иммерсией, если локально он изоморфен морфизму супер-
областей вида i: U-^UxV, i*(«'),-=uJ, i*(v")=Q, где (и1), 
(у") — четно-нечетные системы координаты в U и V, соответ­
ственно; 

б) субмерсией, если локально ом изоморфен морфизму су­
перобластей вида р : UxV—yV, где p*(vh)—vh в тех же обозна­
чениях. Ш 

10. П р е д л о ж е н и е , а) Морфизм я : M-*-N является им­
мерсией, если и только если &~MIN=Q и йл— локально прямое 
вложение пучков. 

б) Морфизм л : M-+-N является субмерсией, если и только 
если йл является сюръективным морфизмом.ИИ 

П. Инварианты супермногообразий. Пусть (M, Ом)— 
супермногообразие, дифференцируемое или аналитическое, 
Ум = ОМЛ-\-Ом,и P—JMIJM- Пусть dim/W.— m\n\ мы рассмат­
риваем (F как локально свободный пучок ранга 0\п на Mrd--= 
= (M, 6>Ajrd), где Омгй = Ог0Ом = Омим- Последовательные 
факторы фильтрации структурного пучка идеалами Омп/м^> 
"D./1.3... гэ/м+1 ~{О* суть GTI ОМ — S' (&") (симметрические сте­
пени над Омгй), причем локально по /И, по определению, пучки 
Ом и Or Ом изоморфны. Поэтому отличие Ом от Gr Ом гло­
бально связано с некоторыми когомологическими инвариантами. 
При п^-2, однако, соответствующий пучок коэффициентов яв­
ляется пучком некоммутативных групп. Он имеет последова­
тельность нормальных делителей с коммутативными фактора­
ми, и цель дальнейшего — ввести простейшие «характеристиче­
ские классы», отличающие М от GrM. Они могут быть 
нетривиальными лишь в аналитическом случае, тогда как в 
дифференцируемом обращаются в нуль. 

12. Теорема. Любое дифференцируемое супермногообра­
зие-М изоморфно (не канонически) GrM.ll! 

Доказательство использует следующий факт. 
13. Лемма. Любой локально свободный пучок & на диффе­

ренцируемом супермногообразии М является тонким. Поэтому 
Н"(М, <Г)-=0 при q > l . И 

Доказательство сразу следует из существования разбиения 
единицы так же, как и в случае обычных дифференцируемых 
многообразий. 

После этого теорема 12 выводится следующим образом. 
Индукцией по i устанавливается существование проекции 
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~:M{to}Mrd; шаг индукции —построение продолжения ф(,'+1>: 
:M ( i + I , ->M r d , если дано фо . Препятствие к продолжению 
лежит в нулевой группе Н1 (Мтй, (JTMrd®Si+1(F))0). Выбор ф 
np-евращает Ом в Ом[й алгебру, локально изоморфную S (@~). 
Склейке глобального изоморфизма из локальных препятствуют 
элементы групп когомологий, нулевых в гладком случае. 

Для локально свободных пучков имеет место аналогичный 
результат. 

14. Т е о р е м а . Пусть М — дифференцируемое супермного­
образие, Ж — локально свободный пучок на нем, <!?-•} = Gr 0 ^ — 
•его ограничение на Mrd, ер : М—>-Mrc1 — проекция. Тогда <г? изо­
морфен (неканонически) пучку ф*((§ГГС1)..Ш 

15. С л е д с т в и е . Следующие две задачи классификации 
-сводятся к задаче классификации дифференцируемых вектор­
ных расслоений на Мта-

а) Классификация с точностью до изоморфизма всех диффе­
ренцируемых суперрасширений Мтц (т. е. супермногообразий М 
с данным M-d). 

б) Классификация локально свободных пучков на этих су-
леррасширениях. Ш 

Тем не менее, супергеометрия, даже дифференцируемая, не 
.допускает никакого тривиального сведения к чисто четной гео­
метрии из-за того/ что в супергеометрии морфизмов M{to}N мно­
го больше, чем морфизмов пар (Mrd, F*-)—>-(Nrd, Fw), т. е. 
из-за возможности «замен переменных, нелинейных по нечет-
•ным координатам». 

Обратимся теперь к аналитическим супермногообразиям, 
где все когомологические препятствия могут быть ненулевыми. 
Несложные доказательства опущены. 

16. П р е д л о ж е н и е . Пусть (M, Ом) — аналитическое супер-
многообразие нечетной размерности 1. 

а) (M, Ом) с точностью до изоморфизма определяется парой 

б) Локально свободный пучок Щ на (М, Ом) с точностью до 
изоморфизма определяется парой, состоящей из пучка #rd и 
класса когомологий ®%Hl(Mvi, (End$rd<8>{F)Q); со может быть 
любым. Ш 

17. П р е д л о ж е н и е . Пусть (М, Ом) — аналитическое супер­
многообразие нечетной размерности 2. 

а) (M, Ом) c ТОЧНОСТЬЮ до изоморфизма определяется парой 
<Mrd, &) и классом когомологий w^gHI(Mrd,'l-Mrd)®S2(^;")); 
класс Шуи может быть любым. 

б) Локально свободный пучок & на (M, Ом) ранга р | 0 с 
точностью до изоморфизма определяется парой, состоящей из 
пучка g,d и класса когомологий' о^бЯ1 (Mrd, End #rd<2>S2 (#")); 
этот класс может быть любым. Чтобы определить со^ однознач­
но, нужно фиксировать один пучок g7, <8'й —Шгй. Ш 
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18. Примеры. а) Пусть Mrcl = P"< = P (Т), T = Cm+l, 
rk F-=-0 j 2. Существует такое k, что S2(8F) изоморфен 6>(k). 
По теореме двойственности Серра, пространство Н1 (Pm, Щ"Рт\к)) 
двойственно Нт'1(Рт, Q{Pm ( — k-~m~\)). Эта группа может 
быть отлична от нуля только при т—\, k < — 4 . Вычисляя ее, 
получаем следующий список значений k, для которых есть не­
тривиальные суперрасширения Р1 нечетной размерности 2: 

5-(^)-6>(k), k<~~4; Я1-=Т®51*1-з(7)/51»1-2(Г); 
dlmH — |k| —3. 

Чтобы получить полную систему инвариантов таких суперрасши-
рений, учтем еще два обстоятельства. Во-первых, если S-(F)=--0(k), 
то ^--=ri(0(a)0e>(6)), a + 6--=k. Во-вторых, группа Aut F дей­
ствует на Я1, и изоморфные суперрасширения отвечают инва­
риантам со, лежащим в ОДНОЙ орбите. Это действие сводится к 
умножениям на ненулевые комплексные числа. Окончательно, 
следующий список суперпространств исчерпывает те Р, для ко­
торых P-u^-Р1, г к 0 _ О | 2 и P^GrP : 

Pf(a, Ь): а + К - 4 , coePfH-fP-, 0 ( а + 6 + 2 ) ) = Р'Я+-,1-4, 
GrP;/2(a, 6)- (Р 1 , А(0{а)®0(Ь))). 

В случае а •+& = —4 — непрерывных параметров нет. 
б) На Р=---(Р1, Opi©II'0 (k)) рассмотрим локально свободные 

пучки Щ, для которых &'ы — ®U.BtO(a,), в, —О, 1. В силу предло­
жения 16, они классифицируются классами когомологий из 

#- (P l ; ®0{al — ar\rk)), e,+e — 1. 
в) На Р —(Р-, Л (0(а)®0(Ь))) рассмотрим локально свободные 

пучки Щ, для которых g,-d==©C>(a.). В силу предложения 17, они 
классифицируются элементами группы когомологий Я1 (Я1, 
®0(a,i — aj-\-a+b)y В качестве начала отсчета можно выбрать 
СР* (<-,'га)> где Ф:Р {to}Pr(i —стандартная проекция. 

§ 3. СУПЕРГРАССМАНИАНЫ 
И СУПЕРПРОСТРАНСТВА ФЛАГОВ 

1. В этом параграфе мы строим важные примеры суперпро­
странств, которые в суперсимметрии играют такую же фунда­
ментальную роль, как и в чисто четной геометрии. Начнем с 
грассманианов, 

2. Исходные данные. Пусть A — суперкоммутативное коль­
цо, Т — свободный Л-модуль ранга d + c, где d = d0|di. c = c0|<-i. 
Следует представлять себе, что А есть кольцо функций на су­
перпространстве М в одной из стандартных геометрических ка­
тегорий: на суперсхеме Spec А, либо на дифференцируемом 
супермногообразии, либо на аналитическом штейновом супер-
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пространстве, а Г-модуль сечений тривиального расслоения F 
вадМ. 

«Относительный грассманиан» GA(d; -О (или иж(", F ) l 
будет описан набором полиномиальных A-алгебр и правил за­
мены координат «на пересечениях их спектров». Мы вкратце 
поясним достаточно очевидное построение соответствующего cy-
перпространства в одной из категорий. 

3. Стандартный атлас и координаты. Выберем в Т базис 
стандартного формата: r = ^0+Co©(HA)d,+c'. Элементы Т будем 
описывать строками их левых координат в этом базисе: ана­
логично, такие строки с элементами в A-алгебре В будем 
интерпретировать как .элементы модуля В<8>Г. 

Пусть / — /0IJ 71 — подмножество из d0 |di (индексов) элемен­
тов отмеченного базиса Т. 

а) Каждому множеству / поставим в соответствие свобод­
ный набор четных xf и нечетных Ць переменных, заполняющих 
в матрице стандартного формата d0 | d, X (do + co) (di + .--l) в с е 

места, кроме столбцов с номерами / , которые в совокупности 
образуют единичную матрицу: 

о0 d0 йл с-, 

*х 

h 

1, 

0 

0 

'"1 

h 
*-

I 
Обозначим далее через Ur одно из следующих суперпро­

странств. 
В категории суперсхем £// = Spec Л [xf, g/]->M--= Spec A, 

л индуцировано стандартным вложением колец А-+А[х/, &]'• 
Очевидно, U/—MXSpecZ[.x/, §/]. 

В категории дифференцируемых супермногообразий U/->M — 
супермногообразие MXR'-d°+C>rf<lC'd°+d°C', у которого х,, £- — 
гладкие координаты вдоль слоя. 

В категории аналитических суперпространств U/~>M — анали­
тическое суперпространство M X cc°d°+c'dl{c,d°+d°Cl, у которого 
X/, g/—комплексные координаты вдоль слоя. 

б) Пусть теперь /, J— два множества базисных элементов 
Т мощности do|di- Обозначим через В и подматрицу Z-, обра­
зованную столбцами с номерами /. Обозначим через U--{subset}/r 
максимальное открытое подсуперпространство, на котором В^ 
как матрица функций обратима. Для этого, конечно, достаточ­
но обратимости двух четных функций — определителя левой 
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верхней подматрицы размера dQXd0 и правой нижней размера-
•diXdi. Структура матрицы ZT показывает, что во всех трех 
случаях [/-----JWXVi-, где Vu — плотное открытое подпростран­
ство в соответствующем слое проекции. 

в) На суперпространствах Uu и £/.-- имеются общие функ­
ции: элементы A и две системы координат «над А»: (х,, |7) и 
(xj, £-). Правило замены координат определим следующими 
уравнениями склейки; 

ZJ = BTJZ/ на С/ц-. 
Очевидно, (x-, £.-) выражаются в виде рациональных функций 
от (х,, £-) с целыми коэффициентами и обратимым (на U',f)-
знаменателем. Поэтому эти функции перехода принадлежат 
структурным пучкам любой из трех рассматриваемых катего­
рий. 

г) Положим Gjt-(d; T{t)) = (UU/)/R, где R —отношение эк­
вивалентности, порожденное описанными заменами координат, 
а (̂ ) ,— исходный базис Т. 

Канонические отображения U1-^Gu(d; ST) являются изо­
морфизмами с открытыми подсуперпространствами грассмаииа-
на. Это «большие клетки» суперграссманианов. Из конструк­
ции очевидно, что наши относительные грассманианы получа­
ются заменой базы SpecZ[--j], (., R), или (., С) на М из 
соответствующего абсолютного грассманиана в каждой из трех 
категорий. 

д) Пусть теперь t' = H(t)—новый базис Т, Я—-матрица 
его замены. Если элемент описывался строкой левых коорди­
нат (х, |) в старом базисе, то (х', £') == (x, 1)Н~Х — его новые 
координаты. Поэтому мы отождествим GM(d;ZT, (t)) и GM(d\ 
Т, (¥)) с помощью следующих правил замены координат. 

Обозначим через В'и матрицу, состоящую из столбцов с 
номерами / в Z/H"1, а через Z[ — матрицу, отвечающую клетке 
Uj в стандартном атласе GM(d; •", (t')). На открытом подмно­
жестве iff, где В'и обратима, переход к штрихованным коорди­
натам происходит по формуле: 

(в;,)--,//-----.z;. 
Серия прямоугольных проверок показывает, что так опре­

деляется изоморфизм суперпространств над А; Ф/у:С?/и(й; gf\ 
{t))-^QM{d\ST\{t')), причем ф//,я2=-Фл/,Ф//!1, так что определено 
левое действие группы GL(d; -jf) на Gyn(d; 3", (t)). 

Будем обозначать через GM(d-t ST) суперпространство, пред­
ставленное ЭТИМИ канонически изоморфными объектами. Мы 
построили его вместе с действием GL (S--)—эта группа авто­
морфизмов (четных) A-модуля д~. представлена по-разному 
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матричными группами GL(d+c; A) при разных выборах бази­
са £Г. ЭТО И есть грассманиан. 

Относительная (над М) размерность грассманиана равна 
dc: произведению' ранга d на коранг rktT—d тех подмодулей ST, 
которые точки грассманиана классифицируют (см. ниже 
пункт 9). 

В частности, особый интерес представляют грассманианы 
чисто нечетной относительной размерности: O(d\0,Adl€) и 
G(0 |c , Ad[c). 

4. П р и м е р : проективные суперпространства. Положим 
PA(T) = PT=GA(l\0;Am+lln). Здесь / = {г}, 1 < i < w + 1, 
Z{i} = (.x* , k=hi; xL = l | ^ j> l = \, •'•> n), правила перехода: 
x{J} = (xfo)~lx{ty % = И-}Г% К а к и в Ч И С Т 0 четном случае, 
эти правила перехода удобнее всего описать, введя на Рд(Т) 
однородные координаты (над A) (х1: •..: xm+11 g 1 : . . . : g") и поло­
жив JC*. — (лг./)-1 x*, Цп -=(x-'')_1g'. Структура проективного 

суперпространства весьма проста. ПОЛОЖИМ А = 2 — , R или С 
(«точка» в соответствующей категории), Т==Т0 ©Т1 — свободный 
A-модуль ранга m-\-\\ti. 

5. П р е д л о ж е н и е . Р"г|"-= Рл(Т) является гладким супер-
многообразием размерности т[л, которое канонически изоморфно 
Qr Р"-|я: 

рт1й
==ОгРГЛ1" — (Р(То),5(Т1*©0р ( Г о )( — 1))). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Изоморфизм Р(Т)г(1—--+Р(Т0) строится 
очевидным образом на стандартном покрытии Р (Т0) == U Uj 
с координатами (x/n, J=fci\- Изоморфизм пучков \|к-5(Т1* © 
© 0 ( - 1))->брОТ|„ индуцирован отображением i|)(i-'© (xJ)~l) = Ц 
где 1~- рассматривается как элемент Т.*, (л:,)"1 —как сечение 
0Р(г-)(— 1) над Uj. Ш 

6. Тавтологический пучок. Вернемся к общим суперграссма-
нианам над А. Обозначим через S- свободный 0{U1)-модуль 
ранга do|di, порожденный строками матрицы Z-. (Он свободен, 
ибо столбцы / образуют единичную матрицу). Это модуль сече­
ний свободного пучка ^i. На U--=U-- ограничения 9>i\Uu и 
9"j| Uj, отождествляются с помощью той же матрицы перехода, 
которая использовалась для построения функций перехода. Это 
позволяет определить локально свободный пучок Р на G = 
— GA(d; T), который мы назовем тавтологическим. Он опреде­
лен вместе с каноническим локально прямым вложением £{to} 
-+(У0<8>Т: строке матрицы Z- ставится в соответствие то сечение 
из T(UU <Ja®T), которое эта строка изображает. 
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7. Функториальность. Суперграссманиан GA(d; T) обладает 
очевидными свойствами функториальности по А и по Т. 

а) GB(d; В®Т) канонически отождествляется с B®GA{d\ T) 
л л, 

для любой A-алгебры В. Эта формулировка приспособлена к 
категории суперсхем. В категории супермногообразий соответ­
ствующий факт без труда сформулирует читатель. 

б) Любой изоморфизм A-модулей f : T-+T' индуцирует изо­
морфизм GA(d; T)^-GA(d; T'). Точнее говоря, мы определили 
GA(d\ T) вместе с классом выделенных моделей, отвечающих 
базисам Т. Это позволяет очевидным образом построить изо­
морфизмы GA(f) :GA(d; T, (t))^GA(d; Г, (f(t))). После этого 
проверка совместимости с изоморфизмами между моделями 
сводится к проверке корректности изоморфизмов замены базы, 
о которых мы кратко говорили в п. Зд). 

в) Относительно отождествлений, описанных в пунктах а) 
и б), тавтологические пучки переходят друг в друга. 

8. Общие относительные грассманианы. Пусть теперь М — 
суперсхема, либо дифференцируемое супермногообразие, либо 
аналитическое суперпространство. Для любого локально-сво­
бодного пучка F ранга d+c на М можно построить cynepnpo-
странство G = GM(d; $~)-+М вместе с канонической проекцией 
на М, лежащее в той же категории, что и М. Это суперпрост-
ранство определено вместе с набором стандартных атласов. 
Один стандартный атлас на G определяется парой, состоящей 
из а) атласа M = UV., состоящего из аффинных открытых под­
схем, суперобластей либо штейповых открытых аналитических 
пространств, над которыми 3~ тривиализуется; 6) набора три-
виалнзаций F | Vi над картами этого атласа. 

ЕСЛИ такая пара задана, положим Aj — C 1 ^ . ) , Tt = iT (V?} = 
= Т {V i, ИГ) и склеим (Эм(с1;£Г) из GAl(d;Ti), пользуясь функ-
ториальными свойствами из пункта 7 для канонического отож­
дествления п~1(У,]) с л - 1 ^ ) , где n, :0/ i(d;J ' , )->-V' / —струк­
турные морфизмы, Vt] = ViC\Vj. 

Вместе с GM(d;iT) строится тавтологический локально 
прямой подпучок . " с л ; * ^ ) ранга d, склеенный из 5^ на 
Ол (d; cf,) в силу 7в). 

9. N-точки грассманиана. Пусть <p:N—>М—морфизм супер-
пространств в одной из трех категорий. Любому его подъему 
до морфизма % : N-*GM(d; ST) (т. е. такому %, что я °% — ср) по­
ставим в соответствие прообраз тавтологического пучка х* (Лг) , 
который реализован в качестве локально прямого подпучка 
X*(.9V)c--fp*(F) ранга d. Мы получаем следующее отображе­
ние множеств: 

„ . , _, , [локально прямые 1 
ГАГ-точки 0 / i № £ H \ подпучки ранга d . 
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Фиксируем здесь М, F , d. При переменном (N, <р), пробе­
гающем суперпространства над М в одной из трех категорий, 
наборы множеств слева и справа продолжаются до функтора 
от (N, ф), а отображения между ними — до морфизма функ­
торов. 

10. Т е о р е м а . Описанный морфизм функторов в каждой 
из трех категорий является изоморфизмом. Д 

Доказательство ничем не отличается от соответствующего 
рассуждения в чисто четной категории. Кроме прямолинейных 
проверок всех определений, это доказательство опирается на 
один простой алгебраический факт.: если строки матрицы стан­
дартного формата размера dx(d + c) порождают прямой под­
модуль в Ad+C ранга d, то у нее есть обратимая подматрица 
размера dXd (обратное очевидно). Отсюда вытекает, что ат­
лас (Uj) действительно покрывает все N-точки грассманиана. 

11. Т е о р е м а . Пусть £Г0мШ — относительный касатель­
ный пучок к грассманиану <JM{d;iT), 9>cn* (-£""*) — пучок, орто­
гональный к тавтологическому. Тогда имеется канонический 
изоморфизм 

<fGMlM=Hom(9>, п*(&)19>) = <?*®9>*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X—локальное вертикальное 

векторное поле на Ом (аннулирующее я* (Ом)). Имеется есте­
ственное действие X на я* (,~), аннулирующее все сечения 
я " 1 ^ ) . Ограничивая его на 9> и затем редуцируя результат 
по модулю &, получаем, в силу формулы Лейбница, 6>лглиней­
ное отображение: 

&QMlM-*-Hom(?, ri«{3-)i9>):X»X~, Xs = Xs mods'. 
На открытой большой клетке типа U; оно является изоморфиз­
мом. В самом деле, пусть (у/) = (хг, £-). Тогда i"U', / А свободно 
порожден полями dldya

r
b; если считать, что а, Ъ нумеруют 

строки и столбцы матрицы Z/, то yf являются "независимыми 
переменными при bQl. Базис сечений ff', выраженный через 
фиксированный базис (tb) Л-модуля Т, над Ur имеет вид 

* - . 2 #*®-»+ '-•«•>. 
Ь§1 

где 1(a)—место, на котором в a-й строке матрицы Z/ стоит 
единица. Поэтому 

дуу 
Наконец, tbmo&9> образуют базис сечений я* (Яmod.?' над U, 
при 66/, поскольку t0 для CQI можно выразить через tb, be/, 
и строки Z/. Следовательно, линейные отображения д/дуа

;
ь сво­

бодно порождают Hom(5"|U/, я*(~)/.-?| Ui). щ 
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12. Пример. На проективном суперпространстве Р=-РЛ1(-)=---
= GM (110; JT) тавтологический пучок будем обозначать, как 
•обычно, 6>(— 1). Пользуясь теоремой 11, получаем точные 
последовательности 

0{to}0(-l){to}rc*(.J){to}cfP/M(—i){to}O, 
О {to} aJddP /M (1) {to} л* (Д~*) {to} ПС (1) {to} О, 

которыми можно пользоваться, как в четной геометрии. Вычис­
лим, например, BerP/M= (BerQoddP/M)*; пусть r k < ~ -
==m+l |n. 

13. Предложение . Ber P/M = П"-+"Вег (л* (JT*)) (— m — 
-1+n). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой точной тройки локально 
свободных пучков на суперпространстве 0{to}2'1{to}.7'{to}.9:'2"->-0 можно 
определить канонический изоморфизм /:BerS"1®Ber.?'o{to}Ber SP. 
Именно, пусть (su, ssj)~такой локальный базис 9", что (su) — 
локальный базис 9>и a (s2J mod Ss'1) — локальный базис S-V Изо­
морфизм / определяется тем, что 

f^(su)®D(s2]mod^)) = (-lfD(a(Su,sv)), 
где (su) и (52у) стандартно упорядочены, а-перестановка, 
стандартно упорядочивающая объединенный базис Корректность 
ЭТОГО проверяется без труда. Поэтому 

Ber(QiddP/M)(^--OT)®no(—1) = Вег(я*(П^*)). 
Отсюда следует требуемое с учетом изоморфизма Вег (П.?*) == 
= 1Гк----Вег.?\ ш 

Отсюда, в частности, следует, что при т + 1=п относитель­
ный березиииаи BerP/М изоморфен пучку, поднятому с M; 
когда М — точка, он тривиален. 

ДЛЯ общих грассманиаиов аналогом предложения 5 являет­
ся результат, вычисляющий ассоциированное градуированное 
пространство. Начнем с простого технического утверждения, 
которое позволяет понять структуру этого пространства, если 
известна структура суперкасательного пучка. 

14. Предложение . Пусть М — дифференцируемое или 
аналитическое супермиогообразие, & — локально свободный 
пучок на М. Тогда существуют следующие изоморфизмы: 

а) QrJS?==Gr0»®S'(QriO.M) И д Ог0Ом=>ОМгй)-
б) QxxQM = (Qro^evM)i. гДе внешний индекс относится 

к 2--градуировке. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (xa. Г;6) —локальная система 

координат на М, (ес) —локальный базис сечений %. Тогда 
Grig1---- 'SSMI^JM'1 локально свободно порожден классами 
{eclamod '£J$X 11 a | -=- i} над 0.wrd, a QxxOM свободно порожден 
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классами {£ft mod J%). Первый изоморфизм в предложении пере­
водит ^(s1)"-... (sn)a" в ecmo&<§JM®(llrao<M'M)aK . .(fmodJ%)an. 
Корректность проверяется легко (учесть, что М супермного­
образие, то есть Ом локально изоморфно Gr Ом). 

Второй изоморфизм переводит gumod/y | в dev^mod/^Q-VM. 
Чтобы проверить корректность определения, убедимся, ЧТО для 
любой системы координат (у, ц) сечения rf mod JM переходят 
в devT)c mod JM&IVM. В самом деле, пусть if — ̂ / ^ ( x ) g * mod/д., 

Тогда 

d rf=yd ха^ + Уа **дХ = 
a b * 

- 2 d^"fbc (•*) mod JM&\VM, 
b 

Это завершает доказательство. Ш 
Пусть теперь Т = Г0©7\ —-линейное суперпространство над 

R (в дифференцируемом случае) или над С (в аналитическом) 
размерности d + с —d-+-c0j d-4-c-.. Положим 

G^G(d;T), G0 = G(d0\0;T0), OlS=C?(0| di; Т1). 
Супер пространства G0, Ol — это обычные чисто четные грас-
сманианы, за исключением того, что тавтологический пучок 9в1 
имеет ранг 0Id-., а не d t | 0 . Пусть £?Qo, 9Ql~пучки, орто­
гональные к тавтологическим. Следующая теорема дает описа­
ние Gr<7 и, стало быть, О в дифференцируемой категории. 

15. Т е о р е м а . Можно определить следующие канонические 
изоморфизмы. 

а) Grd — G-XG!. Обозначим через 90, 9Х (соответственно, 
90, .?-.) пучки .7с, &а, (соответственно, 9'Q,, &Gi), поднятые 
на Осй относительно проекций. 

б) Or 0G = S(9u®g>l®SPu®g>l) (симметрическая алгебра над 

в) GrSp
G-=(-SPo©;?1)<-3Gr0a (над 0<-rd), где 9а — тавтологичес­

кий пучок на G. 
Д о к а з а т е л ь с т в о - Первое утверждение теоремы есть 

следствие того обстоятельства, что с?01 di-MepHoe подпростран­
ство в -Г0ФГ. разлагается в прямую сумму своей четной и не­
четной части. Другие два позволяют понять в инвариантных 
терминах структуру нечетных координат. 

Рассуждая более формально, рассмотрим на G0 X Gi пучок 
9>0®91а00охо,ЩТ0@Т1). В силу теоремы 10, он индуцирован 
некоторым морфизмом p:G0XGi->G, т. e. p* (9'G) = 9'Q®9'1. Вы­
числяя в координатах на большой клетке If/, находим, что р 
отвечает обращению в нуль координат £•/, т. е. определяет 
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изоморфизм G 0 x G i c Grd и, стало быть, .5s,
u9.s?'1-=Gr05'G. Ана­

логично, 5,
0©£^1 = Qr0.<?o. Поэтому утверждение в) следует из 

предложения 14а). Далее, в силу предложения 146), Gr .0 G -= 
=-(Qro-^evG)i. Наконец, согласно теореме 11, Qj,vG-—(JГG):|: = 
----.Sг,®.Я Поэтому 

(GrC&evG)! = ( Q r 0 ^ ® G r 0 ^ ) l = •?'o®.?,i©SPi® .^0-
Это завершает доказательство. Ш 

16. П р и м е р . Рассмотрим подробно структуру G = GC(1 |1; 
Т2'2) и покажем, что в аналитической категории (и в категории 
алгебраических супермногообразий) О не изоморфен Gr G. 

В обозначениях jeopeMbi 15, G r d = Р о ' Х Р Л 9'Q=O( — \,0)1 
^ = 1 1 0 ( 0 , - 1 ) ; £?«-0==(.-t0*Qip0i)(l, 0), ^ . - ( . а ^ Р ^ Х О , 1), где 
n,:Grll{to}P1

I. Поэтому 
SF^JoUl . - I I [(jto*Qip0-)(l, — 1)€В(я1*£2-Р1-)(— 1, l)]; 

4 — O r 2 . % = S~(^) — Q~(Pu
1XPi1). 

В соответствии с результатами § 2, препятствием к изомор­
физму О и Gr Q является некоторый инвариант 

Ш6Я' {Г (Ро1 X Р.')®^1 (Ро1 X Р.1)) — 
= /-/1 (Рц1, Й'Рц^ФЯ^Р,1, П1Р1

,) = С©С. 
(последний изоморфизм канонический). Покажем, что со-
- (1 ,1 ) . 

Введем следующие обозначения для координат на больших 
клетках U.cG: 

* 1 

-1 

1 

0 

«. 
«1 

0 

1 

I , 

Чг 

1 

0 

0 

1 
h 
Иг 

1 

0 
*з 

Ъ 
*-
Уз 

0 

1 

7 

0 

.Xt.j 

«* 

0 

1 
• 5 - . 
«/ч 

Пользуясь для вычисления Bfi формулами: 
п\-
0у) =[0, у 

-<Г'е х ON-1 
_ •хг'> ° 

Т) 1 / ^ — .ЛГ" 1 ! - , l 

X' •х"-у~1&), 
-x-ly-lr\, у 

— *У ь 
•l — x-hj-'^y\j' v\y) 

получаем из равенств Z ^ E - ' Z i следующие формулы замены 
координат: 

( J - i S i W - ^\-l(x,0\_l^~y^h4i, —У 
Wvi)\byzl V h v l Уз%> У 2 

х30\-Ч\$ •-3 -Л».-- V-я 
% 1 / \0Уг) I - - V 1 . - " Уа + х71&Ь 
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Это—-полная система. Пользуясь ею, можно выразить друг 
через друга любые пары координатных систем. 

Положим XI=XI,TU; Y — t/i.rd. Получим стандартное четырех-
элементное покрытие Р-1 X Pi1 =-=• Grd c координатами: 

"Элемент со представлен коциклом, который измеряет рассогла­
сование каких-нибудь вложений я]),: 0(Ui,rd){to}O(UJ), тождест­
венных после редукции нечетных координат, например, 

• *.(?,')-•*)• п -™ 
(*.—ф.)(?1

1)-(в/)ег('-/п. •П,)-
Тогда ---• ®Ai + ;—-®Ei будет компонентой коцикла со на Uп. 
Вычисляя по предыдущим формулам, находим половину (три из 
шести) компонент со: 

со21=-—^-^Г^гЛа— - Jxl^Y^l^b 

«31 — - -1®-5-'Г1^-1з — JjFCglXf^lTli, 

--41 = — (Щ®-^4_2ГГ1'!:4ч4+ —[®X_1}/r2S444. 

"Этого достаточно, чтобы вычислить ту часть со, которая поднята 
с Pi1. B самом деле, изоморфизм л0* (Й'Ро1) © Щ* (.-̂ Pi1){to} 
--ii'"(Po1XPiI)®{cdot}/o можно задать отображениями: 

n0*(rf.A:1)->-5F{cdot}i®g1r|i на UiUU2; 

я;1* (cfy1).— — ш-0-sit]! на U^Uz. 

После этого канонический образующий элемент группы 
Я-(р!», ОФ!1), заданный на покрытии Чеха {У1 =?-0}U{̂ 2=5—0} 
коциклом Yi~ldYi =—Yz^dYi (это его компонента на пересече­
нии двух элементов покрытия), перейдет на Po'XPi1 в КОЦИКЛ 
на прообразе этого покрытия с компонентой агь 

Читателю предлагается вычислить остальные три компонен­
ты со, а также ту часть со, которая поднята с Ро1, и убедиться, 
что разность со и суммы поднятых коциклов когомологична 
нулю. 

17. Функторы флагов и пространства флагов. Пусть те­
перь М—базисное суперпространство одного из трех типов: 
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суперсхема, дифференцируемое супермногообразие, суперанали­
тическое пространство; f — локально свободный пучок на нем 
ранга d. Пусть 0<d . < . . . <dft<d—последовательность супер-
рангов; разумеется, d^d^ld^ и dt<dw означает, что dt°< 
<d°t+v d7<<-7+1 и, по крайней мере, одно из двух неравенств 
строгое. 

Флагом длины k и типа (d- dk) в Sf называется такая 
последовательность локально свободных подпучков ^ с ^ с . . . 
. . .cyjCrf, что г к 5^ = ^ и все вложения 9,

tcZ9'j локально пря­
мые. Введем в каждой из трех категорий функтор флагов ука­
занного типа следующим определением. 

Этот функтор определен на категории суперпространств 
над М, и ставит в соответствие объекту ср: N-+-M (где кр — 
морфизм суперсхем, супермногообразий или супераналитиче­
ских пространств соответственно типу М) множество флагов 
типа (di,.-., dft) в пучке 0~N=s$*(T). Доопределение на мор-
физмах очевидно. 

Если d— (d!,.. . , d;v) — некоторый тип, d — (d/,.... dh') — 
его подтип, то, как и в четном случае, определен морфизм 
функторов «проекция на подфлаги меньшего типа»: 

n(d, d'):(9>iCi...c^k).-*(.-V-.. .сд>/), g>f = 9>iU), 
где L(j) определяется условием d/ = dnj). 

18. Теорема. В каждой из трех категорий функтор фла­
гов представлен суперпространством над М, которое мы обозна­
чаем FM(du..., ak\ °Г), Морфизмы функторов n{d, d') пред­
ставлены морфизмами суперпространств. 

Доказательство использует индукцию по длине флага. 

§ 4. СВЯЗНОСТИ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМЫ 

1. Правые и левые связности. Мы продолжаем работать в 
категории дифференцируемых или аналитических супермного­
образий, соответственно обозначаем & = R или С. Рассмотрим 
связность на локально свободном пучке & на М как ковари-
антное дифференцирование, т. е. k-билинейное отображение 
А : FAf®cif{to}jr, удовлетворяющее формуле Лейбница. Его мож-

к 
по продолжить до /.-билинейного отображения Д(: <2)\®<В—.>$, 

и 
где ЗЬ\ — пучок дифференциальных операторов на М порядка 
{le}1, положив Ai(f®e)=fe, где f — локальная функция, рас­
сматриваемая как оператор нулевого порядка, и дополнив 
отображение по аддитивности. Аксиомы связности, задаваемой с 
помощью А|, приобретают более простой вид: кроме /г-билиией-
ности Д|, имеем для любого локального оператора X порядка 
{le} l локальной функции f и сечения е: 

а) АД/®е) = / е ; 
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б) A/(X®/g) — A/(X°/®e); 
в) A1{fX®e) = fAl{X®e). 

Второе тождество—это формула Лейбница; X°/ означает про­
изведение X и / как операторов; кружочек написан, чтобы 
ОТЛИЧИТЬ результат от применения X к / : X°f = (— \)fxfX-\-
-\-Xf. Аналогично введем понятие правой связности: 

2. Определение. Правой связностью на & называется 
четное k-билинейное отображение AT:&®33i-+8 со следующими 
свойствами: 

а) Аг(-з®/) — е/ ; 
б) Ar(g®Xo/) = Ar(g®X)/; 
в) Ar(e®fX) = Ar(ef®X). 

Если X — векторное поле, оператор правого ковариантного диф­
ференцирования вдоль него sjr{X) определяется формулой 
уг(Х)е = (-1)^^Ar(e®X). 

На Ом имеется очевидная левая связность: Al(X®f) = Xf. 
Оказывается, на BerM=(BerQodd/W)* имеется каноническая пра­
вая связность. 

3. Предложение. На BerM имеется единственная правая 
связность Аг, удовлетворяющая следующему условию: для лю­
бой локальной системы координат (ха) = х имеем: 

Ar lD*(dx)® —а)= 0 для всех а, 
где D* (dx)-~локальное сечение Ber M, двойственное к D(dx1,... 
...,dxm+n). Ш 

Описанная правая связность совпадает с производной Ли, 
корректность введения которой можно установить, как в чисто 
четном случае. 

4. Интегральные формы. Интегральными формами называ­
ются сечения пучка 

2Af = Ber М ® S (£ГМЩ=Нот0м (&ШМ, Ber M). 

Здесь "̂УИП —О/и-моду ль с тем же левым умножением на Ом, 
что и 3~М, и с перевернутой четностью. По аналогии с внешним 
дифференциалом на QM, можно определить дифференциал 
6:EM{to}SM, б2=-0. Сначала введем определение в локальных 
координатах. В области действия координат (ха)~ имеем 2M= 
= Ber.M®k| -------- П|; положим 

--г-- / д \ д , . . - а 

д КШ П) 
5. Предложение. 6 = Ŝ  не зависит от выбора системы 

координат (ха) и 8-----0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для проверки б-= 0 применим лем-
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му 16, § 1. Операторы Vr(~g~ir) н имеют противо-

положную четность; вторые попарно суперкоммутируют. Остает­
ся проверить, что первые тоже попарно суперкоммутируют. 
Пусть X — --——, -,_"•—г. Для d.mM=-/n|/z: 

V-(X)(L>* (dx)/)-=(-1)S(m+/1A r(D* (dx)/®X) = 

=-(_lfm+1D*(rfx)X/, 
откуда [Vr(X). Vr(F)] = (—1)<*+?>"V-([X, П) = 0. 

Для проверки корректности покажем, прежде всего, что на 
BerM®JTMri бА' не зависит от (ха), точнее, 

6х(а>®ХП) = ( — 1)5+*Аг(р®Х). 
Действительно, пусть (a=D*(dx)f, X — {sum} ga ------i-. Тогда 

6->®Xn)-=/{sum}v r 
д л Ч ^ < ^ 

(-D*V 
xf {sum}D* (dx) /g«®-^n)—{sum}(—l) - a -br^ -H)(» + ^) V r -g-jfa- -I —Д \—4 v r —-i-I X 

X (L>* (dx)/g°)={sum} ( - i)*e+C*e+0(_+V-) ( _ ! ) x «(S+V) д^ х 

Z>* (d*) /g"®--^—) = ( - 1Г+--А, (co®X) 

Наконец, докажем, что для E, Ogk 
Лейбница: 

д** Г1 имеем формулу 

б* (co®FG) = 6* (co®E) Q + ( - I ) 0 ' б-1' (o®G) F 
Отсюда индукцией по степени F, начиная с единицы, будет 
следовать, что 8x(a®F) не зависит от (x"). 

В самом деле: 
6'r(Q)®EG)----

дх о-п) 
( -1)* (CD®EG) : 

: 2 v , ( ^ r ) c o ® ( - l r ^ H - ^ x 

X 
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Два слагаемых в квадратных скобках справа отвечают двум 
слагаемым в формуле Лейбница. Ш 

6. Последовательность Спенсера пучка с правой связ­
ностью. Пусть теперь 8—локально свободный пучок с правой 
связностью Аг на М. Положим 2(g)—Щ ® S (£ГМЩ. Предыду-

°м 
щие конструкции можно провести для & вместо ВегМ. Точнее, 
в области действия координат (ха) ПОЛОЖИМ 

Hg.A-)-.SVr(i§-r)® . I .(-1fa:S(^)->2(g). 

Тогда справедливы следующие факты: 
7. Предложение , a) V r — &*($, А-) не зависит от выбо­

ра системы координат (x°) и определяется лишь связностью Аг 
б) Vr

2:2 ($)-:-2(g) есть (Рж-линейный оператор, называемый 
кривизной правой связности А... 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение а) проверяется букваль­
ным повторением соответствующей части доказательства пред­
ложения 5. 

Для доказательства б) удобно вычислить v r
2 в координа­

тах (ха). Положим ф6в.-Гу^-—--J, Vr(-g—-)l:.f{to}»: Тогда 
прямое вычисление показывает, что на <S<8>S (£ГМЩ 

w-Si-ir+^-A—.-j-i-дЫп)дЫи 
Из определения V-(X) следует, что vr(X)(fe) = 
= ( —l)Xf f*s7r(X) (е)-\-(член, включающий производную Xf), 
где /-—функция на М, е — сечение Ш. Поэтому ФЬа(/е) = 
= (—-1)м "*" /<$ьа(ё)- Отсюда следует, что V-2 линеен. • 

8. Теорема. Категории правых и левых связностей экви­
валентны. Точнее, рассмотрим отображение В, ставящее 
в соответствие паре ($, А-) пару (Ber МШ, Аг), где для любого 
векторного поля X, по определению, 

Ar{®®e®X) = (-lf~e(i)®Al(X®e) + (~\f~l!Al((i>®X)®e. 
Это отображение определено корректно и однозначно продол­
жается до функтора на категории морфизмов (If, At)-^(S", 
А/), коммутирующих со связностями. Этот функтор является 
эквивалентностью. 

Мы опускаем доказательство, которое состоит из серии ав­
томатических проверок. 

Отметим только, что кривизны соответствующих друг другу 
правой й левой связности в естественном смысле отождеств-
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ляются. В последовательности де Рама $®&'М кривизна V2f 
есть умножение на Ф£Т (Enu'£®Q'M). В последовательности 
Спенсера £(ВегЖ®#) кривизна V,2 может интерпретироваться 
как свертка с ТОЙ же формой Фг. 

§ 5. ИНТЕГРАЛ БЕРЕЗИНА И ПЛОТНОСТИ 

1. Напомним, что комплекс пучков дифференциальных форм 
на чисто четном дифференцируемом многообразии <yM-*-QlM-*-
{to}!Q2iVf{to} . . . точен всюду, кроме (Ум, а комплекс его сечений с 
компактными носителями (или финитных сечений) в качестве 
своих когомологий имеет НС'(М, R). Соответствующие факты 
имеют место для супермногообразий и комплекса интегральных 
форм. 

Здесь мы ограничимся правым концом этого комплекса:. 
2mM = BerM, 2./(M)=Berc(M)==-T0(M Вег(М); М — ориенти­
рованное связное дифференцируемое супермногообразие, с ука­
зывает на компактные носители. Напомним роль условия ком­
пактности в чисто четной ситуации. Для функций и форм на 
M1I0=R имеются две точные последовательности: 

O-*-R-+0(R)-->Q-(:R)->.O, 

0{to}^R){to}Qc-(R)iR{to}0. 
поскольку форму a>€Qe- (R) всегда можно представить в виде 
(£>=df, /GO (R), но выбор /60-(R) возможен, только если 
Г(о<==0. Аналогичную роль играет функционал со»—»- Г со для общих 

форм объема с компактным носителем. Конструкция интеграла 
Березина Г :Berc(M){to}R —задача этого параграфа. Мы предпо-
лагаем, что Mrd ориентировано. 

2. Определение, а) Пусть (x°)—локальная система коор­
динат на М такая, что (x1 .xm) четны и определяют на МгЛ 
отмеченную ориентацию, (xm+l,..., xm+n) нечетны. Пусть 
<oGBere(M)—форма с компактным носителем в области действия 
координат (x°): 

a.==£)*(dx)<8> Y (хтП)а^ • •(x'"+'')a«/a(xt хп). 
а 

В таком случае полагаем: 
U=--(—l)"»» ( dx1...dxmfu..i(xl Хт). 

б) Для общей формы объема с компактным носителем 
<u6Berc(M) определяем f со с помощью разбиения единицы и пунк­
та а) по аддитивности. • 
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3. Т е о р е м а . Определение интеграла корректно. Для формы 
с 

-fflgBer,,(M) существует v&S(M) c 6v = co, если и только если 
т—1 

Ja-O. В 
м 

4. ПЛОТНОСТИ. Пусть М — некоторое супермногообразие, d{le} 
{le}dimM — суперразмерность. Цель этого пункта — ввести объ­
екты, которые можно интегрировать по иммерсированным 
•d-мерным подсупермногообразиям в М. Мы определим на М 
эти объекты таким образом, чтобы они вели себя функториаль-
но относительно иммерсий ф : Nd{to}M и чтобы их перенос на N-
оказывался формами объема на N. Тогда интеграл от этой фор­
мы объема по Березину и будет тем, что нам нужно. 

Точнее, построим относительный грассманиан G = GM(d; 
я 

•FM){to}Af и обозначим через 9* тавтологический пучок на нем. 
5. О п р е д е л е н и е , d-плотностью на М называется любое 

локальное сечение пучка (БегП:?7*)* на G. И 
Заметим, что область определения плотности есть открытое 

подсуперпространство в G, а не в М; с точки зрения М, эта об­
ласть определения состоит из некоторых точек М и некоторых 
•отмеченных d-мерных касательных плоскостей в этих точках. 

Положим а-= (ВегП^*)*. Для иммерсии ф: N-+M пусть 
<мр : N{to}G — такое отображение, что &~N— (G^)*9". Тогда 

Вег ЛГ = (Вег UJ*N)* -=(G<P)*(Ber П<?*)*. 
Теперь, если тбГ (V (Вег П.?*)*), V c G открыто, мы полагаем 

Ф* (т) = (Оф*)(т)бГ ((Оф)"1 (У), Вег N). 
6. З а м е ч а н и я , d-плотности на М как объект интегриро­

вания обладают двумя особенностями: 
а) ф* (т) «зависит от первых производных» иммерсии ф, по­

скольку dtp используется в конструкции подъема G-ф до грас-
•сманиана. ' 

б)Есть все шансы за то, что область определения т не бу­
дет содержать цилиндра jt_l(U), UczM, т. е. что для иммерсии 
<р будут запрещенные направления. Разберемся в этом подроб­
нее. Напомним, что в чисто четной комплексно-аналитической 
геометрии на абсолютном грассманиане G(d; T) тавтологиче­
ские пучки 9" и & являются отрицательными в том смысле, что 
порожденная ими тензорная алгебра (без дуализаций) не име­
ет постоянных голоморфных сечений над всем грассманианом. 
Наоборот, 9"* и 93* положительны. 

Пусть теперь G = G(d0 |d . ; Т0@ТХ). Как мы уже знаем 
<см. § 3); Grd--=G(d-, T0)xQ(du ТО, Р»г„=.я0*--*оФя1*П^,. Поэ­
тому n-?'rd = VE-V!®n1*.9 '1*. и (ВегП^*а) будет, вообще говоря, 
тензорным произведением двух обратимых пучков, пришедших с 
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QQ и Gi, из которых один положителен, а другой отрицателен. 
В случае, если отрицательный сомножитель присутствует, у 
(Bernard)* не будет голоморфных сечений над О. В относитель­
ном варианте это означает отсутствие послойно голоморфных 
сечений вдоль цилиндров n'l(U). 

Следующая теорема показывает, что в тех случаях, когда 
голоморфные вдоль слоев сечения есть, они доставляются с по­
мощью дифференциальных и интегральных форм. 

7. Теорема. Пусть dimM = m|n. Пучок d-плотности Е-
чисто положителен вдоль слоев п, только если d=p |0 либо 
d = p\n, и чисто отрицателен, только если d = 0|<7 либо d=m\q. 
В первых двух случаях имеются канонические отображения 
форм в плотности: 

а) d = p |0: T(U. Qf>M)-+T(n-l(U), 3*».°); 
б) d = p\n: T(U, SpM){to}r(n-I(t/), EPl"). 

В остальных двух случаях имеем: 
в) d = 0|<7: Bo\" = S"(9,)n"\ 

г) d = m\q: Е"'17 = я* (BerM)®n"-«S"-« (.-?). 
В частности, m | п-плотности — это сечения пучков ВегМ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, прежде всего, что для лю­
бого локально свободного пучка F чисто четного либо чисто 
нечетного ранга, имеют место изоморфизмы, выражающие тен­
зорный характер березиниаиа (в отличие от общего случая): 

rk;--=r|0: (Ber].IF)*---iS-(n^):D*(n/1>...,n/r)H->n/1... P / r . 
rk^=-0|r: Bern^ — n-S-F:D(n/1 ( . . . , Д/Г>->П-(/1 fr). 

Отсюда и из замечаний предыдущего пункта следует, что если 
0 < d 0 < m , 0<d1<n , то пучок Gr08d не может быть ни чисто 
положительным, ни чисто отрицательным. Далее, для d = p | О 
находим (Вег П-̂ *)* = -S-" (П5Р*). После этого из стандартного мор-
физма a:n*(2oddM)->--I.9'* находим морфизм пучков 

SP (а): я* {Q.PM) {to} SP (Ш?*) = S^0, 
откуда и следуют отображения из пункта а). Для конструкции 
отображений б) нужно сначала выразить Ер|л через •?, поль­
зуясь точной последовательностью 

О _*. к? -> п* {Q\,MM) {to} IIS"* -> О, 
откуда 

(Вег П.~*)*®(Вег ГО6)* - Вег М 
и далее 
3"|л=Вег M®Ber IW—Вег M9{Sm~p (П#))* --Ber M®S~"" (^П)*. 
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Теперь остается построить симметрическую степень морфизма 
&:я*(^Л.П)-»--7*П: 

id®SP (b): я* (Ber M®Sm'p (&1Щ) = я* (SpM) {to} Epln. 
Остальные два утверждения теоремы проверяются аналогич­

но: в) непосредственно, а г) переходом к 9>. Ш 
8. Таким образом, из теоремы 7 вытекает, что дифферен­

циальные формы можно интегрировать по подмногообразиям не­
четной размерности нуль, а интегральные формы—-по подмного­
образиям нечетной коразмерности нуль. Для подмногообразий 
промежуточных нечетных размерностей мы пока не знаем ниче­
го, кроме плотностей. Естественно задаться вопросом, сущест­
вуют ли конструкции, которые сами собой приводят к плот­
ностям. В чисто четной геометрии, например, по симплектичес-
кой форме со на М строятся формы СОЛР, т. е. 2/г-плотности, а 
по метрике ds2=gabdxadxb индуцированные плотности на 
/7-мерных подсупермногообразиях, определенные с точностью до 
знака, как длина кривых j/d-s2 или объем ] / | det g \ dmx. Алгеб­
раический механизм, на котором основана эта конструкция, пе­
реносится в супергеометрию. 

9. Лемма. Пусть A — суперкоммутативное кольцо, 5 — 
свободный A-модуль, Ь : 5®5~>-/1-невырожденная четная били­
нейная форма на S. Тогда по ней однородно определяется квад­
рат «формы объема» w(b)G(Ber S*)~2. 

Доказательство. Рассмотрим Ъ как изоморфизм S*~yS.. 
Тогда Бег b есть изоморфизм 

Беги : BerS*{to}BerS = (BerS*)->. 
Дуализируя, получаем изоморфизм Л->(Вег5*)-г; w(b) есть 
образ единицы при этом отображении. Глобализация этой кон­
струкции приводит к следующему результату. 

10. Предложение . Пусть М — супермногообразие с 
суперметрикой <в, т. е. невырожденной билинейной формой на 
FMII. Тогда для любой суперразмерности d{le}dimM по и 
можно построить канонический квадрат d-плотности wd(a)& 
er(V; (S-)2), где V{subset}GM(d; FM)—максимальное открытое 
множество, на котором ограничение формы я* (со) на подпучок 
^Псгя* (;^~ЛШ) невырождено.В 

§ 6. СУПЕРТВИСТОРЫ И СУПЕРПРОСТРАНСТВО 
МИНКОВСКОГО 

1. Супертвисторы. В этом параграфе Т обозначает комплекс­
ное линейное суперпространство размерности 4|N—простран­
ство супертвисторов. Положим Ж=-Р(2|0, 2|N; T). Это супер­
аналитическое многообразие является компактной комплексной 
моделью N-расширенного суперпространства Минковского. Са-
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мо это расширенное суперпространство является вещественным 
супермногообразием, пространством неподвижных точек боль­
шой клетки М относительно подходящей вещественной струк­
туры. Другая вещественная структура приводит к евклидовой 
версии суперпространства. 

Цель параграфа —изучить геометрию М. Поскольку Mrd= 
•=G(2|0; То), подложка М является квадрикой Плюккера, по­
дробно разобранной в [3] - Поэтому здесь акцент сделан на 
специальных свойствах, связанных с наличием нечетных коор­
динат. 

2. Правое и левое суперпространства. Положим M; = G(2|0I; 
7), Mr = G(2|-iV; T) === G (2|0; Т*). Суперпространство М облада­
ет двумя каноническими проекциями 

Mi-^M-*Mr 

Над Mt и Мг пространство М представляется в виде относи­
тельных грассманианов: 

M----G.Wr(2|0; sM»)~aMr(0\N; (?*")*)• 
Здесь 9>t, ^..--тавтологические пучки на M,, Mr, соответствен­
но. В частности, nt и я,—субмерсии относительной размерности 
2|0X0|M-—0|2.V. Поэтому комплексные размерности этих 
аналитических супермногообразий таковы: 

dimM,=dimM r=2|0X2|-V==4|2;V; dJmM=-4|4.V. 
3. Структура касательного пучка. Положим 

3-tM*=grMlM„ zrfM=&-M/Mt. 
По теореме 11, § 3 имеем канонические изоморфизмы: 

^ 4 = = Нот (.У2.0, ^ - i -v /^ l^Hom^- ." /^!- , (*•-.-)*), 
2TrM=Hom(9>W/9>w, (ff>W)*)=Hom{?w, 9>W/9>W), 

где 9>, 9>—-тавтологические пучки на М. В частности, компо­
зиция гомоморфизмов доставляет естественное билинейное ото­
бражение 

$Г,М®$~ГМ {to} (.7-1°)* ® (.y-l-)*. 
Точную формулу для а см. ниже (п. 7). 

С другой стороны, STtM и %ГГМ являются подпучками супер-
алгебр Ли в 2ГМ, и форма Фробениуса между S~tM и £ГГМ 
(суперкоммутатор по модулю $Г,М-\-&гМ) определяет отобра­
жение 

[,]:iT/M®,r-.M{to}^M/([r,M+^rM)----^oM-
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4. Предложение , а) Сумма £Г1М-)г£ГгМс:$'М является 
прямой и £TjM®3~rM— локально прямой подпучок ранга 0\4N, 

б) Существует единственный изоморфизм S'oM—i^0)*^^2!0)*, 
относительно которого формы а и Ь, определенные в предыду­
щем пункте, совпадают. При редукции нечетных координат 
этот изоморфизм переходит в стандартный изоморфизм <fMrd — 
= (^0)*®(£2,«?)*. И 

Мы установим это утверждение с помощью вычислений в 
стандартных координатах на большой клетке М. 

5. Координаты в 7 и Г*. Дополняя нечетными функциями 
координаты в обычных твисторных пространствах, положим: 

T:(za, zb, V), 
T*:(wa, чюь, (Oj), а, р--=0, 1; / = L . . . , N. 

Каноническую билинейную форму (как элемент Т*®Т) будем 
записывать в виде 

< (г, С), (w, со)) =zawa — zbw£ -\-2№а; 

(подразумевается суммирование по повторяющимся индексам; 
множитель 2£=2У—1 поставлен для согласования с принятыми 
в физической литературе соглашениями. Конечно, это важно 
лишь при учете вещественной структуры). 

Выбор большой клетки в Mr<i и ее отождествление с См" 
определяют четыре подпространства в "-компоненте тавтологи­
ческого флага в начале координат и в вершине бесконечно 
удаленного конуса, которые задаются следующими уравне­
ниями: 

9>{QfV:zb=0, t.-=--0; ^(оо)-!^,.—0; 
s-(O)-l":z0-O; .У(-»)2.°:г---=0, С'-О. 

6. Координаты больших клеток в Mi и Мт- Записывая их в 
общем формате матриц ZIt как в § 3, имеем: 

и 
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' Расстановка индексов приспособлена к нумерации координат в 
Т, Т*, первые индексы нумеруют строчки матрицы. Напомним, 
что ff'iixi, &,), 9>t(xt, 6Г) как модули сечений Ом,®Т', Ом®Т над 
большой клеткой порождены строками первой и второй матриц 
соответственно, которые мы обозначали sa и s®. 

7. Координаты большой клетки в М. (2 10, 2 | TV) — флаг в 
Т — это то же, что пара 210-подпространств в Г и Г*, орто­
гональных относительно формы < , >. Условие ортогональности 
S^i(xlt $,) и •?,.(.*:.., Эг) состоит из четырех соотношений: 

№хр~ xff6u+2l&*JQ,tj=0\ а = 0 , 1, 0 = 6 , 1 . 
Будем считать xt, xn 0.-, Qr функциями на М, подняв их с 
Mh Мг посредством п,*, яг*. Положим 

Переписав соотношения ортогональности в виде 

получаем, что в качестве стандартной системы координат на 
большой клетке М можно взять (ха^, Qfj, Qr$j)- Четные коорди­
наты левого и правого (киральных, в физической терминологии) 
суперпространств имеют вид 

я«р"—*-•-•+ie?-er|-y, 
xfa = xaV — iQ<t'Qr£j. 

8, Базисы 0~iM и ЗГгМ. Сечениями FjAf (соответственно, 
&~ТМ) являются супердифференцирования на большой клетке 
М, которые обращают в нуль (xr,- вГ) (соответственно, (х., 6z)). 
Нетрудно убедиться, что базис таких сечений задается следую­
щим набором векторных полей, которые в физической литера­
туре иногда называются «ковариантными производными»: 

^'м: Diaj=4r+iQr^] a=0,1; J==U--N> 
iTTM: DbJ = J - + iQ?J-L-- 0 = 6,1; / = 1 N. 

Отсюда видно, что сумма £Г(М-\-£ГгМ прямая, а векторные поля 
• г- образуют базис пучка ранга 41 0, дополняющего ее до 

STМ. Далее, прямое вычисление коммутатора дает 

[DtaJ, 0^=21^6^ 
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7. Доказательство предложения 4, Нам осталось срав* 
нить билинейные отображения а и Ъ. Пусть Xh Хп s, t—ло­
кальные сечения пучков 3~tM, £ГТМ, .У2'0, .?2l°, соответственно. 
Отображение а определим любой из двух формул, эквивалент­
ность которых будет проверена ниже: 

a(Xl®Kr){s®t)^~\ft^{XrXls, t ) = 
==(_1)^/+Jf'r> (s,X,Xrt). 

Среднее выражение интерпретируется так: X:s есть сечение 
gs^Njff>2\ot которое получается покоординатным дифференцирова-
ванием s, выраженным в базисе Т, после этого XrXts есть ре­
зультат аналогичного дифференцирования X,s в базисе, под­
нятом с Мг (на большой клетке можно снова считать, что это 
исходный базис Т), XrXts — сечение (.#-1°)*. Применим эту фор­
мулу к Diaj, Df, sy,s6'. Имеем: 

DlkDlajSy^ 

- (^+^^) (7^+»"^) ' -"1^+' а д ' -*1-"-
откуда 

(-\fA < DbrkDlajSy, s* > - 2 . * 6 $ \ 
Вычисляя аналогично второе скалярное произведение, кото­

рое удобно представить в виде (—- 1p- ( XtXrt, s ) , получим: 

И снова имеем: 
< DtajDiksfi, sv > =2i6$J. 

Отсюда следует, что отображение а сюръективно и что его 
можно отождествить с суперкоммутатором относительно изомор­
физма 

(<-*-i-)*®(£2|°)* -^f^M-.s^s^ •->-—-- mod (3',М®3'гЩ, 

где (sa), («р)—базисы сечений (.5"-10)*, (.5?"-1°)*, двойственные 
к (sa), (s.3). Сравнение со случаем N'—O, который отвечает 
структуре Mrd, завершает доказательство. 
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8. Спинорные разложения на суперпространстве* М. Пучки 
•"..и0 — & и и^^у на М являются пучками двухкомпонентных 
суперспиноров. Кроме них, на М имеются два расслоения ранга 
О | N-.pWf&W и ^-I-V/SP-I-, связанные канонической двойствен­
ностью, которая индуцирована формой < , > . Перейдем к П-ин-
вертированным расслоениям, чтобы записать структуру £1шМ = 
----.ЩГ*Ж: положим 
# . —П (<?-I.V/<72|0)* ̂ п (^-l-V/^-IO), ^ г = = п (^-l/V/^O)* ^n^-l-v/S"2!0). 

Теперь мы можем представить следующие сведения о диф­
ференциальных и интегральных формах на М в терминах «супер-
спинорной алгебры». 

а) Пучок 1-форм {Omega}VW влючается в точную последователь­
ность: 

о {to} й0"лг {to} Q > M — - Q / y w e Q ^ M {to} о. 

{Omega}0'M==n(<?'2l°®<7'--°); g —g'r*. 
В частности, на М имеются инвариантные дифференциальные 
уравнения d,f — 0, dr/ = 0, где / — функция, di,r = bi,r°d, ре­
шения которых называются киральными скалярными полями. Ра­
зумеется, d , / — 0 означает, что f = nr*g, где g — функция на 
Мг. Аналогично можно определить киральные сечения пучка Ш 
со СВЯЗНОСТЬЮ V . как решения уравнения V ; , - / = 0 , где V/,r — 
==(^®^,л)°У. 

б) На пучке 2-форм возникает каноническая фильтрация 
Ql)-M-^S2(Q0

1M)c{Omega}i2M=Q0
1-^^1^c^22-^ — --2M 

с факторами 
О--/О0-=--О0

1Л1®(О/-./И©Й/.'Л0, 
Q2-/Q.,- == Ql'iM®Qr'2M®Ql

iM®Qr
lM. 

В частности, имеется каноническое нечетное отображение 
с : Q"M-v-У'М, которое переводит фактор-пучок Q^M&Q^M в 
подпучок Йо'-М (СМ. отождествления в п. а ) ) . С его помощью 
определяется часть специфических связей на суперполях Янга-
Миллса. 

в) Березиннаны М, Mi, Мт можно вычислить прямо из точ­
ной последовательности для Q1: 

Ber M — (Ber {Omega}1M)*-=(Ber^0
1-;i-)*®(Ber £VM)*®(Ber Q,'/W)\ 

(Вег й0Щ* -—Ber (.?-% i?2-0) = (Ber 9>wy ®(Ber .72i°)2, 
(Ber Q^M)* = [(Ber .72i°)-v®(Ber Щ.)-]*, 
(Ber Qr

lM)* = I(Ber .7-1-)"® (Ber 'Srf\*, 
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откуда окончательно 
Ber M = (Вег <--1°)2-̂ ®(Вег >2l°)2-v. 

В частности, при .V----2 на М имеется каноническая форма 
объема. 

Аналогично находим 
щ* (BerM /)=(Ber -?2|0)2-"®(Вег <?21°)2®(Вег <?г)2, 
п* (Вег Mr)—(Ber ^-л>)--^®(Вег ^21°)2®(Вег #,)2. 

9. Вещественные структуры: сигнатура Минковского. На 
ТхТ* (N=0) можно ввести по Пенроузу вещественную струк­
туру. Она, в свою очередь, индуцирует на G(2; Т) веществен­
ную структуру, на множестве неподвижных точек которой 
стандартная конформная метрика имеет сигнатуру Минковско­
го. Аналогично на Р(Г) и Р(Г*) можно ввести вещественную 
структуру, которая приводит к римановой метрике на соответ­
ствующем сечении G(2; Г). Здесь мы продолжим эти вещест­
венные структуры на случай произвольного N. По поводу об­
щих определений типа вещественной структуры см. § 1. 

а) Введем на ТХТ* вещественную структуру р типа (1,1,1): 
(TUP, ТО-., (0у)Р = (2;Р, Za, СО, 

(2fl, Za, С/)Р-=(шР,' Wk, Wj). 
Для этой структуры имеем: 

< (г, С), (w, со) > о — w-az* — isifiZb~2W<uj= — < (z, С), (w, со) >. 
Таким образом стандартное скалярное произведение является 
чисто мнимым элементом Т<8>Т*. 

б) Пользуясь координатами из пункта 6, получаем индуци­
рованную вещественную структуру на произведении больших 
клеток MiXMr: 

(xf, 00./; х»», Qrvjf^ix^, 0 /uy; xf, Qf1). 
Она имеет тот же тип (\, 1, 1). На .У2!0, .?21° индуцируется про­
должение этой инволюции типа (i. + l» р —=0): {sa, sa)p-=(sa, sa). 

в) Пользуясь координатами на большой клетке М, введен­
ными в пункте 7, находим, наконец, вещественную структуру 
на ней: 

(x«p)p=(x«ty; (Q7], e,.-ft)pHe-ay, №)• 
Обобщенная вещественная структура типа (1, 1, 1) близка к 
обычной вещественной_структуре; если писать / вместо / Р , 
имеют место правила / — / , /.§—• ( — 1У~gfg=gf (здесь / , g 
лежат в суперкоммутативной С-алгебре с вещественной струк­
турой такого типа). Вещественная Л-точка большой клетки М 
определяется как гомоморфизм кольца функций в А, переста-
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новочный с р, т. е. такой, что если x{to}x0, то х*> переходит в 
х0, Поэтому в вещественных точках значения координат (л:, 0п 
0г) удовлетворяют следующим условиям: 

И ) - £ « & ) ; (eri;. е?*Н(ё/", ё-б*). 
В частности, координаты ха=а^х^, как и в чисто четном 
случае, вещественны. Индексы I, г избыточны и их можно опус­
кать, поскольку положение индексов а, р, j при 0 уже указы­
вает на киральность. Обычный выбор координат в физической 
литературе: (л:а, б"-7, 9-^), с соотношениями боД, = е.ЗА в вещест­
венных точках. 

В частности, множество вещественных точек М посредством 
щ (соответственно, зтг) вкладывается в множество комплексных 
точек Mi (соответственно Мг). Это дает возможность, посту­
лировав аналогичную структуру в искривленном случае, счи­
тать геометрию N=1 супегравитации аналогом геометрии ве­
щественных .подмногообразий комплексного многообразия 
(А.С.Шварц). 

10. Вещественные структуры: сигнатура Эвклида. 
а) на Г и Т * вводятся суперкватерниоиные структуры: 

(za, z«, y f — ̂ flzp, в«РгР, Щ, 
(<wa, wt, со/-(варвдР, eip-w&, —1<oj). 

Здесь е°-810==1, А-бС, | А. | — 1—фиксированное комплексное 
число. В отличие от предыдущего пункта, где Т и Т* рассмат­
ривались как суперпространства, т. е. р действовала на кольце 
функций на них, здесь Т и Т* рассматриваются как модули 
над суперкоммутативным кольцом; тип вещественной структу­
ры на последнем подразумевается (1,1, 1); тип на Т, Г* будет 
(г|= — 1, р--=0). Скалярное произведение снова чисто мнимое: 

< (z, С), (та, со) > р = в«Р2рввУ~»*-в«йг.-вй • гю̂  +2tco.£v--= 
=• — < (г, £), (w, ю) > . 

Индуцированные структуры на Р(Г) и Р(_~*) будут веществен­
ными, но без вещественных точек. 

б) Правила действия р на Mt, Mr и М проще всего описать 
следующим образом: 

xf® преобразуется как wa®z?, 
х^а » » ,2.4<8>te.a, 

x<~P » » i (^ a ®zf '+2 i '®«) a ) , 

QfJ » » Ш)а®У, 

G/py » » zt<S)K>]. 
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§ 7. СКАЛЯРНЫЕ СУПЕРПОЛЯ И КОМПОНЕНТНЫЙ АНАЛИЗ 

1. Общие понятия, а) Суперполя на суперпространстве Мин-
ЖОВСКОГО М — это сечения естественных расслоений, а также 
сечения внешних расслоений и связности на них. К естествен­
ным расслоениям относятся .9, &, <Shr, °ГМ, а также элементы 
тензорной алгебры, порожденной этими пучками и их инвари­
антно определенные подфакторы. 

б) Между естественными расслоениями действуют естест­
венные дифференциальные операторы. Особую роль играют 
два класса таких операторов: связи и динамические уравнения. 

В плоском случае который мы пока только и рассматрива­
ли, решения уравнений связей часто отвечают выделению из 
всех сечений (данного естественного расслоения) подпростран­
ства, неприводимого относительно супергруппы Пуанкаре. 
Супергруппа Пуанкаре — это р-инвариантная часть SL(r) , 
переводящая в себя бесконечно удаленный световой конус, 
.компактифицирует большую клетку в F(2|0,2|N; 7), выбран­
ную нами в качестве модели суперпространства Минковского. 
Ее неприводимые представления, а также их реализации супер-
полями, .называются супермультиплетами. 

В искривленном случае, не слишком упрощая положение 
дел, можно сказать, что связи определены самой геометриче­
ской структурой суперпространства; или что выбор их и есть 
выбор этой структуры. 

Динамические уравнения, в отличие от чистых связей, на­
кладывают условия на зависимость суперполя от четных коор­
динат суперпространства. Вообще говоря, динамические урав­
нения являются уравнениями Эйлера—Лагранжа, отвечающи­
ми некоторому действию, плотность которого есть форма объ­
ема на суперпространстве М (или его киральных версиях М,, 
-Мт), зависящая от суперполей. Во многих случаях, однако, та­
кой суперлагранжиан неизвестен. 

в) Преемственность теории суперполей по отношению к 
обычной теории поля обеспечивается приемом, который назы­
вается разложением по компонентам, или компонентным ана­
лизом. На координатном языке он состоит просто в том, что, 
скажем суперфункция Ф представляется в виде 2<р<-(х)0а, и 
фа рассматриваются как обыкновенные поля на обычном про­
странстве-времени Мга. Более инвариантно, такой анализ начи­
нается с выбора изоморфизмов Л1 —Gr-M, d?----Qr-F для естествен­
ных расслоений •? и т . п., после чего однородные компоненты 
полей, компоненты уравнений связи и динамические уравнения 
и т. п., рассматриваемые в обычном полевом формализме, яв­
ляются результатами анализа. (К этому следует добавить, что 
М рассматривается обычно не над R (или С), а над неопре­
деленной суперкоммутативной алгеброй, из которой берутся 
нечетные константы в нужном количестве). 
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Неоднозначность выбора этих изоморфизмов может высту­
пать как разного рода калибровочные эквивалентности. Может 
оказаться, что часть компонент полей можно положить равны­
ми нулю либо выразить через остальные, пользуясь связями, 
уравнениями движения и произволом выбора координат. 
Компоненты из этой части называются вспомогательными 
полями. 

Проблема отыскания суперпространственной формулиров­
ки некоторой теории поля часто выступает как задача построе­
ния вспомогательных полей. Этот «компонентный синтез», в 
отличе от компонентного анализа, как правило, ставит более 
нетривиальные вопросы. Он не проделан для расширенных 
супертравитаций. 

В следующем параграфе мы проиллюстрируем менее оче­
видные аспекты компонентного анализа на примере суперпо-
лей Янга—Миллса. Здесь же ограничимся простейшими, ска­
лярными суперполями. 

2. Скалярное суперполе. Скалярное суперполе Ф есть чет 
пая функция (сечение структурного пучка) на М. Будем пред­
полагать для определенности, что в его область определения 
входит большая клетка, описанная в предыдущем параграфе. 
Как мы уже упоминали в п. 8, § 6, суперполе Ф называется 
левым (соответственно правым), киральным, если d/D — О (соот­
ветственно d/I) —0), или, что то же, если Ф принадлежит 0М[ 
(соответственно Ом\-

Стандартное обозначение Ф при N—A может иметь вид 
(в координатах § 6): 

Ф (Xй, О", Qf,) •= A (x") + eaH>a (х11) +фР (x) 0fl + Gaef'Eafi (x°) + 
+. ой p- 0« <1 (x") + af ea0[5 Bb (x") + 0a8-Xp (*") Щ + 

+ 0« 0f) 0 ^ « P (x") -|- — 8ар,,лОаОР0 ,̂ 0S D (X"). 

Поля A, F, G, B, D на Mrti —это бозоиные компоненты супер-
поля Ф; поля я|>, Ф, и, Я —его фермиониые компоненты. Фер-
миониые компоненты являются (зависящими от х) нечетными 
элементами некоторого суперкоммутативного кольца «парамет­
ров». (Не желая вводить его, можно было бы не ограничиваться 
четными функциями Ф, ио нехватка нечетных констант прояви­
лась бы в другом месте). Черта в этом кольце обозначает ве­
щественную структуру того же типа (1,1, 1), что и в бм- Обо­
значения приспособлены к тому, чтобы написать условие 
вещественности Фр = Ф в виде фа--=ара, F'ap----Gba , B'' = Bb, 

Условие левой киралыюсти можно записать в виде системы 
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дифференциальных уравнений £)[?Ф=-0. Разумеется, она сразу 
же разрешается, если перейти к левым координатам: 

Ф, = A (xf)+e<^a (xf<>)+e^ePFap (xj6')-
§ 8. ПОЛЯ ЯНГА —МИЛЛСА 

И УРАВНЕНИЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ 
ВДОЛЬ СВЕТОВЫХ СУПЕРГЕОДЕЗИЧЕСКИХ 

1. Световые супергеодезические. Двойное расслоение, ис­
пользованное для конструкции неавтодуального преобразова­
ния Пенроуза в [3], '[4] в случае обычного (компактного комп­
лексного) пространства Минковского М, может быть построено 
и над общим суперпространством Минковского. Оно имеет сле­
дующую структуру; 

L5fiy = F (1 | 0, 31N; 7 ) -* - .FW_- . 

=-E(1 10, 21 О, 2|ЛЛ 3|7V; r){to}M—4/4ArE(2|0,2|iVT). 
Размерности суперпространств L, F, М вычисляются, например, 
с помощью результатов § 3. Проекции я1, яг, будучи стандарт­
ными проекциями на подфлаг, представляют F в виде относи­
тельных пространств флагов и потому локально по L, М явля­
ются прямыми произведениями. Слои F над L размерности 
1 \2N называются (поднятыми) световыми супергеодезическими 
суперпространства М. 

2. Структура Q'F/L. Нетрудно убедиться, что F/L является 
относительным флаговым многообразием следующего вида: 
F — FL (110, 1 |-V; Р^/рЩ, где ^-компоненты тавтологи­
ческого флага на £ в его стандартной флаговой реализации. 
Как мы это делаем для M в § 6, введем левое и правое про­
странства F: 

E, — Gx(l|0;>3|.v/.?f), F,=*GL(\\N\!?$"/9>yo) 
и соответствующие относительные пространства дифференциа­
лов (Q'=- Q'OUU): 

Q,lF/L^QlFlFr, Qr
lF/L = QlF/FL. 

Пользуясь теоремой об относительных касательных пучках 
грассманианов, находим точную последовательность: 

0{to}Q0
1E/L{to}QIE/L{to}{Omega}-1E/L©Qr

1E/L{to}0, 

Qr
lFiL^113eom{9^Nl9'^,92\Nl9>f = U^Ni9f®9fr9'f, 

QJF/L = П [g>$°/9>]l0®srp/9>}F>). 
Здесь Qo'E/L определяется как ядро ограничения пучка 1-форм 
на прямую сумму левых и правых относительных форм. Его 
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спинориое разложение, выписанное выше, устанавливается, как 
в § 6 аналогичный факт для {Omega}0'M: вычислением формы Фробе-
ниуса £Г tF l Ш$~ TF i L^gf QF IL и последующей дуализацией. Мы 
опускаем подробности; однако, напомним для сопоставления 
Информацию об Q'M, представленную в том же виде, из. § 6: 

О {to} SVM {to} QW {to} й^МШгШ -> О, 

Qr
IM = ^ ® n ( ^ / ^ 5 . 1 P ) , 

Введем теперь пучок Ж, определив его с помощью точной 
последовательности 

О {to} Ж {to} щ* (QlM)TSaiF IL {to} О, 
где res—-ограничение формы на л.-вертикальные векторные ПОЛЯ. 
Сравнивая точные последовательности для QlM и QlFjL, после 
проверки того, что res индуцирован естественными отображе­
ниями соответствующих тавтологических пучков, получаем 
аналогичное разложение для Ж (учесть, что 502!0, 9>'p'v и ана­
логичные пучки с волной подняты с М): 

О {to} Ж0 {to} Ж {to} ..rt®JTr {to} О, 

0 {to}И [9>f®9>)f) {to} П (S"2|-®^]J0©.-j,l-®^=|0) {to} Ж'„ {to} 0. 

Пользуясь этими сведениями об Ж, установим следующий 
результат, который дальше будет играть основную роль в 
анализе связей и динамических уравнений для суперполей 
Янга—Миллса на Ж. 

3. Т е о р е м а , а) я2...(res):{Omega}1M{to}n.,.-.{Omega}1E/L есть изоморфизм. 
б) На 2-формах отображение я.2.,. (res) является сюръекцией. 

Ее ядро {Omega}conM. которое мы назовем пучком 2-форм, удовлет­
воряющих связям (constraints), имеет следующую структуру: 

QC
2
0nM = RIn2!l:(AU/'), 

R'f.conAf — П (Л2 (^°)®.55^®»,Ф A2 №?)®&°<8>«г) 
Здесь Й?,со.1-М—фильтрация, которая индуцирована фильтрацией 
на fi-M, введенной в п. 8 § 6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, F/М является относитель-
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ной двумерной квадрикой: E/M — P ( s ^ x P (^м)- Отсюда еле-
А! 

дует, что щ^Ор — Ом и, более обще, я-,., (щ*&) — &, 
й.1щ%(я2*Щ = 0 при i > 1, для локально свободного пучка Ш на М, 
Пучки 9^° и <?JJ° на этой относительной квадрике в стандарт­
ных обозначениях суть б>(-1,0) и О(0, - 1 ) . Все пучки 0(а,Ь) 
при a=--1 или 6 = - 1 ацикличны. Поэтому R%.^(n2*(S(a,b)) = 0 
при всех i>0, если а = - 1 , или Ь = — \. 

Применив эти соображения к пучкам Ж0, Jflt jfT и .vT, 
введенным в предыдущем пучке, немедленно получаем, что они 
относительно ацикличны над М.- Отсюда сразу же следует, 
что ji2=i.(Tes):^ilM->K2:i.(QlF/L) является изоморфизмом. 

Доказательство второй части теоремы несколько длиннее. 
Прежде всего, из точной последовательности 

0-+ЛГщ* (QW){to}tt2*Q2M{to}Q2E/L{to}0 
находим 
о -> щ*(лгщ* (й1ж))-^а2ж->я2:,(й-^/л)^я1я-иджя2*(^1ж))-»о 
Поскольку Ж вложен в я2* (QlM) в виде локально прямого 
подпучка, а 0?М есть симметрический квадрат QVW, нетрудно 
убедиться, что имеет место точная последовательность 

О {to} Л 2 ^ {to} Ж®я2* (Q-M) {to} Л 2 * (Q-M) {to} 0. 
Средний пучок в ней ацикличен, поэтому Шя,., (Жя2* (Q'M))----
-=К<+,я2*(ЛА.<). 

Проверим, что R-n2„.(A-^)-=0. В силу относительной двой­
ственности Серра (которая здесь сводится к обычной двойст­
венности на квадрике), это равносильно тому, что я-.-, (Л2Ж* X 
Х(~-2, --2)) = 0. Последнее утверждение устанавливается опять 
с помощью результатов предыдущего пункта: а) -K2^(A?JV0* X 
Х ( - 2 , ~-2)) = 0, поскольку Л2Ж0* вложен в пучок типа 
д+?--2Я-*(%аь)(а, Ь), а,Ь>0; б) пусть Х= Кег(Л2Ж* ->Л2Ж0*); 
Тогда щ±Ж(—% — 2)=0, поскольку ЗС является подпучком 
пучка с фильтрацией и факторами вида (Ж-*©^..*)®2, 
<Ж;*©ЖГ*;®Ж0*, которые после умножения на 6>(-2, - 2 ) 
становятся послойно отрицательными. Мы установили, таким 
образом, что &10пМ = Юл.и(А2Л>), а морфизм Q?M-^n^2FjL 
сюръективен. 

В п. 8 § 6 была описана трехчленная фильтрация QPM. 
Аналогичные фильтрации естественно возникают на я2* (Q-E/L) 
и Q?onM-

Так как rkQ0-/?/Z.----Oj 1, то S2( Qa
lF/L)=0, и на Q2E/L 

фильтрация получается двучленной: 

Q->Qa
lF/L®(&iF/L®QriFjL)->Q'2F/L-+Sz(Qt

lF/L©Qr
lF/L)^0, 
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откуда 
O-v^2JfioiE/L®(Q^E/L0Q.iE/Z)]->jt2l,:Q2E/L-
{to} 5- (^°)®S-»/©Q/

1.M®Qr
1M©52 (9>%a)®SW>r {to}0 

Соответствующая двучленная фильтрация на {Omega}2onM, индуциро­
ванная с Й'-М, такова: 

о {to} Qn.conM ~> ciconM -> л 2 (<4°) ®л 2 # ,ел 2 Я ) ®л2# г {to} о, 
где Qi.conM----^Mf]QconM можно вычислять так же, как ядро 
композиции отображений 

Q12M{to} Qi2M/Q0
2Af 3--C.O-M® {Ql

1M®Q,}M) {to} 

-»• "2* [^VF/L® ffiFlLeCiSF/L)]. 
Вторая строчка имеет прозрачный смысл в тензорной алгебре. 
Для левых компонент имеем: 

it-* [Q^F/Lm^F/Ц^П [S2 (9>l\°) ® ^ 0 ® ^ ] , 
и этот морфизм сводится к симметризации по 9>м- Аналогично 
устроены правые компоненты. 

4. Поля Янга-Миллса, интегрируемые вдоль световых су-
пергеодезических. Пусть теперь $—локально свободный пучок 
над некоторой областью UczM, V:#->#®£.-VW — связность иа 
нем. Как и в чисто четной геометрии, на $F =-щ* (IS) определена 
связность л2* (V) и ee ограничение S7p/L;'£F^'£P®Q1F/L на 
слой я^ Назовем ($, V) полем Янга-Миллса, интегрируемым 
вдоль световых супергеодезических, кратко: нуль-интегрируе-
мым, если выполняются следующие равносильные условия: 
a) V.p/i — 0, б) Ф(у)еГ(ЕМ#®!.\2-пМ), где 4>(V)-форма кри­
визны V. ИХ эквивалентность следует из теоремы 3: если 
CD(Vw) — кривизна Vw> т о равенство V ^ — O означает, что 
ограничение л,2*(Ф(У)) иа £TF/L равно нулю, т. е. tD(V)6 
бКег n2,: (res)•— End e®Q^aM. 

5. Метод построения нуль-иитегрируемых полей Янга-
Миллса. Пусть UсМ—открытое множество, L(U) = щл~1 (U). 
Мы рассматриваем L(U) как открытое подсуперпространство 
в L. Полагая Ь(х)=п2к-1(х), x$U, имеем L(U)= IJ L(x). 
Квадрики L(x) мы рассматриваем как замкнутые подсупер-
пространства в L. Локально свободный пучок #'д на 
L(U) назовем U-тривиальным, если его ограничение 
на любую из квадрик L(x), x^U, является тривиальным 
(или свободным) пучком, т. е. изоморфно 0^ху ЯМ-пучком на­
зовем локально свободный пучок #/., определенный на некотором 
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открытом подмножестве VaL и такой, что для непустого UсМ 
имеем Vz>L(U) и %L\L{U) .-^/-тривиальный. 

Пусть ^—некоторый ЯМ-пучок. Преобразование Пенроуза, 
переводящее его в нуль-интегрируемое поле Янга-Миллса на 
области тривиальности U, определяется точно так же, как в 
чисто четном случае: 

а) Строим пучок <SF — nx*(%L) на n-l(L(U)) и относительную 
связность \7FIL:<EF-*&P®Q,1F/L, однозначно определяемую тем, 
что VF/L обращается в нуль на л - 1 ^ ) . Очевидно, V^.-----0. 

б) Ограничиваем SF, VP/L на -^ ' (U ) ; для краткости, оста­
вим обозначения теми же. Положим # = я-...(#/.•), V = "2*(V/.v£)-
Из U-тривиальности Щь следует, что &F = n2*(cS) (канонически). 
В силу теоремы 3, мы можем отождествить тогда 
n,2i;{%F®®lF/L)^K2,:(n2*g®QiF/L) с W M . Нетрудно прове­
рить, что дифференциальный оператор V:${to}#®fl-.M является 
связностью. По самому построению, поле Янга-Миллса (#, V) 
нуль-интегрируемо. 

Имеется очевидное ограничение, которому удовлетворяет 
•(§, V): связность V имеет тривиальную монодромию ВДОЛЬ всех 
непустых пересечений световых геодезических с U. По сущест­
ву это единственное ограничение на ($, V), которое можно 
получить таким способом. 

6. Т е о р е м а . Пусть непустые пересечения световых геоде­
зических с U связны. Тогда следующие категории эквива­
лентны. 

а) Категория нуль-иитегрируемых полей Янга-Миллса {&, 
А ) на U с тривиальной монодромией вдоль световых геодези­
ческих. 

б) Категория U-тривиальных ЯМ-пучков на L(U). 
Доказательство формально такое же, как в чисто четном 

случае. 
7. Суперсимметричные уравнения Янга-Миллса. Предпо­

ложим, что ЯМ-пучок $£, определенный на L(U) и <!/-тривиаль-
ный, продолжается до локально свободного пучка $im) на т-й 
инфинитезимальиой окрестности L{m) (U) в Р(Г)ХР(7'*)----РХР 
•(конечно, l(m) (U)Tli = L(U)!u, пучок индуцирован 6>Px-,//f+1, где 
/ л —пучок уравнений L). Назовем <EL m-продолжимым. Свойство 
т-продолжимости, как и в чисто четном случае, может быть 
выражено-дополнительной системой дифференциальных уравне­
ний, наложенных на поле Янга-Миллса (&, V), отвечающее <gL. 
Следуя Виттену, мы примем это условие за определение супер-
симметричных уравнений Янга-Миллса при -/V<3. 

8. О п р е д е л е н и е . Поле {&', V) называется решением су-
.персимметричных уравнений Янга-Миллса, если (локально по 
М) оно отвечает (3—-¥)-продолжимому ЯМ-пучку ё'-,. 
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Известно, что при N — О, 1, 2 эти уравнения могут быть вы­
ведены из лагранжиана, который пишется в терминах поля, 
удовлетворяющего связям. При N = 3 и N = 4 уравнения были 
написаны независимо от преобразования Пенроуза, и их со­
впадение при N = 3 с определением 8 должно проверяться 
независимо. При N — 4 интерпретация в терминах <gL не­
понятна. 

В следующем параграфе мы применим алгебро-геометриче-
СКИЙ метод монад для конструкции решений суперсимметрич-
ных уравнений Янга-Миллса. 

9. Когомологический компонентный анализ. В § 7 мы объ­
яснили, что компонентный анализ скалярного суперполя на М 
состоит просто в его разложении по степени 0 в фиксирован­
ной системе координат и интерпретации коэффициентов как 
обычных (классических) полей на Мг$. Аналогично можно про­
вести компонентный анализ поля Яига-Миллса, однако здесь он 
осложнен двумя обстоятельствами: во-первых, необходимостью 
учитывать калибровочную эквивалентность; во-вторых, необхо­
димостью следить за формой связности и формой кривизны 
параллельно. 

Поэтому в рамках преобразования Пенроуза представляет 
интерес возможность провести компонентный анализ когомоло­
гическими средствами, прямо в терминах ЯМ-пучка &L. При 
этом, разумеется, мы вынуждены будем ограничиться лишь 
иуль-интегрируемыми полями и, следовательно, понять, как 
на когомологическом языке отражается наличие связей и дина­
мических уравнений. Оказывается, основные черты это те же, 
что при работе в чисто четком случае с инфинитезимальными 
окрестностями L(m), N=0. 

Повторим вкратце с необходимыми видоизменениями фор­
мализм теории препятствий и продолжений в супераиалитиче-
ском случае. 

10. Продолжения и препятствия. Пусть М — аналитическое 
супермногообразие, J*=GM,i+0 M>i

2, MW=(M, Ou/Jn+l). Пусть 
G — связная аналитическая (комплексная) супергруппа, p : G{to} 
—>QL(p\q) •— ее конечномерное представление. Фиксируем 
класс некоммутативных когомологий e£Hl(M, G(OM)), где 
G(0M) — пучок аналитических отображений областей М в G. 
Пару (е, р) можно рассматривать как локально свободный пу­
чок ранга р]<7 на M, структурная группа которого редуцирова­
на до G в представлении р. В частности, при G = QL(p\q), p = 
— id элементы Hl{M, G(p\q, 0M)) классифицируют пучки ранга 
p\q с точностью до изоморфизма. 

Пусть теперь emelil(M, G(0MfJn+l)), % — локально свобод­
ный пучок на Мт = МгА, отвечающий паре (e(W, Ad), где е(01 — 
редукция e("'mod /, Ad — присоединенное представление. Как и 
в чисто четном случае, имеют место следующие факты. 

а) Определено отображение со : Я1 (М, G(GM/Jn+l))-*H2(M, 
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$®/"+7/"+э)о) такое, что cu(e<">)=0, если и только если е<"> 
продолжается до некоторого класса 

ei«+v&Hl(M, Q(0MlJ^2))-
Конструкция со такова. Имеется коммутативная диаграмма 

точных троек: 

0->-Jn+1/Jnt-2-*Q,1Min+v®QM{n)->QlMW->0. 
Из нее получается коммутативная диаграмма пучков: 

ехр 

О {to} (,^®/"+1 / ./"^o-v (̂ cg)QW<"+-> сЭ^с^)! {to} (̂ -g>Q.ykf (»))1 {to} 0, 
где Dg--=g"]dg в матричной реализации. Отображение препят­
ствия со представляет собой композицию: 

со:Я<(Л4, G (GMW))—IHI (M, фШШ"^)^ 

ХнЦМ, (^®/«+1//n+2)0)-
Индексы 0, 1 относятся, конечно, к 22-градуировке. 

б) Если со(<?(")) — 0, то группа Н*(М1, (^®/л+1//л+2)о) тран-
ЗИТИВНО действует на множестве продолжений {<?<"+>)} класса е<"). 

в) Это действие эффективно, если для одного из продолже­
ний отображение Н°(М, &•'•+•)){to}//0(M, $•.")) является сюръек-
цией, где $(«+•), $("> —пучки, ассоциированные с (<?••"+n, Ad), 
(е("), Ad), соответственно. 

Заметим, что даже если это действие неэффективно, все же 
можно канонически определить разность е(я+П—e^+Og 
eHl(M, (&®Jn+iUn+%) двух продолжений £("). 

11. Компонентный анализ <EL- Из результатов § 2 ясно, что 
на РХР имеем Jn+lrJ"+z=Sn+l(JU2) = S*n(T1*®Q(~ 1, 0)© 
©77®6>(0, --1)), где Тх— нечетная часть пространства супер-
твисторов Т. Поскольку L-супермногообразие, а его нечетная 
размерность та же, что у Р Х Р , т. e. 2./V, та же формула 
имеет место для ./^+'/.72+2, Симметрические (т.. е. грассмановы) 
степени следует также строить над Ozrli; . /"+1-0 при n>2N. 

Пусть e^Hl(L(U), Q(pL)), «<••> - образ е в Hl{L(U), 
G(0L/J'l+])). Можно представлять себе, что е строится после­
довательно, от е<И» к й("+1>. Пара (е^, р) представляет ЯМ-
пучок Sfi на Lrli со структурной группой, редуцированной до С?. 
(Заметим, что структурная группа может быть супергруппой, 
хотя Ьы — чисто четное многообразие). Ему отвечает обычное 
поле Янга-Миллса на UcG{2\ T0) с группой G, если '&L 
^/-тривиален. 
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Если ет уже построен и (о(е(п)) =0, выбираем какое-нибудь 
продолжение ё{п+1), параметризуем другие продолжения элемен­
тами /г("+1) соответствующей группы когомологий и пишем 
уравнение m(-3(n+1) + /i(n+1)) =0. Элементы hin+1) преобразованием 
Радона-Пенроуза превращаются в поля на U так же, как эле­
менты групп когомологий, в которых лежат препятствия м (е(п)). 
Неопределенность в выборе начального продолжения ё("+1) при 
условии со(е(п)) =-0 можно рассматривать как остаток теории 
некоммутативных когомологий (неабелевых полей Яига-
Миллса), несводимый к чисто абелевому случаю. Вид операто­
ра ш определяет вид уравнений нуль-интегрируемости, а при 
переходе от L к Dm) через промежуточные окрестности — вид 
суперсимметричных уравнений Янга-Миллса. 

Чтобы не усложнять изложения и ограничиться использова­
нием тех групп когомологий, которые уже были вычислены в 
работе [7], мы приводим в нижеследующей таблице информа­
цию, относящуюся только к случаю /V — 3, т=0. 

Предполагается, что U штейново и имеет связные пересече­
ния со световыми прямыми. В клетке со входом {п, Н{) стоит 

Таблица когомологий (N = 3) 

п 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

/п 

•1?1®(-?,
+®Л-.7_®7-0.?'_® 

®Л-;?'+®Г.--1)) 

®Г (2)0Лг.5г'+®Л-.2'_® т <и® 
®г<-1>) 

H* 

0 

0 

Ker £>Vj . Coker DVi t 

где DVi 1:.?.®(.7+®Л2.?'+®Г-3е^-®Лг^_®7,(3)-+.?.®(Р'_®(Л-.50
4.)|!® 

®T(-3)©-7+®(Л"5г'_)-®7' <3)) 

0 

0 

0 

.?„®((A»S{cdot}-+)-®A'<?®r(-3>®r <»© 
©Л•^P'4.®(Л-^.)"®r<3-,(g)7^ (-•>© 

©Aa.-+®A-£?_®r <2)®Г <~2)) 

•?.®(-у+®л-^+®л-^_®г<-3)®:г<2>© 
©.7_®Л-.7_®Л-<?'+®7,(3)®Г(-2)) 

Кег-Д. 
где: Aj:S®Q!-7->.[?®SW (копарнапт-

ный дифференциал) 

57 



такой пучок F(n, i) на V, что 
Hl{L(U), {%L®I"iI^%) = H*{U,F{n, i)). 

Обозначения в таблице таковы: ($, V) — пучок со связностью 
на U, ЯВЛЯЮЩИЙСЯ преобразованием Пенроуза для (е<0-\ Ad°p) 
на L(U)rd; Tw^Sl{Tx) для г>0, 5"'(Т1*) для i < 0 ; Dv~опе­
ратор Дирака на фоне V; тавтологические пучки 9>± построены 
на Mrd. 

Основное наблюдение над таблицей состоит в том, что по 
мере движения вверх по этажам L(U)<n) сначала набираются 
поля (до tt{le}3), а затем уравнения ( б ^ я ^ З ) . Последнее пре­
пятствие есть автоматически возникающий в суперсимметрич-. 
ной системе ток для обычного поля Янга-Миллса, получающе­
гося в результате обращения в нуль нечетных координат. 

<L0 c0 d-
х-

- \ 

-а -о 
0 

-I 
OCIJ 

0 

Ч 
•-о 

1 <*о 

§ 9. МОНАДЫ НА СУПЕРПР.ОСТРАНСТВАХ И ЯМ-ПУЧКИ 

1. Комбинированные ЯМ-пучки. Цель ЭТОГО параграфа — 
построить класс ЯМ-пучков на пространстве L и его йнфйните-
зимальных окрестностях L (m)c:PXP, в частности, решения су-
персимметричных уравнений Янга-Миллса, которые в силу опре­
деления 8, § 8 отвечают ЯМ-пучкам на L$~N), 0<.<V<3. 

Пусть Jt:L{to}P, jt:L->P —стандартные проекции. Назовем 
ЯМ-пучок @i автодуальным, если Si = n* (<8P), где ёР~некото­
рый пучок на Р или на открытом подмножестве Р, содержащем 
Р([/) = щп^1 (U). Аналогично, назовем CSL антиавтодуальным, 
если $£ —я* (#.-,}. Наконец, назовем %L комбинированным, если 
он содержится в тензорной алгебре, порожденной автодуальны­
ми и •антиавтодуальными пучками, т. е. изоморфен прямой сум­
ме вида ©л* (4")®я* (ОД-

Комбинированные ЯМ-пучки, очевидно, определены на облас­
тях вида P(/7)XP(U) и, в частности, на любых окрестностях 
L{U). 

Автодуальные и антиавтодуальные пучки строить легче, чем 
общие ЯМ-пучки, так как легче обеспечить тривиальность огра­
ничения &р на общую прямую Р1 (л)—Р (U). В самом деле, по 
теореме Гротендика, класс такого ограничения описывается на­
бором целых чисел: SP\Pl(х)^^0Р1141 (т^, й любой метод 
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конструкции ё'р позволяет контролировать значения т-,. Локаль-
1'о снобо/шые пучки на квадрике Р1 (x) X Р1 (x) уже.зависят от 
сколько угодно большого числа непрерывных параметров, и три-
сиал!ноети добиться гораздо труднее. 

Конструкции этого параграфа основаны на двух наблюде­
ниях. 

Во-первых, оказывается, что комбинированные пучки могут 
допускать нетривиальные деформации на конечной окрестности 
Lm), не продолжающиеся на высшие окрестности. Этот эффект 
на уровне инфинитезимальных деформаций является когомоло­
гическим, и мы начинаем с его описания, чтобы стало яснее, 
нетривиальность каких групп когомологий ответственна за него. 

Во-вторых, устанавливается, что проблему интегрирования 
этих инфинитезимальных деформаций до глобальных можно 
иногда обойти, построив соответствующие деформированные 
пучки непосредственно, методом монад, как ранее были по­
строены инстантонные пучки. 

2. Расширения, деформации и когомологий. Наше исход­
ное замечание состоит в том, что существование нетривиальных 
деформаций комбинированных пучков на /J'") связано с необра-
щением в нуль некоторых групп когомологий автодуальных и 
антиавтодуальных пучков. Очевидную роль играет группа 
Я 1 (L(U)<'">, я*#'р®н*$£) (более стандартное обозначение для 
нее было бы Н1 {L(U), Jm*(n*8P®n*$%)), где jm\L (£/)("<> {to}P X P — 
замкнутое вложение). Она появляется в следующих контекстах. 

а) Ее элементы классифицируют расширения 0{to} JT*G?J,{to} $/„{to} 
{to}ji*$p {to}0. (В суперслучае четные элементы И1 классифици­
руют такие расширения, а нечетные—расширения л^Щр посред­
ством л;*#'р). Классификация пучков 'St., отвечающих разным 
элементам И1, с точностью до изоморфизма, является, конечно, 
отдельной задачей; но, по крайней мере, при Н1фО пучки $/. 
не изоморфные 7v"'£p®n*'S^, существуют. Они являются сУ-три-
виальными ЯМ-пучками для любого U, для которого <ЕР и и,-
.{/-тривиальны, поскольку на L(x) = Pl (х)Х Р1 (.к) любое расши­
рение свободных пучков свободно. 

б) Элементы группы Я 1 (.£<-> (U), я*Й®п*»фел<,йР®я*8^) 
классифицируют такие инфинитезимальные деформации первого 
порядка прямой суммы n*<SP®k*'<$$ н а j - ( m ) (-j)> ПРИ которых Я*Й'Р 
и n*'Sv ие деформируется. Действительно, инфинитезимальные 
деформации пучка .-" классифицируются группой / / ' ( F ® ^ ) : 
четным классам когомологий отвечают в суперслучае деформа­
ции с четным параметром, нечетным —с нечетным. Здесь нуж­
но отдельно решать вопрос о возможности продолжить инфини-
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тезимальную деформацию до глобальной в случае четного па­
раметра.' Как показывает предыдущий абзац, смешанные 
направления таких деформаций отвечают своего рода суперпо­
зиции расширения п'*ё'р с помощью n*ej, и л*$-р с помощью 
я*с£р. Нечетные константы в квадрате равны нулю, поэтому для 
них проблемы продолжения нет. 

в) Инфинитезимальные деформации комбинированного пучка 
я,*$р®я*!$ъ классифицируются 1-когомологиями ji*End#p® 
®n*Ende^. Пучки эндоморфизмов (анти) автодуальных пучков 
сами принадлежат к тому же классу. 

Второе замечание состоит в том, что основной вклад в груп­
пу Я 1 (L (£/)('«), Л*$Р®П*ЯЪ) вносят группы Я 1 (Р ([/), f | P ( - m - 1 ) ) 
и H - ^ U " ) , &^( — т— 1)). Вот самая простая ситуация. Пред" 
положим, что L(U) = P (U) X P(U). 

3. П р е д л о ж е н и е . Допустим, что H<>(P(if), '£P) = 
= Hl(P(u, $Р) = 0, и аналогично для $-.. Тогда 

Hl(L{Uy™\ я*»р®я*§?)==Я1 (Р (U), с£р{~т-~\))® 
®Я-(Р(£/), &$(-m-l)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через 5бЯ°(РХР. 0(1, I)) 
уравнение L, напишем на Р (Я) X Р (U) точную последователь­
ность 

0-»Opx^( —да — 1 , —да— 1)—•СРХ*-*• ./и*<5.-.(.-0 -*0 
и умножим ее теизорно на л*$р<2>л*$~р. Граничный дифферен­
циал &:Н1->Н2 даст искомый изоморфизм с учетом формулы 
Кюннета. (При некомпактных Р(<Я), Р(Я) фигурирующие тен­
зорные произведения являются пополненными, если мы работаем 
в аналитической категории). 

Напомним сведения о когомологиях автодуальных пучков 
при jV-=0. Рассмотрим отдельно два случая: когда U достаточ­
но мало и когда U настолько велико, что P ( U ) = P . 

4. П р е д л о ж е н и е . Пусть UcM— связное многообразие 
Штейна и пусть любое непустое пересечение U с комплексным 
световым лучом связно и односвязно. Пусть, кроме того, N = 0, 
<5ГР —U-тривиальный пучок на P(U), (If, V)—соответству­
ющее поле Янга-Миллса на U; 9>± — тавтологические (спинор-
ные) расслоения на U. Тогда имеют место следующие изомор­
физмы: 

a) №(P(U), £Р) = Я°(Я. KerV); Я 1 (P (U ) , &Р) изоморфна 
(средней) группе гомологии комплекса 

#•> (я, #)-^я ° (я, m&uf-iw (и, g®Sv+®A2^_), 
где V+—композиция V и проекции 22->2+

2. 
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б) / - / ' (Р^) . М - i ) ) = Ker//-(£>..)• где D, —следующие 
дифференциальные операторы на U: 

Dx: $®9>_®Л?9>+ {to} Я®£Р+®(Л-.~+)-®Л-.-... 
(оператор Дирака на фоне (<£, у)); 

D2: g'®AV+ {to} g'®(A2^+)2®A2^„ 
(оператор Клейма —Гордона на фоне ($, V ) ; он имеет второй 
порядок; 

i > 3:D;:g'®5'-2^+®A2sp
+{to}g'®5i-35'+®5!'_®(AV+)2 

(оператор безмассовых полей спиралыюсти (г — 2)/2 на фоне 
($, V). Аналогичные результаты верпы для §'.-• с заменой 9>± 
па .9%. • 

Этот результат показывает, что элементы группы 
#2(L(U)('~U, п*'£Р®п*$р) можно строить, решая уравнения 
.0,11. = 0 и bi\\i =--0. Если Я 1 ($!>)-£ О, то придется вычислять 
Ker(/./2(s"'1)) в КегЛ(®Кег£)г (здесь и далее, если а:&"->& — 
морфизм пучков, то Н1(а)\Н1\&)->Н1Ц@) соответствующий 
морфизм когомологий). 

Займемся теперь случаем Р(£/) —Р и возможностями чисто 
алгебраических конструкций. Далее мы считаем ЛА>0. 

5. Когомологий проективного суперпространства. Структу­
ра проективного суперпространства Р-=Р(Г„-Э7'1), т .е . грассма-
лиана 1 | О-подпространств в Т, такова: Prd-== Р(Т„), ОР = 
= S ('Fi!!i®C>P(7-e) ( — 1)) (поскольку Тх нечетно, Ov есть пучок 
грассмаповых алгебр). Следующие факты являются легким 
обобщением стандартных (мы считаем dim 7\, ==4). 

а) Дуализирующий пучок BerQ'P изоморфен UNOP( — 4+..V). 
б) Я» (P. 0P(n))=-S»(r*) при п>0, 0 при л < 0 ; Я'(Р,0(я))—О 

при всех /г; t - 1 , 2; Я3(Р, 0(n))^S~"+N-'1 (Т)®ВетТ* при 
n<N — 4; 0 при n>N — 4:. 

в) Для любого локально свободного пучка <S-~<Ev на Р по­
ведение групп Я'(Р, $'(n)) качественно такое же, как для 6>Р: 
группы Яи(Р, ${п)) отличны от нуля только при п>п0, 
Н3(Р, %(п))фО при п<п3, Я1,2(Р. 8{п))*£0 при пТ,2<п<пТл. 

г) Обратимые пучки на Р ранга 110 (соответственно, 0|1) 
исчерпываются с точностью до изоморфизма пучками О (п.) 
(соответственно, ПО (/г)). 

6. Моиады. Монадой (на произвольном суперпространстве) 
а р 

называется комплекс локально свободных пучков •fF.:3̂ ,-{to}F0{to}#r
1, 

в котором а—локально прямое вложение, р — сюръекция, 
роа = 0. Обозначим через $(#,).--= Kerp/lma пучок нулевых 
когомологий монады. Мы будем строить U-тривиальные пучки 
вида .¥(F), где все 3е

 t суть прямые суммы обратимых пучков. 
Среди отвечающих им полей в качестве частных случаев со-
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держатся инстантоны и суперинстантоны. Мы пишем а (г) вместо 
a®idc?(/):^_i(i){to}^"0(t) и т.п.; Hk(a(i)) означает соответствую­
щий морфизм групп когомологий. 

7. Предложение. Пусть ^.—-монада, состоящая из прямых 
сумм обратимых пучков на Р, $=cS(gF). Тогда для всех i имеем: 

Ho(y(/))==KerHo(p(i))/ImHo(o(i)); 
Я1(^(г')) = СокегЯ-(р(г)); 

Я 2 ( а д =-Кег Я 3 (а'(г)), е е ' ^ {to} Кег р; 
Я 3 (S (I)) = Кег Я 3 ф (i))l Im Я 3 (a' (i)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим X(i) = Кег|3 (г) и напишем 
две точные последовательности 

О {to} ЯГ ( 0 -> ^ 0 ( i ) {to} £*• ( 0 {to} 0 , 

О {to} 0\.1 (/) —tW (г) {to} Щ (г) {to} 0. 
Учтем теперь, что Я' '2($" а (/))--= 0. В самом деле, ."•,—прямые 
суммы пучков 0(i) и 110 (i) и, следовательно, то же утвержде­
ние верно для Та(1) как 0Р -модулей, так что мы можем вос­
пользоваться классической теоремой Серра. Это позволяет 
вычислить когомологий X(i), пользуясь первой точной тройкой: 

Я<> (X (i)) — Кег Я- ф (£)), Я 1 (X (i)) = Coker Я - ф (г)), 
Ш (X {i)) = 0, Я 3 {X (L)) = Кег Я 3 ф (i)). 

Подставляя эти результаты в когомологическую последователь­
ность, связанную со второй точной тройкой, получаем требу­
емое. Ш 

Для проверки [/-тривиальности пучка, заданного монадой, 
мы будем пользоваться следующим критерием. 

8. П р е д л о ж е н и е . Пусть F —монада на Р1 со следую­
щими свойствами: &~0 свободен, Я°(3Г'.1)----Я0(.9Г

1*)----0. Тогда 
определено отображение s = e ($",): Я 1 (F. i (— l))-{to}//°(^r_1 ( — l)), 
которое является изоморфизмом, если и только если CS{SF.) сво­
боден на Р1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как выше, положим ^==Кег[3. 
Из 0 { t o } ^ ( - l ) { t o } ^ 0 ( - l ) ^ ^ i ( - 1 ) находим №(&х{— 1)) = 
= Я 1 (^(—1)) , Я о ( ^ ( - 1 ) ) — 0. Из 0{to}^,1(~l){to}5Sr(-1){to} 
-->#( — l){to}0 получаем морфизм H ^ F - i f — \))~>Н1 {Х{ — \))~> 
Ц.Н°(&~1(-—1)), который, ПО определению, и есть е. Его ядро 
и коядро суть соответственно Я°(#( — 1)) и Н1[Щ(— 1)). 'Но 
эти две группы обращаются в нуль, если и только если Ш сво­
боден. щ 

9. ш-монады на Р. Назовем яг-монадой (m>0 комплекс 
вида 
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где E; —линейные (супер)пространства. Положим r£v = '£(3F.). 
Из предложения 6 находим для 0 < i < m : 

Я1(Р, 'SP(~i-\)) = Fl^S'^i(r"). 
Таким образом, у нас есть запас одномерных когомологий 

для конструкции нетривиальных расширений и деформаций. 
Как будет показано ниже, пучок $ ( F ) может быть (/-тривиаль­
ным для непустых U. 

Условия предложения 3 проверяются по монаде так: 
Я-(Р,#Р) = 0«-М<егЯО(р)==0 | //•-<-) 

Эти же условия выполнены для пучка $$, который определяется 
двойственной монадой, если изоморфизмом является также 
отображение E0*—{to}E!_i®S"»+1(r*). Монаду с ЭТИМИ двумя 
свойствами назовем максимальной. 

10. /и-монады на Lu). Рассмотрим на Р Х Р диаграмму 
пучков следующего вида: 

F . : E ± 1 ® 0 ( — т— 1, O)@EI1®0(O, — т— 1) -**(/-,
О©/?О-®0-> 

{to}E1
+®0(m + l ,O)0Er®0(O> /n+1) , 

/а+ 0 \ . /|Г Y"\ _ . 
г д е а — lQ а - 1 , р —Г-.- й-1- Здесь и ниже, записывая морфизм 
в виде блочной матрицы, мы подразумеваем, что она умножает­
ся слева на столбец компонент. В частности, 

y+:F-~®0->Fi+®<9(-W + l. 0), y-:Eo
+®0{to}Ef®0(O, m + \). 

Предположим, что выполнены следующие условия: 
PH'ah=-0, p-a- = 0, y+a~ = sl+[y', Y"a+==s'HY"-

Пусть, кроме того, а является локально прямым вложением, 
Р — сюръекцией. Тогда ограничение F J L ( ' ) является монадой 
и потому определяет некоторый пучок на IJl). Назовем такие 
моиады стандартными. 

Monaaa .9^ является деформацией прямой суммы /я-монад, 
поднятых с Р и Р, соответственно. Действительно, пусть 
F (t+, t-) — комплекс, который получается из F # заменой y* на 
t±"y--. При t±.--=0 это прямая сумма: F . (0 , 0) .-=F.-©F-. Если, 
скажем, t-фО, t...=-0, то имеется естественное вложение комп­
лексов F ~ c : F ( ( 0 , t_), которому отвечает расширение 
0{to}$(F-){to}#(F (0, iL)) {to} ё'(F1") {to} 0. Класс этого расширения 
e(t_), зависящий от £_, лежит в группе 
Я 1 ^ " » , %Ц8г+)т(&-)) = Н1{Р, g ; ( - i - 1 ) ) ® # - (p, ^ ( - i - 1 ) ) - - - -
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= (.Fli)* ®Sm"!' (7'*)®F1-®5"!-2 (Г) 
{мы считаем, что монады .5-"± максимальны). С другой стороны, 
на РхГ y нас есть морфизм t_ya1'=t.sinY': F±x®Q{—m—\, 0){to} 
{to}Er®0(O, /ге + 1) и ясно, что t_y" можно считать элементом 
того же пространства Hom(E11, Ef)®H°(PxP, 0{m—i,m—i)), 
в котором лежит e(t_). Нетрудно предположить и можно про­
верить, что e(t_)== const •i_Y'/ при этом отождествлении. 

Поэтому для проверки того, что монады 5^ при всевозмож­
ных t±y±, где t\ = 0, реализуют все инфинитезимальные 
деформации e'(.~"+©F-), достаточно убедиться, что соответ­
ствующие пары (у', y") могут пробегать все допустимые зна­
чения. Ограничимся случаем, когда &± максимальны. Тогда 
монаду SF'_ можно записать в следующей форме, которую мы 
тоже будем называть стандартной: 

F* ® 0(- т-7,0]© F-i ® В(0,-т- 7) 

(а* 0\ 

в® [-ч ®sn+\v® F->smt1(n] ———- e®[/>smV;©F--®smtV] 

F*® 6(m+7,0) ®Fr® 8(0,-1+1) . 

В этой записи морфизмы а±, 6-= определены раз навсегда, а 
параметрами монады являются элементы обратимого постоян­
ного оператора В. Точнее, 

a+(/+®t) — /+®/z(tsm+1), 

где /+eE±i, if —сечение 0(—то — 1, 0), h:O(0, in^-\)^Sm+l(T)®0 
канонический морфизм, и аналогично для а'. Далее, Ь+ опре­
деляется тем, что //°(6+) есть тождественное отображение 
Jp1

+®Sm+1 (T*). Матрица В описывает тождественный изоморфизм 
между двумя естественными реализациями пучка #"0 монады, 
в которых а и р соответственно принимают канонический вид. 

Чтобы убедиться в существовании монады с выбранными у', 
у" нужно воспользоваться свободной в выборе С* (В± опре­
деляются монадами F.*). Скажем, С" может быть любым эле­
ментом в Hom(E±i, Fi-)®Smn(T*)®Sm+l(T), например, y'sl+\ 

Следующий результат показывает, что монады из некоторого 
• естественного класса являются стандартными. 
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11. Теорема. Предположим, что пучок когомологий монады 
вида 

F : © F?{b)®0(-a, -6){to}Eo®0-^ © Л(а '4>®0(а, 6), 

где Fja'Ь) (а, 6>0)—• лин$иные супер пространства, определен 
на L{i) и является .̂ /-свободным для непустого U. Тогда спра­
ведливы следующие утверждения: 

а) Монада F . изоморфна стандартной; в частности, она 
определяет две монады F * , поднятые, соответственно, с Р и Р. 

б) Пучок #(F.)|L (х) свободен, если и только если. &(Р.)\Р1(х) 
я ^(FDIP'Cx;) свободны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего, El~a ' -й)={0} при ab>0. 
Для доказательства этого установим следующее: если F{-{ *' =?--
=,--{0} для некоторой пары (о, b) ab>0, то Н1(8(&.)(--1, 
— \)\L(x))=£0 для любой квадрики L(x)cL, так, что g'(^*.)|£ (x) 
не может быть свободен. Будем писать 3Tt (х) вместо &t \ L (x) 
и т. п.; из О-+Ж(х)-+@'0(х)-±&г

1(х)-+О следует, что 
H 2 ( ^ ( x ) ( - 1 , — 1)) — 0; из 0{to}.̂ "_1(x){to} (̂̂ ){to}g'(x)->0 видно, 
что 8:Н1{&(х)(~ 1, — 1))->Я-(.^_1(-1, -1) ) сюръекция. 
Наконец, Я2(/г_1®Ох(,г)(—а—1, — Ъ— \))=£0 при а, Ь>0. 

Применяя этот результат к двойственной монаде, находим, 
что из U-тривиальности #(.-Г.) следует также, что F[a' * —{0} 
при а, 6>0 . Таким образом, ЗГ. на L{i) и^еет вид 

F±,®<9.(—да-1, 0)®FZ1®O(0, — т— 1)-^i-.^iE0® 

®б>-—-4 !̂+®(9(/я + 1, 0)©Ef ®0(О, т + 1). 
Имеем р+а+ + р+а_=0, р-а+ + р-ог=--0. Но р+о+ есть умножение 
на сечение пучка Hom(Eii, Fib)lS)0(2m-\-2, 0), a p+a- —умно­
жение на сечение пучка Hom(Eii, Ff)®0(m-{-\, m + l). Следо­
вательно, p+c4f = 0 и р+а~ = 0 на L{,); аналогично, р-а+==0, 
р-сг — О. 

Пусть E0
+ (соответственно E0~)—-такое минимальное подпро­

странство в E-, что образ а+ (соответственно, а") содержится 
в Eo

+®0 (соответственно, E0~®C). Так как (а+, а")—локально 
прямое вложение, имеем F0

+f)F0 — {0}. Можно считать, что 
F0=F0

+©F0~ (если это не так, можно переопределить, скажем, 
E0~, добавив к нему недостающее дополнение до E0). Тогда 
монада приобретает стандартный вид: 

Eo — Eof©-V, a = (S+a-). P = ( r p -
Все ее пучки и мор<]изм однозначно продолжаются с L(/ 

на Р х ' Р , и лишь ссстксшекия, скажем, 7+ог=0 на 1 ( , ) , прев-
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ращаются в у+а~ = smy на РХР> поскольку продолжение у+аг 
есть умножение на сечение пучка Horn (F±v Ei+)® 
®0(m + l,/n + 1). 

ВЫЯСНИМ теперь, для каких £(л:) свободен пучок g'(x). 
Мы будем пользоваться следующим критерием свободы: 
Н1 (& (х) (в, Ti)) = 0 для всех I и (s, ц) --= (— 1, 0), (0, — 1), 
(—-1, —1). Его необходимость очевидна. Достаточность полу­
чится, если написать резольвенту Кошуля геометрического 
слоя $(х) в любой точке (u,v)&L(x) и убедиться, что она при­
водит к канонической тривиализации $(х), устанавливаемая 
изоморфизм Н°($(х)) с этим слоем. 

Теперь, как обычно, распишем монаду F.(s, r)), ограниченную 
на L{x): 

O{to}Eii®0£W (—m — l + 8 , T))©EZ1® 

®O iW(s, ~m-\+y]p^iyC(x)(s, и\) + $(х) (з, т!)-*0, 
0{to}^(x)(s, r1){to}(E-,-eE0-)®OiW (e, r])-> 

-->-/?1+®<?£(*)(/я + 1+в, л)ФЛ"®^(.-) (в, да+1+л)-->0. 
Из второй тройки находим изоморфизмы 

6* (Р):Я1 (.#(*) ( - 1 , 0))~>Ff®H°(Ql{x)(m, 0)), 
6" (Р):Я1 (•*(*) (0. —l))~>Er®H°(Оцх)(0, от)), 

а все остальные группы Я' (.Я" (x) (s, ri)) нулевые. Поэтому 
Н1(ё(х)(— 1, 1))==0 для всех i, а обращение в нуль оставших­
ся групп равносильно тому, что следующие отображения 
являются изоморфизмами: 

6»(P)°H1(a(---0)):E±i®H1(^w(-/«-2,0))-> 
~>FS®H°(0L{x)(m, 0)), 

6-(p)-H.(a(o, - l ^ E i ^ r t ' t e w o , —m-2))-> 

/в+ о \ 
При 7±-=0, т. е. при Р —IQ а-), два последних отображе­

ния, очевидно, суть е [IF? (x)) и в (.УГ (x)) в обозначениях пред­
ложения 8. Мы покажем сейчас, что от у± они на самом деле 
ие зависят, так что свобода $(#\(x)) равносильна одновремен­
ной свободе $(у?(х)) и ff(£7(je)). 

В самом деле, зададим класс когомологий из Я1 (.-*_1 (x) x 
Х(—1, 0)) скажем, коциклом в обычном двухэлементном покры­
тии (поднятом с Р1 (jc) на Р1 (л.)ХР" (x))- Чтобы применить 
к нему 8+(р)-Я1 (а (— 1, 0)) мы должны расщепить этот коцикл 
в F 0 (jc) (— 1, 0) и затем применить к одному из двух слагае-
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мых морфизм Я°(Р(л:)(—1, 0)). Но от y± зависит лишь та ком­
понента морфизма р(д:)(—1,0), которая попадает в Ef® 
®ОцХ)(—1,/n-f-l) и Н° от этой компоненты есть нуль. Ср. вы­
числения в п. 14. 

12. Замечания. , а) Существенно, что деформации ком­
бинированных пучков, которые мы построили на L(i), остаются 
нетривиальными после ограничения на L<0)----£. В самом деле, 
из доказательства предложения 3 и отождествений п. 10 видно, 
что отображение ограничения групп Н2 с L(i) на L сводится 
к умножению на sl: S"1'1 (T@T*)->Sm (Т®Т*): 

б) Вероятно, пучок <gL на L{m), заданный да-монадой с макси­
мальными 3F* и (у', у")=£(0, °)> н е продолжаем на L(m+1). Для 
проверки этого следует ВЫЧИСЛИТЬ препятствие к продолжению, 
которое лежит в H2[L, Endgl0) ( — n - 1 , — m— 1)). 

13. Простейшие /п-монады на Р в координатах. Слегка 
изменим обозначения § 6: пусть (zu ..., z.\, £-, . . . , ^ — ба­
зис Т* и пусть (Z°) —базис 5 т И ( Р ) , состоящий из МОНОМОВ 
степени /n+1 : Za — z?1.. . - J ' C . . .Cv» где at>0, а, = 0 или 1, 
Sa. + Еау .=-».•.+ 1. Положим A(Z) = (Zay (столбец мономов), 
E(Z)-=f^pft°Zuj (строка полиномов), где константы рД кроме 
требования четности .S(Z) в смысле супералгебры, удовлетво­
ряют двум условиям: а) ^ рй

а—О для любого с\ б) элементы 
В{1) порождают Smn(T*). Тогда диаграмма 

^ : 0 p(_TO_l) l l^ ( m ) | J ( ' n )—-10р( /П+1), 
где r{m)\s(m) = ulmS"in(T*) является максимальной монадой 
на Р и так получаются все максимальные монады с dimE_i = 1. 

Заменив константы f5ft° матрицами отображений /V{to}Ei+, 
мы получим общий случай. 

14. Критерий ^тривиальности. Рассмотрим прямую Р1: 
{.г3 = 2.1 = 0; ? ! = . . . --=."̂  = 0} и выразим через (f56

a) условие 
того, что ограничение Щ(.-,) на эту прямую свободно. С этой 
целью применим предложение 8, но сначала упростим F,|P*. 
Имеем @г

(3 = &г
0'©&~о", где ,-у порожден мономами z^z\\ a..+ 

+ a2 = ff" + 1, a !FQ' — всеми остальными мономами. Соответст­
венно, A(Z) — (^{z ) ) ' B(Z)^(B'(Z)\B"{Z)), причем 
Л/'(г)|Р]==0, .S"(Z)| P1—-^ Поэтому #(0\ |Р .) содержит пучок 
#"о"|Р в качестве прямого слагаемого, и достаточно выяснить, 
когда свободен пучок когомологий монады на Р1 вида 

&:0Р, (-т-\)^-Ъ'Рп<+ —->Ор (m +1). 
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Это зависит лишь от (Рм*) с o-. + a----- 6i + 62—/n+1. Вычис­
лим отображение е ($.):#'($_!(•-\))-+Н0фг(—1)) из предло­
жения 8. В комплексе Чеха покрытия U,: {z^O} базис 
•H1 ($_i( — 1)) — Нх(р(—т~2)) представлен классами коциклов 

^ ( U 1 2 ) = ^ - ' ^ - m - 2 , i = L . , . , W + L 

Мы должны рассмотреть их как коцепи со значениями в Л"(—1) 
и явно расщепить их образы в .У0( —1) после применения 
-A'(Z). Это расщепление таково: 

-I f_OT_2.4'(Z>/ at-i t-ai-l\* 
Z\ Z% . *-\Zx 22 )а,=0,...,т+1 = 

- ( . . . ^ - - * ^ * - - | * < l _ x 0 . . . 0 ) < + 
+ (0 . . . 0 | . . . г« . - ^ -« - -1 . . . ) ^ > г 

Справа первое слагаемое регулярно на U-, второе на U2-
Окончательно: 
• . . . E(ht) = Bf(Z)hi^=-B'(Z)hl

l = 
1 i—\ m+l 

2 V Qfl.i.m+1—at„a,+bf—i „т-\-1 —д,—ft, 
Z i P*,,m-l-r-ui*l " ' ~"2 

a,-=0 4,=-0 

Пучок S'(.y.)|P1 свободен, если и только если все многочлены 
8(Лг), г = 1, ...,т-\-1 линейно независимы. Множество таких р 
открыто по Зарискому. Чтобы убедиться в его непустоте, нало­
жим дополнительные соотношения: р£'£.---=0, если (ai + ft-, 
•fl2 + *2)--!('n + - . ' ^ + l ) . иначе Р«,'Й—P(«i)--y. Пусть, сверх 

того, {sum} p(ai) — (ffi + 2)y: это обеспечит условие {sum} P(,a = 0 
а..--0 а+Ь=с 

для всех а, Ъ вида (ах, a.-, О, . . . , 0 ) . Условие свободы превра­
щается в систему неравенств: для всех г<от+1 , 
{sum} (P(ai) — y)=7--0, ПОСКОЛЬКУ 
.-..—о 

е(А;)—-(21 (Р(«i>-Y) 12!*+---.-̂ -», i = i , ,..,m + \. 
\<Ч-0 / • 

Чтобы достроить такую подматрицу (p.,-) до полной матрицы 
монады, можно положить Рг,о=0, если а (или Ь) имеет вид (аь 
«г, 0 , . . . , 0), a А (или а) не имеет такого вида. Тогда элементы 
.S(Z) будут полиномами либо только от zu z2, либо только от 
всех остальных координат, и требования на вторую часть по­
линомов можно удовлетворить независимо. 

15. Простейшие /и-моиады на L(m) в координатах. Пусть 
(Wa)—двойственный базис мономов в SmH(T) от элементов 
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(до-.,.. .,w4, vu..., vN). Уравнение L пусть будет s = ~Zzawa + 
- | - 2 - Л = 0. Положим sm+1-={sum}C(a, m)ZaWa в S(T®T*). Пусть; 

a 
далее, A+(Z) = (Z^, Л_(^) = (п7-)+, 5+(Z) = ( 2 P*+Z*} Я-0* 7)-

" - (2P*- W *r Наконец, 

Г+ (Z) = t+ (C (a, m) Z% r_ (№) -=-<_((-- )"C (a, m) Г-), 
где t± —константы, a—четность Wa, т. е. 2а(. Если В+ удов­
летворяют условиям п. 12, то диаграмма на Р х Р . 

F.:C( — m — \,0)®O(0, —m—\)Xo®[Sm+l(T)®Sm^(T*)]^ 

-*O(m + l,0)®O(0, /гс + 1), 
где 

/A+(z). о \ .(BAZ), Г + ( г ) \ 
V о, A_(W))' р-{т.т,влю)' 

определяет монаду на L{m), поскольку Г+А_== t+sm+1,. Г_-4 —; 
= t_sm+1 (кроме исключительных значений t± , для которых, воз­
можно, р не сюръективен). U-тривиальность такой монады 
обеспечивается предыдущими пунктом и теоремой 1JL 

16. Ранги простейших монад. Самое простое решение ваку­
умных уравнений Янга-Миллса, с точки зрения структуры мо­
нады, получается при m-=3, N=0. Поскольку dimS*(С4) =35, 
ранг (2>ь равен 66. '• 

Более приемлемая по величине калибровочная группа по­
лучается для суперсимметричного случая: m=0, N=3. Это 
группа GL(4|6; С). 

§ 10. СУПЕРПРОСТРАНСТВА ФЛАГОВ 
КЛАССИЧЕСКОГО ТИПА 

И ЭКЗОТИЧЕСКИЕ СУПЕРПРОСТРАНСТВА МИНКОВСКОГО 

1. Постановка задачи. Суперпространство Минковского М = 
=-G(2|0; 2\N; Tm), поля на котором мы До сих пор рассмат­
ривали, обладает следующими двумя свойствами: 

а) М является компактным однородным комплексным супер-
пространством: на нем транзитивно действует супергруппа 
GL(r). 

б) Afrd=G(2, С4)—модель Пенроуза. 
Естественно поставить общую задачу классификации таких 

суперпространств. В этом параграфе мы ограничимся перечис­
лением таких суперпространств М, которые реализуются в ви-



де флаговых многообразий для супергрупп классического типа. 
В пп. 2-|5 описаны эти флаговые многообразия. Теорема 7, — 
список экзотических суперпространств Минковского флагового 
типа, — является основным результатом параграфа. 

2. П-симметричные и изотропные флаги. Нижеследующие 
определения параллельны § 3. Новые функторы флагов, кото­
рые мы определим, представимы соответствующими флаговыми 
•суперпространствами в любой из трех стандартных категорий: 
суперсхем, дифференцируемых супермногообразий и аналити­
ческих супермногообразий. Иногда для краткости мы говорим 
о суперсхемах. Ниже мы дадим обзор основных свойств фла­
говых многообразий, часто опуская детали проверок. 

Пусть М — суперпространство, £Г — локально свободный пу­
чок конечного ранга на нем. Напомним, что флагом в 2Г назы­
вается последовательность локально прямых подпучков 
^ " i C . . . c r W [ C ^ " . Тип флага — это последовательность ран­
гов rk£Tt. Пусть ф : N-+M — некоторый морфизм; тогда ср.* пе. 
реводит флаги данного типа в ..7" во флаги того же типа в 
<p*(F)=F w . 

Мы будем рассматривать также пучки F , снабженные од­
ной из следующих структур: а) П-симметрия, т. е. изоморфизм 
p:£T{to}n£r, p--=id; иногда мы будем считать р нечетной инво­
люцией 2Г\ б) невырожденная форма Ь ОДНОГО из типов OSp, 
SpO, nSp, ПО. В ЭТОМ случае перенесенные пучки наследуют 
такую же структуру. Наличие структуры позволяет выделить 
подклассы П-симметричных и Ь-изотропных флагов в ?Г и У». 

Паре (М, 5Г), структуре на £Г и типу флага ставятся в со­
ответствие функторы флагов на категории суперпространств 
над М. Приведем их обозначения, которыми мы будем пользо­
ваться: 

EM (тип флага, gF):(N, ф).->-{флаги данного типа в Ф*(^)}; 

"С.лДтип флага, £T):(N, ф).-+{П-симметричные флаги данного 

типа в ф* (•-)}; 
/Уж(тип флага, £Г; тип формы): (Л/, ф).-*-{изотропные флаги дан­

ного типа в ф* (<-)}. 

Функторы флагов длины единица — это грассманианы; мы чаще 
обозначаем их G, Gn, GI. 

Все функторы флагов представимы пространствами относи­
тельно конечного типа над М; естественные вложения FH\M, 
FIMaFM представлены замкнутыми вложениями; естественные 
проекции «на подфлаги меньше типа» представлены морфиз-
мами, которые сами являются флаговыми пространствами. 
Флаговые суперпространства над С являются гладкими; отсюда 

. вытекает, что проекции FM{to}M — гладкие морфизмы. 
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Пусть F = FM — одно из флаговых пространств для (М,3~в 
я :EM{to}M —каноническая проекция. Тавтологический флаг -
я * ^ ) мы, как обычно, обозначаем, указывая ранги его компо 
нент: Рраз/фс.. -ся*(.#) = .JT .̂ На F имеется также ортого­
нальный флаг, компоненты которого отмечаются тильдой 

Пусть 1-:0-->-М—один из грассманианов подпучков в Ж и 
пусть Реп* (£Г) — тавтологический пучок на нем. Рассмотрим 
локальное вертикальное векторное поле X на Q (т. е. сечение 
OTGiM) и определим естественное действие X на л* (Ж) (подня­
тые сечения горизонтальны). Формула Лейбница показывает, что 
отображение ~Х\9>-> л,*_(£Г)/9>, ~Xs=Xs mod э> линейно по 5. Да­
лее отображение Х->Х линейно по X. Поэтому мы получаем 
морфизм ©о-модулей gTGfM-+Hom(9>, я* (^)/^)=-5'*®я*(^")/-?'----
= у*®д>*. Для G=-GEL или О/ образ этого морфизма не со­

впадает со всем 9>*®f*. В самом деле, реализуем СП (d; -") 
как замкнутое подпространство G(d;S'), инвариантное относи­
тельно инволюции, индуцированной р, которую мы тоже обозна­
чим p. Эта инволюция действует также на касательном пучке, 
и ЯГОИ/М есть инвариантная часть ITG/M, ограниченного на 
GIL Нетрудно связать это действие с действием р на 9> и на &, 
но нам не понадобится точная формула. Далее, для изотропных 
грассманианов форма Ьа на тс* (ЯГ) позволяет построить отобра­
жение Я: >*{to}p>* (для четных Ь) или &*^-\Х<р* (для нечетных 6). 
Ниже мы опишем образ STG/M в s"*®.-* или в 11(.-*®..7*)== 
= .~*®II..7* относительно id®^. Имеет место следующая теоре­
ма, которую можно вывести из приводимого ниже описания 
координат на больших клетках грассманианов. 

3. Теорема. Относительные касательные пучки на грасс-
манианах различных типов описываются следующими изомор­
физмами и точными последовательностями: 

fQM(d;3')lM=9'*09>*, 

«TGttM(d; ff>)/M=HomP(9>, э-*)—(^•®.9'*y, 
0{to}s**® (9*:т1Р)-+$'(}1м№ ЯГ, &)/M{to}#{to}0, 

где Я = Л-(•"*), S-^*), HS2(•?*), ПА-(£?*) для формы Ь типа 
QSp, SpO, IISp, ПО, соответственно! • 

4. П-симметричные грассмаиианы. Как в § 3, будем работать 
локально по М. Это значит, что мы заменяем М суперкоммута-
тивным кольцом А, а пучок .^ — свободным A-модулем Г. 
Выбрав базис Г, будем считать, что 7_Аа°+С°®(ПА)"°+С°. Если 
p:7{to}7 — П-симметрия, то можно считать, что базис Т имеет 
вид (еи . . . , eCo+dt; ре., ..., pec,+ct.), где et — четные элементы. 
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В таком базисе подмодуль S П-симметричен, если и только 
если вместе с любым элементом вида .*•.?,. +g-pej он содержит 
элемент вида —&е1+х*ре1. Это означает, что грассманиан 
GIIUCZGM, Af = SpecA, покрыт спектрами колец Alxlt gx], -где 
хх, & заполняют свободные места в матрицах вида 

•"о (-о -о -.-о 

- I 

-*-

(•do 

0 
•? i 

X-

0 

.-do 

I o -» -

• Есть более инвариантное рассуждение, показывающее, что 
СПл- замкнуто внутри GM. Рассмотрим на GM пучки 9", р {9') cz 
n*(F). N-точка <p:iV{to}Gjtf лежит в UGM, если и только если 
xp*,(9,)=<p*(p(9')), --, е. подъем на N гомоморфизма пучков 
9>-+п*{&~)1р{9>) равен нулю. Так как n*(&~)/p(&) локально 
свободен, это условие МОЖНО записать локальными уравнения­
ми, которые и порождают пучок идеалов, определяющий ГЮм-

Представимость функтора П-симметричных флагов уста­
навливается индукцией по длине флага точно так же, как для 
обычных флагов. Оставив подробности читателю, укажем не­
сколько дополнительных свойств П-симметрии. 

а) Пусть p:S-+S —П-симметрия A-модуля, т. е. нечетный 
гомоморфизм с p2-=id, T—любой A-модуль. Тогда на S<3T, 
T®S, Hom(S, T) и Horn (Г, S) можно определить П-симметрии 
формулами p(s®t)=p(s)®t, p(t®s) = ( — iyt®p(s), p(f)(s)=* 
= (—-\y+1 f(p(s)), p{f)(t)=p{f\t)), соответственно. Если на 
T тоже задана П-симметрия, то аналогичную конструкцию можно 
проделать с помощью Т. Произведение двух таких симметрии 
является уже четным автоморфизмом с квадратом —id: q(s®t) = 
= { — \yp{s)®p(t), q*{s®t)=-s®t. 

б) Пусть Т—A-модуль ранга 1|1, р:Т-+Т—некоторая 
П-симметрия, причем р ——id. Она определяет подмножество 
Qc-То таких, что Т=At®Ap(t). На Q действует мультиплика­
тивная группа А* по формуле (a0+ai)ot=a0t+aip(t). Нетруд­
но видеть, что Q образует -главное однородное пространство 
над А*. Это .позволяет поставить в соответствие любой паре 
{&, р), где & — пучок ранга 1|1 на суперсхеме M, с симмет­
рией р, р2=—id, класс когомологий во множестве И1(М, Ом*)-
Это множестйо представляет собой специфическую версию-
функтора Пикара для суперсхем. 

5. Изотропные флаги. Мы изучим изотропные флаги под­
робнее в случае, когда форма Ъ на пучке 91 расщепима. Оп-
ределение'расЩепимых форм .было дано в § 1. 

•Приведем их йнвэ'.иантную характеризацию. ....... 
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П р е д л о ж е н и е . Пусть Ь — невырожденная форма на 
пучке £Г типа OSp или П5р. Следующие условия равносильны: 

а) Ь раещапима, 
б) В окрестности каждой точки F имеет локально прямой 

изотропный подпучок максимального ранга r|.s (для 0Sp(2r|2s) 
или OSp(2r+1 |2s), или одного из максимальных рангов r\s 
(Для nSp(r+s]r+s)) , или любого из максимальных рангов. 

ЕСЛИ эти условия выполнены, то любой прямой изотропный 
подпучок .p'crF локально вкладывается в прямой изотропный 
подпучок любого максимального ранга, большего ранга £?; а 
также допускает локальный базис сечений, являющийся частью 
стандартного локального базиса в F (для формы Ь). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) =*- б). Если Ь расщепима, то изо­
тропные прямые подпучки максимальных рангов порождаются-
частями стандартных базисов. 

б)-->а). Эту импликацию и последнее утверждение докажем 
индукцией по рангу <~. Для наименьшего ранга 1(0 утвержде­
ние тривиально; ранг 011 невозможен. Пусть ранг i f > 1 | 1 и 
пусть 9аЗ'~прямой изотропный подпучок ненулевого в окрест­
ности xGM ранга. Работая локально, выберем подпучок 90с9' 
ранга 110 или 011. В силу невырожденности Ь, существует 
локальный прямой подпучок P'o'ciT (возможно, в меньшей 
окрестности) такой, что в b индуцирует невырожденное спари­
вание между 90 и SV. Классическое рассуждение (о «гипербо­
лической плоскости») показывает, что сумма 9<у\-9ц прямая, 
ограничение Ъ на нее не вырождено и допускает стандартный 
базис Далее, 3~=9'0©9>о,®(9'0®9'0,)£- (все локально). Положим 
iT —-(^-©.-.Д;-, 9 — 9Т\зГ'- Тогда «Г'— пучок меньшего ранга, 
чем ~£Г, с невырожденной формой того же типа, а 9"с£Г'— изо­
тропный прямой подпучок. Если 9 был максимального ранга, 
то и 9' максимального ранга; по индуктивному предложению, 
Ь на §Г' расщепима и, значит, b на §Г расщепима. Если 9 и 9" 
не максимального ран-та, то по индуктивному предположению 
подходящий локальный базис 9' дополняется до стандартного 
в if' и потому то же верно для «ST. Ш 

6. Изотропные грассманианы. Прежде всего, легко уста­
новить, что морфизм функторов GIM~>GM всегда представлен 
замкнутым вложением, если Ь-.З'-УЗГ* (или ITST*)— прямая форма, 
без каких бы то ни было условий невырожденности или сим­
метрии. Действительно, пучок 9^-czST является тогда локально 
прямым и. Стало быть, л*£Г/9£- локально свободен. Поэтому 
подфунктор Ом, отвечающий тем морфизмам N—>M, для ко­
торых <p*(9)^>-<p*(n*gr/9£) есть нулевой гомоморфизм, замкнут. 
(то же рассуждение, что в п. 4). Но этот подфунктор и есть GlM 

Цель последующих вычислений — показать, что если Ь не­
вырождена и расщепима, то GItt можно покрыть относительны-
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ми аффинными пространствами, когда ранг изотропных под­
пучков максимален. Мы просто пишем уравнения на строки 
матрицы Z-, которые означают изотропность, и показываем, что 
они явно разрешаются. Подразумеваемый локальный базис £Г 
предполагается стандартным, а выбор единичной подматрицы в 
Z- сделан таким, что при нулевых значениях остальных эле­
ментов Z- базис соответствующего изотропного подпучка 
(строки Z-) является частью стандартного базиса ST. В силу 
предложения 5, аффинные пространства, которые мы таким 
образом получим, действительно покрывают GIM. 

Пусть В — матрица Грама формы. Уравнения изотропно­
сти для OSp имеют следующий вид (матрицы разбиты на блоки 
так, чтобы их было удобно умножать поблочно; OSp (2r+\\2s) 
и 0Sp(2r| 2.S) указаны вместе - часть, отделенная пунктиром, 
относится к 2г+1; латинские блоки состоят из четных элемен­
тов, греческие из нечетных). 

1 г г •$ 5 

V 

3 

А 

Л 

-г 

0 

0 

Е5 

Г 

в А-
Е-

0 

-Г+ 

Л * 
D 

-5 

В + 

Вычисляя, находим в случае OSp (2r|2s) условия: А+А -О, 
В—В' = 0, Г=Л'. Случай 0'Sp(2r+l|2s) немногим сложнее: 

А.+ А- + .К.К—0, Л ' - Г + КЗ ' -О, В-- .8 +S3* «О. 
В качестве независимых координат здесь можно взять элементы 
УЗ, Г, элементы А строго ниже диагонали; элементы В ниже и 
на диагонали. 

Для группы ПЭр (r+s | r+s) уравнения изотропности под­
пучка ранга r\s имеют вид: 

а г j г 

А-

Ег 
0 

-Г* 

i* 

0 

*5 
В* 

0 

Е - * , 

Em 

0 

А 

-А 

Ег 

0 

0 

Е. 

Г 
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Замечание о знаках: имеется в виду, что нечетная часть базиса 
рассматриваемого изотропного подмодуля порождена строками 
матрицы (A|0|Ei|.S); минус же перед ними отражает (- 1)*Т 
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в правой части формулы. На окончательный вид уравнений он 
не влияет: 

Г —Г-—0, Л + Б—0, Д + Д-=-0. 
Следовательно, соответствующее открытое подмножество 
GlM(r\s; if, b) представлено относительным аффинным про­
странством размерности [rs\-r^r'Z ' + S .7" )• 

Пусть GIM — один из построенных максимальных изотропных 
грассманианов, я-структурный морфизм, .?—тавтологический 
пучок. Как ДЛЯ двух предыдущих случаев, мы можем построить 
морфизм t:3~GIMlM->tiom(9?, я*(~)/5-). Теперь, пользуясь 
формой я* (Ь) на я* (с-), мы можем отождествить к*(3~)19> с S"* 
для 0Sp(2r|2s), или с Uff>* для IISp. В случае 0Sp(2r+l/s) 
имеет сюръекция р:я* (-)/£?->-.У* С локально прямым ядром 
ранга 1J0. Поэтому имеем три возможных типа морфизмов: 
t:3~GIM/M-+9>*®9>*, (1®№:2Г01м/М-+9>*®9>* (тип OSp) или 
t:fQIMlM'+ff'*®^*^!!^*®^*) (представить ШР* в виде 
110®^* и сделать П0 внешним множителем). Прямые вычисле­
ния показывают, что образы суть А2 (У*) и П52 (."*), соответ­
ственно. В координатах видно, что получаются изоморфизмы 
$rGIMlM = №(?>*), (l®p)-1A2(.?1*) или nS-(S"*), соответственно. 

Изотропные грассманианы немаксимального типа допуска­
ют удобное покрытие, которое строится сначала переходом к 
флагам длины два, у которых подмодуль максимален, и затем 
применением морфизма, который забывает большой подмодуль. 
Суперсхемы изотропных флагов строятся такой же индукцией, 
как в предыдущих случаях. 

Дадим теперь список флаговых пространств, подложка ко­
торых является моделью Пенроуза. Разумеется, список начи­
нается тем классом, который мы только и рассматривали до 
сих пор. Подразумевается, что база флагового пространства — 
точка. 

7. Теорема. Все флаговые пространства М с Мтй=и(2; 
С4) содержится в следующем списке (указаны размерности Т 
и М) 

а) "" (210 2 JV' TA\N), 4|4/V; 
б) F(2|0', 4 Oj'.r*^) и E(0|iV, 2\N; T»\% 4|4/v"; 
в) G(2|0; Т41") и Q (2 | N\ 74."), 4 12..V. 

Кроме того, имеются случаи Па)—Пв), получающиеся из 
а ) -в ) заменой Т на Т'=-Ш\ например. Па: E(0 |2 , N \2; TW) 

г) Gn(2|2; 74И), 414; 
д) 0/(110; TW", OSp) и С?/ (0| 1; Т™<\ SpO), 4|2ЛГ; 
е) 0/(212; Г1.", {prod}Sp) и G/(2|2; Г"И, ПО), 4|4; 
ж) О/(2|0; Г1'*, nSp), 4 |7 и О/ (012; Т*\\ ПО), 415; 
з) /-7(210, 212; Т**, ПБр) и F / (0 |2 , 2|2; Г*.«, ПО), 4 | 8; 
и) E/(2|0, 4|0; Г\\ ПБр), 4] 10; FI (0 | 2, 0 14; Т*\\ ПО), 

4 16. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Принцип перечисления всех нужных 
нам суперпространств следующий. Пусть F — флаговое много­
образие, E-t----G(2|0; J410). Пусть F-*-G—проекция F на грае-
сманиан старших подпространств во флаге- Тогда либо Grti = 
=-G(2|0; Т410), либо Grd — точка. Многообразия G-d вычис­
ляются с помощью информации, полученной ранее; выбор лю­
бой из двух возможностей для старших подпространств резко 
сокращает ставшийся перебор. Ниже пункты а)—г) посвяще­
ны одному из типов флаговых пространств. 

а) Прежде всего, G(d0|di; r-"-+c»l-''+-')rd —G (do|0; Т"»+^°)х 
XG(0|dil Т°м+с*). Поэтому Gri точка, если и только если ли­
бо c0=di —0, либо cI-=d0 = 0 (кроме тривиальных случаев 
с0==-с1--=0 или do — di — 0. Значит, одноточечные грассманианы 
от старших пространств имеют вид либо G(-ijO; T^c), либо 
О (0|d; Тс№); последние получаются из первых заменой Т на Ш\ 
Пусть E->C?(d|0; Tdic) — проекция на старший флаг и Erd — 
= G(2|0; Г41°); тогда F имеет проекцию на F(d1\0, d|0; Td>c) 
для некоторого d i<d ; это возможно лишь при di — 2, d =4, 
с-любое. В остальных случаях старший грассманиан для F 
может иметь только один из следующих видов: G (2\N; Т4.^), 
G(2|0; Г4^) и Д-симметричные этим случаи. Не изменив GTd, 
можно удлинить флаги первого типа, добавив подпространство 
размерности либо 2(0, либо 0\N. Это исчерпывает возможности 
а ) -в) и na)-Пй) в теореме 7. 

б) Обращаясь к П-симметричным флагам, заметим, прежде 
всего, что если на Т есть П-симметрия р, то гкГ = г|г и что 
все пары (Т, р) одного ранга (над С) изоморфны. Далее, 
GJlldld; r-+di-+-)r-----G(d|0; Tc+"l°). Поэтому если En r d = G(2|0; 
Т41°), то ЛТ-=ОП(2|2; Г4И). 

в) Для 0 Sp-язотропных флагов имеем GI (r\s; Т'"-я, 0Sp) rd= 
=-G/(r|0; Tm\Q, 0)xOI(s\0; Гп$, Sp). Значит, грассманиан стар­
ших пространств не может иметь четную размерность нуль. 
Так как О(2|0; Т4.0) неразложим, для него возможны лишь 
случаи s = 0 или г = 0 . В первом случае уравнение для четной 
размерности г (т — 2г) + ~- ~j~ 1—4 имеет единственное реше­
ние г— 1, т=6. Во втором случае уравнение s(2n — s)+-
+ ----у----=-4 тоже имеет единственное решение s = 1 , л = 5 , но 
OSp—-форма на пространстве Тт\ъ вырождена. 

То, что О/(1|0; Г612/У; 0Sp)rd----G (2; С4), вытекает из плюк-
керовской реализации этого грассманиана в виде квадрики 
разложимых бивекторов в Р (Л2С4). 

г) Наконец, рассмотрим IISp- и ПО-изотропные флаги. Если 
на Т есть невырожденная форма такого типа, то rkT — m\m; 
при этом четное и нечетное подпространства в Г двойственны. 
Поэтому GI (r\s; Tm^m, IISp или II0)rd изоморфно относительно-
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му грассманиану G.v(s|0, ^«"-"l-) над грассманианом # = G(r|0; 
Tmi°). Четная размерность нуль получается для G/(m|0; Tm^m) 
или GI (0|.7г; Тт\т); достраивание флагов приводит к случаям и) 
теоремы 2. Остальные случаи отвечают возможности, когда 
грассманиан старших подпространств после редукции изомор­
фен G (2(0; 7«1о). И 

8. Диаграммы Пенроуза для экзотических моделей. Имея 
список флаговых суперпространств -Минковского, естественно 
поставить вопрос о том, какие из них дополняются до диаграмм 
L<^F->M с тем свойством, что после редукции нечетных коор­
динат эта диаграмма становится изоморфной E(1, 3; T^°)^F(\, 
2, 3; Т^)~^М, а также каковы свойства преобразований Пенроу­
за, связанных с этими диаграммами. В частности, важно знать, 
когда нетривиальны условия интегрируемости вдоль слоев щ, 
т. е. когда их размерность имеет вид 1|а, а>0. Существенно 
также «количество нильпотентов» на L, поскольку от него за­
висят ограничения на поля Янга-Миллса, которые можно полу­
чить из ЯМ-пучков на L. 

Не исследуя эти вопросы исчерпывающе, ограничимся неко­
торой предварительной информацией. Вот часть диаграмм для 
пространств из нашего списка: 

A.v.L5|2'v —F(1|0, 3|-V; r4i<v)£E-H"-E(1|0, 2|0, 2|N, 3|N; T) 

%M^" = F{2\0, 2\N;T), 

Р:£515=.0/(1|1; TW, nSp)2-E6l6==E/(1|1, 2|2; Г4'4, nsp) 

{to}M4.4 = 0/(2|2; Г4'4; nSp). 

Q:Lr'l''----En(1|1, 3|3; r4l4)£E6.6==En(1|1, 2|2, 3|3; Г4И) 

%M4I4==.GII(2|2; TW), 

R:LWN = GI(2\0; Г-12Л\ OSp^EGI^-E/ (1|0, 2|0, Т 6 ^ ; OSp) 

^ • l w - = O / ( l | 0 l 7 ,
1 OSp). 

Диаграмму AN мы рассматривали в предыдущих параграфах. 
Диаграмма R не удовлетворяет условию, чтобы суперсветовые 
геодезические имели ненулевую нечетную размерность. Здесь, 
напротив, нечетные координаты появляются на «небесных сфе­
рах» L(x). 

Относительно количества нильпотентов на L докажем сле­
дующее. Пусть Lo<n) — п-я инфинитезимальная окрестность L в 
чисто четном случае. 
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9. Предложение . Для диаграммы AN, P, Q существуют 
сюръективные отображения L->L{

0
N), Х->£^2), L->Z,o2), соответ­

ственно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Случай AN- Пусть гь %j (..= 1 , . . . 

. . . ,4; / — 1, . . ,,N) базис (7"4|AT*, zl, ^ — двойственный базис 
T |yv- Эти элементы можно интерпретировать как сечения пуч­
ков (.У10)* на Р(Г41") и Р(Тт*), соответственно. Подпрост­
ранство LN=L(AN)CZP(T)XP(T*) = Р Х Р задается уравнением 
инцидентности 2л.®л ;+2^®^' — 0 (слева стоит сечение обра­
тимого пучка б>(1, 1) на РхР ) - С другой стороны, подпро­
странство LQN) можно задать уравнениями •.,• = g-'—O, 
/ 4 \ЛЧ-1 / N \N+l 
2гг .8)гЧ = 0 . Так как 2 §-/®§'I ~ ^ ' 0ТС1°Да следует, 

что отолсдествление подложек LN,TU=L>O можно продолжить до 
морфизма LN-+LQN). Нетрудно убедиться, что он сюръективен, 
например, переходя к стандартному аффинному покрытию и 
пользуясь тем, что 

/ N \N 

б) Случай Р. Выберем в Г4'4 базис, в котором форма {prod}Sp-
типа имеет стандартную матрицу Грама (iv g]. Полный грасс-
маниан G = Q (l 11; Т4'4) молено задать «однородными координа­
тами», записанными в виде матрицы 

ОН покрыт аффинными супермиогообразиями Q^, i,j = l 4. 
которые определяются так. Пусть •Z/y = (^ и)' Тогда GVl — 
спектр кольца, порожденного «неоднородными координатами»-
элементами матрицы ZjjZ. На Otj пучок ff'a1 задан в этих ко­
ординатах вместе со своей тривиализацией: первая строка 
Z7/Z есть его четное сечение, вторая-нечетное; эти сечения 
записаны в координатах, связанных с выбранным базисом Т. 
Функции перехода как для G, так и для s»111, очевидны из этого 
описания. Подпространство L(P)cG выделяется однородными 
уравнениями, которые означают изотропность У : 

4 4 4 

2) ̂ ^+2^-=°' 2-/̂ '=0-
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Отличие от случая A3 СОСТОИТ В том, что из-за правил склейки 

и второго (нечетного) уравнения теперь {sum} xtyA = 0 и лишь 
/4 у \™ } 

[{sum}-x;i/i I 7--О. В самом деле рассмотрим для примера открытое 

множество С?И, спектр кольца, порожденного элементами 

(1 л » Ля Х.л 0 i-i-uoitî  \ . , , ,__. 

0 Н Н Н4 1 УУ У Г Н а н е м ^ (Р) В Ь 1 Д е л я е т с я 

уравнениями 
4 4 4 

1 + 2 W + 2S<H< = °- _1.Н, = 0. 
/ =2 / =2 ;=2 

Из первого уравнения следует, что в любой точке одна из ко­
ординат У, обратима; второе показывает, что соответствующая 
Н; линейно выражается через два остальных; поэтому Н2Н3Н4 —0 

и (2--<H{cdot}J = ° -

в) Случай Q. Здесь мы рассмотрим замкнутое вложение 
L(Q)cGn(l | 1; r ) X G n ( l 11; Т*) в виде «квадрики инцидент­
ности». Базис в Г4'4 выбран в виде (et, pet), где р — П-симмет-
рия. Грассманиан ОП" (111; 7") покрыт открытыми множествами 

xt Ъ\'Ч хх... x4 c i . . • tA' Оп c координатами ( _ g / ^ (_£ \ [ [ _ g 4
4 ^ \ \\ у . Аналогии-

ные координаты на втором грассманиане обозначим верхними 
4 

индексами. Уравнения инцидентности имеют вид {sum}(x;x+.jit;')-=0> 
4 4 

— {sum} x '̂+{sum} xJt-j = 0. Переходя к неоднородным координатам, 

убеждаемся, что ( 2 xixЧ = 0, 2-* '" сЧ =г=^' к а к в пРеДыДУ-
щем случае. Это заверилает доказательство. 
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