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РАЗРЕЖЕННЫЕ МАТРИЦЫ 

X. Д. Икрамов 

§ 1. ПРЕДИСЛОВИЕ 

Состояние численных методов для разреженных задач ли­
нейной алгебры на 1975 г., зафиксировано в известном обзоре 
Даффа [17]. За прошедшие с тех пор годы были опубликованы 
многие десятки новых работ этой тематики. Если попробовать 
оценить общие итоги рассматриваемого шестилетия, то можно 
сказать, что наиболее активная деятельность велась в следую­
щих направлениях". 

1. Быстрые прямые методы решения специальных конечно-
разностных линейных систем. 

2. Итерационные методы решения положительно определен­
ных систем. 

3. Разработка математического обеспечения для прямых ме­
тодов решения систем общего вида; сами методы в основном 
были созданы в предыдущий период. 

4. Решение больших разреженных спектральных задач. 
По традиции направления 1 и 2 относят скорее к области 

вычислительной физики, чем к области собственно численных 
методов линейной алгебры. Это вызвано существом дела: вы­
бор эффективного метода для конечно-разностной системы, пря­
мого или итерационного, связан с максимальным учетом -ин­
формации, заключенной в ее дифференциальном прототипе. 

Что касается направления 3, то оно довольно полно отражено 
в книге Джорджа и Лю [21]. 

По изложенным причинам, автор счел возможным сузить 
свою задачу обзором работ четвертого направления. Даже и 
при этом условии было принято дальнейшее ограничение: рас­
сматривать лишь те публикации, которые относятся к методу 
Ланцоша и его вариантам. Приведем мотивы такого решения: 

1. Среди методов решения больших спектральных задач ал­
горитм Ланцоша привлек к себе в рассматриваемый период 
гораздо большее внимание, чем какой-либо конкурирующий 
метод. Достигнуто значительное продвижение как в теоретиче­
ском понимании алгоритма, так и в его практической реали­
зации. 

2. Методы решения частичной симметричной спектральной 
задачи, основанные на минимизации отношения Релея, опять-
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таки разрабатываются в основном специалистами по вычисли­
тельной физике. 

3. Методы одновременной итерации, очень популярные в 
60-х и первой половине 70-х годов, в последнее время не по­
лучили существенного развития. 

Итак, данный обзор вполне можно было бы назвать «Тео­
рия и практика метода Ланцоша». На эту тему в период с 
1976 по 1981 г. выполнено несколько десятков работ, большин­
ство из которых прореферированы в РЖМатематика и нашли 
отражение в настоящем обзоре. Учитывая, что в [17] методы 
для разреженных спектральных задач освещены относительно 
скупо, мы не ограничиваем себя хронологическими рамками 
последнего шестилетия и при необходимости обращаемся к 
работам, относящимся к более раннему периоду. 

Следует отметить, что алгоритм Ланцоша подробно обсуж­
дается в книге Парлетта [43], и наше изложение в некоторых 
местах близко следует этой книге. В ней, естественно, не могли 
быть отражены результаты работ (в том числе, и самого Пар­
летта), опубликованных уже после сдачи рукописи книги в 
печать. Эти результаты читатель найдет в предлагаемом обзоре. 

Всюду в тексте (кроме §§ 17, 18) буква А обозначает ве­
щественную симметричную матрицу порядка п, собственные 
значения которой упорядочены по возрастанию: 

Ari{le}^2-^ . . . {le}.A,n. 

Символ •— означает, что дается определение стоящей рядом 
величины. 

В применении к векторам знак ||.|| всегда означает евкли­
дову длину, а к матрицам — спектральную норму. Иногда ис­
пользуется и евклидова матричная норма, обозначаемая || • \\в. 

Через 7\(£) обозначается многочлен Чебышева 1-го рода 
степени k. 

§ 2, МЕТОД ЛАНЦОША (ПРЕДВАРИТЕЛЬНАЯ ТЕОРИЯ) 

Метод Ланцоша-один из старейших алгоритмов в том 
новом периоде вычислительной линейной алгебры, который от­
крылся появлением первых ЭВМ. Опубликованный в 1950 г. 
[35], в первоначальной трактовке он являлся методом трехдиа-
гонализации вещественной симметричной матрицы посредством 
ортогонального подобного преобразования. 

Мы обсудим вначале идею метода, а затем приведем его 
расчетные формулы. 

Введем некоторые важные понятия, широко используемые в 
дальнейшем. 

Пусть А— вещественная симметричная матрица порядка п, 
х — произвольный вектор из &?, «.-мерного евклидова простран­
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ства с естественным скалярным произведением. Последователь­
ность векторов 

*, Ах, АН,..., Ahx,... (2.1) 
называется последовательностью Крылова, порождаемой мат­
рицей А и вектором х* Название связано с тем, что последо­
вательность (2.1) использовалась академиком А. Н. Крыловым.. 
в предложенном им методе вычисления коэффициентов харак­
теристического многочлена матрицы А, не обязательно симмет­
ричной [2]. 

Линейные оболочки подсистем последовательности Крылова 
(2.1), т. е. линейные подпространства вида 

Wm(x) = span{x, Ах,..., Ат~гх), (2.2) 
принято называть подпространствами Крылова. Другое назва­
ние подпространства (2.2), используемое, например, в класси­
ческой книге Д. К- Фаддеева и В. Н. Фаддеевой [3], — цикли­
ческое подпространство," порожденное вектором х. 

Понятно, что последовательность подпространств (2.2) ко­
нечна. Максимальная размерность подпространства Крылова не 
может превосходить степень минимального многочлена матри­
цы А, т. >е. число различных собственных значений А. Она мо­
жет оказаться и меньше, если в спектральном разложении 
вектора х отсутствует компонента по какому-либо собственному 
подпространству. Условимся называть максимальную размер­
ность подпространства Крылова для данного вектора 'х (при 
фиксированной А) индексом этого вектора (относительно А). 

Переходим теперь к описанию идеи метода Ланцоша. 
Для простоты предположим пока, что А имеет п различ­

ных собственных значений 
h<%2< . . . < V , (2.3) 

соответствующие им ортонормированные собственные векторы 
обозначаем через z\, z2,..., zn. Будем рассматривать А как 
матрицу некоторого линейного оператора s& в базисе, образо­
ванном единичными векторами е-, . . . , en из &п.~ 

Пусть х — вектор, имеющий относительно А максимальный 
возможный индекс п. Другими словами, в разложении х по 
собственным векторам А все компоненты отличны от нуля. 
Подвергнем систему векторов х, Ах,..., Ап~1х обычному про­
цессу ортонормализации. Пусть qlt q2,..., <?n — полученная ор-
тонормированная система. 

Теорема 2.1. В базисе <?ь • • •, «7« оператор s£ .имеет 
трехдиагональную матрицу. 

В самом деле, матричный элемент (i, /*) рассматриваемой 
матрицы равен (sf>qiy Яг). Из определения крыловских под--
пространств и свойств процесса ортогонализации следует: 
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qj&V(x), Jqfi№+1(x), qt±^-1 (x). 
Поэтому {s^qh -7i)—0 при i > / + l . Поскольку оператор s£ —-
симметричный, а базис qlt . . . , qn — ортонормированный, от­
сюда вытекает, что матрица — трехдиагональная. 

Приведем теперь расчетные формулы метода. Они полу­
чаются из обычных формул процесса ортогонализации. То об­
стоятельство, что (Aqit .7i)-=0 при / > i + l , превращает их в 
трехчленные соотношения 

Коэффициент а}- выбирается из условия ортогональности векто­
ра г., определенного формулой (2.4), к qf, поэтому 

aj = (Aqj, qj). (2.5) 
Коэффициенты pj имеют двоякий смысл. С одной стороны, они 
должны обеспечивать ортогональность rj и ^j-i; следовательно, 

P j - i= - ( -4 - q^), р;.-=(Л?;.+1, q}). (2.6) 
С другой стороны, согласно (2.4), pj с точностью до знака 
есть длина вектора rj. (В дальнейшем pj всегда выбирается по­
ложительным). Эти два «облика» pj не противоречат друг дру­
гу. Действительно, пусть pj определено как длина г,. Тогда 

(Л<7/+1, c7j) — (^+i, -А-Уу) == (-7/+1. Py-7y+i + -у<7./ + P/-i-7y-i) = Ру. 
т. е. получена правая формула (2.6), обеспечивающая на сле­
дующем шаге ортогональность ri+\ и qjm 

Чтобы формула (2.4) имела смысл и при / = 1 , положим 
<7о-0. При этом q\—x[\\х\\. 

Пэж, анализировавший ошибки округлений в процессе Лан-
цоша [39] (о чем речь — ниже), рекомендует вместо формул 
(2.4) — (2.5) такую последовательность вычислений. Пусть име­
ем векторы -7/-1- -V-i и коэффициент pj_i. Тогда (используется 
еще один массив а длины п для хранения промежуточных век­
торов) : 

«7/"-=/*y-i/Py-i- u>r = Aqp 
r/.^Uj — faqj-u а/.=(др rj), (2.7) 

0 := г / - ау- /у Py-Hkyll-
При реализации вектор qj замещает г э- ь а г^—#.,•_!. Чтобы на­
чать процесс ( / - 1 ) , нужно положить tfo^O, r0=EJC, p0-s=IMI. 

Формулы (2.7) соответствуют применению к (последователь­
ности Крылова модифицированного ороцеаса ортогоиа лив айда 
Грама—Шмидта. 

Перепишем формулу (2.4) IB деиде: 

Вводя матрицы Q - ( д $ 2 . . -qn) и 
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'ft! 
Pi 

Pi 
a2 

P2 
P2 

К Pn-1 
-1 «я 

Г = Г Л = ^2 • • I, (2.9) 

можем объединить соотношения (2.8) при / = 1, 2 , . . . , п (до=0) 
в единую матричную формулу 

AQ = Q7\ 
или QTAQ = T. Таким образом, матрица Г, образованная коэф­
фициентами рекуррентного процесса Ландоша, 'и е|сть трех-
диагональная матрица оператора зФ IB 'базисе qi,... , qn-

Вычисление 'собственных значений и векторов трехдиаго-
наль'ной матрицы Т — дело сравнительно простое и может быть 
осуществлено 'несколькими эффективными методами, например, 
QL-алг'ор.итмом или алгоритмами делания спектра IB сочетании 
с методом обратной итерации [43]. Если 8, s — собственная 
пара матрицы Т, то 8, Qs — собственная пара матрицы А. По­
этому при необходимости вычислять собственные векторы А 
нужно сохранить все векторы Ланцоша qi,..., qn, хотя для 
каждого шага процесса ортогонализации (2.7) нужны лишь 
два предыдущих вектора. 

Особая' привлекательность метода Ланцоша при решении 
больших спектральных задач состоит -в там, что для проведе­
ния процесса (2.7) нет нужды хранить А полным квадратным 
массивом. Необходимо лишь иметь возможность формировать 
произведения матрицы А на векторы, для чего матрицу можно 
хранить в компактной форме. Это относится не только к раз­
реженным матрицам, но и к заполненным матрицам, имеющим 
регулярную структуру, например, тёплицевым или ганкелевьгм 
матрицам. 

Если нужны собственные векторы матрицы А, то в ходе 
процесса ортогонализации векторы Ланцоша могут быть по­
очередно вынесены во внешнюю память. Таким образом, в опе­
ративной памяти при приведении к трехдиагональному виду, 
помимо информации о матрице Л, необходимы лишь следующие 
массивы длины п: два, массива для хранения коэффициентов 
aj и pj, три массива для хранения векторов <7j_i. о_ь. и3. Пейдж 
показывает [39], что формулы (2.7) можно реализовать таким 
образом, что для хранения векторов достаточно даже двух 
массивов. 

Остановимся теперь на том случае, когда индекс m вектора 
х относительно А меньше п. Напомним, что так заведомо будет, 
если матрица А имеет кратные собственные значения. В этом 
•случае на m-м шаге процесса ортогонализации получим г„=0, 
и вектор qm+\ не определенна рт—0. 
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Запишем соотношения (2.8) для / = 1 , . . . , т с учетом {beta}m-=0.. 
Определяя по аналогии с (2.9) трехдиагональную матрицу Тт 
порядка т и /гХт-матрицу Qm= \q\ , . . . , Ят), можем объеди­
нить векторные равенства (2.8) в матричной формуле 

"• Ч.т — Ч.гп* т . 

Отсюда видно, что подпространство Крылова Жт(х) есть ин­
вариантное подпространство оператора s&\ ?i qm есть орто-
нормированный базис в нем, а Тт — матрица в этом базисе для 
сужения оператора бФ на подпространство' Жт(х). Собственные 
значения Тт составляют часть собственных значений А; собст­
венные векторы А получаются из собственных векторов Тт по 
формуле 

. _ Можно продолжить процесс Ланцоша, выбрав вектор х, орто­
гональный к Жт{х), и ведя заново стет по формулам (2.7). .При 
атом будет 'получено либо ортогональное дополнение к Жт{х)> 
либо 'инвариантное иодоростратаство меньшей размерности. 
В любом случае может быть построена трехдиагональная мат­
рица Т, ортогонально .подобная матрице А. При неполном ин­
дексе исходного вектора* х матрица Т распадается на несколь­
ко трехдиагональных клеток. 

§ 3. МЕТОД ЛАНЦОША (ПЕРВОНАЧАЛЬНАЯ ПРАКТИКА) 

B условиях приближенных вычислений поведение метода 
Ланцоша совсем не похоже на ту теоретическую картину, кото­
рая была нарисована в предыдущем параграфе. Векторы qt 
рано или поздно теряют даже приблизительную ортогональность 
к ранее вычисленным векторам, а при достаточно 'большом но­
мере j.(j<.n) матрица Qj—(-7ь • • • >-7j) 'становится в практи­
ческом смысле вырожденной. Коэффициент рп, который при 
точной арифметике должен быть равен нулю, не будет, как 
правило, даже особенно мал, равно как и предыдущие (3{. По­
является возможность продолжать процесс неограниченно дол­
го, не наталкиваясь на нулевые или очень малые значения ко­
эффициентов Рг. 

Все это было известно еще самому Ланцошу. Ему же при­
надлежит и первое лекарство—предложение дополнить по­
строение векторов qi процессом переортогонализации. Вычис­
лив вектор / j , его ортотоналиэуют к предыдущим векторам 
<7ь . . . , <7j и лишь потом, нормируя, получают .7j+i. 

Легко видеть недостатки этого предложения. С одной сторо­
ны — это увеличение арифметической работы. Если . — число 
ненулевых элементов матрицы А, то теоретически приведение 
А к трехдиагональному виду алгоритмом Ланцоша есть 0( _п)-
процеос. Переортогонал'изация на каждом шаге поднимает 
стоимость процесса приведения до О (и3) арифметических опе-
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раций. Другой и еще более важный 'недостаток состоит в необ­
ходимости хранить все (векторы q в оперативной памяти (ОП)у 
что требует, дополнительного1 квадратного массива порядка п. 
Если же хранить векторы q на внешней памяти (ВП), то иа 
каждом шаге процесса Ланцоша нужно (июочередио) вносить 
все вычисленные до сих пор векторы .в ОП. 

Попытки усовершенствовать процесс нереортогонализации 
продолжались на (протяжении всей истории метода Ланцоша.. 
Наиболее радикальная из них — метод выборочной ортогона-
лизании Парлетта и Скотта [46] —подробно описана в § 7 и: 
основана на совершенно иной, чем в § 2, трактовке алгоритма 
Ланцоша. Среди других приемов переортогонализации наиболее 
любопытен предложенный в работе Голуба, Андервуда и Уил-
киноона [24]. Он состоит в следующем. 

Пусть векторы qi,..., qr уже вычислены и с рабочей точ­
ностью ортогональны. Предположим, что матрица Q3 — 
= (-7i»• • •, -Ь) приведена к верхнему треугольному виду Aj пу­
тем умножения слева на последовательность матриц отражения 
Pi,..., Pj. Как обычно, 

Pi = I—2wiwi
rr, \\Wi\\=<[t 

и первые i—1 компонент вектора w$ равны нулю. Заметим, что 
пХ/-матрица Aj в действительности состоит из единичных 
столбцов е ь . . . , ej, так как в процессе приведения к треуголь­
ному виду О1ртоно!рмирован1ность столбцов матрицы сохраняется. 

Пусть теперь в соответствии с (2.4) вычислен вектор />. 
Положим 

^+1=р5...р1П. (злу 
При точных .вычислениях вектор tj+i ортогонален к .векторам 
Pj...Piqd, i{le}/, т. е. к единичным векторам e b . . . , .3 j . Следо­
вательно, компоненты вектора tj+i с номерами 1 , . . . , / равны 
нулю. Определим матрицу отражения Pj+\ тан, чтобы Pj+\tj+i 
был единичным вектором gj+i. Тогда вектор 

PiP 2 . . • PjPj+i6j+i (3.2). 
должен быть коллинеарен вектору rs и, будучи нормирован­
ным, может быть принят за qi+\. 

Вычисления в алгоритме Голуба—Андервуда—Уилкиисона 
ведутся следующим образом. Векторы wu определяющие мат­
рицы отражений, хранятся в специально выделенном массиве, 
объемом « л 2 / 2 ячеек. Для проведения очередного шага нуж­
ны, как обычно, два предыдущих вектора q, по которым вы­
числяется rj. Далее находим ti+i в соответствии с (3.1), опреде­
ляем Pi+i и в качестве qi+i берем вектор (3.2). 

Отметим, что векторы q (кроме двух очередных) в явной 
форме не хранятся. Однако 

Q=( -7 i . . . qn)=PiP2... Pn-ь 
и при необходимости вычислять собственные векторы А вместо 
явной формы Q можно с равным успехом использовать ее фак­
торизацию Р\ . . . Р-п-1. 



Если вектор rj равен нулю или очень мал, то легко нахо­
дится вектор, ортогональный к подпространству span {<7i,... 
. . . , -7J}, который необходим для продолжения процесса Ланцо-
ша. В качестве такого вектора можно взять х=Р\... Pjej+i„ 

Операции с матрицами отражений обладают большой устой­
чивостью, и для хранения векторов w{ нужно вдвое меньше ме­
ста, чем для хранения векторов qu Тем не менее, алгоритм Го­
луба—Андервуда—Уилкинсона не разрешает основной пробле­
мы процесса переортогонализации — необходимости большой 
дополнительной оперативной памяти. 

В качестве альтернативы переортогонализации предлагалось 
трактовать алгоритм Ланцоша не как прямой, а как итераци­
онный, аналогично тому, как это делается в отношении метода 
сопряженных градиентов. В такой итерационной трактовке уже 
заключен- отказ от интерпретации алгоритма Ланцоша как ме­
тода решения полной задачи собственных значений, о чем пой­
дет речь в следующих параграфах. 

В вычислительной алгебре 50-х и 60-х годов господствовали 
задачи малых и средних размеров. Быстрое улучшение техниче­
ских параметров ЭВМ и, в частности, увеличение объема ОП 
сделали возможным хранение матриц таких задач как полных 
квадратных массивов. В этой обстановке алгоритм Ланцоша с 
его неразрешенными проблемами устойчивости был быстро вы­
теснен (в зада.че трехдиагонализации симметричных матриц) 
сначала методом вращений Гивенса (1954 г.), а затем методом 
отражений Хаусхолдера (1958 г.) 

§ 4. АЛГОРИТМ ЛАНЦОША С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ 
МЕТОДА РИТЦА 

Ситуация изменилась в конце 60-х годов, когда внимание 
вычислителей переключилось на большие спектральные зада­
чи. С указанного времени непрерывно растет интерес к методу 
Ланцоша. Однако в первый период алгоритм Ланцоша рассмат­
ривают уже как метод решения•частичной задачи собственных 
значений, т. е. как метод отыскания нескольких (обычно, край­
них) собственных значений и соответствующих собственных век­
торов. 

Сам Ланцош в работе 1950 г. [35] заметил, что даже без 
переортогонализации некоторые собственные значения трех-
диагональной матрицы 

(Pi 0-2 §2 \ 
ТтА \ \ \ , (4.1) 

Ш 



соответствующей m шагам алгоритма, часто уже при т<-п яв­
ляются хорошими приближениями к собственным значениям А. 
На это замечание, однако, в то время не обратили внимания. 

В последующие годы была постепенно осознана связь меж­
ду методом Ритца для спектральной задачи Ах=кх и редуци­
рованными спектральными задачами 

Tms=$s (4.2) 
метода Ланцоша, были установлены замечательные аппрокси-
мационные свойства подпространств Крылова; наконец, было 
выяснено, с чем связана потеря ортогональности векторами 
последовательности Ланцоша {<7i}. Этим вопросам посвящены 
данный и два следующих параграфа. 

Метод Ритца для спектральной задачи 
Ах=Хх (4.3) 

заключается, как известно, в следующем. Выбирается под­
пространство аппроксимации X; приближения у к собственные 
Векторам задачи (4.3), лежащие в X, и приближения 0 к собст­
венным числам находят из условия, чтобы невязка 

r{Q,y) = Ay-Qy (4.4) 
была ортогональна к подпространству X. 

Пусть ди . . . , ^ — произвольный ортонормированный базис 
подпространства X. Составим матрицу Qm — (q\.. .qm)\ тогда 
для любого у£Х имеем 

y*=Qms, (4-5) 
s£$m. Из условия г (0, y)_LX получаем 

Bms = Qsr (4.6) 
где Bm—QmTAQm. Таким образом, числа 9, называемые числами 
Ритца, являются собственными значениями редуцированной 
спектральной задачи (4.6); собственные векторы s задачи (4.6) 
порождают по формуле (4.5) приближения у к собственным 
векторам задачи (4.3), называемые векторами Ритца. 

Вернемся к методу Ланцоша. В качестве Qm возьмем мат­
рицу, образованную векторами Ланцоша qu..., qm. Форму­
лы (2.8) при / = 1 , . . . , т записываем в виде матричного соот­
ношения 

AQm^QmTm + Rm, (4 .7 
где Rm устроена так: 

Rm={0...0rm) = rmem\ 
Умножая (4.7) слева на Qm

T, получим 
QmTAQm = Tm. 

Таким образом, решение редуцированной спектральной 
задачи (4.2) есть не что иное, как применение к (4.3) проце-
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дуры Ритца, в которой в качестве подпространства аппрокси­
мации берется подпространство Крылова Жт{х). 

Рассмотрим теперь вопрос о том, какой точности можно 
ожидать от полученных посредством (4.6) чисел и векторов 
Ритца. Приведем в этой связи следующию теорему, доказатель­
ство которой дано в работе Кахана [28]. 

Теорема 4.1. Пусть Qm — пХ^-матрица с ортонормиро-
ванными столбцами. Положим Bm=Qm

TAQmi Rm=AQm—QmBm. 
Если 0i,...,0m—собственные значения матрицы Вт, то най­
дутся т собственных значений к/ , / = 1 , . . . , т, матрицы А, 
такие, что 

|еу-м<11#«11> У = 1,...',/». (4.8) 
Следствие 4.2. Пусть 9i,.. . ,0m — собственные значения 

трехдиагональной матрицы Тт (см. (4.1)), полученной после т 
шагов процесса Ланцоша. Найдутся т собственных значений 
V , ] = 1,..., т, матрицы А такие, что 

| е , - у | < р т , /=-1, ...,т. (4.9) 
Действительно, из определения Rm следует !|i?mll = Pm, пос­

ле чего утверждение следствия вытекает из теоремы 4.1 и ра­
венства (4.7). 

Следствие 4.2 не объясняет полностью отмеченную в 
начале параграфа особенность метода Ланцоша: среди соб-, 
ственных значений 0j могут быть хорошие приближения к 
некоторым %/ , даже если рт отнюдь не мало. Матрица Rm 
является коллективной невязкой подпространства Крылова, а 
$т выступает как суммарная оценка точности приближенных 
собственных значений 0ь . . . , 0m. Чтобы объяснить хорошее 
качество отдельных приближений, нужна оценка, относящаяся 
к каждому 0j индивидуально. Рассмотрим в связи с этим не­
вязки (4.4), соответствующие векторам Ритца (4.5). 

Теорема 4.3. Длина невязки г (6, у) при фиксированном 
ненулевом векторе у будет наименьшей, если 0 — отношение 
Релея для вектора у, т. е. 

»--№• < 4 Л 0 > 
Теорема 4.4. Собственные значения 0Ь . . . , 0m матрицы 

Т,п суть отношения Релея для соответствующих векторов 
Ритца yh . . . , ут. 

Теорема 4.5. Пусть у — ненулевой вектор, 0 — отноше­
ние Релея для вектора у. Найдется собственное значение к 
матрицы А такое, что 

|е-ь|<| |г(Q. У) ШУ\\. (4Л1) 
Теорема 4.5, по-существу, есть частный случай теоремы 4.1 

(т—\). Для случая, когда у — вектор Ритца из подпростран­
ства Крылова, она имеет очень важное следствие. Оказывает-
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ся, что длину невязки такого вектора можно найти, не вычис­
ляя по формуле (4.5) самого вектора у [38], [30]. 

Теорема 4.6. Пусть sj— собственный вектор задачи (4.2), 
8 j— соответствующее собственное значение. Для вектора Рит-
ца tjj = QmSj справедливо 

II /• <ву, yj) |HPffl | (Sj, em) | = p m | smJ\. (4.12) 
Через smj обозначена т-я компонента т-мерного вектора Sj. 

Действительно, умножая (4.7) справа на Sj и используя 
равенство TmSj==QjSj, находим 

Ayj — Qjyj==RmSj:=fm(Sj, em)-
Беря нормы обеих частей и учитывая, что .|гт|| = рт, получаем 
требуемый результат. 

Таким образом, если m-я компонента вектора sj близка к 
нулю, соответствующее число Ритца 8j будет хорошим при­
ближением к некоторому собственному значению А, хотя бы 
и при не малом |3™. Есть ли теоретические основания для такой 
.ситуации, обсуждается в параграфе 5, 

Длина невязки, соответствующей вектору у, не является 
характеристикой его качества как приближенного собственного 
вектора без дополнительной информации о спектре А. Пусть 
6 — отношение Релея для у, % — собственное значение А, бли­
жайшее к 8; 'при этом % — простое. Отделенностью 0 назовем 
величину 

. v- \ j2f t . | X l ( i l )- e | : (4-13) 
ЯД А) — собственные значения А. 

Теорема 4.7. Если z — собственный вектор матрицы А, 
отвечающий собственному значению Я, то для угла ф = ^(г/, z) 
выполняется оценка 

•\sta<P\<\\r(B,y)\\/(\\y\\-y). (4.Н) 
В условиях теоремы 4.7 можно уточнить и оценку (4.11) 

для разности 0-Л. 
Теорема 4.8. Справедлива оценка 

\В-Ь\<\\г(Ьу)\\*/(\\у\\2'Ч). (4.15) 

§ 5. РЕЗУЛЬТАТЫ КАНИЭЛЯ И СААДА. 

В этом параграфе обсуждаются результаты работ Каниэля 
[31] и Саада [50]. Указанные работы можно рассматривать 

как теоретическое обоснование возможности использовать ал­
горитм Ланцоша как метод решения частичной задачи соб­
ственных значений. 

Будем считать, что А имеет п различных собственных зна­
чений Ль . . . , Я„, упорядоченных по возрастанию в соответствии 
с (2.3). Причина для такого предположения — та, что сужение 
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А (или, точнее, соответствующего линейного оператора з£) на 
подпространство Крылова максимальной (для данного началь­
ного вектора х) размерности, которое будет инвариантно отно­
сительно А, всегда имеет простые собственные значения. Как 
и в § 2, ортонормированные собственные векторы, отвечающие 
Ль . . . , An, соответственно, обозначаем через zh ..,, zn. 

Пусть Жт{х)—т-е подпространство Крылова в последо­
вательности, порожденной вектором х. Числа Ритца 8i 9m 
подпространства Жт также будем считать занумерованными по 
возрастанию: 

е 1 < е 2 < - . . < е т . 
Соответствующие ортонормированные векторы Ритца обозна­
чаются через уг, . . . , ут. 

Введем еще такие обозначения (S5j—линейная оболочка 
векторов zu • • . , Zj)' 

ф ;-= <(*/,-, zj), %=<(Zj,X»), 
а..= <(.*•, г,), р,-=<(.*;• 2Sj), (5.1) 

Y y , * , - - » ^ / - ^ ) / ^ * - ^ ) , j<k<l\ Yy—-Yy,y+liB. 
В приводимых ниже теоремах Каниэля и Саада оценивается 

точность чисел Ритца 9Ь . . . , 9ТО как приближений к младшим 
собственным значениям %\, ..., Хт матрицы А и точность век­
торов Ритца у\,..., ут как приближений к соответствующим 
собственным векторам z\..., zm. Подчеркнем, однако, что ана­
логичные утверждения справедливы для тех же чисел 6i, . . . . 
. . . , 6m и векторов у и . . . , ут, рассматриваемых как приближе­
ния к старшим собственным значениям Xn-m+i, • • •, К и соответ­
ствующим собственным векторам 2.n_m+i,..., zn матрицы А. 

Т е о р е м а 5.1 [31]. Имеют место неравенства 
У - 1 "12 

sin ft/ JT flj—'kn' о< е--.».,«*. -{lambda},) [ ^ 1 1 (£=S) / т~, О+2v ;)J + 
/ - 1 

+ 2 ( x " ™ ^ ) s i n 2 ^ ' 
i = i 

sin2<Pi< 
г - i 

Oi -h) + Zi 0ч*1—**) s i n 2 «P* 
k=i 

(5.2) 

(А-м-ЯО. (5.3) 

Оценки Каниэля следует использовать рекурсивно. При / = 
= 1 в правой части неравенств (5.2) отсутствует второе слагае­
мое, что позволяет оценить 6i—V, после этого из (5.3) находим 
оценку для sin ерь возвращаясь к (5.2), оцениваем 62—Аг, 
и т. д. 

В недавней работе [50] Саад показал, что небольшой мо­
дификацией содержимого квадратной скобки в правой части 
(5.2) можно избавиться от последующей суммы. 
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Т е о р е м а 5.2. Справедливы неравенства 
• / - -

0<Qj-bj<(K-bj) sin 
cos uj ш 9i—%n и[^)/Тт-Л1+2Ъ) (5.4) 

*ъ<Ш£^)1Т~*1+2^ (5-5) 
sin2 Фу<(1 + pm

2/({gamma}/*)2) s i n 2 ^ . (5.6) 
Здесь, как и раньше, (3, 

Ланцоша, 
•длина ш-й невязки rm процесса 

y / - - m m | ^ . — ei|. 

Правые части формул (5.2) — (5.5), как и следовало ожи­
дать, зависят (через sin fij и cos aj) от расположения началь­
ного вектора х по.отношению к линейной оболочке собствен­
ных векторов 2ES и от угла, который х составляет с интересую­
щим нас собственным вектором zj. Зависимость от номера m 
подпространства Крылова выражается значением многочлена 
Чебышева степени m в фиксированной (для данного •/) точке 
lJ~l-}-2yj. Все нули многочлена Гт(£) расположены на отрез­
ке [—1,1]; для £>1 его значения монотонно растут с ростом | . 
Скорость роста по m определяется при достаточно больших m 
старшим членом 2m_1|m. Поэтому качественно смысл нера­
венств (5.2) — (5.5) можно описать следующим образом: 

При фиксированном ;' и растущем m числа Ритца Qjm и 
векторы Ритца у^ сходятся, соответственно, к собственному 
значению Xj и собственному вектору zj матрицы А. Сходимость 
имеет скорость геометрической прогрессии со знаменателем 
[2(1+ 2Yj)]-1 для последовательности {у$т} и квадратом этого 
значения — для последовательности {0jw}. Величина yit опре­
деляющая скорость сходимости, имеет геометрический смысл 
относительной отделенности собственного значения ?bj от части 
спектра А, лежащей правее %s. 

При очень малых yh что обычно и бывает на практике,. 
замена значения Тт(\-\-2у5) старшим членом 2m_I(l + 27j)w 

слишком груба. Здесь целесообразно пользоваться соотноше­
ниями (0<е<0.1) 

Т, l + s 
1 - е 

1+28. 

l - i / т 

l + 8 

~ + l+y{epsilon} 
l - y r 

которые показывают, что при малых {gamma},. скорость сходимости 
чисел и векторов Ритца точнее характеризуется величиной 
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Проиллюстрируем теоремы Каниэля и Саада на примере, 
заимствованном из книги [43]. В этом примере рассматривает­
ся матрица А порядка п, для которой A,i = 0, Я-=0-01, Л,3=0.04, 
Х4=0Л, Хп=\. Поскольку в практических задачах п нередко 
достигает 103 и более, отделенное™ собственных значений Ки 
!к2 и Яз следует признать вполне удовлетворительными. 

Для упрощения оценок Каниэля—Саада заменим в них 
угол pj большим углом aj. Оценим точность первых трех при­
ближенных собственных пар (Gj, у}) для подпространства Кры­
лова X53. 

Пусть / - 1 . Имеем: vi = 1/99, Т52= (1+2 vO -=1.73-104, 
<8i-—M{le}(tgai-5.77-10-5)2, s i n - ф ^ (6i—Ai) / ( V ~ M -^ (tgai-5.77-
• ю-4)2. 

Положим теперь / - 2 . Получаем: 
Y2 = l/32; 7 V ( 1 + 2 Y 2 ) - = 3 . 3 9 . 1 0 . 

(^-M/(^-?-i)=1oo-(^-ei)/(^2-ei). 
По оценке Саада, 

62-^2<0.99(tga2-2.95-10-6)2 . 
По оценке Каниэля, 

sin292<33.3(e2—^2)-f 1.33 sin2 9i-
Пусть, наконец, у—-3. Тогда: 

7з=1/15, Г50(1-т-27з) = 8.17.101о, 
(01-~ )̂(е2-М/(е1-?-з)(е2-Хз)«825. 

Согласно (5.4), 
e3-X3<0.96(tga3-1.0-10-8)2 . 

•Согласно (5.3), 
sin2 Ф3< 16.7 (9з—Я3)+1.5 sin2 Ф2+-1.67 sin2 Ф-. 

Оценки (5.2) — (5.5) могут создать впечатление, что если, 
к примеру, К\ очень плохо отделено, то сходимость последова­
тельностей {6im} и {у\ш} будет очень медленной. Однако это 
совсем необязательно. Пусть, например, известно, что А,2 хоро­
шо отделено от следующего по порядку собственного значения 
Аз. В таком случае оценки Каниэля—Саада сохраняют силу, 
если в их правых частях заменить Trn_1(l+2Yi) на (Х\— 
—h)Tm-2(lr\-2yi,s,n)/{^2—^n). Можно использовать информа­
цию (если таковая имеется) и о частях спектра, далеких от %i. 
Общее правило формулируется так: 

Пусть оценивается точность числа Ритца 6j и вектора Рит-
ца ys. Возьмем целые числа k и I такие, что j<k<l<n. Поло­
жим G —{/+-1, . . . ,k—1, Z + 1 , . . . , п), \G\ — число элементов 
в множестве д. Тогда в правых частях неравенств (5.2) — (5.5) 
можно заменить TTO_j (1 + 2*7j) на 
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Понятно, что k и I нужно выбирать так, чтобы по возмож­
ности увеличить значение yj,k,t, не слишком снижая степень 
многочлена Чебышева. Если в рассмотренном выше примере 
предположить дополнительно А,-,...-=0.9, то можно взять k = 4, 
1 = п—\. Тогда [43]: 

Для y = l:Yi>4,B-i = 0.125, Г49(1 + 2у) = 5.58- 10м, 
<Т =--. (^1 — А.2) (Я.1—^з) C^i— кп) __ С О 1 1 Г\-4 

(Хп-1 -̂ 2) С^П-1 ^3) (-̂ 4 hn) 

'a-7 ,49 = 3,24.10-1, 
0 i - ^ i < ( t g a r 3 . O 9 . 1 O - 1 2 ) 2 , 

sin291 < Q/b гх) < (tg об! • 3.09 • Ю-11)2. 
Для У=2:у2.4.«-1=-9/80, Г 4 9(1+2у)==9.38-10 1 3 , 

„ О^з—^2) (^п — -̂ 2) 33 -г Я fi 1П12 
0 - ( , \ 3 — Х/,_1)(^—.\4)-86СГ' <W-to--*-b-lU , 

e2 — ̂ 2<0.99(tga2.2.76.10-11)2, и т .д . 
Поучительно сравнить оценки Каниэля—Саада для /=1 с 

оценками точности m-го приближения в степенном методе с 
тем же начальным вектором х. Чтобы итерации ' степенного 
метода сходились к 2Ь будем рассматривать вместо А матрицу 
А—Кп1; такой сдвиг втюлне допустим при теоретическом -срав­
нении. 

В степенном методе в качестве приближений к собственному 
вектору z\ берут (с точностью до нормировки) векторы 
(Л—%J)kx, Эти векторы порождают ту же последовательность 
подпространств Крылова, что и метод Ланцоша. Однако в сте­
пенном методе информация обо всем подпространстве Крылова 
(для данного шага) не сохраняется и не используется, в то 
время как в методе Ланцоша находятся в известном смысле 
оптимальные для данного Жт приближения к собственным 
значениям исходной матрицы. Следует поэтому ожидать, что 
точность приближений метода Ланцоша значительно выше, 
чем приближений степенного метода. Это действительно так, 
причем различие в точности обоих методов особенно заметно 
для плохо отделенного Х\. 

Положим у1
т=={А—'кп1)т-1х1 91я1 - отношение Релея для 

вектора уг
т, ц>1

т= <(#i"\ Zi). Тогда справедливы оценки (а-. 
имеет прежний смысл): 

0<Ql™~h<(K-h)№ai/(lJr4i)m~1}\ 
81п2Ф1

я-<(е1т-М/(-Ч-М-
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Таким образом, векторы у\ш 'сходятся (.по направлению) со. 
скоростью 'геометрической 'прогрессии со знаменателем 1/(1 + 
i+Yi)- Выше было показано, что при очень малых YI знамена­
тель гарогреооии в методе Ланцоша ведет себя .как 1—2yyb что 
приводит к сходимости, на порядок 'более быстрой, чем в сте­
пенном методе. 

Можно показать [48], что степенной метод для отыскания 
Zi в определенном смысле эквивалентен методу наискорейшего 
спуска для минимизации отношения Релея. Поэтому отмечен­
ное выше соотношение между скоростями 'сходимости степен­
ного метода и метода Ланцоша аналогично соотношению ско­
ростей сходимости двух методов численного решения .положи­
тельно определенных линейных систем: метода 'наискорейшего 
спуска 'и метода ©отряженных градиентов. Роль числа обус­
ловленности матрицы системы IB спектральной задаче играет 
относительная отделенность YI собственного значения Яь На­
до сказать, что это число и по существу является мерой обу­
словленности в задаче вычисления собственного вектора Z\. 

Указанная нами аналогия не случайна: ниже мы подробно 
остановимся на тесном родстве, которое существует между ме­
тодами Ланцоша и сопряженных градиентов. 

При сопоставлении степенного метода и метода Ланцоша. 
мы оставили ев тени следующее чрезвычайно важное обстоя­
тельство. В то время, как степенной метод дает приближения 
лишь к A,i и Z\, метод Ланцоша позволяет получить приближе­
ния и к Ki, Zi с 'большим номером, а также приближения к соб­
ственным значениям из другого конца спектра и соответствую­
щим собственным векторам. 

Закончим данный параграф таким замечанием. Правые ча­
сти оценок Канизля—Саада зависят от неизвестного, нам спект­
ра матрицы А и расположения начального вектора х по отно­
шению к также неизвестным собственным векторам. Поэтому 
они имеют чисто теоретическое значение. При практическом 
проведении процесса Ланцоша о факте сходимости чисел Рит-
ца судят, исходя из некоторой вычислимой меры погрешности ов 
Qjm. В этом смысле удобна величина pmj = p m | s m j | (см. (4.12)).. 
Как правило, она верно 'указывает момент сходимости в по­
следовательности {9j™}. Приведем, однако, следующий резуль­
тат Скотта [53]. 

Пусть А — матрица с п различными собственными значе­
ниями (2.3). Положим дл = min\%i—А*| (ьфк). Существует на­
чальный -вектор х такой, что на любом шаге процесса Ланцоша 
с номером, меньшим п, длина' невязки любого вектора Ритца 
будет 'больше, чем 6 А/4 . 

Результат Скотта не означает, конечно, 'что в подпространст­
вах Жт нельзя найти хороших приближений к собственным 
значениям /Ц. Верно лишь, что если 6А не мало, то векторы 
Ритца z/jTO при m < n могут быть недостаточно хороши в каче-
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стае приближенных собственных векторов, -а о качестве соот­
ветствующих им чисел Ритца не всегда можно судить по ©ели* 
чине невязок. 

§ 6. ТЕОРЕМА ПЕЙДЖА 

В предыдущем параграфе было показано, что, с чисто теоре­
тической точки зрения, метод Ланцета можно использовать 
для решения частичной задачи собственных значений. Здесь мы 
разберем вопрос о том, в какой мере сохраняется эта 'возмож­
ность при практическом проведении процесса Ланцоша без пе-
р еортогон а лиз а вдш. 

Большую роль в объяснении реального поведения метода 
Ланцоша сыграли работы Пейджа, выполненные в начале 70-х 
годов и суммированные в его докторской диссертации [37]. 
В значительной мере именно этими работами вызвано возоб­
новление интереса к методу в последнее десятилетие. 

Ниже основные результаты Пейджа будут сформулированы 
в виде теоремы 6.1, как это сделано в [43]. Однако забегая впе­
ред, скажем уже сейчас: главной заслугой Пейджа было обна­
ружение .того обстоятельства, что потеря ортогональности вычис­
ленными векторами последовательности Ланцоша связана со 
сходимостью некоторых собственных значений вычисленной 
трехдиагональной матрицы Тт к собственным значениям А и 
что до этого «момента сходимости» поведение процесса Лан­
цоша в условиях приближенных вычислений мало отличается 
от описываемого теорией. 

Условимся в дальнейшем сохранить за обозначениями qj, 
Qj, г-, Rh Th |3j, и т. д., их прежний смысл, но понимать под ни­
ми реально вычисленные скалярные, векторные и матричные 
величины. Вместо равенства (4.7), будем иметь теперь 

AQm-QmTm = R,n + Fm (6.1) 
где Fm учитывает ошибки округлений в трехчленных формулах 
(2.4) (или формулах (2.7)). Матрица Qm уже не будет ортонор-
малыной. Удобно представить матрицу Im—QmTQm, характери­
зующую отклонение Qm от ортонормальности, в виде 

*т Q/raQm —Сш-"Ь(--/--; V-* •••--) 

Ст — строго верхняя треугольная матрица; равенство (6.2) 
показывает, что мы считаем векторы q{ нормированными точно. 

Предположим, что для матрицы Тт найдены точные собст­
венные значения 8Ь . . . , 8 т и соответствующие им ортонормиро-
ванные собственные векторы s b . . . , sm. В этом предположении 
нет большой натяжки,, поскольку сейчас нас интересует, на­
сколько близки собственные значения вычисленной матрицы Тт 
к собственным значениям А. К тому же, при необходимости 
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собственные значения трехдиагональной матрицы действитель­
но могут быть вычислены очень точно. 

Мы сохраним за числами 8 ь . . . , 6 т и векторами z/i = 
= Qmsu i=Л,..., m, название чисел и векторов Ритца, несмот­
ря на то, что точное применение процедуры Ритца к линейной 
оболочке векторов q\,..., qm привело бы, вследствие их неор-
тогональности, к существенно иным значениям этих величин. 

Еще одно предположение состоит в том, что в нашем про­
цессе поддерживается локальная ортогональность векторов 
Ланцоша, т. е. 

(<7г+ь <7i) — 0, i = l, ...,m — 1, 
{Гт, Ят)=*0. ( ' ' 

Это условие приближенно, но с большой степенью точности 
выполняется в реальном алгоритме, вследствие выбора коэф­
фициентов ai (см. впрочем формулу (9.7)). 

Обозначим через Кт строго верхнюю треугольную часть ко-
сосимметрической матрицы FTO

TQm—Qm
TFm и положим Gm = 

(s1... sm). Элементы матрицы Gm обозначим 
через yifn. Наконец, полагаем .ртог — pm|-5wrf|. 

Т е о р е м а 6.1. Справедливы соотношения: 
ЛУь qm+i) = V?ll?>mi, (6.4) 

Прежде, чем молено будет интерпретировать теорему Пейд-
жа, необходимы еще_ некоторые разъяснения. Имеют место 
оценки:_ || Gin\\<V2\\Qm\\.\jFm\\E, \\Qm\\<yb, \\Fm\\B< 
•^£(7-\-сг\)Ум\\А\\г; здесь е —относительная машинная точ­
ность, г]—максимальное число ненулевых элементов в стро­
ке А, с = || | А 11|/1) А ||. Последняя оценка, доказана Пейджем 
в'[39]. Парлетт считает более реалистичной оценку | | / 7

т | | £ < 
:<.е|| А| |£ . В любом случае матрицы Fm и Gm имеют очень ма­
лые элементы. 

В случае точного процесса при нормированном векторе s} 
вектор Ритца г/;- также нормирован, и величина ~||г (0Я #j)||—-
•=$mj = $m\smj\ является согласно (4.11) оценкой точности чис­
ла Ритца 8j. В условиях приближенных вычислений неравенст­
во (4.11) заменяется на 

lej-xKiirOy^ll/i i^iK^+ll^iD/ii^ii . (6.6) 
Поскольку норма Fm мала, величина рет;. остается показателем 
качества приближ-ения 0;- —-А,. Появляется, однако, и новый 
фактор: длина у у может значительно отличаться от единицы. 
Цейдж доказал [40], что для не слишком плохо отделенных чи­
сел Ритца 0;- норма вектора t/j не может быть очень мала. 
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Именно, если все числа 0i=£0y удовлетворяют оценке |8i — 6j |> 
>ffi5/2|| Л||82(е2 = |^2тах(б80 , еО, 80=-=(/г + 4)&, sl = (7Jrcvi)B); 
то 

0.42 < | | ^ | |< 1.4. (6.7) 
Тем самым, о величине погрешности 0j—Я мы все же можем 
судить лишь по pmJ — важное обстоятельство, поскольку фор­
мирование векторов Ритца у$ — очень дорогостоящая операция. 

Теперь можно приступить к интерпретации теоремы Пейджа. 
Практика вычислений по методу Ланцоша свидетельствует, что 
коэффициенты ^ редко бывают очень малы. Поэтому числа 
Pmj и smj — обычно одного порядка. Если среди этих чисел 
(/ — 1 , . . . , т) на данном шаге т нет малых, а среди чисел Рит­
ца нет патологически близких, то равенство (6.5) показывает, 
что векторы Ритца с достаточной степенью точности попарно 
ортогональны. Так как 

Ут = (У1- • -Ут) = (<11- • -<!m)(Si. . .Sm) = QmSm, (6.8) 
и матрица Sm, по предположению', ортогональная, то с той же 
степенью точности попарно ортогональны векторы Ланцоша 
<7ь . . . , qm. Одновременно равенство (6.4) показывает, что оче­
редной вектор qm+\ будет почти ортогонален всем векторам 
Ритца, а стало быть, и всем предыдущим векторам q\,..., qm. 

Пусть, напротив, имеется малое число |3OTi. Из (6.5) следует 
в этом случае, что векторы yh, &=?-=J, приобретают большую ком­
поненту в направлении вектора у{. В том же направлении, 
согласно (6.4), смещается очередной вектор qm+\. 

Итак, потеря ортогональности векторами qu . . . , qm+i со­
путствует сходимости собственных значений Тт к собственным 
значениям А. 

Приведем в качестве иллюстрации результат трех шагов 
метода Ланцоша' без переортогонализации для диагональной 
матрицы 6-го порядка: 

d = diag(0, 1X10-4, 2X10"4, 3X10-4, 4X10-4, 1). 
Этот пример взят из [43]. Начальный вектор: q\— (1, 1, 1, 1, 1, 
1)7У6Т е=10-7; |Зз = 0.3094ХЮ"3. 

i 

l. 
2. 
3. 

в! 

0.587Х10-4 . 
0.3415ХЮ-3 

1.000000 

II у]\\ 

0.9999745 
1.000025 
1.000001 

РЗг 

0.2225X10-3 

0.2228ХЮ-3 

0.48ХЮ-7 

1 (</?. Qi) \ 

0.4297Х10-3 

0.4297Х10-3 

0.9239981 
Верхний треугольник симметричной матрицы УзтУз (опре­

деление У дано в (6.8)) имеет вид: 
1.0 0.15ХЮ-6 —0.2Х10-3 

1.0 0.2Х10-3 

1.0 
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Из таблицы видно, что произведения чисел | (z/i, дч) | с од­
ноименными fci имеют порядок Ю-7, как и должно быть в со­
ответствии с (6.4). Далее, 533«1,6« Ю-4, и величина произведе­
ний {уи Уъ), i = l, % опять-таки точно соответствует предсказа­
нию по (6.5). 

Как показывает практика [1, 43], для процесса Ланцоша 
б.ез переортогонализации характерно генерирование повторных 
приближений к одним и тем же, в особенности к крайним, соб­
ственным значениям. Соответствующие векторы Ритца будут 
практически коллинеарны. Это вполне согласуется с уравнени­
ем (6.5), где для такой пары yt, yh одновременно малы правая 
часть и разность 0*—0к. В рассмотренном выше примере при 
т==5 имеются уже два очень точных приближения к А,6 — 1: 04= 
= 0.9999996 и 95= 1.000000. При этом Ы 1 - 0 . 8 3 , 1 Ы - 1 Д 
{УА,УЬ)= 0.52 X Ю-1. 

Упомянем еще о некоторых результатах Пейджа, не вошедших 
в теорему 6.1 и опубликованных в его недавней работе [40]. 
Понятно, что в течение п шагов метода Ланцоша без переорто­
гонализации хотя бы одно собственное значение трехдиаго-
нальных матриц Тт, l{le}m{le}/z, должно давать хорошее прибли­
жение к некоторому собственному значению А. Действительно, 
если это не произошло при т<п, то вычисленная матрица Qn 
будет почти ортогональна, а матрица Тп близка к матрице Т 
теоретического процесса. Но тогда все собственные значения Тп 
будут с той же степенью близости аппроксимировать собствен­
ные значения А\ 

Смысл первого из тех результатов Пейджа, которые мы хотим 
отметить, состоит в том, что до «момента сходимости» поведе­
ние процесса Ланцоша очень устойчиво в понимании устойчи­
вости, характерном для обратного анализа ошибок. Точная 
формулировка такова: 

Пусть для некоторого k, k<n, выполняются неравенства 
Й > К З & 2 | | Л | | е 2 , l<i<m<k. 

Тогда вычисленные в процессе Ланцоша без переортогонализа­
ции векторы qu • - •, qk определяют точное подпространство Кры­
лова для матрицы A-{-Fh, где 

| | .Fk | |<K3£ V 2 | |A | je 2 . (6.9) 
По поводу неравенства (6,9) Пейдж замечает, что лучшей 

оценки нельзя добиться даже при полной переортогонализации. 
Другое дело, что подпространство Крылова — линейная оболоч­
ка, векторов «7i,..., -7А» — часто очень чувствительно к малым 
возмущениям А. 

Выше было показано, что малое значение коэффициента pOTj 
на m-шаге является признаком сходимости соответствующего 
•числа Ритца 0j при условии, что вектор Ритца yh отвечающий 
6j, не мал. Еще один результат Пейджа из [40] заключается в 
том, что последняя оговорка излишняя: 
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Пусть pm;.<]/~3ffi2|| A||e2 . Тогда найдется собственное 
значение К матрицы Л, такое, что 

|0у—Я|<(/гг+-1)3 | | Л| |е2 . 

§ 7. МЕТОД ВЫБОРОЧНОЙ ОРТОГОНАЛИЗАЦИИ 

Основываясь на теореме Пейджа, которую мы подробно об­
судили в предыдущем параграфе, Парлетт и Скотт предложили 
модификацию метода Ланцоша, названную ими алгоритмом 
выборочной ортогонализации [46, 43]. Этот алгоритм позво­
ляет придать поведению процесса Ланцоша в условиях реаль­
ного счета течение, в известной степени напоминающее теоре­
тическое, причем ценой значительно меньшей дополнительной 
работы, чем при полной переортогонализации. 

Идея метода Парлетта—Скотта заключается в следующем. 
Пусть на т-м шаге процесса Ланцоша без переортогонализа­
ции одно из чисел Ритца 0im впервые «сошлось» к собственно­
му значению % матрицы Л, в том смысле, что величина j3-ni 
стала меньше некоторого заранее заданного числа % (называе­
мого барьером). Согласно формуле (6,4), очередной вектор 
Ланцоша qm+i должен сместиться в направлении соответствую­
щего вектора Ритца #im, что влечет за собой утерю приближен­
ной ортонормальности матрицей Qm+i. Предлагается восстано­
вить почти ортонормальность Qm+\, ортогонализуя qm+\ к векто­
ру z/im. Формирование вектора Ритца Угт связано с остановкой 
процесса Ланцоша: из внешней памяти поочередно вносят век­
торы «7ь . . . , -7т-1 и вычисляют z/im в соответствии с определе­
нием: y^^QmS™. Если одновременно «сошлись» несколько чи­
сел Ритца, то формируются все соответствующие им векторы 
У™, и qm+\ ортогонализуют к каждому из них. 

Ортогонализацию к вычисленным векторам Ритца повторя­
ют на следующем шаге, т. е. для вектора qm+4- После этого 
возобновляется простой процесс Ланцоша без переортогонали­
зации, и приблизительная ортогональность векторов Ланцоша 
>qh (k>m) к «барьерным» векторам z/im обеспечивается ортого­
нальностью к ним векторов qm+i и qm+2 и трехчленными форму­
лами, связывающими векторы Ланцоша. Простой процесс про­
должается до тех пор, пока не «сойдется» новое число Ритца, 
после чего снова делают остановку для ортогонализации к но­
вым барьерным векторам Ритца, и т. д. 

В приведенном схематическом описании метода выборочной 
ортогонализации мы умолчали или лишь вскользь упомянули о 
ряде вопросов, разрешение которых необходимо при его прак­
тической реализации. Как зарегистрировать «момент сходимо­
сти» числа Ритца? Как выбрать значение барьера? Как учесть 
постепенную потерю ортогональности векторов Ланцоша и 
барьерных векторов Ритца? Можно ли применить метод для 
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отыскания кратных собственных значений А и соответствую­
щих собственных подпространств? Как должен быть организо­
ван выход из процедуры? Что делать, если процесс еще не 
закончен, а наличная оперативная память уже исчерпана? Эти 
вопросы мы разбираем в остальной части данного параграфа. 

Сходимости чисел Ритца сопутствует потеря ортогональности 
векторами Ланцоша. Поэтому тест на сходимость может быть 
устроен двояко: путем проверки ортогональности векторов д{ 
либо вычисления чисел smi. 

Пейдж предложил хранить вектор Ц\ в оперативной памяти и 
вычислять для каждого очередного вектора, qm+\ скалярное 
произведение (</ь qm+i). Если величина этого произведения пре­
восходит значение барьера, то можно сделать остановку, вы­
числить числа Ритца 0im, значения smi

m и произвести ортогона-
лизацию qm+\ к соответствующим векторам Ритца. Парлетт от­
мечает [46], что эта схема обычно работает очень хорошо. Ее 
недостатки: необходимость хранения дополнительного вектора 
порядка п в ОП; вычисление добавочного скалярного произве­
дения на каждом шаге; то обстоятельство, что величина | (qu 
qm+i) | не дает полной информации о степени ортонормальности 
матрицы Qm+i, а лишь нижнюю оценку для нормы ||/m+i— 
*— Qm+iTQm+i\\; наконец, не вполне ясно, как использовать схему 
после первой остановки. 

В методе выборочной ортогонализации на протяжении его' 
истории использовались три различных критерия сходимости. 
В первоначальной версии [29] поэлементно мажорировалась 
матрица 1т—Qm

TQm, что требовало хранения в ОП квадратного' 
массива переменного порядка т. Поскольку число шагов про­
цесса нередко значительно превосходит у л, требования к па­
мяти в этой схеме обременительны. 

В работе [30] Кахан и Парлетт предложили рекуррентное 
вычисляемую верхнюю оценку %т для спектральной нормы мат­
рицы Im—Qm

TQm- Каждый шаг рекурсии требует небольшого 
числа арифметических операций, не зависящего от т и п. Вер­
сия алгоритма выборочной ортогонализации, описанная в 
статье Парлетта и Скотта [46], использует эту оценку. 

В опубликованной год спустя книге [43] приведен уже су­
щественно иной вариант метода. Критерием сходимости яв­
ляется здесь величина чисел smi

m. Значит ли это, что на каж­
дом шаге приходится вычислять все числа Ритца и соответ­
ствующие им векторы sim? В принципе, это можно было бы де­
лать. Применение к вычислению всех собственных значений 
трехди атональной матрицы Тт, например, схемы Qi^-алгоритма 
без квадратных корней и эффективной стратегии сдвигов об­
ходится, по оценке Парлетта, примерно в 9 т2 операций умно­
жения. Вычисление каждого вектора sim требует О(т) опера­
ций. В действительности, нужен, как правило, не сам вектор* 
sim, а лишь его последняя компонента. Имеются способы не-
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посредственного вычисления числа smi
m без вычисления вектора1 

Sim; в них, правда, также нужно О(т) операций. 
При т>Уп решение полной спектральной задачи для 

матрицы Тт требует, как видим, довольно значительной ариф­
метической работы. Поэтому в последней версии метода выбо­
рочной ортогонализации используется предсказываемое теорией 
и экспериментально наблюдаемое явление: сходимость чисел 
Ритца к собственным значениям А тем медленней, чем дальше 
последние от краев спектра. Первыми, следовательно, обычно 
сходятся крайние числа Ритца. К этому следует добавить, что 
раз «сошедшись», число Ритца в дальнейшем в известной мере 
стабилизируется. Именно, пусть на т-м шаге для числа Qt

m полу­
чено малое значение s^i. Легко показать [40], что при любом 
kym найдется собственное значение 0;.й такое, что 

|е/-ел К с -
Числа Ритца 8im, • • - 0m

OT всегда не меньше одноименных 
собственных значений Я1,..., Хт матрицы Л и не превосходят 
собственных значений А,„_т+1,..., ?..„, соответственно. Из этого 
обстоятельства, из упорядоченной сходимости чисел Ритца и их 
последующей стабилизации следует, что на каждом шаге 
«сошедшимся» числам Ритца (т. е. числам, на предыдущих шагах 
удовлетворившим значение барьера) соответствуют крайние зна­
чения индексов 1 , . . . , I и г, r - j - 1 , . . . , tn (l = l(m), r=r{m)). 
Наиболее вероятными кандидатами на «сходимость» в данном; 

w-мшаге среди до сих пор не «сошедшихся» чисел Ритца будут, 
очевидно, числа %^+1, §f+2 и Qr

m, Q™_v Поэтому Парлетт пред­
лагает в рядовом шаге процесса вычислять лишь числа Ритца 
с номерами / + 1, / + 2 . г, г —1 и соответствующие им значе­
ния s^i. Вычисление нескольких собственных значений матрицы 
Тт с предписанными номерами может быть проведено QI-алго-
ритмом в сочетании с процедурой деления спектра [43]. Эта 
работа требует уже только О(т) арифметических операций-

Если хотя бы одно из вычисленных чисел Ритца «сошлось» 
(fe <•'-)' т о происходит остановка. Только в этой фазе оста­
новки и вычисляют все числа Ритца и для каждого из них све­
ряют с барьером значение $™г Для тех чисел ei"-, которые 
выдержали тест, формируются (как было указано выше) векто­
ры Ритца Угт, и по отношению к ши ортогон авизуется вектор-
•7-n+i. Ортогонализация к тем же векторам Ритца предыдущего 
шага повторяется на следующем (m-f-l)-iM шаге. Тем самым,. 
избегается дорогостоящее повторное формирование векторов 
Ритца. Это означает, однако, что при переходе от /га-го к. 
(m-+l)-iM<y шагу в ОП должны храниться 'барьерные векторы 
Ритца. Таких векторов не может 'быть 'много (при большом по­
рядке п задачи), что .подчеркивает назначение метода выбо-
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ро-гно-й ортогонализации как 'Средства вычисления лишь не­
скольких собственных значений и векторов. 

Отметим некоторые существенные моменты, 'связанные с 
•остановкой. Можно привести такой аргумент в пользу целесо­
образности формирования и хранения барьерных векторов Рит-
ца: ведь это те самые векторы, которые нужны пользователю 
программы, лишь вычисленные, быть может, пока с недоста­
точной точностью (Это поднимает заодно вопрос о соотноше­
нии свойства «барьерности» с приемлемостью для пользовате­
ля, разбираемый ниже). Аргумент справедливый, но лишь 
частично. Может случиться, что раньше, 'чем 'будут получены 
приближения к нужным собственным значениям, «сойдутся» 
другие числа Ритца. Например, требуются три младших соб­
ственных значения, а сошлись ©начале, в силу лучшей о-тде-
ленности, несколько чисел Ритца с другого конца спектра. Та­
ким образом, в алгоритме допускается формирование и вре­
менное хранение векторов Ритца, которые не войдут в выход­
ную информацию программы. 

Подчеркнем, что при остановке (и на следующем шаге) ор-
тогоналивиция проводится ко всем барьерным векторам, неза­
висимо от того, стали они барьерными именно на m-м шаге или 
это произошло раньше. Тем самым разрешается поставленный 
выше вопрос о поддержании ортогональности векторов Ландо-
ша к векторам Ритца, ставшим -барьерными на более ранних 
этапах процесса. В прежней версии метода выборочной ортого-
нализа-ции [46] это делалось иначе. Именно, рекуррентио, от 
шага к шагу, вычислялись оценки скалярных произведений 
очередного вектора qm+\ с барьерными векторами Ритца. Как 
только какая-либо оценка превысит установленный приемлемый 
уровень неортогональности, формируется соответствующий век­
тор Ритца (если он не хранится в ОП), к которому ортогонали-
зуют qm+h 

Всюду в этом параграфе, говоря о сходимости чисел Ритца, 
мы брали слово «сходимость» в кавычки. Причина заключается 
в следующем. Сходимость числа Ритца Qim, как она понимается 
в методе Парлетта—Скотта, означает, что соответствующее 
число Ртгт стало' настолько мало, что это вызвало нежелатель­
ное отклонение (вектора qm+i в направлении t/im. Такая «сходи­
мость» не обязательно означает, что достигнут желаемый поль­
зователем уровень точности вычисления собственных значений 
и векторов. Поясним это подробней. 

Согласно оценке (6.6) и последующим разъяснениям, точ­
ность барьерного числа Ритца 0;m как приближенного собствен­
ного значения А не хуже значения барьера %. Если это собст­
венное значение достаточно хорошо отделено, то точность Qim 

в действительности значительно выше, а вектор Ритца yim име­
ет точность порядка % (см. (4.14) и (4.15)). Значение барьера 
% устанавливается в программе метода раз и навсегда, в то 

202 



время как нужная пользователю точность (может меняться от 
задачи к задаче. В одних случаях точность .порядка и может 
далеко превосходить требования пользователя, в других даже 
точность иорядка %2 и, тем более, порядка % в приближенных 
•собственных значениях может оказаться недостаточной. 

Парлетт [43] приводит 'ряд соображений в пользу выбора 
лдя % числа порядка ]/е (е — относительная машинная точ­
ность). При таком выборе 'барьерное число Ритца, если соот­
ветствующее собственное значение хорошо отделено, будет 
совпадать с ним почти во всех разрядах (см. (4.15)). 

Если точность 'барьерного числа Ритца %im, о которой судят 
по величине {W1, достаточна, с точки зрения заданного поль­
зователем уровня погрешности, то соответствующий вектор Рит­
ца у*т, сформированный во время остановки на яг-м шаге, в 
дальнейшем хранится в ОП или выносится в ВП, но при по­
следующих остановках уже не перевычисляется. Выход из про­
граммы происходит, когда все требуемые собственные значения 
определены с требуемой точностью. Если же по каким-либо 
причинам желаемая точность не может быть достигнута (на­
пример, в силу очень плохой отделенности нужных спектраль­
ных точек), предусмотрен выход по предельному числу шагов 
метода. 

Заметим, что остановка на m-м шаге, будучи связана со «схо­
димостью» очередного числа Ритца, требует изменения границ 
I и г. 

Рассмотрим теперь вопрос о вычислении кратных собствен­
ных значений. Напомним, что побудительным мотивом метода 
выборочной ортогонализад'ии было желание избежать генериро­
вания повторных копий одного и того же собственного значе­
ния и собственного вектора, .когда даже простое собственное 
значение А приобретает искусственную кратность в спектре Тт. 
Сейчас речь идет о другом: о возможности установить 
кратность нужных собственных значений А и вычислении 
для них полного набора линейно независимых собственных 
векторов. 

В теории метод Ланцоша до момента обрыва (когда р т = 0 ) 
позволяет вычислить лишь один собственный вектор для крат­
кого собственного значения А, матрицы А, а именно, проекцию 
начального вектора q\ на собственное подпространство $В%. На 
практике, как уже говорилось, обрыва никогда «не происходит. 
Оказывается, что метод выборочной ортогонализации находит 
последовательно все линейно независимые собственные векто­
ры, относящиеся к X. Это происходит так. 

После'того, как на т-м шаге стабилизировался первый веж-
тор Ритца, соответствующий числу % (обозначим • его через 
у/), в дальнейшем поддерживается ортогональность к нему 
векторов Ланцоша, начиная с qm+\- Однако из-за ошибок округ­
лений вектор qm+i не будет точно ортогонален собственному 
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подпространству 3?х\ в ием будет, пусть малая, компонента по­
этому подпространству в (направлении, ортогональном к £/Д 
При продолжении процесса эта компонента вырастет в векто­
рах /.7ft, k>m, и приведёт к стабилизации еще одного вектора 
Ритца Ух2, относящегося к I. Это рассуждение можно повто­
рить, если кратность А, 'больше, чем 2. 

Возможность присутствия кратных 'собственных значений.,. 
заранее не известная, осложняет выход из программы. В вер­
сии, описанной в [46], принято такое решение: после того, как 
с заданной точностью вычислено заданное число собственных 
значений и собственных векторов, выполняется тесто­
вый повтор метода. В этом повторе проверяется, не появятся 
ли новые векторы Ритца для уже вычисленных собственных 
значений. 

При небольшом объеме ОП она может быть исчерпана еще 
до того, как все нужные собственные векторы вычислены. В та­
ком случае происходит обновление (restart) процесса.'Запоми­
наются вычисленные барьерные векторы и выбирается новое-
начальное приближение Ц\. В качестве Цх в программе ,[46] 
принимается линейная 'комбинация тех барьерных векторов,'ко­
торые еще не сошлись с требуемой точностью. Коэффициента­
ми линейной комбинации .являются числа, обратные к числам 
ртг. Обновление процесса может происходить и при достаточной 
оперативной памяти. В программе [46] введено ограничение на 
длину прогона (числа шагов) метода. Если .в данном прогоне. 
вычислены не все требуемые векторы, проводится обновление, 
как это описано выше. 

Необходимо заметить, что после первой остановки течение 
процесса уже не подчиняется соотношению (6.1) и, строго го­
воря, к нему уже не приложена теорема Пейджа, основанная на 
этом соотношении. В книге [43] Парлетт показывает, что все 
качественные выводы, проистекающие из теории Пейджа, все же 
сохраняют силу, хотя усложняется их обоснование. 

Мы закончим этот параграф несколькими примерами при­
менения метода выборочной ортоганализации [46]. В -програм­
ме длина прогона была ограничена числом 50. 

П р и м е р 7.1. Матрица А имеет порядок п =101. Нужно 
вычислить 6 наименьших собственных значений с 5 верными де­
сятичными знаками. Этот и следующие .примеры — тестовые, и 
точные собственные значения были известны заранее. В данном 
случае А.*=—(101—0/ЮО. 

Потребовалось 112 шагов метода, чтобы определить собст­
венные (векторы; при этом max ртг-==1Х10~4, а максимальная 
ошибка в собственных значениях не превосходила 10~7. Про­
цесс протекал таким образом: в первом прогоне остановки бы­
ли на 27-м и 46-м шагах; к концу прогона были вычислены три 
вектора. После обновления было проделано 36 шагов с двумя 
остановками — на 20-м и 36-м шагах. При последней оста-нш-
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ке 'было найдено еще три собственных вектора. Тестовый 'пов­
тор длиной в 26 шагов (до первой остановки) не дал новых 
собственных векторов для уже вычисленных собственных зна­
чений. Таким образам, основной процесс (без теста) 'состоял в 
данном случае из 86 шагав, 

Парлетт и Окотт отмечают в связи с примером 7.1, что рас­
пределение собственных значений матрицы А в этом примере 
очень невыгодное для метода Ланцоша: нужные собственные 
значения плохо отделены от остальной части спектра. Вот при­
мер с хорошей отделенностью. 

П р и м е р 7.2. Порядок матрицы А —454, требуется вычис­
лить с 8 верными десятичными знаками три наименьших соб­
ственных значения. При этом %t.= —10, Я2 — —9.99, А,3 ——9.98, 
Xi= -9.-Г-0.02Х ( i - 4 ) , f=4, 5 , . . . , 454. Заметим, что Яь Я2 и Я3 
хорошо отделены от остального спектра, хотя и плохо разделе­
ны между собой. 

Все три требуемых вектора были найдены за 44 шага. Кро­
ме последней, была еще только- одна остановка — на 26-м шаге. 
Тестовый повтор длиной в 26 шагов (до первой остановки) не 
выявил новых собственных векторов для собственных значений 
А,ь А.2, Яз. Максимальное из чисел fimi было ЗХ10"6, а макси­
мальная погрешность в собственных значениях —10-11, 

Приведем еще пример с кратными собственными значе­
ниями. 

П р и м е р 7.3. Порядок А — 180, нужны 4 наименьших соб­
ственных значения с 4 верными десятичными знаками. При 
этом ^1=^2 = 0, Л з - ^ - О Л , ^ -0 .25+0 .01 X(i—-5), i - 5 , 
6 , . . . , 180. Таким образом, кратные корни хорошо отделены как 
друг от друга, так и от остальных собственных значений. 

Процесс протекал так: в первом прогоне остановки были на 
25-IM, 38-м, 44-м и 50-м шагах. Было найдено два собственных 
вектора у — по одному для каждого собственного значения. Во 
втором отрогоне после трех остановок — на 19-м, 34-м и 44-м 
шагах, — были (вычислены еще два собственных вектора для 
тех же собственных значений. Тестовый повтор не обнаружил 
новых векторов для А,-*, 1=1 , . . . , 4 . Максимальное ртг- было 
5ХЮ~7, а максимальная погрешность в собственных значени­
ях— ЗХЮ"13 (т. е. много лучше того, что требовалось). 

Отметим, что в последнем примере произошло 7 .остановок, 
в то 'Время как было вычислено лишь 4 собственных вектора. 
По всей видимости, это следует объяснить тем, что в програм­
ме [46] остановка предусмотрена при достижении величиной 
и-п-—оценкой для ||/m—Qm

rQm||,-—'барьерного значения либо 
при превышении рекуррентно вычисляемыми оценками скаляр­
ных произведений векторов Ланцоша и барьерных векторов 
Ритца определенного предельного значения. Это допускает воз­
можность остановки процесса без того, чтобы «сошлось» новое 
.число Ритца. 
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§ 8. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВНУТРЕННИХ ТОЧЕК СПЕКТРА 

B этом параграфе мы расскажем о содержании работы [19],. 
в которой метод Ланцоша (и, в частности, алгоритм выборочной 
ортоогонализации) применен к нахождению всех (собственных 
значений А, лежащих в заданном интервале. Авторы этой ра­
боты, шведские математики Эрикссон и Руэ, рассматривают 
более общую спектральную задачу Ах = КВх, где А и В — сим­
метричные, а В положительно лолуопределена. Мы отложим 
обсуждение таких задач до § 15, а здесь изложим алгоритм 
Эриксона—Руэ для обычного случая Ах=%х. 

Для произвольного интервала (у, б) обозначаем через 
5(у, 6) и С (у, б), соответственно, множество собственных зна­
чений А, заключенных в {у, б), и множество собственных зна­
чений из этого интервала, вычисленных алгоритмом. 

Суть алгоритма в следующем. B заданном интервале [а, £] 
выбирается последовательность сдвигов \х0, |ц .. . , \xs,... (гари 
этом всегда {mu}0=a). Для каждого из сдвигов \xs к матрице Ва = 
=='(Л—у..,/)-1 применяется метод Ланцоша, Наименьшие (наи­
большие) собственные значения матрицы Bs соответствуют соб­
ственным значениям А, ближайшим к \i$ и находящимся левее 
(правее) [is. Как. было показано выше, метод Ланцоша особен­
но-хорошо приспособлен именно для нахождения крайних соб­
ственных значений. Связь между собственными значениями Bs 
и А описывается формулой ца+\'*~1(.В) = ^ ( Л ) для некоторых 
значений индексов i и k. 

Матрица Bs в явном виде не строится. Каждый шаг метода 
Ланцоша требует вычисления произведения u=Bsq\ вектор и 
находится как решение линейной системы 

(A—\i8I)u = q. (8.1) 
Для каждого нового сдвига {mu}s факторизуют матрицу А—\x*sI од­
ним из симметричных вариантов метода Гаусса. Если разложе­
ние А—{mu}s/ получено, то решение каждой новой системы вида 
(8.1) стоит уже относительно дешево; 

Факторизация матрицы А—\isI заодно позволяет найти чис­
ло собственных значений А, лежащих левее и правее \xs. Эта 
информация используется с тем, чтобы не упустить ни одного 
собственного значения из [a, {beta}]. Выбор сдвигов и процесс Лан­
цоша (для каждого сдвига) продолжают до тех пор, пока не 
станет |С(а, |3) | = [5 (а, р) |. 

Обсудим теперь наиболее интересные детали этого алго­
ритма. 

Сама по себе идея использования последовательности сдви­
гов для поочередного вычисления собственных значений и век­
торов, конечно, не является новой. Не говоря уже о методах ти­
па Q-R-алгоритма, последовательные сдвиги в сочетании с об­
ратной итерацией применялись для того же круга спектральных 
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задач Нансеном [27]. Однако Эр ниссан и Руэ первыми пред­
ложили комбинацию сдвигов с процессом Ланцоша.. 

Эффективность алгоритма сильно зависит* от способа выбо­
ра сдвигав. График функции v=l/(A,—|i8) 'показывает: чем бли­
же к [is собственное значение Xh, тем лучше отделено соответст­
вующее ему v.*. Поэтому, если идти по ц с мелким шагом, то в. 
каждом прогане по Ланцошу нужно вычислять лишь небольшое 
число хорошо 'отделенных крайних собственных значений, и 
сходимость будет быстрой. Однако при этом придется часто 
•производить факторизацию А—\xsI, которая, вообще говоря, яв­
ляется самой трудоемкой операцией процесса. 

Эрикссон :и Руэ предлагают для каждого сдвига \is нахо­
дить IB среднем г собственных значений, где г выбирается так, 
чтобы минимизировать арифметическую работу, приходящуюся 
на (вычисление одного .собственного значения. Оптимальное зна­
чение г является, конечно, сложной функцией от структуры 
матрицы и распределения ее спектра. Можно надеяться лишь. 
на получение правдоподобной эвристической оценки для г. 
В [19] указана такая оценка, выводимая при следующих пред­
положениях: собственные значения А распределены приблизи­
тельно линейно; сдвиги выбираются IB серединах интервалов 
между двумя соседними собственными значениями А. В этом 
случае число шагов метода Ланцоша и число сошедшихся чи­
сел Р'итца связаны почти линейной зависимостью. Авторы [19] 
определяли коэффициенты этой линейной зависимости таким 
образам. Исходя из оценок Ka-ниэля—Саада (§ 5), для каждо­
го собственного значения v* подсчитывал ось число шагов мето­
да Ланцоша, необходимых для того, чтобы уменьшить в 106 раз 
угол между соответствующим -вектором Ритца и собственным 
вектором. В силу выбора сдвигов, крайние собственные значе­
ния матрицы Bs расположены симметричными (относительно 
нуля) парами, и числа Ритца также сходятся парами. Оказа­
лось, что для того, что'бы сошлась первая пара, нужно 10 ша­
гов; затем каждые 5 шагов сходилась новая пара. Поэтому бы­
ло принято соотношение: 

/==5+2.5 г. (8.2) 
Арифметическая работа, необходимая для выполнения г 

шагов метода выборочной ортогонализации, подсчитав а ется 
так. Пусть F-n— число операций (умножения) при фактори­
зации матрицы Л—JAS/, 5-п — число операций при решении од­
ной системы (8.1). Шаг метода Ланцоша требует. Ъп операций. 
Работа лто вычислению чисел Ритца и соответствующих собст­
венных векторов Si игнорируется. Однако учитывается работа, 
выполняемая во время остановок: формирование векторов Рит­
ца и ортошнализация к ним. Каково же число остановок к 
сколько векторов Ритца вычисляется во 'время каждой? 

Соотношение (8.2) показывает, что ситуация здесь пример-
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но следующая. Всякий раз, когда очередная пара чисел Рит-
ца «сходится» в той мере, чтобы была необходима ортогонали-
зация к соответствующим векторам Ритца, (т. е., щ терминоло­
гии параграфа 7, становится барьерной), предыдущая барьер­
ная пара приобретает полную требуемую точность.- Векторы 
Ритца для последней пары, будучи сформированы во время ны­
нешней остановки, (в дальнейшем пересчитываться не будут. 
Итак, можно считать, что остановки происходят каждые 5 ша­
гов, и во время каждой формируется 4 вектора Ритца: два 
барьерных и два сошедшихся полностью. Исходя из этого и 
прибавляя работу по переортогонализации во время остановки 
и на следующем шаге, получим такое выражение для общего 
числа арифметических операций при вычислении г собственных 
.значений: 

W=n{F + jS + 5j + r{j-+r+ 12)—20). 

Подставляя сюда (8.2), выражаем W как функцию только от г. 
Нужное значение г находится теперь как точка минимума функ­
ции W/r и равно 

/-={(f + 55 + 5)/3.5}1/2. (8.3) 
В качестве примера в [19] рассмотрены два типа матриц 

Л: ленточная матрица с полушириной ленты т и известная 
матрица, отвечающая пятиточечной аппроксимации задачи Ди­
рихле для уравнения Пуассона в квадрате. Для матриц первого 
типа факторизация проводится но обычной схеме Гаусса, для 
матриц второго типа применяется алгоритм крестового сечения. 
В первом случае i—-0.5 т2, .5 = 2 т. При т = 5 оптимальное зна­
чение г в (8.3) равно 4, а работа на вычисление одного собст­
венного числа W/r=85 п. При т = 4 0 соответствующие значения: 
г -18 , W/r=359 п. 

Для второго случая имеем: .F—10 /г1/2, S = 1 Olog rt. Прил=25 
оптимальное г равно 7, a №// — 165 п. При /г=1600: / — 14,. 
№//-318 п. 

Отметим, что при желании матрицу разностной аппрокси­
мации можно рассматривать и как ленточную с полушириной 
ленты m = ni/2. Выбранные нами для иллюстрации значения т 
и п связаны именно таким образом. Сравнивая работу, прихо­
дящуюся на вычисление одного собственного значения, видим, 
что при п==40 выгоднее применять ленточные методы фактори­
зации, а при Я.— 1600 — метод крестового сечения. Это согла­
суется с известными асимптотически (при больших п) опти­
мальными свойствами последнего алгоритма. 

Пусть теперь значение г определено. Само по себе оно по­
казывает лишь, насколько далеко следует идти в каждом про­
тоне по Ланцошу, но не то, как следует выбирать значения 
сдвигов (xs. В алгоритме [19] принята такая стратегия. 

Для |ло=.а прогон продолжается до тех пор, пока не будут-
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вычислены г/2 собственных значений либо будет достигнуто 
установленное программой предельное число шагов Ланцоша. 
В остальном переход от \х0 к \ц совершается так же, как пере­
ход от произвольного сдвига \xs-i к \xs, 1и мы опишем последний. 

Пусть закончены все операции со сдвигом p.s_i и вычислены 
все собственные значения из интервала (a, jiy_i), так что 
|С(а, ix5_i)J --------1-S (об, i-iy-i)!. В прогоне для матрицы Bs_i могли 
быть вычислены и собственные значения, лежащие правее \xs_i. 
Пусть Хр —наибольшее из них; тогда 

iv-=i^-i+2(-4—-VO- (8-4) 
Для выбранного таким образом \is операции начинаются с раз­
ложения матрицы A — \xsI; попутно определяется число 
S(fis_i, \is)\. Если окажется, что это число значительно превос­
ходит г, приходится сместиться влево, изменив значение \is. 
Начальный вектор q\s) очередного прогона по Ланцошу ортого-
нализуют к вычисленным в предыдущем прогоне собственным 
векторам для собственных значений из интервала (fis_i, и..-). 
Если вследствие ошибок округлений в дальнейшем появятся 
копии таких векторов, их легко выявить: они ортогональны к q[s\ 

Если в предыдущем прогоне не были вычислены собственные 
значения, лежащие правее [л5_ь полагают 

^---'fVi + v-1, (8.5) 
где -vOT — наибольшее положительное собственное число трех-
диагональной матрицы Тт на выходе этого прогона. Если же 
Тт не имеет положительных корней, то это означает, что пра­
вее •1.1в_1 либо вообще нет собственных значений А, либо они 
находятся очень далеко, с большой вероятностью правее р. 
Программа [19] в этом случае останавливается. 

Пусть уже выбрано, согласно (8.4)" либо (8.5), значение \LS, 
и взят начальный вектор qi{s\ Прогон по Ланцошу продолжают 
до тех пор, пока либо не сойдутся г собственных значений, либо 
не будет достигнуто предельное число шагов. В обоих случаях 
сверяют числа |S(JJ,-_I, \xs) \ и |C(^e_i, \is) |. Если они не совпа­
дают, прогон повторяют с той же матрицей В„ ортогонализовав 
новый начальный вектор к сошедшимся ранее собственным век­
торам. При необходимости эта процедура выполняется несколь­
ко раз: авторы [19] упоминают о задаче с собственным значе­
нием кратности 5, в которой прогон при фиксированном сдвиге 
jj.s повторялся трижды. 

Мы подробно рассказали о стратегии сдвигов, используемой 
в алгоритме Эрикссона—Руэ. Некоторые важные нюансы появ­
ляются и в собственно методе Ланцоша. Они связаны с пере­
ходом от матрицы Л к матрице Bs. 

Для матрицы А оценку точности чисел Ритца как прйбли-
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женных собственных значений давали величины fJmi. В случае 
матрицы В, для числа Ритца v* можно показать, что найдется 
собственное значение А* матрицы А такое, что 

|A*-(|i , + v r-) |<pm l /vA (8.6) 
Чтобы правильно оценить этот результат, нужно учесть два 
обстоятельства. Во-первых, {beta}m, входящее в выражение для pmi, 
может теперь быть величиной порядка max (—vi, v„). Во-вто­
рых, вычисляемые для Bs крайние собственные значения \-г- ве­
лики по модулю. Поэтому правая часть (8.6) имеет порядок 
•Smi/vi, и эта величина может быть мала при не слишком ма­
лом числе {beta}m.. 

Вторая особенность состоит в том, что векторы Ритца у{, 
с хорошей точностью приближающие собственные векторы 
матрицы -5S, могут оказаться недостаточно точны в качестве 
собственных векторов А. Об этом можно судить, вычисляя от­
ношение Релея для вектора у* и матрицы А. Эрикссон и Руэ 
предлагают модифицировать сошедшийся на т-м шаге вектор 
r/i таким образом: 

? i =#i + ({beta}mi/Vi)--/m+i. 
Для вектора ijt и матрицы А отношение Релея равно 

6(^)--!x, + vr1(l+({beta}mi/vifrI, 
т. е. отличается от [Xs + vr1 величинами второго порядка 
малости. 

§ 9. МЕТОД ЛАНЦОША И МЕТОД СОПРЯЖЕННЫХ 
ГРАДИЕНТОВ 

Как мы видели, теория Пейджа позволяет предсказать, что Б 
течение п шагов процесса Ланцоша без переортогонализации 
хотя бы одно число Ритца сойдется к собственному значению 
А. Она согласуется также с экспериментальным фактом: в та­
ком процессе генерируются повторные копии одних и тех же 
собственных значений и векторов. Однако она не в состоянии 
объяснить другое наблюдаемое на практике явление. Если 
продолжать метод Ланцоша дальше п шагов (что возможно, 
поскольку f}m обычно не только не равны нулю, но и не быва­
ют особенно малы), то с ростом т в спектре трехдиагональной 
матрицы Тт появляются приближения ко всем собственным 
значениям А. Именно на этом свойстве основан ряд программ, 
созданных в последние пять лет и предназначенных для вычис­
ления всего спектра А [33, 34, 18, 12, 13, 45]. 

Попытку объяснить этот «феномен Ланцоша» (именно так 
названа статья [14]) предприняли американские математики 
Каллэм и Уиллоугби (см. [10, 11] и итоговую работу [14]). 
Они использовали хорошо известную [25] и описываемую ни-
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же связь между алгоритмом Ланцоша и методом сопряженных 
градиентов. При этом метод сопряженных градиентов рас­
сматривается как метод минимизации положительно опреде­
ленного квадратичного функционала, причем не как точный, а 
как итерационный. В этом качестве он сохраняет сходимость, 
даже если направления спуска выбираются с погрешностями, 
а одномерная минимизация на каждом шаге выполняется лишь 
приближенно. 

Если в процессе Ланцоша без переортогонализации поддер­
живается приближенная ортогональность соседних векторов qu 
то в эквивалентном ему методе сопряженных градиентов (при 
некоторых дополнительных предположениях) соседние направ­
ления обладают приближенно свойством сопряженности отно­
сительно матрицы А, а минимизация вдоль направления спуска 
осуществляется с приемлемой погрешностью. Такой метод все 
еще сходится, откуда, идя в обратном направлении, выводят 
сходимость к нулю последовательностей {%т(%к)}, т = 1, 2 , . . . 
. . . , где Xk—произвольное собственное значение А, а %т(к) — 
характеристический многочлен матрицы Тт, нормированный 
условием |%тп(0)|—1. 

Такова схема работы [14]. В остальной части параграфа мы 
дадим более точное изложение ее результатов. 

Связь между методами Ланцоша и сопряженных градиентов 
будет описана вначале для точной арифметики. При этом ме­
тод Ланцоша для матрицы А с начальным вектором q\ сопо­
ставляется с методом сопряженных градиентов для линейной 
системы Ax — q\. Отсюда вытекает 

П р е д п о л о ж е н и е 1. Матрица А положительно опреде­
лена. • 

Пока что мы считаем, что число шагов т метода Ланцоша 
не превосходит п. Следствием предположения 1 будет положи­
тельная определенность всех матриц Тт. Поэтому существуют 
разложения 

1 m = LmUmLm , (-'•-•) 
где An — диагональная матрица с диагональными элементами 
ffli,..., o)m; Lm — нижняя двухдиагональная матрица с едини­
цами на главной диагонали; под диагональные элементы обо­
значаем через 0ь . . . , crm_i. Элементы указанных матриц, связа­
ны соотношениями* 

©!=«-, Эг ==аг.со., yi==cri
2, 

ai+i = coi+1 + Yi«i- (9.2) 
Введем теперь скалярные величины pi и векторные величины 

tti, pi и rt следующим образом: 
Pi---*!. P i + i=— cripb 

•A#i=Pi<7i+i + coî i, (9.3) 
P i -p i " i , /*i-pi-7i. 
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Здесь <7i — векторы Ланцоша. Поскольку Тт положительно 
определена, все coi строго положительны. Вторая из формул 
(9.2) показывает, что и ai будут положительны, пока pi--О, 
Наконец, согласно (9.3), до этого же момента будут осцилли­
ровать pi. 

Из формул (9.2), (9.3) и трехдиагональной формулы (2.4) 
метода Ланцоша вытекают такие соотношения 

Pi+i = ri+1 + 4iph 

yi=—(Pi,'Ari+1)/(ph Apt), 
cDi = (pi, Api)/(ph rt), 

Api=Mri~rt+x). (9.4) 
Эти соотношения совпадают с формулами метода сопряженных 
градиентов для системы Ах = дъ где х0 = 0 —начальное при­
ближение; pi — i-e направление спуска (p1 = r1); ri+1 = q1 — Axi — 
невязка i-ro приближения xi; xl = xi_i-\-pi/(oi. 

Как известно, метод сопряженных градиентов можно рас­
сматривать как метод минимизации квадратичного функционала 

f(x) = (r, A-lr), r^qi-Ax, (9.5) 
или, что все равно, 

/(х)^=(у, Ay), y = A~1ql-x. 
Из первых двух формул (9.4) следует, что направления спуска 
pi сопряжены относительно матрицы Л. Две другие формулы 
показывают, что векторы pi и ri+i ортогональны, т. е. в точке 
xi достигается минимум функционала f(x) на прямой x==xi_1 + 
+ tpt. 

Мы хотим распространить установленное соответствие на 
случай реальных вычислений и для числа т шагов, необяза­
тельно меньшего, чем п. В теории это невозможно, поскольку 
р т станет равным нулю не позже, чем при т = п. На практике, 
как уже не раз говорилось, числа р т не только не равны нулю, 
но и неособенно малы, как бы велико ни было т. Поэтому 
вполне естественным выглядит следующее предположение: 

П р е д п о л о ж е н и е'. 2. При всех т выполняется нера­
венство 

Рт>Р*. (9.6) 
где р* — некоторое фиксированное положительное число. Век­
торы qt приближенно нормированы, т. е. 

I M - l + s/. 
Кроме того, найдется натуральное число / такое, что любые 
/ + 1 подряд идущих векторов вычисленной последовательности 
Ланцоша приближенно ортогональны, т. е. 

(<7i, <7;)-e i /, 1 < | / — У | < / . 
Несколько слов по поводу последнего условия. В работе [39] 
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Пейдж доказывает оценку: 
Р;К^-7у+г)1<2(л + 4) | |А| |8 . (9.7) 

Таким образом, при наличии (9.6) и не слишком малом р* по­
следняя часть предположения 2 заведомо выполнена при / = 1 . 

В случае точной арифметики положительная определенность 
матрицы А обеспечивает положительную определенность всех 
матриц Тт и, следовательно, разрешимость соотношений (9.2). 
При реальном счете это уже не так, поэтому потребуем: 

П р е д п о л о ж е н и е 3. Все матрицы Тт положительно 
определены. 

Обсудим правомочность такого предположения. В [40] по­
казано, что при любом т собственные значения 6/" матрицы Тт 
удовлетворяют неравенствам 

^ - W 5 / 2 | | A | | 8 2 < e y m < ^ + /7Z5 /2 | |^ | |82 . (9.8) 
Определение е2 дано в § 6 (см. текст, сопровождающий форму­
лу (6.7)). Если М — максимальное число шагов Ланцоша, про­
водимых для данной матрицы А, то для справедливости пред­
положения 3 достаточно, чтобы 

h>M5/2\\A\\e2. 
Отметим, точности ради, что при выводе (9.8) Пейдж отбрасывал 
члены второго и более высокого порядков малости по е. Поэто­
му, хотя неравенства (9.8) имеют правильный порядок, они не 
являются строгими оценками. 

Предположения 2 и 3 позволяют при любом т вычислять 
величины, определяемые формулами (9;2) и (9.3). Поскольку 
эти величины нужны лишь в умозрительном (параллельном 
процессу Ланцоша) методе сопряженных градиентов, вполне 
резонно следующее. 

П р е д п о л о ж е н и е 4. Формулы (9.2), (9.3) реализуются 
без ошибок округлений. 

Как показывает последнее соотношение (9.3), число р. 
(с точностью до знака) имеет смысл длины вектора невязки ri 
в методе сопряженных градиентов. В доказательстве сходимо­
сти {/.} к нулю авторы [14] использовали такое предположение 
о поведении последовательности {pi}. 

П р е д п о л о ж е н и е . 5. Найдется число R такое, что 
|р, /р, |<Я (9.9) 

для всех />£. 
В нескольких тестах, проведенных авторами, последова­

тельность {Jpi|} действительно была немонотонной, однако 
отношения (9.9) всегда были ограничены небольшой константой 
(i?<10 во всех случаях). 

Определим некоторые вспомогательные величины, участвую­
щие в приводимых ниже оценках: 

е м + 1 = е ь A i = m a x ( | e i | , | e / | , | e ; + 1 | ) , Ai* = maxA /, 
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^ i ^ c o i [ E i ( l - a i
2 ) + ( 8 / - e ; + 1 ) a i ] , 

G = \R*-\\+2R, 
HlSSl+(i-l)R*. 

Т е о р е м а 9.1. Пусть выполнены предположения 1—5 и 
пусть в предположении 2 / = 1 . В таком случае в эквивалентном 
методе сопряженных градиентов соседние направления спуска 
приближенно сопряжены относительно матрицы А: 

\(щ, Atti+l)\<Mi^ ОН At* II А ||. 
В точном процессе невязка ri+\ ортогональна направлению 

спуска р{. Смысл следующей теоремы в том, что приближенная 
ортогональность ri+1 и р{ сохраняется и при наличии округ­
лений. 

Т е о р е м а 9.2. Пусть выполнены предположения 1—5 (/S* 
^ 1 ) . Тогда 

at | (gi+u ut) KN^iR [Ai* -f M i/p*]. 
Величины 7i и ooi, соответствующие процессу Ланцоша с 

округлениями, будут приближенно удовлетворять второму и 
третьему соотношениям (9.4), если выполняется следующее 

П р е д п о л о ж е н и е 6. При всех i справедливы оценки: 
| в , |<р*/ | |Л | | , |8i — <jie;.+1!<i3*/|H||, . Nt<N*, где iV*< 
< 3(1— | в/I)/14, V/. 

Положим 
y*=-(j>i, Ari+1)/{pi, Api), 

<ot* = (Pt, Api)/(pn rt). 
Т е о р е м а 9.3. Пусть выполнены предположения 1 - 6 . 

Тогда 
\Vt~Vt*\ ^ 2M i 2Mi 

l ? i * | " Ц-м-il ^ S3* ' 
| C 0 i - C D i * | < Nj 

o-i* ^ l—2N* + &i*-' 
Теперь можно доказать сходимость эквивалентного метода 

сопряженных градиентов. 
Т е о р е м а 9.4. Пусть выполнены предположения 1—6. 

Тогда \рт\ = \\гт\\-+0 при т-ьоо. 
Вернемся к методу Ланцоша. 
Т е о р е м а 9.5. Пусть X — произвольное собственное зна­

чение матрицы А, рх— (ненулевая) проекция начального век­
тора Ц\ на собственное подпространство Lx. Если выполнены 
предположения 1—6, то для любого е>0 при достаточно боль­
ших т справедлива оценка 

\1т(Щ/\Ъп(0)\<В1ЦрК\\. 
Здесь %т(Ъ)—характеристический многочлен матрицы Тт. 
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Необходимо отметить следующий дефект доказательства 
теоремы 9.5, приведенного в [14]: векторы Ланцоша qt счита­
ются связанными точной трехчленной формулой, а не прибли­
женными соотношениями (6.1). Такого рода замаскированные 
недостатки, как и выдвижение ряда предположений, не позво­
ляют считать работу Каллэм—Уиллоугби полноценным анали­
зом феномена Ланцоша. Тем не менее, она имеет свое значение 
как далеко продвинутая и правдоподобная попытка объяснить 
это явление. 

§ 10. АЛГОРИТМ ЛАНЦОША КАК МЕТОД 
ВЫЧИСЛЕНИЯ ВСЕГО СПЕКТРА 

Феномен Ланцоша лежит в основе ряда программ вычисле­
ния всего спектра матрицы Л, созданных за последние годы. 
B этом и следующем параграфах мы подробно расскажем о 
двух наиболее тщательно разработанных алгоритмах такого 
рода. Первый из них принадлежит Каллэм и Уиллоугби; он 
описывается ниже. Второй алгоритм (авторы — Парлетт и 
Рейд) составляет содержание § 11. Попутно мы кратко упомя­
нем о других программах этого направления [33, 34, 18]. 

Скажем вкратце о некоторых общих чертах всех этих ал­
горитмов. Прежде всего, они рассчитаны на выполнение -числа 
шагов процесса Ланцоша без переортогонализации, значительно 
превосходящего порядок п матрицы А. Как уже было сказано, 
в спектре матрицы Тт (т. е. среди чисел Ритца 0im) при доста­
точно большом т появляются приближения ко всем собствен­
ным значениям А. С другой стороны, есть числа Ритца, кото­
рые никакое собственное значение А не приближают. Условим­
ся числа Ритца первого рода называть истинными, а второго 
рода — посторонними (в английской терминологии, «spurious»). 
Каждый из алгоритмов рассматриваемого типа должен на том 
или ином этапе разделить числа Ритца на истинные и посторон­
ние. Эту общую задачу алгоритмы решают по разному. 

Каждый из алгоритмов вычисляет оценки погрешности ис­
тинных чисел Ритца как приближенных собственных значений 
А. Эти оценки как правило построены на неравенствах (4.11) 
и (4.12) (единственным исключением является [18]). Норма 
вектора Ритца не вычисляется: используется результат Пейджа 
(6.7), гарантирующий достаточно большую норму z/j для не 
слишком плохо отделенных чисел Ритца. Если же для матрицы 
Тт числа 6im и Gj"1 очень близки, используется обобщение нера­
венств (6.7), также принадлежащее Пейджу [40]. Оно состоит 
в следующем: 

Пусть Qk
m, . . . , ek+j (s>0)—группа очень близких чисел 

Ритца,. достаточно хорошо отделенная от остального спектра. 
Для соответствующих векторов Ритца yk

m, ...,#£+.? выполняет-
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ся равенство 
k+-
.2 ..?/•..----и. 
У-ft 

Таким образом, в этом случае найдется вектор Ритца, нор­
ма которого не меньше единицы, и о погрешности любого чис­
ла Ритца из данной группы можно судить только по величине 
невязки для этого вектора. 

Многие собственные значения матрицы А повторены в 
спектре матрицы Тт (при большом т) неоднократно. Крат­
ность числа Ритца, вообще говоря, никак не связана с крат­
ностью соответствующего собственного значения А. (Здесй. 
уместно заметить, что, с чисто математической точки зрения, 
трехдиагональная матрица Тт с ненулевыми pi,. l{le}i{le}m—1, не 
может иметь кратных корней. Однако, в пределах той точности,. 
с которой проводятся вычисления, собственные значения Тт 
могут совпадать). Поэтому кратность собственных значений А 
не определяется: находятся лишь все различные точки спектра. 

Все программы, о которых идет речь, вычисляют лишь 
собственные значения А. При этом, однако, векторы Ланцоша 
могут сохраняться во внешней памяти и, следовательно, векто­
ры Ритца могут быть построены в соответствии с их опреде­
лением по собственным векторам матрицы Тт. Имеется и аль­
тернативный вариант: применение обратной итерации для 
истинных чисел Ритца непосредственно к матрице А. Симмет­
ричные неопределенные системы уравнений метода обратной 
итерации решают при этом посредством алгоритма Пейджа — 
Сондерса (см. § 12), используя хранимые векторы Ланцоша. 
Вычисление собственных векторов обоими указанными метода­
ми подробно обсуждается в.§ 14. 

Общая структура алгоритмов, рассматриваемых в данном 
параграфе, такова. Процесс Ланцоша без переортогонализации 
время от времени прерывается остановками. Обычно програм­
мы предусматривают остановку через каждые А шагов, где-
А—целочисленный параметр, задаваемый пользователем. В не­
которых вариантах, выполняемых в интерактивном режиме, 
допускается динамическое изменение А. 

Пусть т — число шагов Ланцоша к моменту остановки. 
Для матрицы Тт вычисляются все собственные значения 0 Л 
Имеется ряд высококачественных программ вычисления спектра 
трехдиагональной матрицы, для которых погрешность в каждом 
найденном собственном значении не превосходит величины 

to ln=w! | r m | | e=w-(max |e i
m ! ) -e . (10.1> 

Кроме собственных значений Тт, вычисляются также все 
собственные значения матрицы Тт-\ или матрицы Т2,т, полу­
чаемой из Тт вычеркиванием первой строки и первого столбца., 
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Первый вариант принят в программах [24—26]; в программе-
Каллэм—Уиллоугби используется матрица Т2,т. 

Теперь наступает ответственный момент помечивания чисел 
Ритца 0гт. В программах [18, 33, 34] при этом руководствуются 
простой и естественной стратегией: если число Ритца стабили­
зовалось, т. е. оно повторяется (с точностью до изменения, не 
превосходящего toln) в матрицах 7V-1 и Тт, то оно признается 
истинным. В частности, истинным числом Ритца оказывается 
всякое собственное значение Тт, кратное с точностью до toln. 

Описанный критерий истинности зависит от числа toln. Тре­
бование совпадения с точностью до toln является очень силь­
ным и, по-существу, равносильно требованию вычисления всех 
собственных значений Л с полной возможной для данной ма­
шины точностью. Если такая высокая точность пользователю 
не нужна, то в критерии истинности toln можно заменить со­
ответствующим большим числом. При этом, однако, возникает 
опасность ложного принятия числа Ритца в разряд «истинных». 

Сказанное является главным моментом в критике, направ­
ляемой Каллэм и Уиллоугби тесту по собственным значениям 
Tm_i. Их стратегия противоположна: вместо того, чтобы выяв­
лять истинные числа Ритца, они отбрасывают посторонние. 
Опознание посторонних чисел Ритца проводится посредством 
матрицы Т%т. Обоснование теста Каллэм—Уиллоугби более 
сложно и будет рассмотрено несколько позже, 

К истинным числам Ритца применяется процедура, вычис­
ляющая оценку погрешности. Пусть ЛГН — число приближенных 
собственных значений, удовлетворяющих (заданным пользова­
телем) требованиям к точности. Это число сравнивается с ана­
логичным числом /Vn для предыдущей остановки и с порядком 
п матрицы А. Если результат хотя бы одного сравнения поло­
жителен (т. е. N-ft=Nn либо Л/н=я), происходит выход. В про--
тивном случае, процесс Ланцоша продолжается до следующей: 
остановки. Предусмотрена и возможность выхода из програм­
мы по задаваемому пользователем предельному числу шагов^ 
Ланцоша. 

Программы метода Ланцоша можно использовать и для 
вычисления только тех собственных значений, которые принад­
лежат заданному интервалу. В этом случае отменяется про­
верка -/VH=-ft. 

Теперь мы более подробно остановимся на особенностях, 
которые имеет в рамках описанной общей схемы алгоритм 
Каллэм—Уиллоугби [13]. Опишем вначале тест для выявления 
посторонних чисел Ритца. 

Обозначим через ek
m собственные значения матрицы Г2>от. 

Если для данного простого числа Ритца 8 Л найдется собст­
венное значение Ъ™ такое, что 

| e i m - e y * | < t o l n , (10-2) 
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то. 0im признается посторонним. Все остальные числа Ритца 
считаются истинными. 

Приведем пример применения этого теста, взятый из [12]. 
В таблице указана часть спектра (с указанием номеров соб­
ственных значений) трехдиагональных матриц Г8оо (в среднем 
столбце) и -Г2,8оо, полученных при вычислении спектра матри­
цы А порядка 465. 

370 
371 
372 
373 
374 
375 
376 
377 
378 
379 
380 

В среднем • 
посторонние 
числа 0j800.. 

1.768519689169222 
1.773407649811174 
1.786778855515059 
1.788215490759781 
1.811466993975552 
1.816530793866996 
1.830139415043989 
1.830324710414255 
1.837950734548706 
1.845405832262409 
1.853460301351674 

столбце выделены- числа 
В правом столбце 

1.772189417594110 
1.786674134530624 
1.788215490759559 
1.809369044020545 
1.816057838755750 
1.821296236891088 
1.830139415043789 
1.837950734548466 
1.844799498044255 
1.853250622903036 
1.861767362981448 

Ритца, 'помеченные как 
выделены соответствующие 

Изложим теперь мотивировку этого теста. Норма невязки, 
соответствующей вектору Ритца у™, равна pm|smj| (см. (4.12)), 
где smj — последняя компонента собственного вектора sj мат-
рицы Тт, отвечающего числу Ритца в/» Если - ^ ( Я ) -харак-
теристический многочлен матрицы Т2,т, то для smj справедливо 
выражение (считаем 6jm точным собственным значением Тт а 
•sj — точным собственным вектором): 

slj^im-i (е/0 %т-г (еу
в)/х«' (е/»). "(Ю.з) 

Предполагается, конечно, что Qf
m—простой корень Т т , так что 

%т '(9/0 =7-0. Следствием (10.3) являются равенства (si;- — nep-
вая компонента вектора Sj): 

т-\ 
\snj\= E^I[%m

f(Qjmy%m-i(Qjm)]1/2=B(Q^), 
k=i (1U.4-) 

m-~l 

| -?m;/5iyH ILhl%m-l(Qjm) = E(Qjm). 

Смысл приводимых ниже утверждений состоит в том, что 
числу Ритца 0jw, не являющемуся приближенным собственным 
.значением матрицы Т2, то, соответствует малая невязка; если 
же выполнено (10.2), невязка может быть большой. Поскольку 
в формулах (10.3) — (10.4) участвуют многочлены %-n-i и %т\ 
доказательство разветвляется с учетом положения числа 0/"-
относительно собственных значений 0А"1-1 матрицы Тт-\. 
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Т е о р е м а 10.1. Пусть 8jm — простое собственное значение 
Тт, и пусть 

min|e;
m—&%~1\=у, 

k 

min |e;m — Qk
m I -= б > toln. 

k 

Тогда 
[5m/ |2<y/6. (10.5) 

Поскольку с ростом т истинные числа Ритца стабилизи­
руются, то Y->toln, и оценка (10.5) гарантирует малость 
невязки. 

Случай, когда велики и -у» и б, авторы [13] считают невоз­
можным при большом т. В предположениях § 9 имеет место 
равенство 

L-i (ey
m) 5u-i (e/*)/%L-i (0)=р„д 

Поскольку р-->0 (теорема 9,4), то либо 'xm-i (Q.-m)->0, либо 
bz--i(6/*)->0 . 

Пусть теперь, напротив, б < toln. Если при этом и у< toln, 
то программа [13] считает Qjm кратным корнем Тт, а кратные 
числа Ритца квалифицируются как истинные. Обоснование этой 
части теста—чисто эмпирическое. 

Остается рассмотреть случай, когда б < toln, у > toln. 
Т е о р е м а 10.2. Пусть 9/*-простое собственное значение 

Тт, У-7--1. пг. Если б < toln, у > toln и 
y = min|e;m — 0/4, 

то 
|5т//81;-|2>у2у/^1п(0^—е1т)(ет

те-е/). (Ю.6) 
Итак, либо smJ велико, либо очень мало s1;{cdot}. Какова вероят­

ность последнего варианта? Если бы qt были точно ортогональ­
ны, а У]т был приближенным собственным вектором, то 

| s l y | = |(s ; i 601 = 1 (QmSj, Qmei)\ = \{y/n, qi)\, 
и малость Sij означала бы, что начальный вектор qx почти орто­
гонален соответствующему .собственному направлению А — со­
бытие, мало вероятное при случайном (выборе qx. 

Таким образом, можно считать, что в условиях теоремы 10.2 
почти всегда велико smj. 

Теперь об оценках погрешности 'истинных чисел Ритца. 
Можно было бы вычислить для каждого ;из этих чисел соответ­
ствующий вектор Sj. В алгоритме [13] делается иначе: вычис­
ляется непосредственно \smj\ по первой из формул (10.4) либо 
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отношение |smj/sij| по второй формуле. Вычисление оценок 
E{Qjm) л,ибо E(Qjm) осуществляет подпрограмма, работающая 
отдельно с мантиссами и показателями сомножителей. Это не­
дешево, и для сокращения общей работы используется такое 
эмпирическое наблюдение: в каждой группе собственных значе­
ний сходимость наступает тем позже, чем меньше отделенность 
от соседних корней. .Поэтому все истинные числа Ритца делятся 
на равные по количеству подгруппы и в каждой такой подгруп­
пе оценка Е либо Е вычисляется лишь для числа с минималь­
ной отдаленностью. Считается, что все остальные числа данной 
подгруппы имеют погрешность, не превышающую вычисленной. 

Приведем теперь некоторые примеры результатов, получен­
ных программой [13]. Ниже, в таблице зафиксирован ход про­
цесса для матрицы POIS 1008. Эта матрица порядка 1008 соот­
ветствует обычной .пятиточечной аппроксимации оператора 
Лапласа в прямоугольнике с нулевыми условиями Дирихле. 
Шаг сетки вдоль каждой оси постоянен, число шагов вдоль оси 
я —57, вдоль оси у—19, отношение шагов А у/ Ах=2.98632. 
Собственные значения матрицы POIS 1008 известны. Все они — 
простые и лежат в интервале (5.48102 X Ю-3, 3.99452). Отде­
ленность разных собственных значений весьма различна: от 
8.3 X Ю-6 до 0.115. Плохо отделенные корни есть как на краях, 
так и в .середине спектра. 

Первый столбец таблицы указывает номер шага, на котором 
процесс останавливается; второй столбец—количество чисел 
Ритца, оставшихся после удаления посторонних; третий — ко­
личество истинных чисел Ритца, имеющих не менее десяти вер­
ных десятичных знаков; четвертый — количество истинных чи­
сел Ритца, имеющих как минимум 8 верных десятичных знаков. 

Из таблицы видно, что А в этом процессе равно 252 
(=п/4). Первая остановка происходит, когда т = п/2; за т = 
= 1764 шагов все собственные значения вычислены по крайней 
мере с десятью верными десятичными знаками. 

504 
756 
loos 1260 
1512 
1764 

478 
681 
867 
989 
1006 
1008 

62 
113 
171 
852 
991 
1008 

70 
123 
307 
878 
997 

Обычно в методе Ланцоша собственные значения, располо­
женные ближе к краям спектра, сходятся раньше. Данный при­
мер в этом смысле нестандартный. Будем считать наименьшие 
252 и наибольшие 252 собственных значений крайними, а 
остальные — внутренними. Сходимость в этих двух группах 
происходила так: вначале сходились только крайние корни, и 
при остановке после 1008-го шага 34% этих корней сошлись 
окончательно (т. е. имели 10 верных знаков); такой точности 
не имел ни один внутренний корень, хотя 65% из них имели от--
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носительные ошибки в интервале от 10~8 до 10~4. Однако на 
следующей остановке, после 1260 шагов, оказалось, что окон­
чательно сошлись все внутренние корни, а 31% крайних корней 
не имели нужной точности. Эти корни (расположены IB спектре 
матрицы А большими скоплениями (кластерами) с наихудшей 
отдел енностью. 

Рассмотрим еще один пример. Матрица POIS 992 тоже со­
ответствует аппроксимации оператора Лапласа в 'прямоуголь­
нике, при этом на границе задано однородное условие Нейма­
на, кроме участка оси х, где задано однородное условие Дирих­
ле. Вдоль оси х взято 30 шагов, вдоль оси у — 32, отношение 
шагов A#/AJC=0.96875. Точные собственные значения матрицы 
POIS 992 неизвестны, поэтому 'погрешность чисел Рчитца опре­
делялась посредством оценки Е. 

В таблице показан ход метода Лаицоша для POIS 992; 
Столбцы имеют прежний смысл, с тем отличием, что в послед­
нем столбце указано количество' собственных значений, имею­
щих шесть и более верных десятичных знаков. Первый раз 
процесс был остановлен после 2п .шагов; в дальнейшем оста­
новки выполнялись с интервалом в А=п/2 шагов. 

1984 
2480 
2976 
3472 
4000 
4960 
5952 

945 
974 
981 
986 
988 
992 
992 

667 
830 
896 
917 
943 
949 
992 

774 
919 
956 
958 
958 
992 

Как видим, здесь потребовалось 6п шагов, чтобы все собствен­
ные значения сошлись с требуемой точностью. Причина такой 
медленной сходимости — наличие двух длинных цепей очень 
плохо разделенных корней в середине спектра. Именно эти 
собственные значения сходятся последними. Между тем, пос­
ле m = 2,5 n шагов уже 919 чисел Ритца имели по меньшей 
мере шесть верных знаков. Тем самым, более половины процес­
са было затрачено на то, чтобы найти приближения к неболь­
шому числу корней с наихудшей отделенностью. 

Ввиду типичности такой ситуации и учитывая, что большая 
часть времени работы программы тратится на вычисление соб­
ственных значений трехдиагональных матриц, предлагается та­
кая модификация алгоритма. При некотором умеренном значе­
нии т, типа 2,5 п либо Зпу проводится остановка с вычислением 
всех корней Тт и Т2,т. Оценки Е либо _ позволяют опреде­
лить те участки спектра Л, где точность приближений наихуд­
шая. Следующую остановку можно устроить при большом зна­
чении пг, например, для т = 5я или т = 6 п. При этой останов-. 
ке вычисляются уже только те собственные значения 
трехдиагональных матриц, которые принадлежат выделенным 
ранее «плохим» интервалам. 
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Любопытно отметить в связи с предположением 2 предыду­
щего параграфа, что для матрицы POIS 992 все числа |3i были 
больше, чем 0.58, и больше, чем 0.5 — для матрицы POIS 1008.. 

Сообщим в заключение некоторые характеристики програм­
мы [13]. Помимо матрицы А и двух массивов длины л, необ­
ходимых для рекурсии, требуется 5 1/г массивов длины М, где 
М — максимальное число шагов Ланцоша, допускаемых поль­
зователем. Если сравнивать эти требования с памятью, необ­
ходимой для стандартной программы симметричного QR-а.лто-
ритма, то при /г=1000 и М = 6000 они в 15 раз меньше. 

§ 11. АЛГОРИТМ ПАРЛЕТТА—РЕЙДА 

Программы, о которых шла речь в предыдущем параграфе,. 
возлагают на пользователя бремя некоторых ответственных ре­
шений. В частности, пользователь должен указать значения 
параметров A и М, регулирующих количество остановок и пре­
дельную продолжительность процесса Ланцоша. 

Поскольку число шагов m значительно превосходит порядок 
п матрицы, работа по вычислению спектров трехдиагональных 
матриц занимает большую часть счетного времени. 

Алгоритм Парлетта—Рейда [45], обсуждаемый в данном 
параграфе, отличается от рассмотренных ранее как раз в этих 
двух отношениях. Именно, необходимое число шагов опреде­
ляется автоматически, и собственные значения трехдиагональ­
ных матриц не вычисляются в явном виде. 

Мы опишем сейчас основные идеи и общую структуру алго­
ритма, после чего остановимся на наиболее важных его де­
талях. 

Главную роль в процессе играет массив точек 

распределенных по всему спектру А. В точках этого массива 
собирается информация о треугольных разложениях матриц 
Tm—xhI, позволяющая определить количество чисел Ритца в 
каждом интервале вида (%-ь хк) и приближенно найти сами 
эти числа. Скажем об этом несколько подробней. 

Рассмотрим треугольное разложение матрицы Тт—xl: 
Tm—xI=LDLT, (11.2) 

где D — диагональная, a L — нижняя двухдиагональная матри­
ца с единицами на главной диагонали. Чтобы разложение 
(11.2) было возможно, необходимо и достаточно, чтобы х не 
был собственным значением матриц Tj, l{le}/{le}«z. 

Диагональные элементы Ь>(х) матрицы _ связаны' рекур­
рентными соотношениями: 

61{x) = al — x, 
si(x)=«rx-p;._1/sH(x), j>\. (п.з) 
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Элемент бт(лг) представляет собой рациональную функцию от 
х, корни которой суть собственные значения Тт, а полюса — 
собственные значения Тт-\. 

Число vm{x) отрицательных элементов bj{x), l{le}/{le}m, рав­
но, согласно закону инерции Сильвестра, числу собственных 
значений Тт меньших, чем х. 

Если проводить в точках массива (11.1) счет по рекуррент­
ным формулам (11.3) и регистрировать число ут для всякой 
точки, то на каждом шаге т алгоритм будет располагать та­
кой информацией: количество чисел Ритца 8im в интервалах 
между точками хк-я значения функции 8т(х) в этих точках. 

Массив (11.1)—динамический: к нему можно приписывать 
и из него можно изымать точки. Целью первой части процесса 
Ланцоша является выявление и разделение истинных чисел 
Ритца: к массиву (11.1) на каждом шаге добавляются точки 
с расчетом добиться, если это возможно, такой ситуации, ког­
да в каждом интервале вида (хл_ь хк) будет не более, чем 
одно такое число Ритца. Приписывание к (11.1) новой точки 
означает, что для нее по формулам (11.3) будут вычислены б т 
и Ут, которые в дальнейшем с ростом т по этим же формулам 
пересчитываются. 

Пусть {xk-i, xk) —интервал, содержащий лишь одно число 
Ритца 6im. Если к тому же в нем оказывается, и тоже ровно 
одно, число Ритца предыдущего шага, то возникает вопрос: не 
является ли это следствием стабилизации? Алгоритм Парлет-
та—Рейда основан на той же простой стратегии, что и про­
граммы [33, 34, 18]: стабилизирующиеся числа Ритца квали­
фицируются как приближения к собственным значениям А. 

Проверить предположение о стабилизации можно различны­
ми способами. Можно просто вычислить собственные значения 
матриц Тт и Г„-_ь принадлежащие интервалу {xh-u xh), и срав­
нить их. Это дорого и непоследовательно. 

Другая возможность — разделить интервал (лг-,_ь xh) попо­
лам, включить середину интервала в массив (11.1) и проверить,. 
сохранится ли в одной из половинок ситуация предыдущего ша­
га, т. е. не будет ли в уменьшенном вдвое интервале присут­
ствовать по одному собственному значению матриц Тт и Tm+l. 
Если ответ положительный, то процесс деления пополам мож­
но продолжить, пока числа Ритца соседних шагов не разделят­
ся. Если же они не разделяются, то число Ритца стабилизо­
валось. При этом деление пополам не было напрасным: каж­
дый его шаг давал очередной верный двоичный разряд 
собственного значения. 

На описанном сейчас процессе бисекции был основан пер­
вый вариант программы Парлетта—Рейда. Его недостатки оче­
видны: «разбухание» массива (11.1) (грубо говоря, требуется 
по одной точке на каждый верный двоичный разряд каждого 
собственного значения А) и связанный с этим большой счет 
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по формулам (11.3). Поэтому в последней версии программы 
проверка стабилизации осуществляется иначе. 

Значения функции 6т(х) известны в точках хи что позволя­
ет применить к ней в окрестности интервала (xfc_i, xh) рацио­
нальную интерполяцию невысокого порядка. Проблемы, свя­
занные с такой интерполяцией, разбираются ниже. За прибли­
женные значения чисел Ритца (двух последовательных шагов) 
из (jcft_i, xk) берутся нуль | и полюс л построенной рацио­
нальной интерполянты. Признаком стабилизации является бли­
зость | и я с той, однако, оговоркой, что хотя бы один из 
узлов интерполяции должен быть близок к- ним обоим: иначе 
| и JC нельзя рассматривать как достоверные приближения чи­
сел Ритца. Если это не так, к массиву (11.1) приписывается 
точка, прогнозирующая положение числа Ритца на следующем 
шаге, и для матрицы Tm+i повторяется процедура сравнения 
||—иг] с расстоянием от {xi} до ближайшего узла интерполяции. 
Если же эти расстояния одного порядка и |£—я| достаточно 
мало, вычисляется оценка погрешности для числа. Ритца {xi}. 
Эта оценка сравнивается с допуском на погрешность, задавае­
мым пользователем,программы. Если оценка превышает допуск, 
то стабилизация числа | еще недостаточна, и процесс продол­
жается прежним образом. В противном случае, | считается пол­
ностью установившимся; в массив (11.1) вносятся две точки 
.£±TOL, где 

TOL = max{ACC, 2n&} \\А\\, (11.4) 
.а АСС — допуск на относительную погрешность (вычисления 
собственных значений; точки xit принадлежащие интервалу 
(£—TOL, i|+TOL), удаляются ;из массива (11.1). 

Интервал (£—TOL, I+TOL) в дальнейшем называется фик-
•сированным. Его концы действительно остаются в массиве 
(11.1) до выхода из программы. В отличие от других точек л,*, 
в концах фиксированного интервала счет по .формулам (11.3). 
не ведется; вычисляются лишь значения функции vm. Если ори 
продолжении процесса функция vm регистрирует появление но­
вого числа Ритца в данном, фиксированном интервале, это но­
вое число считается повторной копией того же собственного 
значения, которое приближает | . 

Участок между двумя соседними фиксированными 'интерва­
лами будем называть лакуной. Если в процессе возникнет си­
туация, когда все лакуны пусты (не содержат чисел Ритца), то 
происходит выход 'из программы. Однако, такая ситуация встре­
чается не часто, и в программе используется 'более сложная 
процедура окончания. О ней мы расскажем ниже. 

Если пользователю нужен не весь спектр, а лишь собствен­
ные значения, принадлежащие некоторому отрезку [а,Ь], то 
описанный процесс применяется только к этому отрезку: в нем 
выбираются точки xi} и т. д. 
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Теперь мы более подробно' обсудим такие вопросы: по­
строение рациональной интарполянты,. стратегия .приписывания 
и удаления точек xiy оценка погрешности чисел Ритца, процеду­
ра окончания. 

Для интерполирования функции дш{х) .в интерв'але (л-ь-ь 
xh) в программе Парлетт.а—Рейда принята рациональная ин­
терполяция-типа (2,1): 

(*--£) О—х) ,^ ~ 

Напомним, что интерполяция применяется лишь тогда, когда 
значения vt показывают наличие в данном интервале ровно 
одного числа Ритца для (т—1)-го и m-го шагов. В качестве 
трех точек, необходимых при построении (11.5), берутся Xk-i, 
xk и та из точек xh-2, xh+h которая ближе к интервалу 
(Xh-U Xk). 

Если стабилизация действительно имеет место, то числа 
Ритца двух последовательных шагов О*"1-"1* и 9(т), находящиеся 
в (JCfe_i, Xk), очень близки. Возникает, опасная для интерполя­
ции ситуация скрытой нары «нуль-полюс». Она состоит в том, 
что для х, не слишком близких «к 6(т-1) и 6(т), множители 
х—В1"1-*1- и х—8(т), находящиеся соответственно в знаменателе и 
числителе 'выражения для Ьт(х), «почти» сокращают- друг дру­
га. В результате поведение 6т(х) в этих точках х таково, ка.к 
если бы данной пары «нуль-полюс» новее не было. Если все 
узлы интерполяции выбраны в этой зоне, то и рациональная ин-
тертюлянта, скорей всего, не будет иметь нуля и полюса, 'близ­
ких к 9(ш) и б-"1--'. 

Итак, чтобы иметь уверенность в результатах интерполиро­
вания, нужно обеспечить, чтобы хотя .бы один узел интерполя­
ции был 'близок 'к положению стабилизующегося корня. Из это­
го и исходит стратегия приписывания точек xt к массиву (11.1). 
Именно, после того, как {xi} и л — оценки положения нуля и по­
люса 6т(х) в (#ь_ь Xk) —вычислены, проверяется справедли­
вость неравенства 

min|£ — x i |<50max( |£- r t | , TOLC). (11.6) 
i 

Здесь TOLC— пороговое значение для величины ||—ят|, ниже 
которого £ расценивается как приближенное собственное зна­
чение Л, и для него вычисляется оценка точности. Константа 50 
выбрана на основании ограниченного опыта эксплуатации про­
граммы. 

Если неравенство (11.6) не выполнено, в массив (11.1) до­
бавляется точка. К.ак она должна быть выбрана? С одной сто­
роны, она должна учитывать нынешнее положение •£, с другой — 
то обстоятельство, что стабилизация еще не 'закончилась, и по­
ложение | на следующем шаге может измениться. При этом 

15—4334 225 



сходимость чисел Ритца к предельному значению, начиная с не­
которого момента, становится монотонной. 

Исходя из сказанного, получаем, что включаемая в массив 
(11.1) точка хн имеет вид | + (|—я). 

При построении рациональной интерпо'ля'нты (11.5) принята 
дополнительная предосторожность, учитывающая возможность. 
«внезапной сходимости»: пара «нуль—полюс» для 6m+i может 
оказаться значительно более близкой, чем аналогичная пара 
для бт. Точки Х{, расположенные адекватно разделенности в бт, 
могут оказаться плохо расположенными относительно бт+ь 
Поэтому'интерполяция (11.5) проводится дважды. Вначале она 
применяется к бт; при этом должна получиться хорошая оценка 
для нуля 6т, т. е. полюса тст+1 для 6m+i. З'атем при фиксирован­
ном гс (л—Лт+i) (П.5) применяется к 6т+ь чтобы подучить 
оценку нуля бте+ь В последнем случае нужны лишь два узла, и 
выбираются ближайшие (для пары £, .тс) из точек Хг. 

Если неравенство (11.6) выполнено и, кроме того, 
|£-:rt|<TOLC, (11.7) 

то для I, как приближенного собственного значения .А,- вы­
числяется оценка точности. В основе этой оценки —опять-таки 
«индикатор» Рт/, но способ его вычисления очень любопытен. 

Пусть 9 = ejm—анализируемое число Ритца, 5 —соответст­
вующий приближенный собственный вектор матрицы Тт, так, что 

Tms-Qs = g, | | s | | = l,, (11.8) 
Таким образом, в отличие от § 6, 9 и s не считаются здесь точ­
ной собственной парой, что существенно используется в даль­
нейшем. 

Если y=Qms— вектор Ритца, отвечающий числу 9, то из-
(11.8) и (6.1) следует: 

Ay - %y =§mqm+iem
Ts+Fms + Qmg, 

откуда 
||Ar/ — 9y| |<[3m /-f | |Fm | | -f | |Q^| | . (И.9> 

Для оценки \\Fm\\ используется неравенство, приведенное 
в § 6 : • • • 

••• \\Fm\\<\\Fm\\E<(7 + c~4)Vm\\A\\s, 
где с = |||А|||/||.А|[, Т1-максимальное число ненулевых элементов 
в строке А. Помимо (11.9), при оценивании качества 9 нужна 
нижняя граница для \\у\\. Здесь используется неравенство Пейджа 
(6.7) и то обстоятельство, что само оценивание проводится для 
простых чисел Ритца, еще до того, как появятся их копии. 

Итак, осталось указать способ оценки последней компонен-
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ты sm вектора s и величины ||Qmg1|. Простейшим методом было 
бы использование обратной итерации. Авторы отвергают этот 
путь на том основании, что потребовалось бы дополнительно 
6 т машинных слов ОП и 8 т мультипликативных операций 
даже при одной итерации метода. Применяемый ими способ не 
требует дополнительных векторных массивов и обходится при­
мерно в 3 т мультипликативных операций. 

В действительности, эта техника известна еще с 50-х годов и 
пользуется плохой репутацией. Именно, решается относительно 
и система 

(Гт—%I)u=^eh, (11.10) 
где ek — &-й столбец единичной матрицы 1т. Значение к пока 
не определено; о его выборе будет сказано ниже. 

При решении (11.10) используется встречная прогонка. По­
лагаем t2ii = l и из уравнений с номерами 1, 2 , . . . , k—1 после­
довательно определяем 

p i w 2 = - ( f f l i - e)-*i, 
Pi-M——(аг —8) _ i — Pi-i-i_i, * = 2, 3, . . . ,&—1. 

Затем, исходя из ип=\, находим из уравнений с номерами т, 
т—1, . . . , Н 1 числа « т - ь . . . • ик: 

Рми2-1-=— (а- — 6)tfi —Мг+ъ i = m~l, . . . .u- f - l . 
Первые k — l компонент и теперь получаются нормировкой 
одноименных компонент wh обеспечивающей равенство Wk — tik: 

Ui^WiUk/Wu, i = \, .. .,k—\. 
Полученный вектор а удовлетворяет (11.10) для 

l|) = Pk-iMk-i + CLkUk -f PkttM • 

Он может быть плохим приближением к искомому собственно­
му вектору s лишь в том случае, если k-я компонента s очень 
мала. 

Следовательно, нужно выбрать к таким образом, чтобы 
k-я компонента строящегося приближения и к s не была слиш­
ком мала. В программе Парлетта—Рейда это достигается так. 
Прогонка вперед идет до тех пор, пока не найден локальный 
максимум, »т. е. компонента wh, большая (по абсолютной вели­
чине) обоих соседей. Соответствующее значение k и берется в 
качестве пробного. Если окажется, что в построенном векторе и 
&-я компонента имеет максимальный модуль, то выбор к заве­
домо был правильным. Если даже \uh\—не максимальное зна­
чение, вектор и все же, как правило, будет приемлемым. Су­
дить об этом можно по величине ||Qmg!l. Из (11.10) следует: 

IIQmg||=ll-7kill^|/||«IHhH/|l«ll- <н .п) 
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При правильном выборе k отношение |\f|/i|w|| должно быть 
мало. 

Пусть, однако, это не так. Тогда прогонка вперед продол­
жается дальше первоначального значения k, пока не будет 
достигнут локальный максимум, в 10 раз больший предыдуще­
го. Коэффициент 10 взят для того, чтобы избежать опробования 
многих значений k. В точке нового локального максимума по­
вторяется процесс «склеивания» вектора и и вычисление вели­
чины HQ-mgll. При необходимости, изменение k проводится не­
сколько раз. Если прогонка вперед доведена до последней ком­
поненты, и ни одно значение k не признано удовлетворитель­
ным, берется то из пробных значений, которому отвечает наи­
меньшая величина (1Ы1). Таким образом, в любом случае 
будет найден некоторый приближенный собственный вектор 
s = u/\\u\\ и соответствующее значение ||С?т£||; тем самым, оцен­
ка (11.9) будет полностью определена. 

Выше уже было сказано, что число Ритца, удовлетворяющее 
заданному пользователем допуску на точность вычисления соб­
ственных значений, окружается фиксированным интервалом, и 
попадающие в этот интервал точки xi удаляются из массива 
(11.1). Однако, удаление точек хг возможно и иным путем, 
помимо стабилизации чисел Ритца. 

Стратегия выбрасывания точек такова: если пять подряд 
идущих Xi имеют одно и то же значение функции vm, то уда­
ляется из (11.1) центральная точка. В основе этого правила — 
то соображение, что подобная точка не является концом интер­
вала, содержащего число Ритца, и не является точкой, бли­
жайшей в (11.1) к одному из концов таких интервалов. Эта 
точка, следовательно, не будет использоваться при интерпо­
ляции. 

Указанный выше простой критерий выхода из процесса (все 
лакуны не содержат чисел Ритца) основан на том экспери­
ментальном факте, что обычно два несмежных собственных 
значения А могут быть вычислены с большой точностью лишь 
после того, как в спектре Тт появилось, пусть грубое, прибли­
жение хотя бы к одному промежуточному собственному числу. 
Однако, ситуация простого критерия возникает редко. Чаще 
всего в окрестностях фиксированных интервалов возникают по­
ка еще очень неточные копии уже принятых (в качестве соб­
ственных значений) чисел Ритца. Через несколько. шагов они 
попадут в фиксированные интервалы, а тем временем где-то 
появятся копии других. 

Программа Парлетта—Рейда ориентирована на ситуацию, в 
которой каждая лакуна либо пуста, либо содержит только од­
но число Ритца. При возникновении такой ситуации делается 
предположение, что уже получены приближения ко всем соб­
ственным значениям А. Если это так, то числа Ритца, находя­
щиеся сейчас в лакунах, должны при продолжении процесса 
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войти в фиксированные интервалы. За такими числами Ритца 
устанавливается слежение, и если гипотеза подтвердилась, про­
цесс заканчивается. 

Если, однако, во время проверки гипотезы в какой-либо ла­
куне регистрируется два числа Ритца, это воспринимается как 
ее опровержение. С этого момента процесс Ланцоша 
идет прежним образом, пока снова не возникает ситуа­
ция, где в каждой лакуне содержится не более одного числа 
Ритца, 

В заключение приведем некоторые сведения о программе» 
реализующей алгоритм Парлетта—Рейда. Эта программа, на­
писанная на языке ФОРТРАН 66, включена под именем 
EA14AD в известную библиотеку подпрограмм Харуэлла 
(атомного центра в Великобритании). Длина программы при­
мерно 10 000 байтов. Требуются массивы для хранения сле­
дующей информации (помимо А): а) два рабочих вектора 
длины п для ланцошевой рекурсии; б) два массива переменной 
длины / для трехдиагональной матрицы Ту, в) массив для соб­
ственных значений, найденных в заданном интервале [а, Ь] 
(обозначим их число через с); г) массивы для точек *i и соот­
ветствующих значений функций 6j и Vj. Длина каждого из этих 
массивов, как правило, не превышает Зс; при этом нужно 
учесть, что vj — целочисленная функция. 

В итоге, требования к ОП составляют (не считая хранения 
А) 2 п + 2 / + 8 72 с машинных слов по сравнению с 5 -/г ; в про­
грамме Каллэм—Уиллоугби. Программа Парлетта—Рейда осо­
бенно экономична, если вычисляется часть спектра, где с не 
особенно велико. 

Для двух примеров — POIS 992 и POIS 1008, —- описанных 
в предыдущем параграфе, программа Парлетта—Рейда дала 
результаты, очень сходные с результатами Каллэм—Уиллоугби. 
В случае POIS 992 последнее собственное значение было най­
дено после 4916 шагов, и сразу было выполнено условие выхода. 
Последнее собственное значение POIS 1008 было найдено пос­
ле 1667 шагов, но процесс продолжался еще 35 шагов, пока не 
была проверена гипотеза об окончании. 

Для первой из матриц максимальное число точек xh было 
2926, а для второй — 2153. 

По поводу экономии, достигаемой отказом от прямого вы­
числения собственных значений матрицы Тт, Парлетт и Рейд 
приводят такие данные. Если для матрицы Тт порядка 4916 
вычислить все собственные значения, пользуясь подпрограммой 
IMTQL1 из известного пакета EISPACK (именно эта програм­
ма используется в алгоритме Каллэм—Уиллоугб'и), потребует­
ся приблизительно 92/3 мин. (на машине .IBM 3033). В то же 
время вся работа программы Парлетта—Рейда для матрицы 
POIS 992 составила 4~/з мин. 
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§ 12. АЛГОРИТМ ЛАНЦОША КАК МЕТОД 
РЕШЕНИЯ СИММЕТРИЧНЫХ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ 

СИСТЕМ УРАВНЕНИИ 

Еще Лавдо-ш указал [36], что последовательность {<?.;} мо­
жет быть использована для /решения линейной системы 

Ах = Ь (12.1) 
с симметричной матрицей А. Предположим, для (простоты, что 
в алгоритме Ланцоша не было обрывов (т. е. fo-т-О, /== 
| - 1 . . . , « — 1 ) ; тогда будет построена (в точной арифметике) 
ортогональная матрица Q== (<7ь •.., qn) такая, что 

QTAQ = T 
— трехдиаганальная матрица. Полагая 

x=Qs, d = Q4, (12.2) 
получим из (12.1) систему с трехдиагональной матрицей 

Ts^d. (12.3) 
Разрешив ее относительно s, вычислим затем 'решение х исход­
ной системы (В соответствии с первой из формул (12.2). 

Чтобы обрыв процесса <не приводил к осложнениям, будем 
строить последовательность (векторов Ланцоша, полагая 

?1-=-&/|И|, РоЧИ-
При обрыве на т-м шаге ( m < n ) будет получено m-мерное ин­
вариантное подпространство матрицы А, а именно, Жт= 
= span{<7i,..., qm}. Если А «©вырождена, то невырождено и 'ее 
сужение на Жт. Вследствие выбора q\, правая часть системы 
(12.1) принадлежит Жт\ это же верно и в отношении ее реше­

ния х. Полагая поэтому Qm= (<7ь • • •» -7m)» x=QmS, приходим к 
системе 

где Tm=Qm
TAQm — трехдиагональная матрица порядка т, а 

в\—-единичный m-вектор. 
Если известно хорошее приближение х,0 к решению х, то 

вместо (12.1) решают систему 
Ax=rQ, rQ=b — AxQ. (12.4) 

В этом случае последовательность Ланцоша строят, исходя из 
нормированного вектора r0/||r0||, {beta}o— Ikoll-

В. М. Фридман [4] предложил (модификацию описанного ме­
тода, в которой избегается решение трехдиагональной системы. 
Вместо этого параллельно с вычислением векторов Ланцоша 
перестраивается текущее приближение к решению х, а также 
невязка этого приближения. В целом расчетные формулы мето­
да Фридмана напоминают формулы метода сопряженных гра­
диентов . 

Бели последовательность Ланцоша начинается с вектора 
«7i = 6/||b|| (в случае системы (12.4) с вектора г,0/|]го11, что в 
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дальнейшем всегда nipедполатается, то алгоритм Ланцоша (по 
крайней мере, для положительно определенной матрицы А) 
допускает и непосредственную трактовку с позиций метода •со­
пряженных градиентов (м. с г.). При этом, например, 'векторы 
£/i оказываются нормированными невязками м. с. г, 

В численной практике алгоритм Ланцоша как конечный ме­
тод решения симметричных систем не закрепился по той же 
причине, что и в качестве метода трехдиагонализации симмет­
ричных матриц: векторы qi быстро' утрачивали ортогональность, 
а рп не равнялось нулю. Между тем, метод (12.2) — (12.3) су­
щественно использует ортогональность матрицы Q. 

Попытки построить на основе процесса Ланцоша надежный 
метод решения симметричных неопределенных систем возобно­
вились в 70.-е годы. К этому времени утвердилась трактовка 
м.с. г. «ак итерационного, а не как конечного алгоритма. Сам 
метод Ланцоша, в применении к спектральным задачам, стал 
рассматриваться как итерационный. .Вполне естественно, то> 
этому, что новые варианты метода Ланцоша для решения ли­
нейных систем тоже приобрели итерационный характер. 

Наиболее удачным из этих 'вариантов является, по-видимо­
му, созданный Пейджем и Сондерсом алгоритм SYMMLQ [42]. 
Прежде, чем приступить к его опшеанию, нам необходимо еще 
раз обсудить вопрос о связи метода Ланцоша с м.с.г., уже за­
тронутый в § 9. 

Поставим в отношении системы (12.1) задачу: найти среди 
векторов ирыловского подпространства Жт(Ь) наилучшую ап­
проксимацию решения х этой системы. Ответ, как и в случае 
метода Ритца, будет таков: наилучшая аппроксимация ут 
должна выбираться из условия ортогональности невязки b— 
—Аут?== г (у-т) к подпространству Жт. Оставаясь пока в рамках 
точной арифметики, возьмем ортонормированный базис Ланцо­
ша #1,. . . , qm подпространства Крылова. Тогда сформулирован­
ное свойство вектора ут и подстановка 

Ут — Щт^т (12.5) 
приводят к трехдиагональной системе порядка т: 

TVm—Mi™ (12.6) 
Вектор ут — это есть в точности т-е -приближение м.с г. 

(при условии, что г/о—0), по крайней мере, в случае положи­
тельно определенной матрицы А, что и предполагается обычно 
в этом методе. Положительная определенность А гарантирует 
положительную определенность любой матрицы Тт (m{le}«) и, 
следовательно, разрешимость всех систем (12.6). 

Однако, формально для применения м.с.г. не нужно ничего, 
кроме симметрии матрицы А и необращения в нуль знаменате­
лей в расчетных формулах метода. В случае положительно 
определенной А это обеспечено автоматически, но может быть 
справедливо :и для А, не являющейся определенной. 
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Оказывается, что © 'известном смысле м.с.г. эквивалентен 
применению к последовательности систем (12.6) разложения по 
Холесскому (об этой связи говорилось и в § 9). Действительно, 
пусть 

j m "-- ---т^т-^т (12.7) 
— разложение Холесского матрицы Тт. Положим: 
Cm=QmLm-T. Тогда 

•" т^т:== LmUтЬт$т-==-LmL)трт, 

Таким образом, 
1тЕ>тРт^$Ф\т, 

и нижняя треугольная матрица LmDm является подматрицей 
для Lm+iDm+l. Следовательно, переход от рт к рт+1 состоит 
в том, что из последнего уравнения системы 

Lm+iDm+1pm+1=$0e™+1 

определяется последняя компонента £m+i вектора рт+и осталь­
ные же компоненты «обоих векторов совладают. Если обозна­
чить через ст столбец с номером т матрицы Ст, то 'связь меж­
ду двумя соседними приближениями ут и ут+\ выражается 
формулой: 

Ут.+1 — Ут-\-Ь>т+\Ст+1' (12.8) 
По двучленным формулам пересчитывают ся и векторы ст\ из 
соотношения Cm+1Llt+i = Qm+i следует 

cm+i = qm+i — bm+lcm. (12.9) 

При (выводе этой формулы учитывал ось, что матрица Ст+1 по­
лучается из Ст приписыванием столбца ст+\\ прочие столбцы 
обеих матриц совпадают. Кроме того, матрица Lm+1—двух-
диагональная с единицами на главной диагонали; через 6m+i 
обозначен элемент этой матрицы, стоящий в позиции ( т + 1 , т). 

Наконец, векторы ст оказываются А-соетряженными: 
LimJ\L,m = Lm Qm-A-LlmLm =L.m 1 mLm ==L)m. 

Тем самым, векторы ст суть не что иное, как -направления 
спуска в м.с.г., а соотношения (12.8), (12.9) но-существу 
совпадают с рабочими формулами этого метода. Отличие лишь 
в том, что невязки гт в м.с.г. не подвергаются нормировке. 

Описанная агапроксима.щюнная точка зрения на м.с. г. 
позволяет по-иному взглянуть на обстоятельства, осложняющие 
применение метода к неопределенным системам. Прежде всего, 
при некоторых т может, ©следствие вырожденности матрицы 
Тт, оказаться неразрешимой система (12.6). Заметим, однако, 
что при невырожденной А это возможно лишь не более, чем 
для половины значений т: вырожденность двух последовательг 
232 



ных матриц Тт влекла бы за собой, ©следствие трехчленных 
формул, связывающих определители Тт, вырожденность А. 

При реальных вычислениях не менее опасна ситуация, когда 
некоторая матрица Тт близка к вырожденной. В этом случае 
разложения по Холесскому матриц Тт для т>т0 будут вы­
полняться с большими ошибками. 

Идея, высказанная Пейджем и Сондерсом, заключается IB том, 
чтобы сконструировать алгоритм типа м, с. г., который был бы 
эквивалентен последовательному решению систем (12.6), но не 
методом Холесского, а каким-либо устойчивым прямым мето­
дом; конкретно, методом вращений. При этом (векторы Ланцоша 
не сохраняются, а пересчитывается от шага к шагу текущее 
приближение ут к решению. Пересчитываются также и некото­
рые вспомогательные векторы, играющие в процессе ту же-
роль, что и направления спуска в м. с. г. 

Пусть 
Тт = 1тРт (12.10) 

— треугольно-ортогональное разложение матрицы Тт. Смысл 
черточки над матрицей L в том, чтобы подчеркнуть: матрица Lm 
не является главной подматрицей Lm матрицы Ьт+г, как то 
было в разложении Холесского. Единственное различие между 
JLm и 1т в элементе (т, т). Именно, если положить 

( 71 . 
б2 Y2 0 

Ч ?з Ъ 
то в Lm вместо ут стоит число ут = (Ъп2+Pm

2)V2; Р™ —вне диа­
гональный элемент матрицы Тт. 

Вектор sm полностью изменяется от шага к шагу, поэтому 
рекурсию удобней вести с векторами, um—Pmsm. Полагая 
Wm = QmPT

m, имеем: 
1т^=РоеГ, (12.11) 
y,n-Wjim. (12.12) 

Как говорилось выше, последовательность {у™} может быть 
определена не при всех значениях т. Поэтому в алгоритме 
Пейджа—Соидерса рекурсивно вычисляется другая, уже всюду 
определенная (последовательность iym

Lh от которой при жела­
нии легко вернуться к 0/т}. 

Чтобы определить .вектор ym
L, 'введем m-мерный вектор vm 

как решение системы 
А п ^ - Р о в Л (12ЛЗ> 
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В 'отл'ичяе от (12.11), система (12.13) всегда однозначно раз­
решима. При рт-7--0 это следует из выражения для ут> а если 
pm<—О, то Тт является (то крайней мере, в теории) сужением 

.невырожденной матрицы А на инвариантное подпространство 
Крылова Жт. Поэтому !Гт< сама невьгрюждена, а вместе с ней 
и Lm. 

Ортогональную матрицу Рт из разложения (12.10) можно 
представлять себе в ввде 'Произведения плоских вращений: 

В работе [42] вращения выбираются в симметризованной форме 
(так что это, в действительности, вращения с отражением), и 
нетривиальный квадрат матрицы Rk,k+i имеет вид: 

,sk —ckl 

Рассмотрим переход от Wn к Wm+X. Имеем: 
Wm+i = Qm+iPm+l = (Qm \ Яm+l) PmRm,m+l = 

= {QmPm\Qm+l)Rm,m+\:= {W m I -7m+l) Rrn,m+1-

Это соотношение показывает, что первые т — 1 столбцов обеих 
матриц, Wm и Wm^, совпадают. Что касается двух последних 
столбцов матрицы Wm+X — wZ+l и wZ+u то они получаются так: 

(wZ+l\wZi\)^(wm
m\qm+i)jRm,rn+i- (12.14) 

После (т-{-\)-то шага не будет меняться и т-й столбец после­
довательных матриц Wj, j>m. Матрицу, образованную уста­
новившимися значениями первых m столбцов, будем обозна­
чать через Wm. Таким образом, 

т. е. матрица Wm становится полностью определена лишь 
до завершении (/ге+-1)-го шага. 

Мы можем теперь определить последовательность {ут}: 

Поскольку вектор t>m+1 получается из вектора ът приписыва­
нием (/rc-j-l)-ft компоненты Сот+Х (см. (12.13)), то векторы yL

m 
связаны двучленной формулой: 

*£н--й+'-«"«в- (12-15) 
При необходимости вернуться к {ут} можно воспользоваться 
соотношениями: 

i i 7 m+l 

У m+l = Ут - + --m+l^m+1» 

*»/n+l=— ^т+11С m+l • 

.234 



Формулы (12.13) — (12.15) вместе с величинами, вычисляе­
мыми в процессе Ланцоша, определяют шаг метода Пейджа— 
•Сандерса.- Как уже было оказано, этот, метод — 'итерационный. 
Поэтому нужно иметь некоторую характеристику, которая 
позволяла бы судить о 'прогрессе 'вычислений и в нужный мо­
мент (выходить из алгоритма. В качестве такой характеристики 
в методе принята величина невязок, соответствующих прибли­
женным решениям ут и ут

ь. Оказывается, что для .норм этих 
невязок можно вывести формулы, в которые входят только ве­
личины, вычисляемые в ходе алгоритма. 

Используя основное матричное соотношение метода Лан­
цоша 

получим: 
rm = b — Aym^Qql — AQmsm = ^Qql — QmTmsm — 

Pm-7m+l {sm> &Tti)— Pmsmm^m+li (lz.lo) 
где через smm обозначена последняя компонента /^-мерного 
вектора sm. Итак, 

Iirm|| = f5m|smm|, (12.17) 
что является полным аналогом формулы (4.12). 

Выше было отмечено, что векторы sm в процессе не /вычис­
ляются. Поэтому для пересчета величин ||гтЦ выводится спе­
циальное соотношение. 

Поскольку Т'm = r^=-= PjnLJn, то из (12.6) получаем: 
<LmSm= Ро-т--1 • 

Приравнивая в этом векторном равенстве последние компонен­
ты, имеем: 

YAm=Mi"52-.-'-V-i' (12.18) 
Так как~ст=~ут1ут1 Im=$mjym, то из (12.16) и (12.18) сле­
дует: 

гт-== — (p0Si"s2-••s'm ~ст)qm+u 

||гт||—-(Ро515а...1я)/^. (12.19) 
Более сложные выкладки приводят к формулам: 

Итерационный процесс продолжают до тех пор, пока одна 
из величин (12.19) либо (12.20) не станет достаточно мала. 

Заметим, что в точной арифметике величина \\rm
L\\ должна 

монотонно убывать. Это вытекает из вложенности матриц Wm 
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(матрица Wm есть точная подматрица Wm+i) и ортонормально-
сти векторов т{, В то же время, авторы отмечают., что почти во 
всех случаях, когда выход из процесса происходил по величине 
II/"я,1,II, переход от ym

L к ут+1 давал значительное уменьшение 
нормы невязки. 

Сходимость метода в условиях приближенных вычислений 
в [42] не доказана. Правдоподобные соображения в пользу та­
кой сходимости изложены в работе [15]. В предположениях §9 
(в частности, А считается положительно определенной) показа­
на сходимость к нулю невязок гт. В случае неопределенной 
матрицы А доказано более скромное утверждение: в подпрост-•'. 
ранстве Жт, натянутом на реально вычисленные векторы Лан-
цоша, при достаточно большом га, зависящем от е>0, найдется 
вектор, дающий невязку (по отношению к системе (12.1)) с 
нормой, меньшей е. В работе [15] не удается доказать, что в 
качестве такого вектора можно взять вычисленный вектор ут. 

Заканчивая описание метода Пейджа—Сондерса, отметим, 
что каждый шаг этого метода помимо операций, связанных с 
ланцошевой рекурсией, требует выполнения еще примерно Ьп 
умножений. Нужны также дополнительно (по отношению к ал­
горитму Ланцоша) два или три, в зависимости от реализации, 
векторных массива длины п. 

В работе [44] Парлеттом предложен другой алгоритм ре­
шения линейных систем, также основывающийся на идеях ме­
тода Ланцоша. Мотивировка создания нового алгоритма за­
ключается в следующей критике по адресу метода SYMMLQ: 
последний, будучи эффективным при решении неопределенных 
систем, в положительно определенном случае сильно проигры­
вает м. с г. как по арифметике, так и по запросам к ОП. Кро­
ме того, число шагов, необходимых для получения достаточно 
малой невязки, может подчас быть чересчур велико. 

Сконструированный Парлеттом алгоритм под названием 
LAN имеет одну и ту же схему как в определенном, так и в не­
определенном случае. При этом, по утверждению'автора, для 
положительно определенных систем он по эффективности не 
уступает м. с. г. Число шагов Ланцоша в алгоритме LAN огра­
ничивается уже известным нам приемом выборочной ортогона-
лизации. Для этого, естественно, требуется сохранять векторы 
<7i во внешней памяти, а не сбрасывать их, как в SYMMLQ. 

Схема алгоритма LAN такова. В качестве начального век­
тора последовательности Ланцоша, как и ранее, берется b/\\b\\ 
(или го/||г0|| в случае системы (12.4)). Далее следует обычный 
процесс Ланцоша с выборочной ортогонализацией, дополнен­
ный пересчетом норм невязок по формулам (12.19), (12.20). 
Никаких других дополнительных операций на этом этапе не 
производится, в частности, не вычисляется текущее приближе­
ние к решеник). Таким образом, не нужны и лишние (по срав­
нению с методом Ланцоша) массивы. Когда норма невязки 

236 



снижается до заданного уровня (скажем, на шаге с номером 
М) ланцошева рекурсия прекращается и решается, например, 
~ем же методом вращений, система TMsM=$oeiM. Это единст­
венная система, р.ешаемая в алгоритме LAN, в отличие от 
SYMMLQ, где фактически решается последовательность си­
стем (12.6). 

После того, как sM вычислено, поочередно вызываются из 
ВП векторы Ланцоша и строится приближенное решение уы = 

Сообщение [44] об алгоритме LAN появилось еще до того, 
как метод был реализован программой. Других публикаций об 
этом методе пока еще не было. Поэтому сейчас трудно сказать, 
оправдываются ли немалые затраты, связанные с использова­
нием выборочной ортогонализации, указанными выше преиму­
ществами. Ответ на этот вопрос даст численная практика. В то 
же время метод SYMMLQ уже прошел довольно обширную и 
успешную эксплуатацию. В § 14 рассказывается о применении 
метода к отысканию собственных векторов симметричных 
матриц. 

§ 13. РЕШЕНИЕ НЕСКОЛЬКИХ СИСТЕМ 
С ОДНОЙ МАТРИЦЕЙ 

В статье [44] специальный раздел отведен анализу ситуа­
ции, когда решается последовательность систем с одной и той 
же матрицей. Рассматривается вопрос о том, как использовать 
информацию, полученную при решении первой системы, для 
ускорения решения последующих. Ввиду практической важно­
сти этого вопроса (указанная ситуация возникает, например, в 
методе обратной итерации), остановимся на нем несколько по­
дробней. При этом считаем, что арифметика выполняется точно. 

Пусть при решении первой системы было проведено / ша­
гов процесса Ланцоша. Тогда, после того, как ее решение вы­
числено, в ОП еще сохраняются трехдиагональная матрица Т^ 
вектор Г] и его длина jfy. Матрица Qj находится в ВП. Вектор 
<7j+i может быть получен нормировкой гл. Матрица Tf предпо­
лагается невырожденной: именно с помощью этой матрицы бы­
ло построено решение предыдущей системы. 

Теперь нужно решить систему (12.1) с новой правой частью 
Ь. Если для новой системы известно хорошее приближение к 
решению, то она сводится к виду (12.4). Будем для простоты 
обозначать правую часть (12.4) прежним символом г0. 

Подчеркнем,' что на протяжении этого параграфа, говоря о 
проекции х'ь решения системы Ах=г0 на подпространство &> 
мы имеем в виду проекцию в смысле Галеркина (см. § 12), так 
что г,0—Ахь±-3?> но не (х—xL)±S'. 

Представим новую невязку г0 ортогональной суммой: 
r0-=Qj_j4"--oj+i-7j+i + -;:o» С13-1) 
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где Wj=QjrQ и Qy+ir0—-0. Проекцию хг искомого решения на 
подпространство #fj можно было бы определить уже сейчас. 
Действительно, полагая Xi=Qjfi и умножая обе части исход­
ной системы слева на Qj, получим, учитывая (13.1): 

Tjfi = wj. (13.2) 
Однако, как вскоре выяснится, полное решение системы (13.2) 
не понадобится. 

Если бы Xi был найден, то отвечающая ему невязка rj*> 
была такова: 
rP = rQ — Axl = (rQ+<uj+iqJ+l+QjWj)--(QjTjf1 + $J(f1,e/)qj+l)== 

= г0 + (оз/41 - РуФу) qhx = г о + %/+i-7;+i, 
где 

Ф; = (/ь е/), Х;+1-со/+1—руФ;.. (13.3) 
Рассмотрим в связи с этим вспомогательную систему 

-4-*-%;+i-7;+i- (13.4) 
Можно решать эту систему, продолжая прежнюю последова­
тельность Ланцоша <7ь . . . , q^ и установив |xi+i| в качестве 
начального значения нормы невязки. Процесс длится до тех 
пор, пока на /г-м шаге (&>/) очередное значение |х^| нормы не­
вязки не станет пренебрежимо мало. 

Теперь решение х2 системы (13.4) могло бы снова быть 
найдено переходом в базис Ланцоша, где получается трехдиа-
гональная система с матрицей Тк и правой частью %j+iei+i* 
(верхний индекс указывает размерность единичного вектора), с 
последующим возвратом в исходный базис. Однако, сумма %i + 
+х2 уже не является проекцией х3 искомого решения на под­
пространство Жк, поскольку FiQ не ортогонален к векторам 
Я 5+2, • • • - -7ft. 

Положим com-=(/"o, <7/n)> fn = j-\~2,...,k, и образуем ^-мер­
ный вектор 

~k-—(-°b . • . , со,, ©y4i, • • •, щ)т, 
где первые j компонент составляют вектор Wj. Тогда можно-
написать разложение г0, аналогичное (13.1): 

_ " _ k 

t0=Qkwk+r0, /-0---Г0-- 2 ^гпЯт- (13.5) 
-га=-/+2 

Из (13.5) следует, что проекция xz определяется посред­
ством подстановки JC3=Qk/3> которая приводит к трехдиаго-
нальной системе 

2 V 3 = - k . (13.6) 
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Поскольку векторы Ланцоша сохранены во внешней памяти,-
можно внести векторы qj+2,.... q% в ОП и вычислить недостаю­
щие для (13.6) компоненты CDJ+2, . . . , ©д. Однако, разумнее 
совместить их вычисление с описанным выше этапом генериро­
вания этих векторов. В результате действия по получению х3 
выполняются в такой последовательности. 

Внося из ВП векторы gb ....g-,-, формируем вектор Wj. чис­
ло Wj+i и вектор г,0. С помощью последней компоненты вектора 
fi находим (см. (13.3)) начальное значение |% j+i| нормы невяз­
ки для второго этапа: достраивания ланцошевой последова­
тельности. На этом этапе вычисление каждого нового вектора 
qm сопровождается ортогонализацией к нему вектора r,Q и до­
полнением (за счет сот) вектора w. Лишь после этого qm мо­
жет быть вынесен в ВП. 

Система (13.6) может быть решена уже теперь, однако по­
следующее формирование вектора хг лучше отложить. Необхо­
димость в решении систем j_l3.2) и (13.4), как -видим, отпала., 

Если норма j3ft вектора rQ пренебрежимо мала, то процесс 
решения системы Ах—г0 можно считать законченным. В про­
тивном случае, нужно решить систему Лх=г0. Это можно 
сделать, проводя новую ланцошеву рекурсию с начальным век­
тором #ft+i —го/рь. При этом необходимо, чтобы ланцошевы век­
торы <7-£, i>K были ортогональны к Ж11. Если это верно, по 
построению, в отношении вектора qk+\ (коллинеарного го), то 
уже вектор Aqh+\ не обязан обладать этим свойством. 

Заметим, однако, что из qK+\LX>K следует Aqh+i±Xh~l. 
Таким образом, qh+i, Aqh+[, а следовательно, и все последующие 
векторы Ланцоша, ортогональны к Жк~1. Поэтому, чтобы обес­
печить попарную ортогональность всех ланцошевых векторов, 
новых и старых, достаточно, начиная с (&+1)-го шага, прово­
дить ортогонализацию векторов ri к qk. Итак, процесс дальше 
идет по формулам: 

i~k+i -=• -А^+1 — С-Й+1<7М ~ Yk+i-7k-
r i - = - 4 ^ - a ^ - p M ^ w - Y i ^ ) i>k+l; (13.7> 

здесь yt=(Aqu qh). Из них следует, в частности, что на про­
тяжении всего последнего этапа вектор qh должен храниться 
в ОП. 

Если положить giss-(yii+i,--->yi)T, To основное соотношение 
(4.7) метода Ланцоша заменяется теперь следующим: 

Это матричная запись формул (2.4) и (13.7); Т\ и 7г — трех-
диагональные матрицы порядка k и i—-k соответственно, при­
чем Т{ — это матрица Th из (13.6). 

Пусть на шаге с номером I норма невязки стала пренебре­
жимо малой. Тогда процесс Ланцоша заканчивается, и искомое 
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