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ГЕОМЕТРИИ 

В настоящей работе определяется класс алгебраических 
систем—внешних дифференциальных алгебр с линейной систе­
мой образующих. Изучаются способы их образования. Наме­
чается схема, следуя которой дифференциально-геометриче­
ские исследования укладываются в рамки теории внешних 
дифференциальных алгебр с линейной системой образующих. 

I. Внешней алгеброй [1] называется ассоциативная алгебра 
над полем к, которая, как линейное пространство над k, раз­
ложена в прямую сумму подпространств А<-1) (i = 0, 1,2,.. .), 
причем умножение (обозначается через Л) подчинено законам: 
если авА<-р\ ЬЫ<ч\ то а/\Ь^А^+^ и ЬЛа = (—1У">аЛЬ. В ча­
стности, Л(°) есть коммутативная подалгебра алгебры А. 

Будем предполагать поле /е имеющим нулевую характери­
стику. Для дальнейшего естественно понимать под k поле 
вещественных или комплексных чисел. 

Будем рассматривать далее лишь такие подалгебры внеш­
ней алгебры, которые разлагаются в прямую сумму своих 
пересечений с A('). Системой образующих элементов алгебры, 
как всегда, будем называть такое множество ее элементов, 
что всякий элемент алгебры есть конечная линейная комби­
нация (с коэффициентами из k) произведений конечного числа 
образующих элементов. Определяющими соотношениями назы­
вается совокупность всех независимых соотношений, сущест­
вующих между образующими элементами. 

Внешней алгеброй с линейной системой образующих будем 
называть внешнюю алгебру, обладающую системой образую­
щих адамантов.нулевой и первой степени (т. е. принадлежа­
щих Л<°) и .АЛ>, причем образующие первой степени незави-
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симы, т. е. не входят ни в какие определяющие соотношения, 
не вытекающие из упомянутых выше основных: Ь/\а — 
= {-\уча/\Ь (ae.A<">, ЬЫ^). 

Базисом идеала в алгебре А называется множество его 
элементов такое, что каждый элемент идеала есть конечная 
линейная комбинация (с коэффициентами из А\) элементов ба­
зиса. Если алгебра А задана образующими элементами к 
определяющими соотношениями, а элементы ha составляют 
базис идеала /, то факторалгебру А/1 можно определить,, 
добавив к определяющим соотношениям алгебры А соотноше­
ния яа=-0. Очевидно, факторалгебра внешней алгебры с ли­
нейной системой образующих по идеалу с базисом, принадле­
жащим A(0), также является внешней алгеброй с линейной 
системой образующих. Факторалгебра алгебры с линейной си­
стемой образующих по идеалу с базисом, принадлежащим Ат 

и -Д<1), будет алгеброй с линейной системой образующих, ес­
ли базисные элементы первой степени можно выбрать таким 
образом, чтобы они составляли часть независимых образую­
щих элементов первой степени всей алгебры А. 

Мы будем в дальнейшем пользоваться также следующим 
свойством алгебры с линейной системой образующих. Пусть 
шх — каким-либо образом вполне упорядоченное множество 
независимых образующих элементов первой степени. Тогда 
каждый элемент степени р, т. е, принадлежащий А(р), един­
ственным образом представляется в виде линейной комбина­
ции (с коэффициентами из A(0)) конечного числа элементов. 
вида ш^Л-^.Л . . . ЛШХР, где Х1-&2--. • • -#у 

2. Внешняя алгебра называется дифференциальной [1], ес­
ли в ней задан линейный оператор d, обладающий свойства­
ми (1)* dd-=0, (2*): для всякого aGAM (p = 0, 1,2,...), 
da&A<-P+l\ d{a/\b) — da/\b-\-(-~\)paAdb. Для алгебр с едини-, 
цей е следует добавить условие (3)*: de = 0. 

Рассмотрим примеры внешних дифференциальных алгебр с 
линейной системой образующих. 

Совокупность односторонне инвариантных внешних диффе­
ренциальных форм на /г-мериой группе Ли G или, что то же 
самое, совокупность кососимметрических ковариантных тен­
зоров на соответствующей алгебре Ли G представляет собой 
дифференциальную алгебру Аа с п независимыми образую­
щими элементами ш* первой степени. Дифференциал задается 
структурными уравнениями Картана: 

•'dta1 — — tl
k[wk/\a>1 (с1

ы = COnst). ( l ) 
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Пус ь е . - базис алгебры Л и G, соответствующий базису 
форм «><. Представление алгебры ЗдифАебенщшованиямиколь­
ца многочленов Р(х«) задается no формулам Р 

^ И =-?«(*-), ^р{хь)г 

И ™ , представления равносильно заданию внешней диффе-
," , п Я Л ^ б р Ы С обРазУ*°пщми элементами нулевой сте-

Г у У т . е и ; ; Г ( 1 ) Т е В И < ^ Ф Ф Ч « - ™ ™ й задает-
dx" — $« (x«) шг. • (2). 

коммутативной алгеброй ' над * полем /г, та 
задание операторов <9, равносильно заданию внешней диффе­
ренциальной алгебры, y которой Л(0) = R и имеется, кроме 
того, //.независимых образующих элементов первой степени и>г, 
причем дифференциал определяется условиями 

du>'-0, da.= d..~..cD'(a6#.= Am). 
Таким образом, теорию дифференциальных алгебр в смысле 
Д. Ритта естествеиппо рассматривать как часть теории внеш­
них дифференциальных 'алгебр с линейной системой об­
разующих. 

Из двух первых примеров усматривается, что внешние 
дифференциальные алгебры с конечной линейной системой 
образующих тесно связаны с основными понятиями геометрии 
и смежных разделов математики. Еще больший круг вопро­
сов оказывается связанным со специальными классами внеш­
них дифференциальных алгебр с бесконечной линейной си­
стемой образующих, к рассмотрению которых мы перейдем. 
дальше. 

3. Имеет смысл ввести следующее обобщение понятия. 
внешне и д нфференцмалы-юи алгебры. 

Внешней алгеброй с дифференциалом будем называть 
внешнюю алгебру A, в которой выделена подалгебра С и на 
С определен линейный оператор d, отображающий ее в А и 
обладающий свойствами: если daQC, то d(da) = Q. Если: 
aCCnA("\ bee, то da<3A(/'+l), d{а/\Ь) = daAb + (- \)Paf\db„ 
Если единица е алгебры А принадлежите, то de = 0. . 
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Подалгебру Н внешней алгебры с дифференциалом бу­
дем называть дифференциальной, если для всякого элемента 
aqCf\H, da&H. Аналогично определяется дифференциальный 
идеал алгебры с дифференциалом. В качестве частного слу­
чая (С = А) получаем определения дифференциальной под­
алгебры и дифференциального идеала дифференциальной 
алгебры. Легко проверить, что в факторалгебре алгебры с 
дифференциалом по дифференциальному идеалу / естествен­
но индуцируется дифференциал, превращающий А/1 в алгеб­
ру с дифференциалом. Его областью определения является 
образ подалгебры С при гомоморфизме А ~> А/1. 

Пусть А и В — алгебры с дифференциалами, определен­
ными, соответственно, на подалгебрах С я Е. Гомоморфизм' 
<<P:A{to}.B называется дифференциальным, если cp(C)czE и для 
всякого абС, cp(da) = d(cp(a)). Мы будем рассматривать лишь 
гомоморфизмы, сохраняющие степени, т. е. . для которых 
«Р (A(p))czB{p\ 

Расширением алгебры А называется всякая алгебра В, 
содержащая А в качестве подалгебры. Дифференциальным 
расширением или дифференциальным продолжением алгеб­
ры А с дифференциалом, определенным на подалгебре С, 
назовем ее расширение В, которое обладает дифференциалом, 
совпадающим на подалгебре С с дифференциалом алгебры Л. 

Нормальным продолжением алгебры А с дифференциа­
лом назовем ее дифференциальное продолжение А', обладаю­
щее следующими свойствами: (1)*. Областью определения 
дифференциала на А' является подалгебра А. (2)*. А' не со­
держит собственной подалгебры В' такой, что da&B' для лю­
бого абЛ. (3)*. Для всякого дифференциального продолжения 
А алгебры А, обладающего свойствами (1)* и (2)*, сущест­
вует дифференциальный гомоморфизм /?:A{to} А такой, что диа­
грамма дифференциальных гомоморфизмов 

А' 

коммутативна. Здесь i, t—-гомоморфизмы вложения. 
4. Нижеследующие-алгебраические построения служат'для 

определения класса допускающих нормально; продолжение 
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алгебр с дифференциалом и с линейной системой образую­
щих. 

Л е м м а . Пусть во внешней алгебре А с линейной систе­
мой образующих имеется конечное число элементов 9 а в то ­
рой степени и в", ш'—первой степени, причем 

1) ш1 независимы и могут быть приняты за часть образую­
щих элементов всей алгебры, 

2) удовлетворяются уравнения 

а5(в°Л"-'+ ак-6нЛ"Мо-'=0, 
(3> 

й^е-лю —'О, 
г д е а\., alki{= — a%^, ^ — к о н с т а н т ы (элементы поля k) и 
все 0 " , 0" входят в (3) существенно, т . е. система уравне-. 
ний 

4.X a= о (A) 
равносильна .Xе—О, а система 

a\iZ% — alkZj + a}MV»= 0, 
(5) 

fikV»= О 

с неизвестными..^. Vй имеет следствием К" — 0. 
При этих условиях соотношения (3) равносильны сущест­

вованию в алгебре А элементов Q* первой и za нулевой 
степени таких, что 

8 а = Щр?/\т1 +- Н%ш2а1а* А®1, 
0и -=. Ka,Za<X>1. ( ) 

Здесь Н*р На
аЫ (== — Ha.-fe)' -̂ С"г — константы, выбранные та­

ким образом, что Z<£ = H*t (<p = 1 , . . . s)— фундаментальная 
система решений системы 

« ~ « = о. : , (7) 
а ~С» .-=- Kftl, Щг = Я«Аг (а •— 1, , . . , а) — фундаментальная си-
система решений для системы уравнений, полученных объеди­
нением уравнений 
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и линейных уравнений, определяющих в линейном простран­
стве над полем k, с координатами ЩА= — Н^Л, некоторое 
подпространство Р, дополнительное к подпространству, за­
полненному векторами с координатами 

H/^ = H ^ T - j j W 
где Lf пробегают всевозможные значения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Непосредственной подстановкой убеж­
даемся, что из (6), с учетом указанных выше условий на Я",., 
# V Ku

at> следует (3). 
Для доказательства обратного предложения выразим эле­

менты в а и 6" через независимые образующие элементы пер­
вой степени алгебры А, среди которых, в силу сделанных 
предположений., можем считать содержащимися элементы оА 
Обозначив остальные входящие в <Эа, 6м элементы через <И. 
будем иметь 

е« = на
Ави>А/\тв + н \ ли /\ш1 + #«.шйл<--г, 

Подставляя это в (З) и приравнивая нулю коэффициенты при 
тА/\шв/\и>1 (А<СВ), получим 

т. е., в силу (4), Я^а=--0. Далее, приравнивая нулю коэффи­
циенты при шА/\ш1 в уравнениях 2-й степени и при шлЛ--йЛо-' 
в уравнениях 3-й степени, получим 

ua.iuAk uakJUM^uukilxAKJ' 
UX / Г и . — П ^ ' 

т. е. (см. (5)) Ка
А — 0. Из оставшихся уравнений (10) видим, 

что элементы ш« = Н\ ,<оЛ удовлетворяют системе (7), т. е. 
найдутся элементы Q* такие, что ш°—' Я^й*. Уравнения (9) 
примут вид 

Не меняя 0°, к йф можно добавлять слагаемые Lgm*, где 
Х£ — произвольные элементы из А1-0), вычитая одновременно 
:из Я£, величины Я£.L| — Я " ^ . За счет этого можно добить­
ся, чтобы Я£. удовлетворяли указанным выше уравнениям 
подпространства Р. После этого, подставляя (11) в (3), уви-
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дим, что Щр К« должны удовлетворять и уравнениям (8) и, 
значит, могут быть представлены в виде 

•что и требовалось доказать. 
Отметим наиболее УПОТП-ЙИТЙЯШ^- .•--,,-. занной леммы. потребительные частные случаи дока-
С л е д с т в и е 1 (лемма Картана), см. [41. ПУСТЬ В алгебое 

с линейной системой образующих имеются элементы 8, ш< 
первой степени, причем со< удовлетворяют условиям, сформу­
лированным в лемме. Тогда равенство 

равносильно существованию в алгебре элементов г,Ь — 2ь, 
таких, что 'А kl 

\ — г/йш*. 
С л е д с т в и е 2 (обобщенная лемма Картана, ср. [5]). 

Пусть в алгебре с линейной системой образующих имеются 
элементы 0, второй степени и элементы о>* — первой причем 
<•>' удовлетворяют условиям леммы. Тогда равенство 

е - Л < « > — О 
равносильно существованию в алгебре элементов первой сте­
пени ш//; — ш,,, таких, что 

5. Переходим к вопросу о нормальных продолжениях ал­
гебр с дифференциалом. Пусть алгебра A с дифференциалом 
•обладает конечной независимой системой образующих эле­
ментов хх, (/" — нулевой степени и ш', о.-?, ш<- _ первой сте­
пени. Пусть при этом JC\ ев', ш£— система образующих эле­
ментов подалгебры С. Введем для индексов элементов ш-, 
•со* обобщающий пидекс 5 (соотв. т-. С) и предположим, что 
дифференциал в алгебре Л задается уравнениями 

d^ — ^ " ' Л ^ + о ^ Л о ' + Й^°№*Л» ' , 

л с * - ф Ч *>«>-. (12) 

где /?^, &J - элементы из С, а а*,, a]kp b\. — константы. Мы 
предположим также, что все элементы ша, #". входят в (12) 
существенно, т. е. а*,. •-*«**• b)tli удовлетворяют тем же-усло­
виям, что и так же обозначенные константы в уравнениях 
(3) леммы п. 4. Для того чтобы выяснить возможность рас-
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пространения дифференциала на элементы о)а, уи, применим 
операцию «d» к обеим частям равенств (12), требуя, чтобы 
она была определена на A, удовлетворяла обычным усло­
виям и на С определялась уравнениями (12). Предположим, 
что после элементарных преобразований мы сможем прийти 
к уравнениям (3), где a\[t a\ki, b\. — те же, что в (12), а 

ea = dm a - e a , e» = d ^ - 1 » , (13) 
где ©a, S" — некоторые элементы алгебры А. Расширим теперь 
алгебру А до алгебры А', присоединив к ней новые незави­
симые образующие элементы Q* (tp — 1, . . . , s) первой степени 
и za {а = 1, . . . , а) — нулевой степени, и определим на под­
алгебре А алгебры А' дифференциал с помощью уравнений 
(12) и уравнений, полученных исключением 8 а , йи из (13) и 
(6). Требуем при этом, чтобы коэффициенты уравнений (6) 
удовлетворяли условиям, сформулированным в лемме п. 4. 
Алгебра с дифференциалом, полученная таким образом, яв­
ляется нормальным продолжением алгебры А. 

ДЛЯ доказательства заметим прежде всего, что на ука­
занном пути мы приходим к единственной алгебре с диффе­
ренциалом А'. Действительно, ИНОЙ выбор фундаментальных 
решений //"., На

аЫ, Ки
а1, систем, фигурирующих в лемме п. 4, 

а также иной выбор подпространства Р приводят лишь к 
допустимой замене образующих элементов в алгебре А'. 
Далее, во всякой алгебре А, удовлетворяющей.условиям (1)*, 
(2)* нормального продолжения, дифференцирование уравне­
ний (12) приводит к уравнениям (3), (13). Следовательно, в 
А найдутся элементы Йф, za такие, что du>a, dyu будут опре. 
деляться теми же формулами, что и в А', с заменой z", Йф на 
za, йф. Подалгебра алгебры A, полученная расширением А 
при ПОМОЩИ элементов za, Q4, сама будет удовлетворять тре­
бованиям (1*), (2)* нормального продолжения и, следователь­
но, совпадать с А. Но тогда отображение А' на А, перево­
дящее А в себя и Q4, za в Q", z-, будет дифференциальным 
гомоморфизмом р, указанным в условии (3) нормального про­
должения, что и доказывает нормальность продолжения А'. 

Заметим теперь, что уравнения, определяющие дифферен­
циал'в алгебре A', имеют точно такое же строение, что и 
уравнения (12) (роль элементов ш̂  начинают играть элементы 
со̂ , ша; роль элементов х% —элементы x \ уи;. роль элементов 
ша— элементы йф, а роль элементов уа — элементы га. Эле­
менты ш1 играют прежнюю роль). Значит, можно пытаться по 
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тем же правилам построить нормальное продолжение алгебры 
А', затем — нормальное продолжение построенной алгебры.. 
и т. д. Может оказаться, что процесс нормального продол­
жения повторяется неограниченно. Тогда в конечном счете мы 
приходим к некоторой дифференциальной алгебре В, обла­
дающей, вообще говоря, бесконечной линейной системой об­
разующих. Мы будем говорить в этом случае, что алгебра 
В получена процессом нормального продолжения алгебры А 
по базису ш-\ 

Для выяснения возможности неограниченного нормального-
продолжения часто оказывается полезным предложение, при­
надлежащее Г. Ф. Лаптеву [5]. В терминах теории диффе­
ренциальных алгебр оно может быть сформулировано сле­
дующим образом. 

Т е о р е м а . Пусть в дифференциальной алгебре с линей­
ной системой образующих содержатся элементы 0, 0г, степе­
ни р , Ф, Ф, — степени р + 1 и <о<, шг — первой степени 
(г— 1, .. ../г), причем ш' независимы и могут быть приняты за 
часть образующих элементов первой степени, и пусть 

<Ю + Ф = 8АЛ--*, 
йФ = Ф/, Л -Л du>' == ш| Л - Л 

тогда в алгебре найдутся элементы Ф1к степени р + 1 и 01к —• 
степени р , такие, что 

do -0 7 ,Л - - / ; + б / , .Л--Ё + Ф., 

6. Рассмотрим теперь некоторые специальные случаи об­
разования алгебр процессом нормального продолжения. 

Л е м м а . Пусть во внешней алгебре с линейной системой. 
образующих существуют независимые элементы первой сте­
пени ш£, шг такие, что ш' могут быть приняты за часть линей­
ной системы образующих и имеет место система равенств 

о* , ^Л^Л.-.Л-^-О, (14> 

г д е со'»,..;, m9% пробегают множество элементов ш-, а|£ Ф2 — 
постоянные, антисимметричные по iu...,ip% и все о£ входят а 
в (14-) существенно, т. е. из уравнений 

а\, . X5-10.,. 

следует Х5=-- 0. Тогда уравнения (14). равносильны существо­
ванию в алгебре элементов уи таких, что 
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Ms = ^ V . (15) 
Здесь Ь\. (и = 1,..., a) — постоянные, образующие фундамен­
тальную систему решений системы 

^ . . . ^ 1 - ° (16) 
с неизвестными Y\. 

Лемма доказывается вполне аналогично лемме п. 4; w* 
выражаются через образующие элементы алгебры, подстанов­
ка этих выражений в (14) приводит к равенствам (15), (16). 

Пусть теперь в дифференциальной алгебре А с линейной 
•системой образующих задан дифференциальный идеал I с 
конечным базисом из элементов Ьк вида 

е"-=<4. • W 
ш^Дш-.Д ... Дш^5-, 

•где ufi, <а1, а, th - удовлетворяют тем же условиям, что и 
в лемме. 

Решением дифференциального идеала / , принадлежащим 
базису ш', будем называть внешнюю дифференциальную 
алгебру S с линейной системой образующих,, обладающую 
следующими свойствами: (1)*. Определен дифференциальный 
гомоморфизм алгебры А в алгебру S, отображающий элемен­
ты ш1 в независимые элементы, которые могут быть приняты 
.за часть независимых образующих первой степени алгебры S, 
а идеал / отображающий в нуль (2)* S не содержит собст­
венной подалгебры, обладающей свойством (1)*. 

Общим решением идеала / , принадлежащим базису ш, 
будем называть, такое решение S, что для каждого другого 
peuiei-iwfl S с тем же базисом существует дифференциальный 
гомоморфизм р: S на S, причем диаграмма гомоморфизмов 

коммутативна. Здесь о, а — гомоморфизмы, задающие S, S 
как решения идеала I. 

Предположим, что все элементы со', ш5, входящие в б\ 
независимы и могут быть выбраны за часть линейной системы 
образующих алгебры A. Для выяснения вопроса о существо-
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ваши общего решения идеала / определим алгебру с диф­
ференциалом В/ по следующим правилам. Выберем в алгеб­
ре А образующие элементы так, чтобы в их число входили 
ш--, ш'. B алгебре Вг за образующие элементы возьмем все 
•образующие элементы алгебры А, кроме ш--, и прибавим к 
ним еще а независимых образующих нулевой степени у". 
.Дифференциал определим на подалгебре С, порожденной 
всеми образующими элементами, кроме уи, подставив в соот­
ветствующие формулы дифференцирования в алгебре А 
вместо ш' их выражения (15). Будем теперь пытаться пост­
роить дифференциальное продолжение алгебры В/, по сле­
дующим правилам. Продифференцируем (15) по правилам 
дифференцирования в алгебре А, с последующим исключе­
нием ш-. по тем же формулам (15). Предположим, что после 
•элементарных преобразований мы придем к уравнениям вида 

&2(№^-8в)Лш - О , 
где О"—-элементы алгебры В/. Применение леммы п. 4 при­
водит к уравнениям 

dtf = 0» + ^.--о)'. (17) 

Определим искомое дифференциальное продолжение алгебры 
Bi, присоединив к ней новые независимые элементы za и за­
давая дифференциал if по формулам (17). 

Предположим теперь, что полученная алгебра с диффе­
ренциалом допускает неограниченную последовательность 
нормальных продолжений по базису ш1 по правилам, указан­
ным в п. 5. Дифференциальная алгебра, возникающая на этом 
пути, является общим решением идеала / алгебры А. 

Действительно, для всякого решения, в силу определяю­
щих его условий, должны выполняться, при некоторых у", 
г~а и т. д. уравнения (14), (15), (17) и далее все уравнения, 
которые возникают при нормальном продолжении. Тем самым 
•определяется нужный гомоморфизм, переводящий у" в у", za 

в га и т. д., и оставляющий на месте элементы, возникшие 
из элементов алгебры А, не содержащих ш1-. 

Отметим следующий класс идеалов, допускающих общее 
решение. Пусть «£, ш' (i = 1,..., п; k = п + 1,..., ге + /^ ' эле ­
менты первой степени дифференциальной алгебры с линейной 
системой образующих, которые можно взять за часть незави­
симых образующих и которые составляют базис дифферен­
циального идеала /0. Тогда элементы 

ш-Лм1Л •• • ЛиД 
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(С --= п + 1, . . . , гг-\-т) также образуют -базис дифференциаль­
ного идеала /. Отправляясь от уравнений 

ш* = \) шг (18) 
и применяя последовательно теорему Г. Ф. Лаптева (см. п. 5) 
для случая р = 0, убеждаемся, что идеал / имеет общее ре­
шение, принадлежащее базису оА Его образующими элемен­
тами будут образующие элементы алгебры А, за исключе­
нием ш', и элементы X*, )А, ...,Х* . , . . ' . пулевой степени,, 

1— р 

симметричные по нижним индексам, а в остальном независи­
мые. Дифференциал последних имеет вид 

1 р г р ' р 

где %] л содержит лишь Х*_ . для q < р (ср. [5]). • 
7. Построения, аналогичные приведенным в п. 6, можно. 

проводить и . для дифференциальных идеалов более общего. 
типа. Не рассматривая вопроса во всей общности, остановим­
ся на некоторых специальных случаях, нужных для дальней­
шего. 

Лемма. Пусть во внешней алгебре с линейной системой: 
образующих имеются элементы 6а, шг первой степени и В\ — 
нулевой, причем ш-' могут быть выбраны за часть системы не­
зависимых образующих первой степени, и имеют место ра­
венства 

a\,f/\ ш* + B)kwlA®k — 0. (20) 
При этом а ,̂ —постоянные, а 6а, Ba

lk(= —-Б".) входят в (20) 
существенно, т. е. из 

следует Ха = 0, а из уравнений 
а^ у « _ £ У1 + Y\ = 0 

ш I cu ft ik 

с неизвестными Y% Ya
ik (= — Y*t) следует Y ^ - 0 . Тогда (20) 

равносильны существованию в алгебре элементов Za таких, что 

где постоянные На
а1 образуют фундаментальную си;тему ре­

шений системы •. , 
а? уа — cfi Ya = 0 

Доказательство леммы вполне аналогично доказательству 
леммы п. 4. 
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Рассмотрим теперь алгебру А с образующими элементами 
<о( первой степени и и\ va — нулевой, дифференциал в-кото­
рой определен на подалгебре с образующими элементами < 
IIе- по формулам 

tfo..< — 0, du* = ((%tva+<%?•*)<»*, (21) 
где alt, a^ —постоянные, и все va входят в (21) существен­
но. Покажем, что существует единственная дифференциаль­
ная алгебра с линейной системой образующих, обладающая 
следующими свойствами: (1)*. Определен дифференциальный 
гомоморфизм а:А~>А, переводящий шг в независимые элемен­
ты, которые могут быть выбраны за часть независимых обра­
зующих элементов первой степени (2)*. В А нет собственной 
подалгебры, обладающей тем же свойством (1)*, (3)*. 
Для всякой дифференциальной алгебры А, обладающей 
свойствами (1)*, _(2)*, определен дифференциальный 
гомоморфизм р:А {to} А такой, что диаграмма гомоморфизмов 

-А 

коммутативна. 
Продифференцировав (21) и произведя преобразования, 

придем к уравнениям вида (20), где ба = dva +9™, "б0 —неко­
торые элементы алгебры А, а в\ — линейные однородные, с 
постоянными коэффициентами выражения относительно va, Ф. 

,В силу леммы, получим В\ -= 0. Разрешая эти уравнения от­
носительно некоторых элементов и подставляя в (21), полу-
чим уравнения того же типа, с меньшим числом неизвестных. 
С ними поступим аналогичным образом. В конце концов при­
дем к уравнениям вида (21), для которых после дифферен­
цирования В\ тождественно равны нулю. Тогда, в силу лем­
мы, вводя новые элементы za, придем к уравнениям вида 

dva~(Ha
alz° + Hy + H^)^ 

т, е. к нормальному продолжению алгебры с дифференциалом, 
обладающему всеми свойствами исходной алгебры. C этим 
продолжением поступаем прежним образом, и так далее. Рас-
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суждая, как в п. 7, убеждаемся, что полученная в резуль­
тате этого дифференциальная алгебра обладает требуемыми. 
свойствами. 

Важно отметить, что с некоторого момента при построе..-
нии нашей алгебры соотношения типа B".k = 0 перестанут воз­
никать, т. е. мы придем либо к дифференциальной алгебре с 
конечным числом образующих, либо к алгебре с дифферен­
циалом, допускающей неограниченные нормальные продолже­
ния, как это описано в п. 5. Действительно, наш процесс 
представляет собой построение продолжений линейной одно­
родной системы уравнений Пфаффа (21) с постоянными коэф­
фициентами (см. [4]). Но, как следует из известной теоремы. 
Картана ([4], гл. X), после некоторого числа продолжений си­
стемы Пфаффа становится системой в инволюции, т. е., во» 
всяком случае, не налагает новых уравнений на переменные.. 
входящие в систему на некотором данном этапе продолжения. 

Дифференциальная алгебра F(n,m), полученная указан­
ным образом из алгебры с образующими ш, «-, uq{i—\, ... 
..., и; £ = n + l, ..., и + т) и дифференциалом 

dm1—0, dtfi=u)wl, (22). 
содержит, кроме того, образующие u*ft, ..., и)__л , ..., сим­
метричные по НИЖНИМ индексам, для которых 

Рассмотрим в F(ii,m) конечное число элементов кг (К = 1,.... 
..., L) вида 

й х = 2 о * " и?-.../,. - £ " V - = const. (24). 
< 7 = - 1 

ЭТИ элементы порождают в алгебре F(n, m) дифференциаль­
ный идеал / с базисными элементами нулевой степени 

п . 
/ 4 . Л = 2 a f " ut.lqkl...ks (s = l, 2, ...). (25). 

• 7 = 1 

Существуют два способа построения факторалгебры.Р(/г, т)/1. 
С одной стороны, можно последовательно разрешать систе­
му уравнений /г*— 0, hkv..ks=0 (s — l , 2, ...) относительно-
входящих в них элементов. С другой стороны, можно раз­
решить лишь уравнения hl = 0, подставить результат разре­
шения в уравнения (22), (23) (p = 1, ..., t), беря t настоль-
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ко большим, чтобы учесть все уравнения hx= О, а затем из. 
полученных уравнений вида (21) построить дифференциаль­
ную . алгебру описанным выше образом. 

Рассмотрим, далее, алгебру F(n,L) с образующими эле­
ментами ш1, h , h:-...,i , того же строения, что и F(n, tn). Урав­
нения (24), (25) определяют дифференциальный гомоморфизм 
P\F(n,L)-+ F(n,m). Ядро этого гомоморфизма состоит из 
всех линейных комбинаций элементов h\ Л*..,.,., обращающихся 
в нуль вследствие уравнений (24), (25), и образует дифферен­
циальный идеал. Оказывается, этот идеал имеет то же строе­
ние, что и идеал I в алгебре F(n,m): имеется конечное чис­
ло элементов 

Г = 2 &"''*£».•* # " ' • — const 
s=-I 

таких, что ядро образовано элементами Kv, К?щ...т , 
•V 

i\m1...mu—2л Ux iHl...lsml...mu. 
s=l 

Этот факт является частным случаем теоремы Д. Ритта о 
конечном базисе дифференциального идеала (см. [2] гл. I, 
IX. Терминология Ритта не совпадает с нашей). 

8. Для приложений, как впрочем, и для самой теории 
дифференциальных алгебр, весьма важны следующие классы 
дифференциальных алгебр, которые мы обозначим через A(/z.) 
и А(п,т). 

Теорема . Для всякого натурального числа п сущест­
вует единственная дифференциальная алгебра A (я) с линей­
ной системой образующих, обладающая следующими свойст­
вами: (1)*. Она содержит п элементов первой степени шг„ 
которые можно принять за часть независимых образующих. 
элементов первой степени и которые образуют базис диф­
ференциального идеала в А (и). (2)*. Для всякой дифферен­
циальной алгебры В с линейной системой образующие, со­
держащей элементы ю1, обладающие свойствами, указанными. 
в (I)* для w', существует дифференциальный гомоморфизм 
А(«)->• В, переводящий со' в ш*, (3)* А{п) не содержит соб­
ственной подалгебры, обладающей свойствами (1)*, (2)*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу свойства (1)*, в алгебре А(п} 
должны содержаться элементы ш* такие, что 

dcu'= со^Л<«Л. (26) 
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Рассмотрим алгебру с независмыми образующими ш', tofc, с 
дифференциалом, определенным на подалгебре С, образован­
ной элементами ш;, при помощи формул (26). Применяя ме­
тод математической индукции и следствие 2 из леммы п. 4, 
убеждаемся, что эта алгебра допускает неограниченные 
нормальные продолжения, в результате которых приходим к 
дифференциальной алгебре с образующими элементами пер­
вой степени <-иг, ш£, ш£., ..., -ujj,^ , ... симметричными по ниж­
ним индексам, а в остальном независимыми. Дифференциал в 
алгебре опреляется формулами(26) и (см. [5]) 

Н-'р-З Щ^^^М^^+Л.^' А< (27) 
•7=1 „ 

Далее, дифференциалы элементов <в- всякой алгебры В, ука­
занной в (2)*, также имеют вид 

Применяя к этим уравнениям тот же процесс,последователь­
ных дифференцирований и раскрытий по лемме п. 4, убеж­
даемся в существовании в алгебре В еще элементов 
<°к, шк1> ••-. °4,,,.л -.••• симметричных по нижним индексам и 
удовлетворяющим уравнениям (26), (27). Отображение шг~>-
{to} шг, <->?,... г {to}w£-.. задает искомый гомоморфизм. Единствен­
ность построенной алгебры А(п) следует из единственности 
процесса нормального продолжения. 

Т е о р е м а . Для всякой пары натуральных чисел п, т 
существует единственная дифференциальная алгебра А (/г, т), 
обладающая следующими свойствами: (1)*. А (и, т) содержит 
элементы ш'.м6 первой степени (г — 1, ..., п\ •?—/г. + 1, ... 
..., п + m), которые можно принять за часть независимых 
образующих элементов алгебры и которые образуют базис 
дифференциального идеала 1(п+т). При этом ш' сами образуют 
базис дифференциального идеала /(/г). (2)*. Для всякой дифферен­
циальной алгебры В с линейной системой образующих, содержа» 
щей элементы ш', ш5, обладающие свойствами, указанными в (I)* 
для ш*, ш-., существует дифференциальный гомоморфизм 
А (/г, т) {to} В, переводящий ш', ше в ш, шг. (3)*. А (п., т) не 
содержит собственной подалгебры, обладающей свойствами 
(I)*, (2)*. 

Алгебру A(ti, in) можно получить, если в алгебре А(п + т) 
обозначить исходные п-\-т элементов через ш', ufi (i = i, ... 
..., п; &----я + 1, ,.,, п-\-т) и затем положить равными нулю 
все элементы ш*,..... s....... > s > 0 . Доказательство теоремы 
вполне аналогично доказательству предыдущей. 
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Рассмотрим расширение В алгебры А(п) с помощью но­
вых образующих элементов ха, 6°, для которых dxa = 6fl, 
dfl"--0, (а — 1 , ..., t). В алгебре В рассмотрим дифферен­
циальный идеал I с базисом из независимых элементов пер­
вой степени 

шг, Qa -= Qa _ 5°«», Q« = ш« — g-m/j (28) 

где i = 1, ... /г; а== 1, ,.., t\ ш-, ша — независимые, с постоян­
ными коэффициентами, комбинации элементов ш* ш* . , а 
% Щ — многочлены относительно ха. С помощью идеала I, 
можно образовать следующие дифференциальные алгебры: 

а. Разобьем совокупность элементов ш-, Qa, Qa на два 
класса, обозначим элементы первого класса через Ф" и вто­
рого—-через шх(\— 1, ... p) и образуем принадлежащее базису 
<рх общее решение идеала, имеющего базис 

-Й, = Ф"Л? 1 Л. . .Л? Р (29) 
(см. конец п. 5). 

б. Рассмотрим прямое произведение алгебры В и алгебры 
А(р), исходные образующие элементы которой обозначим 
через 0х (\— 1, ..., р). В алгебре Ву.А{р) выделяем диф­
ференциальный идеал с базисом из элементов 

--' Л О1 Л - Л О-3, Qa Л О1 Л ... Л 0", Qa Л б1 Л ... Л бр (30) 
и образуем его общее решение, принадлежащее базису б\ 

в. Будем рассматривать алгебру А(п, т) с исходными 
образующими ш, а>5 как расширение алгебры А (и) с исход­
ными образующими со'. «Образуем расширение В алгебры 
А(п, т) при помощи тех лее элементов ха, 6а, что и выше, и 
в В ди фференциальный идеал с базисом 

fia Л ш1 Л ... Л ш" Л « f i+1 Л ••• Л «"+'", 
(31) 

Qa Л --1 Л ••• Л ->" Л «-"+1 Л ... Л w'!+m. 
Строим общее решение этого идеала, принадлежащее базису 
to', u£(i — 1, ..., я; ..---- /г -j- 1, ... /г + т) . 

Все три типа алгебр служат одной цели — описанию «се­
мейств дифференциально - геометрических объектов на мно­
гообразиях». Алгебры различных классов могут получаться 
друг из друга процессом канонизации, о котором будет ска­
зано ниже. 
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При изучении алгббр, получаемых указанными способами, 
как, впрочем, и всех йлгебр, получаемых . процессом нор­
мального продолжения по некоторому базису, большое значе­
ние имеют два класса дифференциальных идеалов. 

Дифференциальный идеал назовем классифицирующим.. 
если он обладает базисом из элементов нулевой степени. 

Обычно классифицирующие идеалы алгебры A, получен­
ной процессом нормального продолжения по базису ш', 
строятся следующим образом. Пусть Ъх — некоторые элемен­
ты нулевой степени, дифференциалы которых имеют вид 

dbx = b% + bW, (32> 
где 6?1 — элементу первой степени алгебры A. Дифференци­
руя уравнения (32), представляя 6.{ и d6^ через независимые 
образующие элементы первой степени, включающие ш-, и 
применяя лемму Карта на (см. п. 4), убеждаемся, что диф­
ференциалы элементов b) обязаны иметь вид 

db^bf^+b^ + b^", 
т. е. дифференциалы элементов b \ b\ в совокупности удов­
летворяют уравнениям вида (32). Продолжая построение, при­
ходим к множеству элементов б \ b\, bfk, ..., 6 .̂....- , ... (вооб­
ще говоря, бесконечному), образующих базис классифици­
рующего дифференциального идеала. 

Дифференциальный идеал в алгебре А, полученной нор­
мальным продолжением по базису со', назовем канонизирую­
щим, если он обладает базисом из элементов bx, dbx, (6х-ну­
левой степени), причем элементы, dbx, ш- независимы между 
собой и могут быть взяты за часть независимых образующих 
элементов первой степени алгебры А. Таким образом, фак­
тора лгебра алгебры А по канонизирующему идеалу остается 
алгеброй с линейной, системой образующих. 

При геометрических и иных исследованиях переход к 
факторалгебре по канонизирующему идеалу -• процесс канони­
зации - иногда очень сильно упрощает вычисления, не отра­
жаясь на общности получаемых результатов, Еще больше 
упрощений получается, если алгебра, получаемая процессом, 
канонизации, сама оказывается алгеброй, которая может быть 
получена процессом нормального продолжения по тому же 
базису, что и исходная алгебра. Мы сейчас рассмотрим класс 
алгебр, для которых это имеет место. 

9. Результаты, полученные в этом разделе статьи, можно 
было бы перенести на значительно более широкие классы 
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алгебр, указанных в предыдущем пункте, сохраняя основные 
этапы доказательства, но добавляя к нему ряд детализирую­
щих построений, иногда довольно громоздких. 

Однородными элементами порядка р алгебры A (n) будем 
называть элементы первой степени, линейно выражающиеся 
через образующие элементы ш*.'../ , р = const. Дифферен­
циальный идеал в алгебре А (п) будем называть идеалом c 
однородным базисом, если у него существует базис из неза­
висимых элементов первой степени 

0)', U) Ю Р , 

где ш х -—однородные элементы порядка X. Пусть /1 — такой 
идеал. Образуем идеал / с базисом из элементов 

•-_ • 
со ' •Л 0 - 1 Л . . . Л " - л 

и рассмотрим общее решение Н (I) этого идеала, принадле­
жащее базису со1, . . ., ш". 

Исходя из основных уравнений (ср. (18)) 

Л = А%', (33). 

приходим к элементам h£ л алгебры Н(1), симметричным 
по нижним индексам, дифференциалы которых имеют вид 
(ср. (19)) 

dib- , - 0^ . = I& . . JP+1, (34) 

где 0^ , —линейные комбинации элементов алгебры А(п) 
порядка выше нулевого, с коэффициентами — многочленами 
относительно hP л . Применяя метод математической индук­
ции и пользуясь формулами (26), (27), можно убедиться, что 
элемент ^t\-A содержит элементы алгебры А (п) порядка 

р £ 

не, выше р + X. При этом, если ш *• имеет вид : 

^ - ^ • ' • ' Л Ч - Л . (35> 
то 

а̂  =Г5-- +a f t , -^C *, , ' : 

4» б;1 



где (Г> - содержит элементы порядка ниже р +X.. Коэф-
' • " • ' р _ • -

фициенты при образующих элементах алгебры Л (/г) в 6 Д Л 

многочлены от Л Д . , , для которых р. + s < р + X, не содер­
жащие свободных членов, т. е. обращающиеся в нуль при 
лУ . - о . 

Будем теперь производить над элементами ht
%

 л линей­
ные подстановки по следующим правилам. Возьмем элементы 
hfy и составим максимальное число таких их линейно незави­
симых линейных комбинации k"\ что дифференциалы /г"' не 
содержат элементов второго порядка. Через Г1 обозначим 
линейные комбинации элементов h\\ выбранные таким обра _ 
зом, чтобы kUt f - вместе составляли независимый базис про­
странства переменных h^. Теперь возьмем элементы Щу Щ* 
и составим максимальное число таких их линейно независимых 
линейных комбинаций ku\ что дифференциалы klh не содер­
жат элементов третьего порядка. Через Г2 обозначим ли­
нейные комбинации тех же элементов, вместе с /г"2 образую­
щие линейно независимый их базис. Далее аналогичным 
образом составляем независимые линейные комбинации /г", Г* 
элементов Щу,Щ1,Щ* и продолжаем это построение неогра-

ничейно. Таким образом, вместо образующих элементов hf . 
и с- р 

будем иметь новые образующие элементы k s, I s(s= 1,2,...). 
Будем называть k s (а также их линейные комбинации) эле­
ментами первой группы, а Vs и их комбинации — элементами 

и 
.второй группы. В дифференциалы элементов k s элементы по­
рядка s + 1 вообще не входят, а в дифференциалы / s входят 
в виде независимых комбинаций с постоянными коэффи­
циентами. 

Заметим теперь, что дифференциалы элементов А,"* первой 
группы имеют коэффициентами при ш' также элементы первой 

и 
• группы —линейные комбинации элементов k . 

Рассмотрим дифференциальную алгебру F(n, n) с образую­
щими элементами 0' первой степени и и', «|> • • •> и?...,/ , ... ну­
левой степени, симметричными по нижним индексам, причем 
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dQ'—O, du^ujfi", ( 3 6 ) 

duL.tp = ul..iptp+/p«, (37) 

т. e. F (n, n) получена нормальным продолжением из алгебры 
с дифференциалом (36) по базису 6< (см. п. 7). Одновременно 
рассмотрим алгебру V с образующими О1, v^x . . . vl.K 

аналогичного строения, полученную нормальным продолжением 
из алгебры с образующими Ql, vf\ v)% и дифференциалом 

d0- = О, do** = t£-6* 

(v^ _ _ . симметричны по нижним индексам). 
Зададим дифференциальный гомоморфизм V-^ F (п, п) при 

ПОМОЩИ уравнений 
6' = 0', ^ — ^ • • • ^ 4 . . . i - , b 

где al
k' ••••'А.-х те же, что и в (35). Обозначим через *»• мак­

симальное число независимых линейных комбинаций элементов 
vf, принадлежащих ядру гомоморфизма V ->F(n, n), и допол­
ним х". элементами X». до полного линейного базиса простран­
ства переменных vf>. Затем аналогичным образом составляем 
линейные комбинации *"•>, Х^ элементов v)y vb, потом линей­
ные комбинации У."', X'*» элементов v)i„ v\, &-» и т. д. Оче-
видно, это разбиение полностью соответствует описанному 
выше разбиению базиса элементов h)x . алгебры Н(/). Но 
мы ВЫЯСНИЛИ в п. 7, что в ядре гомоморфизма V->F(n, n) 
можно найти конечное число элементов 

ZJ -.я и ••• is 

такое, что базис ядра состоит из элементов 
- • 

Ка = " - • / ) • - • • • V-̂ {lambda} 
« I - -"ft Z j %\ h . . . . . . m , . . . mh-

Очевидно, элементы К,а\ Ка
пч.,т , 0'образуют дифференциаль­

ную подалгебру К алгебры V, которая получается нормаль­
ным продолжением алгебры с дифференциалом 

dO- = 0, d/C—i^O'. 



Этот процесс нормального продолжения естественно рассмат­
ривать как часть процесса построения всей алгебры V нор­
мальным продолжением. 

Заметим теперь, что не только все элементы %и\ х'*«, . . . 
..., чи- линейно выражаются через Ка, Kmt... mh, но и обрат­
но, так как по построению, через элементы х"- линейно вы­
ражаются все элементы ядра гомоморфизма, являющиеся ли­
нейными комбинациями элементов v)x, и?х .. Заметим далее, 
что процесс образования элементов v)x, .-. .,и*Д {, ... при 
построении алгебры V нормальным продолжением однозначно 
соответствует аналогичному процессу образования элементов 
$.х, .. .,h}x . , . .. алгебры Н(Л. В частности, элементы kUs 

(s = l, 2, . . . ) первой группы вводятся по тем же формулам, 
что и образующие элементы •/'- дифференциальной подалгеб­
ры К при построении ее процессом нормального продолжения. 

Рассмотрим в Я (Л дифференциальный идеал L, базис ко­
торого образован всеми элементами /ф- (s === 1, 2, . . . ) второй 
группы и их дифференциалами dlVs. Этот идеал является ка­
нонизирующим (см. п. 8). Действительно, мы видели, что в 
ИГ- элементы порядка s + 1 входят в виде независимых сла­
гаемых с постоянными коэффициентами. Такое строение эле­
ментов d/*- обеспечивает возможность последовательного (по 
возрастающим порядкам элементов) обратного выражения об­
разующих элементов первой степени алгебры Н(1) через эле­
менты df* и часть прежних образующих элементов, состав­
ляющих вместе с dPs полную систему независимых элемен­
тов первой степени. 

Эти элементы, дополняющие dl^s до полной системы обра­
зующих элементов первой степени, будут, очевидно, при го­
моморфизме Н(1) на ее факторалгебру h{I) = H(I)IL по на­
шему идеалу переходить в систему независимых элементов 
первой степени алгебры h(l). За образующие элементы нуле­
вой степени алгебры /г(/) можно взять образы элементов k"s 

алгебры # ( / ) , которые, очевидно, останутся независимыми. 
Заметим тегГерь, что в качестве образующих элементов 

первой степени алгебры h(I) можно взять образы образующих 
элементов алгебры А (п) при сквозном гомоморфизме А (п.) {to} 
^- -/̂  (О —-- -̂  (/}, остающиеся независимыми в силу наложенных 
на них уравнений (33) и df - = 0. Тем самым на образующие 
элементы первой степени алгебры /?(/) можно перенести по-
54 



vf> {lambda} 
v . . ft, 

нятие порядка элемента. Что касается уравнений (33) и 
.dfs = о, то они равносильны системе уравнений 

а{""^4...^..'./ „=%.< (38) 
<р = 0, 1, 2, . ..), в каждом из которых правая часть выра­
жается через элементы первой степени порядка ниже, чем 
X + р, с коэффициентами — многочленами от k% s < X + p . 

Рассмотрим теперь дифференциальную алгебру F(n, n) 
(см. п. 7) с элементами первого порядка 6г и элементами ну­
левого порядка w', и*к, ..., и£ , , . . . , симметричными по ниж­
ним индексам, причем 

dOft — 0 , йи1 = и1фк, 

d4.{cdot}.,p = 4 . . . V p + 1
G V l ( 3 9 ) 

и в ней дифференциальный идеал, образованный элементами 

'a i 1 - ' x 5<. : .^ 1 . . .* , (s - - -0,1,2 I . . . ) , (40) 

где о{''" {^х те же, ЧТО И в (38). Мы установили в п. 7, что 
факторалгебра Ф по этому идеалу является дифференциаль­
ной алгеброй, которая строится единственным образом по 
некоторой алгебре с дифференциалом и с конечным числом 
образующих, причем процесс построения с некоторого мо­
мента становится процессом нормального продолжения по 
-базису О'. В нашем случае, когда элементы v^ k «однород­
ны» относительно u'it.,.is+v

 т* е> вь1Раж.э1(-тся через элементы 
•с одинаковым числом индексов внизу, процесс построения 
алгебры Ф можно вести следующим образом. Выберем макси­
мальное число линейных комбинаций элементов и[, независи­
мых в силу уравнений tA — О и обозначим их через wa>. 
Затем выберем максимальное число линейных комбинаций 
элементов uju, независимых в силу уравнений vf1 = 0, и5- = 0, 
л обозначим их через wa>. Затем аналогичным образом выби­
раем комбинации wa> элементов и\аР с учетом уравнений 
vfk==0, v)' = Q, v^' — О и т. д. неограниченно. Повторяя это 
р раз, чтобы учесть все основные уравнения о*» = 0, -/р=-0, 
мы получим алгебру с дифференциалом, допускающую 
нормальное продолжение по базису 6, Действительно, по 
.построению, дифференциалы элементов о."- имеют вид 
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dwa* =- HattwH*, (41) 

dwaP^=HaP7iwapW, 
V 

где Яд-р1 — постоянные. Дифференцирование уравнений по­
следней строки дает 

tfV^-^A-1—О V 
и не может наложить условий на элементы ша-, s — I,..., р. 
Уравнения, выражающие дифференциалы элементов да™-, S > р, 
будут, очевидно, иметь этот же вид (41). 

Сравнивая (38) с (40), видим, что независимые образующие 
элементы первой степени алгебры h{I) можно выбрать в.: 
полном соответствии с выбором образующих элементов wa& 

алгебры Ф, т. е. брать в качестве образующих элементов 
образы Q"s таких же линейных комбинаций 0~а* элементов. 
•J-1...I алгебры А{п) какими являются иЛ, построенные из: 
элементов ы*...* . Более того, сравнивая формулы (39) с (26), 
(27), убеждаемся, что дифференциалы элементов Qas имеют вид 

dQ a~-#"s О ^ д ш ^ е ^ (42): 
us+l ' \ 

где постоянные H°s
 с те же, что и в (41), а 6а- содержат 

элементы первой степени порядка не выше s. Дифференциалы' 
элементов ш' будут иметь аналогичное строение 

du>' = tfa.fcQ"» Л ">,г + б'> (43) : 
где 0' == Р^ш* Л ш'. 

Возьмем теперь совокупность всех образующих элементов; 
первой степени Q"s алгебры h (I) порядка не выше t и обра­
зующих элементов ku$ нулевой степени, для которых также. 
s < t. Учитывая все выясненное нами ранее относительно 
строения уравнений (34), (38), (42), (43), убеждаемся, что 
уравнения,, задающие дифференциалы взятых , элементов, 
имеют в совокупности вид (12), где роль элементов ш5 играют 
ш', Йа- (.? — 1,..., t), роль элементов ша — элементы Qa'+i, роль 
элементов хх~- £"-(s = 1,..., /), а роль элементов уи—эле­
менты kH'+i. Наша задача —• показать, что если взять t 
достаточно большим, то переход от t к t + 1 будет происхо­
дить при помощи нормального продолжения. Мы уже видели, 
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что введение элементов k"'+a при достаточно большом t 
может быть осуществлено дифференцированием уравнений,. 
выражающих dk"*, и последующим раскрытием этих уравнений. 
Что касается элементов Qa'+2, то они вводятся по тем же 
правилам, что и элементы ша'+а, которые при достаточно 
большом t вводятся раскрытием уравнений 

Ha' /™Чп Л 6- = 0. (44) 
Но введение новых элементов первой степени при нормаль­
ном продолжении уравнений, выражающих dQat, осуществляет­
ся при помощи той же системы (7), т. е. в нашем случае 

что и при раскрытии уравнений (44). Следовательно, элемен­
ты Qa-"+2 также можно считать полученными в процессе 
нормального продолжения алгебры с дифференциалом.. 
образованной элементами /z"s, {Omega}"5, ml(s = 1,...,/ + 1), подал­
гебра С которой образована элементами ktts, {Omega}"-,. 
ml(s = 1,..., t). Сформулируем окончательный результат. 

Теорема. Пусть в алгебре А(п) задан дифференциаль­
ный идеал с конечным однородным базисом ш', и>Кх. Образуем 
дифференциальный идеал с базисом из элементов 

ш^Дш-л • •. Л0-" 
и его общее решение Н (I), принадлежащее базису а> К Пусть 
L — дифференциальный идеал в алгебре Н (I), с базисом из-
элементов Р, df, где /ф — максимальное множество элеменв. 
тов нулевого порядка, дифференциалы которых содержат 
качестве слагаемых с постоянными коэффициентами независи­
мые образы элементов алгебры А(п) при естественном гомо­
морфизме А (и) —> И (J). Тогда факторалгебра h(I) = N (I)/L 
является дифференциальной алгеброй с линейной системой 
образующих, которая может быть получена процессом нор­
мального продолжения по базису со'. 

Заметим, что приведенное доказательство теоремы позво­
ляет указать порядок t, достаточный для получения алгебры 
с дифференциалом,' нормальным продолжением которой можно. 
получить h(I). Кроме того, легко показать, что алгебры, п*о~ 
лучаемые из одного идеала / п р и различном выборе элемен­
тов Г, оказываются изоморфными между собой. 

10. Рассмотрим коротко вопросы реализации построенных 
алгебр, что позволит выяснить и их значение. 
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Пусть Мп — n-мерное дифференцируемое многообразие, 
U — его координатная окрестность, и1 — соответствующие 
локальные координаты. Образуем п дифференциальных форм 
<вг = u/t duk, где «i — новые переменные, удовлетворяющие 
единственному условию d e t ^ H ^ O . Внешние дифференциалы 
форм шг имеют вид 

где шь — dul ul, а \\иЦ\ — матрица, обратная \\ис\\. В силу лем­
мы Картана, наиболее общие формы о>/, удовлетворяющие 
условиям 

dm1 =-= и>1 Л «в*. (45) 
имеют вид со/' == щ + ujtiшг, где ид— новые переменные, 
удовлетворяющие лишь условиям wi. = и и... Дифференциалы 
форм uift имеют вид 

dwl = с»J Л --А + «и/ Л < 
где 

юлг = dn/г. + u'kp u>pi + ир/ <4' — Uki coj. 
Наиболее общие формы ш^, удовлетворяющие условиям 

йщ = щ Л <4 + ш« Л «>г (46) 
имеют вид Шй/ = Щ1 + vlkipVuP, где и/'^ — новые переменные, 
•симметричные по нижним индексам. Применяя метод матема­
тической индукции, убеждаемся, что этот процесс можно 
повторять неограниченно. В результате приходим к последо­
вательности форм со, ш*, . . . ,ш* ... ,• , . . . , симметричных по 
нижним индексам, а в остальном независимых, от перемен­
ных и1, и*, • •.,";, ... . , . . . . также симметричных по нижним 
индексам (det||«/||i?-'0). При этом выполняются уравнения 
•(26), (27), так что мы имеем реализацию алгебры А(п). 

Пусть теперь V —другая координатная окрестность в 
многообразии Мп, пересекающаяся с U, и vl — соответствую­
щие локальные координаты. Введя переменные vl, vlu . • • 
--.,."/, ,,. i, построим из них, как выше, формы Q, Q / , . . . 
•••>--*! ••• tp>.--- На пересеченииUC\V vl = vl{Uh). Будем ста­
раться определить переменные о*, . , , , о/. ... { , как функции 
•от и% « ,• , . . . ,« ,• , . . . / , • •• , таким образом, чтобы формы Q 
S8 



перешли в соответствующие формы ш. Сравнение приводит к 
последовательности необходимых и достаточных условий 

- ,- . /•Эй-' 

I I 3-И-° ~q~s , 

• ' « • - = " " - - Ш 5 Г - ' * - , ' Ц Р 

vklp = WWp + ——-^ ^ o/ 0- uh + ----- ш «, x 

x (vs
k Zfi и*р + Ъ!4 ui+if, Zi Щ (47) 

и т. д. 
Далее, МОЖНО проверить, что все формулы, получаемые 

на этом пути, обладают свойствами транзитивности. Именно, 
если есть третья окрестность W, пересекающаяся с U(W, то 
•формулы перехода от переменных « ' , , . , , 4 , . . ; к ги',ш?1...,-р 
могут быть получены последовательным переходом от и1, 
«?-. ...ip к vl, . . . , о?,... ip , и затем от v\ v'i ... ip к wl, wft... tp. 

Отсюда, прежде всего, вытекает, существование после­
довательности многообразий М„, М{

п
1\ .. ., М{

п
р\ ... таких, что 

переменные и1, «/.,..., и?,... г («'(.£/, det||uft||¥=0) являются ло­
кальными координатами в М\['\ а переход к другим локаль­
ным координатам задается формулами (47). После этого мы 
имеем право считать формы ш, . . ,,ш*. ,.. ,-_.,, определенные в 
каждой координатной окрестности так, как указано выше, 
.заданными ыа всем многообразии М{

п
р). Мы приходим к основ­

ному здесь результату. 
Над каждым дифференцируемым многообразием Мп су­

ществует однозначно определенная последовательность мно­
гообразий М.,, М^\ . . .,М(

п
р\ . . . и в этих многообразиях-

последовательность дифференциальных форм, реализующая 
алгебру А {/г). 

Полный прообраз точки многообразия АТ„ при естествен­
ном отображении М(

п
р) на Мп имеет структуру группы Ли D{

n
p). 

Уравнения, определяющие односторонние сдвиги в этой груп­
пе, получатся, если положить в уравнениях (47) и1 = и- и 
считать производные от и1 по vk независимыми параметрами, 
•определяющими преобразование. Формы щ,..., «-v., -.. t при 
и1 = wo, dul = 0 становятся односторонне инвариантными 
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формами группы D/'. Структурные уравнения определятся 
уравнениями (27) при ш' -= 0. 

Обозначим через E пространство переменных х", и рас­
смотрим на прямом произведении многообразий E и М1^ впол­
не интегрируемую систему Пфаффа 

ш- —0, Йа = 0, Qa = 0, (48) 
левые части которой имеют вид (28). Предположим, что мно­
жество связных интегральных многообразий этой системы 
обладает структурой дифференцируемого многообразия MN, 
индуцированной на нем естественным образом структурой 
объемлющего пространства EXMlf\ 

Например, это всегда будет иметь место, если уравнения 
Qa = 0 отсутствуют, а остальные уравнения соответствуют 
представлению группы Dip) в пространстве переменных х№ 

(для этого достаточно, чтобы точки интегральных многооб­
разий системы (48) находились во взаимно однозначном соот­
ветствии с точками группы Djf\ рассматриваемой над данной 
точкой многообразия Mlt). Впрочем, МОЖНО показать, что при 
Qa = 0 и я-^2 наше предположение всегда справедливо, ес­
ли ограничить изменение переменных х" некоторой областью-
пространства Е (это следует из конечности фундамен­
тальной группы D{f}). Предположение останется справедли­
вым, если, ИСХОДЯ из случая 0,а == 0, наложить на перемен­
ные ха рациональные зависимости, приводящие к уравне­
ниям (48) общего вида, и не налагающие на левые части урав­
нений (48) тождественных линейных зависимостей. Действи­
тельно, множество интегральных подмногообразий, на которых 
формы остаются независимыми, составят открытое подмно­
жество многообразия интегральных подмногообразий системы, 
рассматриваемой до наложения условий. При отсутствии пе­
ременных ха и уравнений Qa —0 предположение, как известно,. 
означает, что уравнения (48) соответствуют замкнутой под­
группе группы Djf\ Во всех этих случаях будем называть 
многообразие MN пространством дифференциально-геометри­
ческих объектов данного типа многообразия Мп. 

Пусть в MN, определенном системой (48), задано p-мерное-
дифференцируемое подмногообразие Sp («Семейство дифферен­
циально-геометрических объектов») и пусть 0х (X = 1,. . . , р) —• 
основные образующие элементы алгебры А (р), связанной с 
многообразием Sp. Тогда общее решение 2(5,,) идеала с ба­
зисом (30) естественным образом реализуется над подмногооб-
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разием Sp и служит для его изучения. Факторалгебры алгебр 
типа 21 (Sp) по канонизирующим идеалам служат той же 
цели, В частности, общие решения идеалов с базисами (29), 
(31) можно получить из алгебр типа S(SP) канонизирующими 
построениями, аналогичными рассмотренным в п. 9. Фактор-
алгебры получаемых этими путями алгебр по классифици­
рующим идеалам служат для изучения специальных классов 
семейств дифференциально-геометрических объектов, а сами 
классифицирующие идеалы — для выделения этих специаль­
ных семейств. 
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