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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ 
НЕУСТОЙЧИВЫХ ЗАДАЧ 

Многие некорректные в классическом смысле задачи математи­
ческой физики сводятся к уравнениям первого рода 

Л«=/ (1) 
с положительным оператором А0. Регуляризация такого типа задач 
состоит обычно [1] — [3] в добавлении к А0 положительно опреде­
ленного оператора Л , с малым множителем, например, гЕ, где г > 0 , 
Е— тождественный оператор. Рассматривается уравнение 

ъАхи + А0и = / (2)' 
и доказывается, что решение задачи (2) сходится при s—>0 к реше­
нию задачи (1). 

В настоящей работе доказывается сходимость решений уравне­
ния (2) к решению уравнения (1) для широкого класса операторов, 
включающего случаи, рассмотренные в [1] —[3]. Предполагается 
лишь, что Л 0 — положительный, а Аг — неотрицательный (вообще го­
воря, неограниченные) операторы. 

Далее рассматривается метод Ритца для регуляризованного-
уравнения (2) и показывается, что приближенные решения ипе, по­
лученные этим методом, сходятся к точному решению ив равномер­
но относительно г для 0 < е < а. 

Пусть в гильбертовом пространстве Н со скалярным произведе­
нием (и, v) задано уравнение вида (1): 

Л 0 « = / , Я, 

где Л 0 — линейный симметрический положительный оператор с об­
ластью определения D(A0), и его расширение по Фридрихсу также 
положительно. Зададим в Н симметрический неотрицательный опе­
ратор Аг и предположим, что пересечение D ( Д ) П D ( Л 0 ) плотно в Н. 
Рассмотрим на множестве D(AB) = {D(Al)(]D(A0), е > 0; D(A0), 
е = 0[ положительный оператор Л е = г Л 1 + Л 0 , е > 0 . Обозначим че­
рез Иг новое гильбертово пространство, полученное замыканием* 
D(Az) по метрике квадратичной формы ( Л е и, а). Билинейная форма 
(АЕ и, v), заданная на D ( Л е ) , индуцирует в Нг скалярное произве­
дение [и, v]t. Норма в Hi равна ||й||е = [«, и]\12. 

Если оператор Л е положительный, но, не положительно опреде­
ленный, то, вообще говоря, Ht не вкладывается в Н — среди идеаль­
ных элементов пространства Я е могут оказаться и такие, который 
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же соответствуют никакие элементы пространства Я. Но заметим, 
что при е, е, > 0 множества ЯЕ и Яе, совпадают и Я е 5Ег Я 0 . 

Известно ([4], с. 23), что уравнение 
A.u=.f, f£H, (3) 

разрешимо тогда и только тогда, когда скалярное произведение 
•{/, и) является ограниченным в метрике Я е функционалом: 

\(f,u)\<C\\ul (4) 

•Область значений расширенного оператора Аг обозначим . через Rs . 
Решение ие задачи (3) может и не принадлежать Я, но для всех 
v^Hs выполняется 

К. Ч = (/. О- (5) 
Т е о р е м а 1. Пусть множество элементов пространства Я Е 

плотно в пространстве П0 и уравнение (1) разрешимо. Тогда реше­
ние иг задачи (3) сходится при е—>0 к решению uQ задачи ( 1 ) в ме­
трике Я 0: ||ие — и0||0—>0. 

Доказательство аналогично приведенному в [8]. Прежде всего 
Отметим, что из монотонности по е нормы (|| и||0 < ||и||е) и усло­
вия (4) следует R0 cz Rs, е > 0. 

Используя тождество (5) и монотонность получаем для 
* > е, > 0 

I A7lft = ИГ 1 / , ЛГ 1/]. = (/ , A7\f) = [А7,1/, АГ 1/]., < 
< II Al!f\\4 \\А7% < || A-'fl | АГ'Д • 

Тем самым для решений уравнения (3) имеем неравенство 

К Ц . < К Л ' s > S l > 0 , (6) 
лз которого следует равномерная ограниченность величины 8# е | е : 

I " 4 < K L • (7) 
Поскольку числа (/, иЕ) = [иг, иг\е ограничены и не убывают при 
£—*0, то они имеют предел. 

Из тождества [ие — ич, иг — aEJB l + {[ие , и8 ] е — [us , иг ]ч) = 
•==(/» — ( / > и * ) Д л я s > s i > 0 следует неравенство ||йе — «Sill2< 
< (/,. «Si) — (./, uj. Из него по критерию Коши вытекает, что иг име­
ют предел и в метрике Я 0 . 

Докажем, что а = в0. Для любой v(^Hz, е > 0, справедливо 
тождество 

{[и. , г»], - [«s, 4 } + [а. , г>]-0 = (/, г>). (8) 

Поскольку форма [a s , v]E — [ие , v]0 неотрицательна, то 

\[ut, v]t — [at-, v]0\2<{[ue, « . ] , — .[«., г>], - [v, v]Q\. 

Отсюда и из равномерной ограниченности решений иг в ЯЕ следует, 
что | [и е , fj £ — \иг, т>]0'| —• 0 при е— >0, и, тем самым, тождество (8) 
переходит в соотношение [и, г>]0 = (/, v) для; всех г/ из плотного 
в Я 0 множества Я Е . Теорема доказана. 
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З а м е ч а н и е . Если Л , — положительно определенный оператор, 
то, в силу доказанной теоремы, Л Г 1 является оператором, регуляри-
зующим уравнение (1) в ^пространстве Я 0 ; т. е. выполнены условия 
[5]: 1) Л Г 1 определён нанесем Я ; 2) Л " 1 непрерывен; 3) для всякого 
v £ Я 0 А7хАаъ —>v при е —»0. 

Для приближенного решения регуляризованного уравнения (2) 
можно применить метод Ритца. В заметке [6] доказана равномерная 
по s сходимость^ этого метода, когда Л 0 — положительно определен­
ный оператор. Отметим, что для справедливости результата [6] до­
статочно положительности оператора Л 0 и непрерывности ||ЛГ/|| е 

по s. Поскольку из теоремы 1 следует непрерывность по е величины 
II Л Г 1 / ' ! , , то справедлива 

Т е о р е м а 2. Пусть Ах — положительно определенный опера­
тор. Если уравнение (1) разрешимо и множество Я Е плотно в про­
странстве Я 0 , то приближенные решения ит уравнения (2), полу­
ченные методом Ритца по полной в Нг системе { Ф А } , сходятся к 
точному решению иЕ равномерно относительно е в метрике про­
странства Нг для 0 < е < а , т. е. ||и5 — a,,sflB=?0 при /г—>оо. 

Рассмотрим применение описанного метода, когда правая часть 
уравнения (1) известна приближенно: 

! / 5 - / o l l < S ; ( 9 ) 

fb может вообще не принадлежать # 0 = Л 0 ( Я 0 ) . 
В этом случае вместо (1) решается задача 

A,USSBA1U + Л 0 К = / 8 , ( Ю ) 

где Л , — положительно определенный оператор, (Ахи, и)^(и, и). 
Оценим разность между точными решениями уравнений (3) и (10). 

Так как Ах — положительно определенный оператор, то для любого 
•v^H выполняется соотношение | A7lv [j2 = (v, AT1 v) <.\\v\\\\ A7l v\< 
< \vЦг""1''2IIA7lv||e. Отсюда || A7lv\B < e-1'21|v\. Тем самым получаем 
оценку, аналогичную [1] (с. 12): 

. Ци. - иЦ = \\ Л Г У о ~ АТ^Х < \\fb -f0V'/*< 3 iVZ 

Наконец, оценим разность между точным решением и0 уравне­
ния (1) и приближенным решением и5

т (по Ритцу) уравнения (10). 
Пусть { Ф ^ С Г Я , — заданная координатная система для метода Ритца, 
а {ФА ё} — соответствующая ортонормированная в Нг система: 

Тогда приближения Ритца по системе {Фа} для решений уравнений 
(3) и (10) можно записать ([7], с. 93) в следующем виде: 

и п 
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Значит, I ит - al [|2 = £ [«e - BJ, < || и, - a\ f < 6 2/ e. 

Теперь для разности uQ — u„£ имеем неравенство 

И « 0 ~ И^|1о<1«0 - И * Но + 11 И е — 1U + [J » « е — Це <С 
< Т ( г ) + ЭД + 8/Ке, 

где У-(п) в силу теоремы 2 не зависит от е и 6. 
П р и м е р 1. Задача Коши для уравнения Лапласа в области 2„ 

ограниченной кривыми Г 0 и 1\: 
ди Ди = 0, (11) 
дп 

= gi(x,y),- =g2(x,y), (12} 
Го 

эквивалентна следующей краевой задаче ([3], с. 251): 
ди 

дп Ми = /(х, у), иL =' = 0, (13) Ди|Г1 = £ д и | Г 1 = 0. (14> 

Регуляризованное уравнение имеет вид 
ДДи+ ви=/(х, у ) . (15} 

Решение задачи (15), (13), (14) сходится при е—>0 к решению исход­
ной задачи (И), (12) в метрике 

П р и м е р 2. Оператор, соответствующий краевой задаче для 
дифференциального уравнения, эллиптического внутри области, но 
вырождающегося на границе 

д { з ди \ д2и г , ч 1 Л „ ч х V J ~x-rr=f{x, у ) , (16) 
дх \ дх/ ду2 

и(х, 0) = и(х, 1) = и(1, у) = 0, 0<х, v < l , (17) 
является положительным, но не положительно определенным ([4], 
с. 231). Это уравнение можно регуляризовать добавлением члена т 
в левую часть. Метрика пространства Н0 задается интегралом 

1 1 ~x*(dJi)2

 + x(d-?)2]dxdy. (18;) 
\dxj \дуу J 

.0 0 

Условия теоремы, очевидно, выполняются, и, следовательно, ре­
шение регуляризованного уравнения сходится при е—»0 к решению 
задачи (16)—(17) в метрике (18). 

г. Свердловск Поступило 
13 VII 1970 
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Н. Г. КОСАРЕВ. О ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х УРАВНЕНИЙ ТИПА СОБОЛЕВА - ГАЛЬПЕРНА 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Указываются точные классы единственности задачи Коши для систем линейных 
дифференциальных уравнений вида , 

N 

Ц Pjk (д/дх, d/dt) щ (х, 0 = 0 , . (1) 
k=i 

mi 
где Pjk (s, I) = £ pft (I) s1, / , £ = 1 , 2 , . . . , N. 

( = 0 

При этом предполагается, что система обыкновенных дифференциальных уравнений, 
полученная из (1) формальной заменой d/dt на А, разрешима относительно старших 
производных по х всех неизвестных функций. Случай 7V= 1 исчерпывающие разо­
бран В. М. Борок (ДАН СССР, т. 177, № 4, 1967) и Н. Ю. Иохвидовичем (ДАН 
СССР, т. 193, № 1, 1970). (Работа поступила в журнал „Математика" 10.XI.1971.) 

В. А. КУРЧАТОВ. ОБ УСЛОВИЯХ ПРИМЕНЕНИЯ ОДНОГО МЕТОДА 
ЛИНЕЙНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ДЛЯ Р Е Ш Е Н И Я ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Исследуется сходимость одного нового метода решения функциональных урав­
нений. Определяются условия, позволяющие установить в окрестности начального 
приближения существование точного решения и сходимость к нему рассматривае­
мого процесса. Устанавливается область, где точное решение, к которому сходится 
процесс при выбранном начальном приближении, единственно. Приводится оценка 
погрешности приближенных решений. Рассматриваются также некоторые применения 
доказанных теорем о сходимости метода. (Работа поступила в журнал „Математика" 
28.111.1972.) 

Ф . Л. ЛИТВИН. ОПРЕДЕЛЕНИЕ О Г И Б А Ю Щ И Х ЛИНИЙ КОНТАКТА 
ВЗАИМООГИБАЕМЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Предполагается заданной в параметрической форме поверхность-2, образующая 
при своем движении, как твердое целое, семейство 2^ ; G — поверхность, огибающая 
семейство 2? . Линии контакта S и С образуют на 2 семейство С, а на О — семей­
ство D. Определяются необходимые условия, которым должны удовлетворить оги­
бающие семейств С и D. (Работа поступила в журнал „Математика" 29.IV.1972.) 


