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Аннотация. Рассматривается обратная динамическая задача пороупругости ку-
сочно гладкого коэффициента сдвига по дополнительной информации колебаний
точек свободной поверхности. Считается, что выполнена гипотеза Гупилла о рав-
ном времени распространения возмущений по слоям насыщенной жидкостью пори-
стой среды. Получены рекуррентные формулы для восстановления неизвестного
коэффициента сдвига.
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Математическое моделирование волновых полей стало неотъемлемой ча-

стью современных обрабатывающих геофизических комплексов в нефте- и га-

зодобыче. Еще большее значение оно имеет на этапах интерпретации сейсми-

ческих данных. Его активно используют при идентификации и увязывании го-

ризонтов, при сопоставлении результатов обработки с данными акустического

каротажа и т. п. На нем основан метод псевдоакустического каротажа, пред-

ставляющий собой одну из попыток решения обратной динамической задачи

для реальных данных.

Модель горизонтально-слоистой среды достаточно часто используется для

интерпретации сейсмических данных. Например, данная модель может быть

применима для Восточной Сибири, когда слои сформированы осадочными по-

родами. Также модель горизонтально-слоистой среды может использоваться

при раздельной интерпретации, когда на первом шаге интерпретации геофизи-

ческих данных выбирается простая модель среды и выделяются особенности

среды, где потом могут быть использованы двух- и трехмерные модели сред.

В основе существующих и активно используемых в практике методов мате-

матического моделирования, как правило, лежит уравнение с частными про-

изводными. Задачи о распространении волн различной природы в плоских

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(грант No. 21–51–15002).
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слоисто-неоднородных средах возникают во многих физических исследовани-

ях. Наряду с прямыми задачами могут быть поставлены обратные, заключа-

ющиеся в определении характеристик слоисто-неоднородных сред. Обратным

задачам для гиперболических уравнений ввиду их широкого прикладного значе-

ния посвящена обширная литература (см., например, [1–4]). Среди этих задач

большое практическое значение имеют обратные задачи электроразведки [5],

магнитотеллурического зондирования [6], задачи интерпретации данных о дис-

персии поверхностных сейсмических волн [7, 8], обратные динамические задачи

сейсмики [9, 10], а также задачи синтеза слоистых покрытий [11].

В [12] получены рекуррентные формулы для определения кусочно-постоян-

ного коэффициента волнового уравнения в рамках гипотезы Гупилла о равном

времени τ распространения возмущения по плоскопараллельным слоям. В каче-

стве дополнительной информации рассматривалось значение решения началь-

но-краевой задачи (или его производной по времени) на свободной поверхности

x = 0.

Наиболее близкой к предложенной является идея послойного определения

коэффициента волнового уравнения путем последовательного анализа в точке

x = 0 отраженного сигнала в моменты времени 2nτ. Измеренный в этот момент

времени сигнал должен содержать информацию о первых n + 1 слоях и при

известных значениях коэффициента в первых n слоях позволяет определить

искомую величину в (n + 1)-м слое (см., например, [1, 13, 14]). Отметим также

работы [15–19].

В данной работе нас будет интересовать задача, связанная с распростране-

нием волн в изотропной слоистой пористой среде, опирающейся на однородное

полупространство. Будем рассматривать плоскопараллельные слои. Рассмат-

ривается одномерная обратная динамическая задача пороупругости в диссипа-

тивном приближении для слоистых сред.

1. Постановка задачи

Рассмотрим процесс распространения колебаний в неоднородном по про-

странственной переменной полупространстве, описываемый системой уравне-

ний [20–27]:

ρs(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
µ(x)

∂u

∂x

)
− ρl(x)b(x)

(
∂u

∂t
− ∂v

∂t

)
, x > 0, t > 0, (1)

∂v

∂t
= b(x)(u − v), x > 0, t > 0, (2)

при следующих нулевых начальных условиях:

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, v|t=0 = 0, x > 0, (3)

и граничном условии

ux|x=0 = H(t), t > 0. (4)
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В формулах (1) и (2) функции µ(x), ρl(x), ρs(x), b(x) кусочно-постоянны и

могут иметь разрывы в точках a1 < a2 < · · · < ak, т. е., полагая a0 = 0, можно

записать равенства

µ(x) =

{
µm, x ∈ (am−1, am), m = 1, . . . , k,

µk+1, x > ak,
(5)

ρl(x) =

{
ρlm, x ∈ (am−1, am), m = 1, . . . , k,

ρlk+1, x > ak,
(6)

ρs(x) =

{
ρsm, x ∈ (am−1, am), m = 1, . . . , k,

ρsk+1, x > ak,
(7)

b(x) =

{
bm, x ∈ (am−1, am), m = 1, . . . , k,

bk+1, x > ak,
(8)

где bm, µm, ρlm, ρsm = const . В точках разрыва am коэффициента µ(x) к усло-

виям (3), (4) добавим условия сопряжения

[u]x=am = [µ(x)ux]x=am = 0, m = 1, . . . , k. (9)

Задачу определения функций u(x, t) и v(x, t), удовлетворяющих равенствам (1)–

(4), (9) при заданных функциях b(x), µ(x), ρl(x), ρs(x) вида (5)–(8), принято

называть прямой задачей.

Основной предмет исследования настоящей работы составляет

Обратная задача A1
µ. Определить коэффициент µ(x) уравнения (1), т. е.

найти набор из 2k+ 1 чисел {µ1, . . . , µk+1; a1, . . . , ak}, если относительно реше-

ния задачи (1)–(4), (9) известна информация

�(ω) = −
∝∫

−∝

ut(0, t)e
−iωt dt, ω ∈ �, (10)

причем � — отделенный от нуля конечный интервал и функции b(x), ρl(x),

ρs(x) заданы. Далее будем для простоты считать, что функции b(x), ρl(x),

ρs(x) постоянны.

Все дальнейшие построения будем проводить в предположении, что

τ =
a1 − a0

c1
=
a2 − a1

c2
= · · · = ak − ak−1

ck
(11)

и величина τ задана, ck =
√
µk/ρsk. Как отмечалось выше, в ряде случаев

предположение (11) эквивалентно гипотезе Гупилла. Будем считать, что |�| >
π/τ .

Отметим, что наличие k равенств (11) обратной задачи позволяет говорить

о восстановлении в рамках решения обратной задачи A1
µ лишь k + 1 констант.

Будем считать, что это {c1, . . . , ck+1}.
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Известно (см., например, [1, 4]), что прямая задача (1)–(4), (9) в случае

слоистой среды связана со следующей задачей для уравнения Гельмгольца с

параметром:

Uxx + ω2B̃2(x, ω)U = 0, (12)

Ux(0, ω) = h(ω), Ux − iB̃ωU → 0, x→∞, (13)

[U ]x=am = [µUx]x=am = 0, m = 1, . . . , k. (14)

Здесь U(x, ω), h(ω) — образы Фурье соответственно функций u и H :

U(x, ω) =

∞∫

−∞

u(x, t)e−iωt dt, h(ω) =

∞∫

−∞

H(t)e−iωtdt,

B̃(x, ω) =

√
(1 + ρl(x)/ρs(x))b(x) − iω

c(x)
√
b(x)− iω

.

Дополнительная информация (10) для обратной задачи A1
µ определения

коэффициента µ(x) будет соответствовать равенству

�(ω) = iωU(0, ω), ω ∈ �. (15)

Таким образом, решение обратной задачи A1
µ связано с решением следую-

щей задачи.

Обратная задача A2
µ. Определить коэффициент µ(x) вида (5)–(8) урав-

нения (12), если относительно решения задачи (12)–(14) известна информация

(15).

Следуя [12], введем следующее

Определение. Обратную задачу A2
µ об определении функции µ(x) вида

(5) по дополнительной информации (10) в рамках гипотезы (11) назовем k-

слойной.

Если это не оговорено особо, всюду в дальнейшем будем рассматривать

k-слойную задачу.

Воспользуемся явными формулами для общего решения (am−1, am) урав-

нения (12) на участках постоянства функции µ(x):

U(x, ω) = Am1 (ω)eiB̃mωx +Am2 (ω)e−iB̃mωx. (16)

Краевое условие (13) при x→∞ означает, что из бесконечности нет приходящих

волн, т. е. Ak+1
2 = 0. Для полупространства x > ak выполнено равенство

U(x, ω) = AeiB̃k+1ωx, (17)

где параметр A(ω) будет определен ниже.

Согласно (16) равенства (15) можно записать в виде

Am1 e
iB̃mωm +Am2 e

−iB̃mωam = Am+1
1 eiB̃m+1ωam +Am+1

2 e−iB̃m+1ωam ,
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µm
(
Am1 e

iB̃mωam −Am2 e−iB̃mωam
)

= µm+1

(
Am+1

1 eiB̃m+1ωam −Am+1
2 e−iB̃m+1ωam

)
.

Отсюда, используя обозначения

Bmj = Amj e
(−1)j−1iωB̃mam , (18)

легко получить, что в силу (7) справедливы равенства

Bm1 +Bm2 = Bm+1
1 e−iωb̃τ +Bm+1

2 eiωb̃τ ,

Bm1 −Bm2 =
µm+1

µm

(
Bm+1

1 e−iωb̃τ −Bm+1
2 eiωb̃τ

)
.

(19)

Здесь b̃ =

√
(1+ρl/ρs)b−iω

b−iω .

Система (19) в обозначениях

λ±m = 1± µm+1

µm
(20)

эквивалентна равенствам

Bm1 =
1

2

(
λ+
mB

m+1
1 e−iωb̃τ + λ−mB

m+1
2 eiωb̃τ

)
,

Bm2 =
1

2

(
λ−mB

m+1
1 e−iωb̃τ + λ+

mB
m+1
2 eiωb̃τ

)
, m = 1, . . . , k − 1. (21)

Для вычисления величин Bkj используем равенства (13) в точке x = ak,

представление (17) и формулы (11), (16), (20). Полагая α = eiωB̃k+1ak , получим

Bk1 =
1

2
Aαλ+

k , Bk2 =
1

2
Aαλ−k . (22)

Функцию A(ω) определим из краевого условия (13) при x = 0, которое согласно

(11), (16), (18) имеет вид

iωB̃1

(
A1

1 −A1
2

)
= iωB̃1

(
B1

1e
−iωb̃τ −B1

2e
iωb̃τ

)
= h(ω). (23)

Используя формулы (21), (22), можно сделать вывод о том, что

B1
j =

Aα

2k
P k−1
j (eiωτ , e−iωτ ), (24)

где P k−1
j (ξ, η) — однородные полиномы степени k−1 от переменных ξ, η. Коэф-

фициенты этих полиномов, в свою очередь, суть однородные полиномы степени

k, состоящие из слагаемых вида 1± 2± . . . λ±k .

Согласно (23), (24) справедлив аналог равенства из [12]:

Aα

2k
=
h(ω)

iωB̃1

(
P k−1

1 e−iωb̃τ − P k−1
2 eiωb̃τ

)−1

,

Но тогда для дополнительной информации (16) �(ω) = iωU(0, ω) = iω(A1
1 +A1

1)

получим представление

�(ω) =
h(ω)

B̃1

P k−1
1 e−iωb̃τ + P k−1

2 eiωb̃τ

P k−1
1 e−iωb̃τ − P k−1

2 eiωb̃τ
. (25)
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Наложим ограничение на функцию h(ω) (т. е. функцию H(t) в терминах

динамической постановки (1)–(4)). Пусть для некоторого ω0 > 0 функция h(ω)

не обращается в нуль на отрезке [ω0, ω0 + π/τ ] ⊂ �. В частности, если H(t) =

δ(t) и � = R, то h(ω) = 1 и приведенное выше условие выполнено при любых

ω0, τ.

Рассмотрим следующие коэффициенты Фурье функции �(ω)/h(ω):

ϕm =

ω0+π/τ∫

ω0

�(ω)h−1(ω)e−2iωmτ dω. (26)

Установим связь между числами ϕm и параметрами µm обратной задачи A2
µ.

Для вычисления интегралов (26) используем замену переменных z = e2iωτ

(dz = 2iτzdω), взаимно однозначно отображающую полуинтервал [ω0, ω0 + π/τ ]

и ω на единичную окружность |z| = 1 комплексной плоскости z (интегрирование

происходит в сторону возрастания arg z).

Умножая числитель и знаменатель правой части (25) на функцию ekiωτ =

zk/2, получим, что функция B̃1�(ω)/h(ω), которую в терминах переменной z

будем обозначать через Fk(z), является отношением двух полиномов степени k:

Fk(z) =
f

(k)
0 + f

(k)
1 z + · · ·+ f

(k)
k zk

g
(k)
0 + g

(k)
1 z + · · ·+ g

(k)
k zk

. (27)

Здесь нижний индекс функции Fk(z) и верхние индексы коэффициентов f
(k)
j ,

g
(k)
j означают «слойность» задачи.

Равенства (26) в этих обозначениях принимают вид

ϕm =
1

2iτc1

∫

|z|=1

Fk(z)
dz

zm+1
, m = 0, . . . , k. (28)

Интегралы вида (28) в случае, когда все корни стоящего в знаменателе

функции Fk(z) полинома лежат вне единичного круга плоскости z, сравни-

тельно просто вычисляются с помощью методов теории функции комплексного

переменного. Все дальнейшие выкладки будем проводить в вышеупомянутом

предположении, что полином g
(k)
0 + g

(k)
1 z + · · · + g

(k)
k zk не имеет корней в кру-

ге |z| ≤ 1. Достаточным условием для справедливости этого предположения в

силу известной теоремы Руше [28] является неравенство

∣∣g(k)
0

∣∣ >
k∑

j=1

∣∣g(k)
j

∣∣. (29)

Итак, считаем, что подынтегральные функции в равенствах (28) внутри

ограниченной контуром интегрирования области |z| < 1 имеют единственную
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особую точку, соответственно полюс порядка m+1 в точке z = 0. Это позволяет

воспользоваться теоремой о вычетах [28], на основании которой

ϕm =
π

τB̃1

Res
z=0

Fk(z)

zm+1
.

Поскольку, как уже отмечалось, точка z = 0 является полюсом порядка m+ 1

для рассматриваемой функции, коэффициенты Фурье (28) можно вычислять

по формулам [28]

ϕm =
1

m!

π

τB̃1

F
(m)
k (0). (30)

Прежде чем сформулировать основной результат работы, введем некоторые

обозначения (см. (20)):

γm =
λ−m
λ+
m

= −µm+1 − µm
µm+1 + µm

, m = 1, . . . , k; (31)

hmp = hmm−1h
m−1
m−p−1 + hm−1

p , p = 0, . . . ,m− 2, m = 2, . . . , k

hmm−1 = −γm, m = 2, . . . , k, (32)

h1
0 = hmm = 0, m = 1, . . . , k.

Теорема. Пусть выполнены равенства (11), полином (27) g
(k)
0 + g

(k)
1 z +

· · · + g
(k)
k zk не имеет корней в круге |z| ≤ 1 и образ Фурье h(ω) функции H(t)

не обращается в нуль для ω ∈ [ω0, ω0 + π/τ ] ⊂ �. Тогда для построенной по

решению задачи (12)–(14) функции Fk(z) (27) справедливы формулы

F
(m)
k (0) = m!

[
2γm

m−1∏

p=1

(1− γ2
p)−

m−1∑

p=1

hmp
(m− p)!F

(m−p)
k (0)

]
. (33)

При этом коэффициенты γm, hmp вычисляются согласно формулам (31), (32),

m = 2, . . . , k.

Доказательство теоремы проводится так же, как в [12].

2. Алгоритм решения обратной

задачи A1

µ
(обратной задачи A2

µ
)

Используем формулы (33) для построения алгоритма решения обратной

задачи A2
µ, а тем самым и обратной задачи A1

µ.

Перед описанием алгоритма напомним условия его применимости.

1. Должны быть выполнены равенства (11), что в терминах системы урав-

нений Ламе означает справедливость гипотезы Гупилла об одинаковом времени

прохождения волны по слоям.

2. Полином g
(k)
0 + g

(k)
1 z + . . . g

(k)
k zk (27) не должен иметь корней в круге

z ≤ 1. Достаточным условием выполнения этого ограничения в терминах коэф-

фициентов µm исходной задачи является то, что скорости в слоях отличаются

«не сильно».
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3. Образ Фурье h(ω) данных H(t) (4) не должен обращаться в нуль для

содержащегося в � отрезка длины π/τ : ω ∈ [ω0, ω0 + π/τ ]. Например, если

H(t) = δ(t) и � = R, то это условие выполнено для всех ω0, τ.

При всех сформулированных предположениях решение обратной задачи

(µ1, . . . , µk+1) можно найти по следующей схеме.

1. Вычислить k + 1 интегралов (26): ϕ0, . . . , ϕk.

2. Последовательно определить числа γ1, . . . , γk:

γ1 = ϕ1/2ϕ0, (34)

согласно (30), (33)

γm =
1

2ϕ0

ϕm +
1∑
p=1

hmp ϕm−p

m−1∏
p=1

(
1− γ2

p

) , (35)

где коэффициенты hmp вычисляются по рекуррентным формулам (32).

3. Найти решение обратной задачи:

µ1 = π/τϕ0, (36)

а в соответствии с (31)

µm+1 =
1− γm
1 + γm

µm, (37)

Итак, в сформулированных предположениях формулы (26), (32), (34)–(37)

дают решение обратной задачи A2
µ. Численная реализация этих формул состоит

лишь в процедуре вычисления интегралов (26) и алгебраических преобразова-

ний (34)–(37), (32).

Важным является то, что моменты (26) могут вычисляться на отделенном

от нуля интервале изменения ω.

Алгоритм допускает наличие фиктивных слоев µm = µm+1, что расширяет

возможность его применения.

3. Заключение

Рассмотрена задача распространения поперечной волны в изотропной сло-

истой насыщенной жидкостью пористой среде, опирающейся на однородное по-

лупространство. При этом рассмотрены плоскопараллельные слои. Исследо-

вана одномерная обратная динамическая задача пороупругости в диссипатив-

ном приближении для слоистых сред. Диссипация энергии происходит за счет

коэффициента трения. Получены рекуррентные формулы для рассмотренной

обратной задачи.
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