
Л.А.Молотков 
О ДИСПЕРСИОННЫХ УРАВНЕНИЯХ ДЛЯ СЛОИСТЫХ СРЕД С НЕЖЕСТКИМ 

КОНТАКТОМ НА НЕКОТОРЫХ ГРАНИЦАХ РАЗДЕЛА 

В работе [IJ было записано в различных представлениях дис­
персионное уравнение для слоистой упругой среды» в которой меж­
ду слоями выполняются условия жесткого контакта. Для ряда практи­
ческих задач полезно также рассмотреть случай, когда на одной 
или нескольких границах имеет место контакт с проскальзыванием. 
При этом контакте на границах раздела нецрерывны нормальные сме­
щения иъ и напряжения t Z 2 , а для тангенциальных напряжений 
t.* = 0. 

При рассмотрении указанного случая непосредственное исполь­
зование методов Томсона [2] и Данкина - Трауэра С3,4] является 
затруднительным, так как не удается найти матрицы четвертого по­
рядка с конечными элементами, которая характеризовала бы рассмат­
риваемый контакт. Для записи дисперсионного уравнения удобно ис­
пользовать подход, развитый в работе [51 . 

§ I. Дисперсионное уравнение, содержащее функции 
границ раздела. 

Пусть в цилиндрической системе координат t , z , *f заданы 
однородные изотропные упругие среды: полупространства Q(z<o) 
и п+Чъ>Н^\\ +k ) , а также слои I (0-«z*Hf= /-ц)> 
Шл<ъ*Н1=Н<+к,),— ^(H f t. 4<2<H ( l=H f t H+M • Среда с но­
мером i (1=*(и,2,т,.,ц.<)характеризуетоя плотностью ft , постоянными 
Ламе Аь , X 'и скоростямиа>V(>+ i / i)/^', lt= •>/Д./j>. ' распрост­
ранения продольных и поперечных волн. На границе 2="н • между 
слоями j и j- + i имеет место контакт с проскальзыванием, а 
на остальных границах раздела выполняются условия жесткого кон­
такта. 

Поле омещений в каждой среде выражается через потенциалы^ 
и Yj, » которые представляются интегралами Фурье-Бесселя и Мелли-

C f r j ~ £ £ r C 4 X ^ M . s O e o c f K K ^ o h / , 
о f- too 

r+loa 

о <Г- too 

(1.2) 
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при этом введены обозначения 
<Х;, = ̂+а:у', h^^K^' с 1.3) 

иН.-п, = 0 . Функции Х0 , У »Х„ . и У**, характеризуют па-
дающее возмущение. Остальные функции j[. и у? определяются из 
системы уравнений, записанных на основании граничных условий. 

Условие разрешимости 
Д(к,*?) = 0 (1.4) 

этой системы представляет собой дисперсионное уравнение. Входящий 
в левую часть оцределитель Д системы в случае жесткого контакта 
на всех границах вычисляется в работе [5] путем сведения величины 
д к сумме квазидиагональных определителей. Для записи оконча­

тельных выражений Д вводятся функции одной и нескольких границ 
раздела, а также устанавливаются рекуррентные соотношения между 
этими функциями. Результаты работы [5] представляются в матричной 
форме [I] _ 

Д - Ф и »' (1.5) 

S=Bn+^LlwBmi.^№-«.'--^B-.o '• (1.6) 
при этом матрицы L . ,В- в случае жесткого контакта имеют выра-
жения 

'««pfrMWl,. О, о, 0 , О 
_. 0 , exft-KktW^l], 0 , 0 , О 
U- • • 0 , 0 , еаср[кк^гд)] о , Of ( I # 7 ) 

О , ет?Щ^1 О 
О •, 1 , , 

О , 
о , 

о , 
о о , 

&*н 

/-R. HMO 1-R (V И,-0, -Л 1у> 1,н) ,-R СМКА, *« \ 

Я«г*ИИЬ HU,HH,H). MrW), R(W,f), A* (i.8) 

A,-RHH^O»:VSf?; inrim-wliAuttut', ( I , 9 ) 

\ 

'fc-M Г1+4 
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^54*Ki; o,o): V ^ ; V K W H ^ W K H A H ' , 
^5=-Я(0,0;0,0)л/а ы; и;:-^. 

В формулах (1.8) и (1.9) функции d границы сред I и 1+1 име­
ют индексы t+^L . Явные выражения этих функций приводятся в[13. 

Совершенно аналогично вычисляется определитель Д в случае, 
когда на границе слоев L и j-H имеет место контакт о проскаль^ 
зыванием. Величина Д также представляется равенством (1.5), а 
соотношение (1.6) заменяется на аналогичное 

э=А+,лЕЛ№_4 • • Л А - Л ' - ' ^ о > (1.10) 
при этом |_,j.UM,a,...,n) и Buulb=0,1,...(j-f,<f+V.J2.) определяются выра­
жениями (1.7)-(1.9). Что касается матрицы BL H.« границы с не­
жестким контактом, то эту матрицу также можно выразить с помощью 
соотношений (1.8) и (1.9) через функции R^.j. . В случае не­
жесткого контакта функции R.+ .(I, ^ £ т.)имеют выражения 

W^,^^0)M^^AflV£^7/
 (1Л1) 

Таким образом, при контакте с проскальзыванием между слоями 
i и J+{ и жестком контакте на других границах дисперсионное 

уравнение определяется равенствами (1.4), (1.5), (I.7)-(I.II). 
В случае нескольких границ с нежестким контактом необходимо в 
произведение (1.10) ввести несколько матриц типа &-.ч.; * соот­
ветствующих контактам с проскальзыванием, 

§ 2. Дисперсионное уравнение, содержащее матрицы сред и 
матрицы контакта с проскальзыванием 

Для исследования полученных дисперсионных уравнений предста­
вим, как и в работе [I] , матрицу bUii границы с жестким контак­
том в виде равенств 

В1Л-£Д, 
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(2.2) 

т-r 

\ 

12.3) 

В случае контакта с проскальзыванием удается вместо формулы (2,1) 
записать соотношение 

Ъ,*,~$»Щь«1 • (2-5) 

в котором величина £. ̂  • и матрица /\ имеют выражения 
/ 0 0 0 0 0 \ 

U О О Ч О О 
к = о о о о о V H ^ W ^ 1 ? * . (2*6) 

* о о о о » 
\0 оо .оо / 

После подстановки в (I.10) формул (2,1) и (2.5) приходим к равен­
ству __ 

. fi-JT СС ...С, КС.... Ci £. ,. , ,2 7) 

в котором матрицы 
К-11Ж (2.8) 

определяются соотношениями (1.9) и (1,10) работы [6] . 
Случаи, когда одно или оба полупространства свободны от уп­

ругой среда, были рассмотрены в § 4 работы [б] . Результаты это-
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го рассмотрения могут быть црименены и для сред с нежестким кон­
тактом на одной границе. Если в системе имеется несколько границ 
с проскальзыванием,__то достаточно в произведение (2,7) ввести 
несколько матриц &К , соответствующих этим границам. 

Для исследования полученной формулы (2,7) рассмотрим пре­
дельный переход, когда толщина одного из слоев устремлена к нулю. 
С этой целью запишем приближенное при к ^ « 1 соотношение. 

С.= Е+кН,.зе. , 
1* \* Ь 

(2,9) 

в котором Е - единичная матрица, эе представляется равенства­
ми 

«ьв 

о , о 7 -ч , ^ , о | 
0 7 0 , -olj,, ct , 0 1 
-& L, -Ч , 0 , 0 , -|. 
olt , Ч , 0 , 0 , _, 

\ о , о , % , Щ , о/, 
а.=- ol.= 

7 t 

4 
"Л ' 

(2.10) 

Если слой I ограничен хотя бы с одной стороны поверхностью с 
жестким контактом, то при fi.-— О согласно соотношению (2.9) мат­
рицу k следует исключить из произведения (2.7), В случае слоя 

L , на обеих границах которого имеет место контакт с проскаль­
зыванием, исключение матрицы С- из произведения (2,7) оказывает­
ся неудачным, так как (̂  - нулевая матрица. Чтобы избежать нуле­
вые матрицы, нужно в равенстве (2.9) учесть второй член и исполь­
зовать соотношение КзьК355*; К • Таким образом, после рассмотрен­
ного предельного перехода и некоторых сокращений дисперсионное 
уравнение по-прежнему выражается с помощью соотношений (1.4), 
(1.5) и (2.7). 

§ 3. 0 дисперсионных уравнениях для слоистых упругих сред 
с жидкими слоями и с нежесткими контактами на 

некоторых границах раздела 
Чтобы перейти к контакту с проскальзыванием между упругими 

средами, можно вначале рассмотреть упругие среды, разделенные 
жидким слоем, а затем устремить толщину этого слоя к нулю. Следуя 
указанному способу, введем в рассматриваемую среду между слоями 

i и 1 И жидкий слой, характеризуемый плотностью f , скоро­
стью распространения а и толщиной ]г . Заданный жидкий слой мо­
жет быть описан уравнениями теории упругости при и—»-о ,j>=cotttt 
и \= co-nit , Поэтому для получения дисперсионного уравнения задан­
ной упруго-жидкой среды рассмотрим сперва упругую среду с доба-
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вочным слоем и с жесткими контактами на границах. Последняя сре­
да описывается дисперсионным уравнением 

В равенстве (ЗЛ) совершим предельный переход при/*-*-0 и 
выделим из матрицы С бесконечный множительJ»<J fi к к f , на который 
сократим уравнение (ЗЛ). Полученная при и•— 0 матрица С зада­
ется равенством 

о , о , 
-ocpfchkkoc, 0 , 

О , О О I (3.2) 

О , 0 , 

С= ар1̂ '1 
0 * 0 

сс̂ Кк/юг , 0 
0 0 

\ 0 , О 
и уравнение (ЗЛ) совместно с (3,2) является дисперсионным для 
упругой среды с одним жидким слоем. 

Для перехода к контакту с проскальзыванием между слоями I 
и j + \ положим h~0 и получим соотношение 

После подстановки (3.3) в (ЗЛ) приходим к уравнению, которое 
совпадает с полученным в § 2 дисперсионным уравнением. 

Для исследования дисперсионных уравнений полезно иметь так­
же другое представление величины А , которое содержит матрицы 
четвертого порядка. Такое представление в случае рассматриваемо­
го нежесткого контакта не удается получить непосредственно, но 
может быть записано путем уже использованных предельных переходов• 

Для рассмотренной упругой среды с добавочным упругим слоем 
и с жесткими контактами на границах дисперсионное уравнение 

Л ( " ) - о (3-4) 

содержит в левой части минор c(Hc/a8-a<,flfsf , который выражается 
через элементы матрицы 

ЭЧ1.СЛ. (...^ссг.. (СА. (3-5) 

Входящие в (3.5) матрицы^ , Сг пЛп+4 четвертого порядка оп­
ределяются равенствами 

\ 

А-
Л 1 h ~h 

(3.6) 
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л-~ »• *?1«фГ (3.7) 

и формулами (I .4)-(I .6) [6 ] . 
При достаточно малых м имеют место неравенства 

U | » l } | # | » * , |«Ь.к11^|»|«ЯкЫ|, 1сНккр\>?\окк1гос\ . (3.8) 

Несмотря на неравенства (3.8) пренебрегать величинами4кккос и 
ЫгкЯос в матрице С нельзя, так как при сохранении в элементах 
С;, только членов с сЖ,ккр изЯкк/з ранг матрицы С пони­

жается до I и все миноры матрицы Т) обращаются в тождественный 
нуль. Учитывая это обстоятельство, п р и л « X получаем приближен­
ное равенство 

(
О 0 , /bh.Kh.j3, 0 \ 

О ?fchKk<x , 0 , оакккх 
О • 0 • , 0 , О 

которое совместно с (3.4)-(3.7) определяет дисперсионное уравне­
ние. Для предельного перехода к жидкому слою сократим это уравне­
ние на величину \\-=а$1гкКе> . Тогда дисперсионное уравнение в слу­
чае упругой среды с жидким слоем, расположенным между слоями J> 
и j+4 , будет записано с помощью равенств 

lit* Ън (13 )= О, 

(3.9) 

/ о , о ,лЩ\ о 

и P lM 0, 0 » 0 , О 

(3.10) 

(З.П) 

(3.12) 

Второй предельный переход ft/-»- 0 легко может быть проведен в 
формуле (3.12). В результате получаем соотношение 
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c»=h-
j о о W o 

0 N~°'5 0 0 
1 0 0 0 0 
\ 0 0 о N°'y 

(3.13) 

которое после подстановки в (3.10) и (З.П) дает дисперсионное 
уравнение, соответствующее рассматриваемой упругой среде с не­
жестким контактом между слоями j и J-+1 . 

Дисперсионное уравнение (ЗЛО), (З.П) и (3.13) может быть 
также получено, если использовать представление А , содержащее 
матрицы шестого порядка и связь между соответствующими матрицами 
четвертого и шестого порядков [i] . Матрица 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

К = | 0 0 0 0 0 1 I (3.14) 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

-i 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
0 
0 

учитывающая контакт с проскальзыванием между упругими средами, 
устанавливается путем рассмотрения алгебраической системы, описы­
вающей нежесткий контакт на границе z= H: и распространение волн 
вне этой границы. 

§ 4. Исследование колебаний неоднородного упругого слоя, 
разделенного границей с нежестким контактом 

Рассмотрим распространение волн в неоднородном вдоль Коорди­
наты т. упругом слое(0<2«М=К,+кг) , в котором на границе 
z = к. имеет место контакт с проскальзыванием. Распространение 
волн в областях 0«z<k, и k,«z< H описывается соответственно 
матрицами С и Zw , выражения которых в виде рядов по волно­
вому числу К приведены в работе [б] . Само дисперсионное уравне­
ние для этой среды имеет вид: 

{cwKCT} =0, (4.D 
а после подстановки явного выражения матрицы К получается дру­
гое представление 

б а'С*'-С ( г ,С™=0 (4.2) 

дисперсионного уравнения. 
Входящие в уравнение (4.2) матричные элементы согласно [б] 

выражаются равенствами 

ПО 



о о 0 о о о 
*« k< г, г ь 

Ч Нч *, ° Zfc • о о 

О О О о 
Ь Ь Ь ?* 

о .? ° и -. ° =. о • (4.3) 

- 3
+ 

«Ч *N f« * ° h°« а, Ч 
-K*[40lajel*j€l^c^ f c-k eJd^Jol 4feIv^«,V0(KVJ, 

о ° ° п о о о 

л« UK Г* •? "?' £ * 
Съ= 4 d , ]*fc* W ) «Ц J UK]оЦ{сЩЧ, V 

Н Н ef h< ч *« К h, 

Ч h4 К, h, 
В формулах (4.3) и в последующих соотношениях введены обозначе­
ния: <Чаа(г{,) ,-!> «(*.„) , Ci=C(zc) , c/̂ o/tzj,) ( щ = 1 ( ^ ) и 
4. = 4(«L) .Выражения этих величин через А(г) ,/*("£) и j>(z) да--
ются равенствами (2.10), в которых зависимость от значка »- сле­
дует заменить на зависимость от координаты а . 

Если в формулах (4.3) сохранить лишь первые члены, то после 
подстановки (4.3) в равенства (4.2) получим дисперсионное уравне­
ние н н 

j W a 4о/г]го(а=:0 
о ft., о 

(4.4) 

в нулевом приближении. Корни уравнения (4.4) находятся элементар­
но. Используя соотношение 

1Г- |СГж7 | (4.5) 
между положением корня >| и фазовой скоростью V интерференцион-
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ной волны, соответствующей этому корню, получаем три значения 
скорости 

i, , 1 Гц U ? 

I ^ f a o l * : ] fd* , Ч - \ joo^jfcla , ^ - 0 . ( 4 .6) 

Скорость 1J; соответствует продольно пластинчатой скорости 
в свободном неоднородном упругом слое (ka« k4 [?1 . Аналогичный 
смысл имеет скорость \ в случае слоя k,<z« \\ . Таким образом, 
рассматриваемый слой может быть разделен границей z= k4 о прос­
кальзыванием на два слоя и в каждом таком слое распространяется 
своя продольно пластинчатая волна, В случае к границ с проскаль­
зыванием в слое распространяется и-+1 продольно пластинчатых 
волн. Рассмотрение последующих приближений корней уравнения (4.2) 
показывает, что выражения скоростей продольно пластинчатых волн 
для рассматриваемого слоя и для слоев с жесткими контактами ока­
зываются различными уже в первом приближении. 

Скорость 1^ = 0 соответствует изгибной волне. Более точное 
выражение для \гъ дается формулой 

V я к*[1 °Ч [ ° Ч а Л ( 2 г г Д J ас/н) + 
0 0 ° i 

Н ч< , ? • ч,',7 -< (4.7) 

учитывающей дисперсию изгибной волны. В частном случае, когда 
слой обладает симметрией относительно плоскости z = Кл > скорость 
изгибных волн в слое О ^ г ^ & Я , не зависит от того, будет ли кон­
такт на плоскости г = к1 жестким или с проскальзыванием. Для из­
гибной волны, а также для продольно пластинчатых волн на основа­
нии соотношений (4.2)-(4.7) легко могут быть записаны инженерные 
уравнения. Эти инженерные уравнения были ранее получены из точных 
решений для Уь -слойной упругой среды [8] . 

Остановимся теперь на исследовании распространения в рассмат­
риваемом слое волн органных труб. Как и в § 5 [6] , представим ве­
личину Д. через матрицы пятого порядка. После перехода к преде­
лу при N~»-<x> получим дисперсионное уравнение 

(4.8) 
»J -с'Г'[ с V * c V K " С Х с, 

п 01 Л<*> 
При этом матрицы С и С описывают распространение волн в 
соответствующих слоях 0« z« h( t K^i^-H • Если выписать явные 
выражения для элементов этих матриц и пренебречь малыми членами в 
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области 

k k L « i , I1/!»*, ^ h l = C O f « t • (t-^,AJ , (4.9) 
то вместо (4.8) получим уравнение 

CCi^L-». <4-I0) 
которое распадается на три уравнения. Последние с учетом условий 
(4.9) представляются в виде 

г4 Г" ? Г*' 
\ y c l z - c o f c J f A K J z J j A + 

« 0 0 0 

•ч ?1 ?ь *s 2, 

о о 0 

-** j fd^JfAKMfA 
ь< н V \ \ 2, (4Л1) 

JfAWAfjAA^f Ĵ A---- = 0> t to4 

н h* k
H< ^ 

0 ° о JA f^I ГА Ь А I v v-. • •=° 
0 ° ° 

при этом сог=-ка"^г. 
Первое и второе уравнения (4.II) совпадают с соответствующи­

ми уравнениями предельных частот со поперечных колебаний в слоях 
(Hz^s W, и к,*2« Н (§ 5[б1). Третье же уравнение (4.II) яв-

4 1 

ляется уравнением предельных частот в случае продольных волн и 
слояО«2*Н с жестким контактом. Полученные результаты могут 
быть легко объяснены, если учесть, что интерференционные волны с 
большими фазовыми скоростями являются наложением волн, распрост­
раняющихся под малыми углами. Под такими углами поперечные волны 
отражаются от граниш с нежестким контактом, как от свободной по­
верхности, а продольные волны отражаются одинаково от границ с 
жестким контактом и с проскальзыванием. Для другого объяснения 
этого факта достаточно вместо границы с проскальзыванием ввести 
жидкий слой. Поперечные колебания через этот слой не смогут прой­
ти, а продольные же волны под малыми углами распространяются че­
рез жидкий слой также, как и через упругий. Поэтому после устрем­
ления к нулю толщины слоя рассматриваемая граница является экра­
ном для поперечных волн и обычной границей для продольных. 

Следует подчеркнуть, что наличие нежесткого контакта на гра-
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umxez = ki в упругом слое приводит к увеличению наименьшей пре­
дельной круговой частоты волн органных труб. Покажем это в слу­
чае однородного слоя, когда ряды в уравнениях (4.II) суммируются, 
а корни (4.II) легко могут_быть определены. Наименьшая круговая 
частота имеет_выражениечг(1п) (при жестком контакте) или 
ft mirt[(aH), (& hj ] (в случае проскальзывания на границе г = КЛ 
и k,>ft ). Таким образом, минимальная круговая частота при пере­
ходе к нежесткому контакту увеличивается в \m.in(t>cC\ k,HM) раз. 

§ 5. Исследование колебаний неоднородного упругого слоя, 
находящегося в нежестком контакте с однородным 

упругим полупространством 

Пусть неоднородный упругий слой 1(0*2«к,) и однородное уп­
ругое полупространство 2,te»k) находятся в контакте с проскаль­
зыванием. Интерференционные волны в такой среде описываются дис­
персионным уравнением 

[Л:1кс'л)] =о. (5.D 
L % j«- j - t 

После подстановки явных выражений (2.3) и (2.6) для матриц Л^ 
и К получаем уравнение 

Р«УСв,-.*с*Я lW = 0 (5.2) 
Jj, г ' -а уь 'Ч 3i_ w» 

в котором матричные элементы СС" и С определяются формулами 
(4.3). 

В нулевом приближении при к к ( « 1 уравнение (5.2) принимает 
более простой вид 

H t ] 4о(г = 0 . (5.3) 
Скорости интерференционных волн, соответствующие корням (5.3) 

= -J U(a)cl*(Jj4*)chaf V V M , > (5,4) 
о о 

определяются на основании формулы (4.5). Из первой формулы (5,4) 
следует, что продольно пластинчатая волна при малых частотах име­
ет одинаковую скорость как в рассматриваемой среде, так и в сво­
бодном упругом слое. Другая волна является волной Релея и распро­
страняется в упругом полупространстве. Ее скорость совпадает с 
скоростью волны Релея в случае свободного полупространства 2. 

Остановимся на исследовании продольно пластинчатой волны и 
приведем для \ уточненные формулы 

4-»;.[i-Ci*6ji#r5-('adi+0(KVi], (6-5) 

v 

ч-< в которых величина л. Я. вычисляется при ̂ = lv и введены Обоз­ам' %, * ' 1о 
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начения 

(5.6) 

о о о 8 о о о 

о о о ° о о о 

|?^=j»C*):Jp(x)c(3c, А=а(г);|а(х)о(эс-р(г ) . 
о о 

Дополнительные члены в формуле (5.5) определяют дисперсию рас­
сматриваемой волны, Кроме того, равенство (5,5) показывает, что 
продольно пластинчатая волна является незатухающей волной при 
•ц̂ 0 < g , так как величина \ R" в этом случае принимает 
вещественные значения. При обратном неравенстве %0>%>г, ^ког­
да одна или обе скорости в полупространстве оказываются меньше 
скорости продольно пластинчатой волны выражения д л я а ь & г и 
1Г( станосятся комплексными. Величина Ут, tr в этом случае оп­

ределяет затухание рассматриваемой волны. Это затухание связано 
с рассеянием энергии из слоя в полупространство и. с образовани­
ем в полупространстве низкочастотной головной волны. 

В частном случае, когда слой является однородным, для коэф­
фициентов А и В получаем формулы 

и выражения (5.5) и (5.7) для скорости продольно пластинчатой 
волны совпадают с результатами работы С9] . Рассмотрение волн, 
распространяющихся со скоростью %0 , представляет большой инте­
рес для теории распространения сейсмических волн. Это рассмотре­
ние позволило объяснить возникновение низкочастотной головной 
волны от тонкого слоя EJO] и исследовать распространение трубной 
волны в случае обсаженной, но незацементированной каротажной 
скважины [II] , Существование низкочастотной головной и трубной 
волн связано с нежестким контактом и при жестком контакте между 
слоем и средой эти волны не образуются [9-П] , 
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