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1. Введение. Рассмотрена задача об оптимизации методов секущих и Ньютона решения 
систем алгебраических уравнений 

/ < < ! , , . . . = 0, i=l,2,...А (1) 
по точности приближений, сопоставленной с минимальным количеством арифметических опера­
ций, затрачиваемых по этим методам. 

2. Об эффективности (экономичности) итерационных методов. Введем обозначения и 
определения. Пусть 

в - некоторый класс систем алгебраических уравнений (1), и 

в - некоторая система (1) порядка к этого класса 8, приближенное решение которой 

осуществляется в пространстве Rk (Rk - евклидово пространство А:-мерных векторов); 

Ъ - некоторое множество итерационных методов р решения системы 9 е в ; 
* к 

х б R - решение системы в е 9; 
е Rk - приближение, полученное по методу при решении 0ев через п итераций; 

x ^ = X j е Rk - начальное приближение, единое для всех и; 

соп(ц, в, х{) - минимальное количество арифметических операций, которые необходимо 

осуществить на n - й итерации, чтобы получить x^j; 

со (и, 0, х )=supco (и,в,х) - неулучшаемая оценка со (и,в,х.) на классе в; 
ге ее© п n 1 

п 
S (и, в, х) = YcoXfi, 0, х) - минимальное количество арифметических операций, 

п 1 i = J i i (и) затрачиваемых по и на вычисление х 
г 7 1 + 1 

Sn(f*, в , xl)=supS (и, в, x t ) - неулучшаемая оценка Sn(u, в, X j ) на классе 8; 

ЕАи, в, X j ) = l l x ^ - x * l l - погрешность х ^ | , т.е. погрешность метода ие.Ъ на п~й 

итерации при решении в е в; 

Е (p,e,x.)=s\xpE (и,в,х.) - погрешность метода и на n - й итерации на классе 8. 

Допустим далее, что 8 - класс таких систем (1), что каждая итерация для всякого 
/с е S3 осуществляется за конечное число арифметических операций. При этом будем полагать, 
что для любых методов р, и v из $3 

соп(и, в, xx)/con(v, в, X j ) * X, ' 2 ) 

где А=А(60 - некоторая постоянная, зависящая от системы в, и 

соп(и, 8, XjVco^v, 8, X j ) «г А, О) 
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где Л=Л(8) - некоторая постоянная, зависящая от класса 9. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Если в 93 существует метод и0, для которого при 

соАи0, 0, xJ/toAu, 0, =s Л, (Л = Л(0)= const > 1 , и*/х°<=%) 

выполняется неравенство 

\En(fi°,Q,xx) < Еп(/х, 0, Xj) n = s , s + 1 , . . . , 

то метод уИ° будем называть эффективным при начальных приближениях х } , по крайней мере, 
начиная с s - й итерации, в множестве методов 93 на классе систем 0. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Если же в 93 существует такой метод иаЛ, что при решении каждой 
системы 0 6 0 при 

соп(^ а-°, в, хх)/соАи, в, х р « А, (А = А(0) = const* 1, и*иаЛеЪ), 

имеет место оценка 

ХЕп(иаЛ, в, хх) < Ел(и, в, х ^ , n = s , s + 1 , . . . , 

то метод иа'° будем называть абсолютно эффективным при начальных приближениях ж , по 

крайней мере, начиная с s -й итерации, в множестве методов 93 на классе систем 0. 

Из определения 1 следует, что если на классе 0 для метода и0' количество вычисле­

ний сип(ц0', 0, х ^ превосходит con(fi, 0, х{) не более, чем в Л раз, а точность приближе-
, о . . . . 

ний ж ^ по сравнению с точностью x ^ j при n = s , s + l , . . . увеличивается при этом более, 

чем в Л раз, то метод и0' при начальных приближениях х ( является эффективным с s -й ите­
рации в множестве 93 на классе 0. 

Если же сказанное для некоторого метода иаЛ е 93 имеет место при решении каждой 

системы 0 е 0 , то по определению 2 метод / Л 0 при начальных приближениях Xj является 
абсолютно эффективным с s -й итерации в множестве 93 на классе 0. 

3 . Рассматриваемые классы систем и методы их решения. Запишем систему (1) в опера­

торном виде 

Р(х) = 0, (4) 

где P:Rk~-*Rk, ж = ( | 1 > . . •>| < .) Г , k=l,7,.. .,к* (к* - некоторое натуральное число). 

Допустим, что в некоторой окрестности RcRk начального приближения ж , содержащей 

искомое решение х* уравнения (4), оператор Р имеет разностные производные первого и 
второго порядков [1], удовлетворяющие в R неравенствам: 

Ь « \\Р(и, v)h\\ « В, (5) 

\\P(x,u,v)\\ « М, (6) 

НР(х, и, v)-P(u, v, у)Н < ЛП1х-у11, (7) 

где Ъ, В, М, N - const > 0; х, у, и, veR; heRk (llftll=l). 

Класс уравнений (4) с оператором Р, удовлетворяющим (5)-(7) и (2), (3), обозначим 

0; через 8 обозначим класс уравнений (4), оператор Р которых удовлетворяет дополнитель­
ному условию 

т =« \\P(x,u,v)(h,h)\\ <m=const>0), (6а) 
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и пусть в - некоторое уравнение (4) класса 9 или 8. 
Для решения (4) используем метод секущих [1] 

его вариант [2] 

х ^ = х -P~lQx -х „ ж ,)Р(ж ), (9) 
п+1 п п п-Г п-1 п ' v ' 

а также метод Ньютона [3] 

*n + l - *n-lP'WlP<*J: (10) 
Методы (8)- (10) при одном и том же начальном приближении х{ (и соответственно х 0 ) 

обозначим uv г=1,2 , 3, и пусть 53={/л}. 

4. Об эффективности методов секущих (8) и (9). С геометрической точки зрения по 
методу секущих (8) для решения вещественных уравнений 

fix) = 0 , (11) 

где fix) - некоторая непрерывная функция, на каждой итерации п через точку Мхп, / ( я )) 
кривой у=/(ж) проводится прямая 

y-f(xn) = kn(x-xn) (12) 
с угловым коэффициентом 

* = ( / ( ж ) - / ( ж п , ) ) / (ж - ж п . ) , (13) 
71 * П П - 1 71 .71-1 

и точка пересечения секущей (12), (13) с осью Ох принимается за приближение ж п + 1 мето­
да (8). 

В [2] было установлено, что если на каждой итерации через точку А кривой у=/(ж) 
провести секущую (12) с угловым коэффициентом 

К = < / < Ч - * П - 1 > - / Ч - 1 > > / 2 < * п - * п - 1 > > 
то придем к методу секущих (9), имеющему, как и метод Ньютона (10), порядок р=2 (метод 
секущих (8) имеет порядок р » 1 . 6 , [4]). 

К методу (9) можно прийти из разных соображений. Здесь приведем одно из них. По 
методу секущих (8) в окрестности х* кривая у-fix) приближенно заменяется прямой (12), 
(13), т.е. 

fix) * Seix.x.h ) = fix) + ±-ifix)-fix-h-))ix-x), (14) 
4 7 1 7 1 rf7l ^ * 71 71 71 П . 

71 

где A n =x - г j и ж е Д. И за приближенное решение х п + 1 уравнения (11) принимается реше­

ние линейного Sfix.x , Л )=0. 
' 7 l ' 71 

Наряду с (14) рассмотрим приближенную формулу 
fix) « £fix,x,rh) = fix)+-^ifix)-fix-rh))ix-x)t (15) 

71 71 71 7*А * 
71 

где г - некоторое вещественное число (г*0, 1). 
Используя (14) и (15), построим теперь формулу 

fix) « Sfix, х , А ) + -L-iSfix, х , Л )-Sf (ж, ж„, гЛ )) = / (ж, ж , к). (16) 
T l 7 l y , _ j - 71 Л ТВ 71 " п п 

Как видно, решение уравнения lix, хп, А п )=0 при г = - 1 приводит к методу ( 9 ) . 

Формула (16) получена в результате уточнения (14) по способу Рунге [5] , который 
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часто эффективен для уточнения приближенных формул. Вследствие этого в определенных 
случаях формула (16) точнее, чем (14), и поэтому метод (9) более точен, чем (8), при 
этом имеет место 

ТЕОРЕМА 1. Допустим, что для ху и х0 выполнены соответственно условия теорем 

[1] , [6] о сходимости методов секущих (8) и (9), и приближения этих методов не выходят 

за пределы области R, строго говоря, z n l , 2хп~хп1 е R, п = 1 , 2 , . . . 

Полагаем, что на классе 8 для методов (8), (9) 

соп(и2,в, х 1 ) / с о п ( ^ 1 , в , гср * Л, (Л = Л ( 8 ) - c o n s t * l , п = 1 , 2 , . . . ) . 

Тогда на классе в метод секущих (9) эффективнее метода секущих (8), по крайней мере, 

начиная со второй итерации, при начальных приближениях x t и xQ, соответственно доста­

точно близких к х% и Xj, точнее при Xj и х 0 , для которых 

\\хх-хЛ\ * у/2В, d<l, д/V d2 *Ь/12ВА, 

где d=ym/2B2, д=Зус/2Ь, y=IIP(x 1 )ll , c = m a x { ^ , ^ / N/b \ . 
v ь b ' 

5. Об эффективности методов секущих (9) и Ньютона (10). Метод (9) в отличие от 

(10) строится по двум начальным элементам х{ и x Q . Вследствие этого за счет свободы вы­

бора x Q в определенных случаях можно добиться более высокой скорости сходимости метода 

(9) по сравнению с методом Ньютона (10), при этом для такого выбора xQ он будет эффек­

тивнее метода Ньютона (10) в смысле определений 1 и 2. В качестве примера рассмотрим 

следующий вариант метода (9), который обозначим ~&2: 

^ . = ̂ -^Ч-^^н) '̂ Л = 1 ' 2 (17> 
где Xj - начальное приближение (некоторый элемент из Rk); x Q - элемент из R, определяе­

мый по формуле 

х 0 = Xj+jy, (п = Р " 1 ( 2 х 1 - х 0 , x 0 )P (Xj) ) , 

где х 0 - некоторый элемент из Rk, достаточно близкий к х ( , точнее говоря, IIXp-XjII * 

« c l l P ( x 1 ) l l 1 / 2 , c=const; 1>п - элементы из Rk, определяемые следующим образом: 

Xj+27, п - 1 ; 
v = i 

п . X , , П > 1 . 
V. п - 1 ' 

Как видно, при определении xQ затрачивается дополнительно некоторое количество вы­

числений, однако оно компенсируется увеличением скорости, которую при этом приобретает 

метод (17). Строго говоря, имеет место 

ТЕОРЕМА 2. Если для уравнений (4) класса 8 

соЛц2, в, Xj)/con(/<3, в, Xj) * X, (А - Х(в) » const* 1), 

mo метод (17) абсолютно эффективнее метода Ньютона (10), т.е. 
ХЕЛЙУ в, хх)<ЕАиу в, х ^ , п - 1 , 2 , . . . , 

при начальных приближениях xv достаточно близких к х*. 
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6, Краткое обсуждение результатов. 

1) Отметим, что понятия эффективности и абсолютной эффективности итерационных ме­
тодов неразрывно связаны с множеством методов 93, классом рассматриваемых задач в, с на­
чальными приближениями х } и с номером итерации s. 

2) Суть теорем 1 и 2 не только в сравнении методов секущих и Ньютона с качествен­
ной стороны. Они устанавливают, что в принципе возможно выделить классы нелинейных з а ­
дач В и множества итерационных методов 93 численного их решения, эффективность которых 

можно определить по точности приближений x^j методов, сопоставленной с минимальным 

количеством вычислительной работы, затрачиваемой на получение a^+j. В частности, пред­

ставляет интерес с нашей точки зрения распространение теорем 1 и 2 на случай, когда (1) 

- системы нелинейных вещественных уравнений. 
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