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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИМГУ 
Вып. 186, Математика, т. IX 

С. В. СМИРНОВ 

о НОМОГРАФИРОВАНИИ ОБЩИХ ИНТЕГРАЛОВ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Известно, что необходимое и достаточное условие существования 
номограммы из выровненных точек для уравнения 

z = ^{x, у), 

где правая часть достаточно гладкая функция в области О плоско­
сти хОу, может быть представлено [2] как система соотношений, свя­
зывающих частные производные функции 

функция Гронвалла Г Г (х, у), выбор которой в случае номогра­
фируемости уравнения 2: = ср(х, у) определяет вид и градуировку 
шкал X, у , точно так же зависит только от М. Действительно, если 
Я = ^ | ^ 1 п | У И | в любой подобласти Gi области G не обращается 
в тождественный нуль, то Г(л:, у) — общий корень системы полино­
мов, коэффициенты которых многочлены с рациональными коэффи­
циентами от частных производных М до 8-го порядка [4]. 

Из хода доказательства известной теоремы Гронвалла [1] и упомя­
нутых выше теорем следует, что вид самой функции ср играет роль 
только при выборе градуировки ответной шкалы. На этом простом 
замечании основывается построение номограмм [3] для общих инте­
гралов обыкновенных дифференциальных уравнений 1-го порядка. 

Настоящая заметка примыкает к работе автора [4] и возникла как 
ответ на вопрос, предложенный проф. С. В. Бахваловым. 

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение 

у'= fix, у), ( 1 ) 

где правая часть определена в области G плоскости хОу, не обра­
щается в нуль в этой области и обладает всеми частными производ­
ными достаточно высокого порядка. 

Пусть 
У)-С (2) 
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общий интеграл этого уравнения. В некоторой окрестности U ( X Q , 
произвольной точки Уо области G общему интегралу (2) может 
быть придана форма 

У\ ^о)==У* ( 2 i ) 
где XQ, — координаты точки, определяющей проходящую через нее 
интегральную кривую, т. е. у * — произвольная постоянная. 

Отсюда в U{x^, Уо) общее решение (1) 

У = у{х\ X , , у * ) = у ( х . С). 

При таком выборе произвольной постоянной 
ду 

= 1, дС 

и, если окрестность U{Xo, Уо) достаточно мала, 

^ > « > 0 . (3) 

Не оговаривая особо, будем дальше иметь в виду такой выбор 
произвольной постоянной; номограмма, достаточная для решения всех 
вопросов, связанных с общим интегралом, может иметь н е м у ю 
шкалу С. 

Дифференциальное уравнение у' = f{x, у) называется н о м о г р а ­
ф и р у е м ы м , если существует номограмма из выровненных точек для 
его общего интеграла. 

Из приведенных выше результатов о номографируемости уравне-, 
НИИ вытекает следующая теорема. 

Теорема 1 . Дифференцированием и исключением всегда можно 
установить, будет ли дифференциальное уравнение у' = / ( х , у) но­
мографируемым или нет. Если переменные в уравнении у ' — f{x, уУ 
непосредственно не разделяются, то функция Гронвалла Г(л:, у) 
находится как обш^ий корень системы полиномов, коэффициенты 
которых зависят от / ( х , у) и частных производных функ­
ции / ( X , у) . 

Эта теорема не указывает какого-либо правила для составления 
номограммы номографируемого дифференциального уравнения. Дру­
гими словами, из нее непосредственно не вытекает регулярного 
процесса интегрирования номографируемых дифференциальных урав­
нений. Можно доказать, что такой алгоритм существует. 

Покажем, что при помощи квадратур можно общий интеграл 
дифференциального уравнения ( 1 ) представить в форме 

Л(С) = С а ( х , y) + i;(x, з;), (4) 

где С —произвольная постоянная, выбранная подходящим образом. 
Функции и{х, у ) , i ; (x , у ) при этом ищутся из системы (которую будем 
называть системой Гурса—Пенлеве) дифференциальных уравнений 
в частных производных, соответствующей данному уравнению (1): 

' ^ х х ^ х - ^ х х ' ^ х = О, 

VyyfUyf — ^ ^ v ^ = \S, (5) 

^ х х ' ^ у - ' ^ х х ^ у + S ^ x y ' ^ x - S'y^.-ytt;, = Г6, 

"VyyUx — ^MyVx + 2VxyUy — 2UxyVy = Дб. 
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функция Ь = Ь(х, у), так же как и=^и{х, у) , v = v{x, у), счи­
тается неизвестной функцией, Г = Г(х , у) — функция Гронвалла, соот­
ветствующая f(x, у), А = А (х, у) — дополнительная функция Грон­
валла, связанная с Г соотношением 

Г = / ( х , y ) A + 7 V , ( 6 ) 
причем М выражается формулой 

Пусть Х о , У о — произвольная фиксированная точка области, такая, 
что в ней определено Г (XQ, у ^ ) и существуют производные Г (х, у) 
достаточно высокого порядка. Зададим в точке XQ, У о начальные зна­
чения: 

UO = U{XQ, УО), 1̂ 0 = '^(•^01 У о ) . 

Uxo=tix(Xo. У о ) . yyo=Uy{Xo, У о ) , Vjco = 'Vjc(x,, У о ) , Vyo= VyiXo, У о ) , 

(Хо, у о) = tijcoVyo — UyoVjco Ф О , 6;,о = ( - ^ 0 , У о ) , V = 6^ (А:О, У о ) . ^ 
Лемма. Для системы Гурса —Пенлеве, соответствуюш^ей номо­

графируемому дифференциальному уравнению у' —f\x, у), сущест­
вует и единственным образом определяется в некоторой окрест­
ности и ( Х о , У о ) точки XQ, УО нетривиальное решение, удовлетво­
ряющее в этой точке начальным условием ( 7 ) . Это реигение может 
быть найдено посредством квадратур. 

Заметим, что переход от одной системы начальных условий ( 7 ) 
к другой какой-либо системе начальных условий вида ( 7 ) определяет 
проективное преобразование плоскости номограммы. 

Теорема 2. Номографируемое дифференциальное уравнение ия-
тегрируется в квадратурах. 

Доказательство. Существует функция Гронвалла, соответствую­
щая дифференциальному уравнению ( 1 ) , решение 6, и, v системы 
Гурса — Пенлеве и окрестность U(XQ, у о ) могут быть выбраны так, что 
в f / ( x o , У о ) функции 6 , Ujc, Ux + iiyf{x, у) не обращаются в нуль. 

Построим в и(Хо, Уо) функцию от X , у 

Подставим в Ф ( х , у) вместо у его выражение из общего инте­
грала (2i). Вычисляя Фд:(х, у ( х . С)), пользуясь ( 5 ) , находим: 

Ф^ ( X , у ( X , С ) ) ^ - {и^ + Uyfr^ (Г - ~ / А /V) 0 ^ 0. 
Следовательно, 

Ф ( ^ , y) = ^ ( ? i ( - ^ , y)) = g'(C), (8) 
где g (С) — некоторая функция произвольного постоянного, т. е. Ф (х, у) 
сохраняет постоянное значение вдоль любой интегральной кривой диф­
ференциального уравнения ( 1 ) , протекающей в 6^(Хо, У о ) . 

Выбором начальных значений ( 7 ) всегда можно достигнуть того,, 
что в точке Х о , У о производная Ф_у (х, у) не обращается в нуль. Дейст­
вительно, 

фу {X, у) = - ^ («^ + и / ) - ' [(Г + 5 ) 6 ч- + е^,/]. 
где через 5 обозначено 
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Отсюда и из ( 3 ) следует, что U{XQ, у^) может быть выбрана так, 
что в U{XQ, У^) производная 

g\C)=Фy{x,y{x, С ) ) . - ^ 

не обращается в нуль. Следовательно, уравнение ( 8 ) в U{x^, уо) мо­
жет быть разрешено относительно С, т. е. представляет собой общий 
интеграл дифференциального уравнения ( 1 ) . 

Теорема 3. Общий интеграл номографируемого дифференциаль­
ного уравнения у' = / ( х , у) можно представить в виде 

h{C) = Cuix, y) + v(x,y), (4) 

где и{х, у), v{x, у) удовлетворяют системе Гурса — Пенлеве, 
Доказательство. Пусть Ф (х, у) = С — общий интеграл дифферен­

циального уравнения ( 1 ) , построенный выше. 
"^{х, у)^Ф{х, у)и{х, y) + v{x, у) 

сохраняет постоянное значение вдоль любой интегральной кривой, 
протекающей в U { X o , у ^ ) , т. е. у) = Л(С). 

Действительно, 
у ( х . С ) ) ^ Ф ^ ( х , у ( х , С))и{х, у ( х , С)) + 

+ [Ф(^, y){tix + Uyf{x, y)) + Vx + Vyf{x, У)]у^у^^^ с ) ^ 0 -
Как и выше, выбирая 

п{Хо, Уо)фк'{Ф{х,, У о ) ) , 
обеспечиваем разрешимость уравнения ( 4 ) относительно С. 

Очевидно, что вместо С в (4) можно подставить любую подходя­
щую функцию О) (С). 

Анаморфозирующим множителем уравнение (4) обращается 
U^Uy 

в уравнение Соро. 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

1. G г о п w a l l Т. Н. Sur les equations entre troi variables representable par de 
nomogrammes a points alignes. Journ. de Math., 6 Ser., 8, 59—102, 1912. 

2. С м и р н о в C. B. К проблеме общей анаморфозы. ДАН СССР, 69, 297—300, 
1949. 

3. С м и р н о в С В . О номографируемости уравнений. Диссертация. Матем. 
ин-т АН СССР, 1950. 

4. С м и р н о в С. В. О номографируемости уравнений. Ученые записки Иванов­
ского пед. ин-та. IV, 2 2 - 6 0 , 1953. 

Статья поступила в редакцию 5. И! 1955 г. 


