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КАЗАНСКИЙ ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ им. В. И. УЛЬЯНОВА-ЛЕНИНА 

Вып. 17 Труды семинара по краевым задачам 1980 

УДК 532.546 

ОБ ОДНОМ СЛУЧАЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
НЕЛИНЕЙНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
С НАЧАЛЬНЫМ ГРАДИЕНТОМ 

Е. Г. Шешуков 

В работе [1] введен специальный закон фильтрации, по­
зволяющий сводить исходные задачи нелинейной фильтрации 
с начальным градиентом к краевым задачам для аналитиче­
ской функции. Автор [1] ищет решение соответствующей 
краевой задачи методом разложения в бесконечные ряды. 
В настоящей работе на примере решения задачи фильтрации 
к системе стоков показывается, как можно в таких случаях 
строить решение методом краевых задач. Исследуется влия­
ние физических параметров на форму границ застойных зон. 

1. Постановка задачи. В горизонтальном однородном 
нефтяном или водоносном пласте постоянной мощности 
имеются две галереи нагнетательных скважин, расположенных 
вдоль осей лг = — Lx и x«^L2. Система координат х, у нахо­
дится в горизонтальном сечении пласта. Интенсивность гале­
рей обозначена соответственно через qx и q2 (дебиты еди­
ницы длины). Пласт эксплуатируется при х = 0 равномерной 
батареей эксплуатационных скважин, дебиты которых 2Q, где 
Q = (<7i + Яг) Т, 2Т— расстояние между центрами соседних 
скважин батареи. Пусть Lt > Г, /==1,2, г < Г, где г — радиус 
эксплуатационной скважины. При таких условиях математи­
ческое исследование фильтрации достаточно проводить, за­
меняя батарею эксплуатационных скважин равномерной 
системой стоков и считая нагнетательные галереи располо­
женными на бесконечности, т. е. г = 0, Lx и Z2 = oo. Харак­
терным элементом такого течения является полоса ширины Т 
(рис. 1). Здесь сток расположен в точке Я, в бесконечно 
удаленных точках А и D скорости фильтрации соответственно 
равны vA = qu vD = q2. 
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Рис. 1. 

Фильтрация в пласте под­
чиняется нелинейному зако­
ну 1П 

(1.1) 
где h — напор, v — скорость 
фильтрации, Х0 — начальный 
градиент напора, 1Х — постоянная размерности скорости. При 
|grad h\ < \ в плоскости течения образуются застойные зоны 
(см. ВтСВ на рис. 1), которые требуется определить. 

Заметим, что при Q{ = Q2 и при Qx = О (или Q2 = 0) исход­
ная задача превращается в детально рассмотренные ранее 
задачи для закона фильтрации /*=Ь0 + ^Ai Й-

2. Основные уравнения. Сведение к краевой задаче. 
Плоская устновившаяся фильтрация несжимаемой жидкости, 
не следующая закону Дарси, описывается системой уравне­
ний [3] 

grad h f(v) v, div v = 0. (2.1) 

После перехода к безразмерным переменным: u = v/\0kl, 
<Р = — й/Х07\ ф = ф0АоХ1 Т, р. = х/Т, v = у/Г, % — функция тока, 
система (2.1) при законе (1.1) запишется в виде 

У\ + и2 д<\> 
и д^ 

Vl + и2 д<\> 
и д\л 

(2.2) 

С помощью преобразования видоизмененного годографа 
скорости уравнения (2.2) линеаризуются 

2 дф д\ , 2 0 ^ ф 
дЬ ds ' ds db ' 

(2.3) 

где s = Arshw, 0 — аргумент вектора скорости. 
Каноническая система (2.3) всесторонне исследована 

Г. А. Домбровским [4]. Ее решениями являются функции 

? = = - ф ( 6 , S) + C t h 5 - d $ 

ф ~ — Ч'(О» 5) -fths (2.4) 

где Ф (6, s) и Т (0, s) — сопряженно гармонические функции. 
Области течения Ga (з-^ и. + Ь) в плоскости видоизменен­

ного годографа скорости соответствует полуполоса Gx(X = 
= 9 1 /s) шириной тс (рис. 2). Параметры s4 == Arsh Q{, 
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$D = Arsh Q2, ' где Qx = qx/X0X„ Q2 = g2/\0kl. Будем считать 
ф = 0 на границе ABmCD. Тогда на АЕ функция <j> ~ Qi на 
Z)jE" ф = — 

В области Ох ищется аналитическая функция Ц?(Х) = 
= Ф (0, s) + /*F (6, s) по значению ее мнимой части на границе, 
вытекающему из второго соотношения (2.4): 

¥ = 0 

W = Яг sh s 

V - /?8 sh 5 

* ~ Q 8 

при 0 < 9 < тс, 5 = 0, 
при 6 = 0 

при 9 = 0, 

при 9 = 7г, 

при 9 = 7г, 

0 < 5 < 5 4 , 

sA < 5 < сю, 

О < 5 < 5D, 

5Л < 5 < СО, 

(2.5)-

д 

где /?! и /?2 — постоянные интегрирова­
ния, определяемые ниже из физических 
соображений. 

Связь области годографа G/ с физи­
ческой областью течения Ga осуществля­
ется по формуле 

Я 9 

В т Г 
Рис. 2. 

и 
Г ««? . 1 

или после интегрирования, следуя [4], 

о = о0 — £ — fm W (X) - - i - Re IT7 (X) 

• • (2.6) 
, Таким образом, для решения задачи необходимо построить 

аналитическую функцию №(Х) = Ф(9, s) + i\F(e, s). Ниже для 
ее определения применяется метод краевых задач, позволяю­
щий находить аналитическое решение в простой форме. 

3. Решение краевой задачи. Аналитическая функция 
WQ) ищется в параметрической ферме W= W(C), Х = Х(С). 

Для этого с помощью функции 

'/ (С);= г̂/2 -Ь arc sin С - / In (С + "|/с2 ~ 1) (ЗЛ) 
область годографа конформно отображается на вспомога­
тельную полуплоскость ft переменного С = £ + щ (рис. 3). 
Точкам А и D в полуплоскости С соответствуют координаты 

V I + Ql dr chsD==VA + Qi С «= — а и С = d, где а = ch s. 
Далее записывается ЩС) = V̂ i (С) + W2{V), где аналитиче-

ские функции Wx (С) = Фх ,(Н, г) + iW-x (S, TJ) и Ц/2 (С) - Ф2 (Е, ч) + 
+ i^2( l , т;) определяются в О- по условиям на оси 7) = 0; 
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Рис. з; 

(L) 
D 

. d . 
Е ^ 
оо 

4TJ-0 при - a < t < d , ^i== 
==— Q, при — со<$<— a, W,=Q2 
при d < S < со и ¥2 = 0 при 
- o o < i ; < - a , — 1 < ? < Ь 
rf<S<.oo, ¥2 = #,shs(£) = 
— /?, У> - 1 при - а < £ < - 1, 
ЧГ9 == /?2shs(5) = /?21/£2 — 1 при \<%<d. Легко заметить, 
Чт"о ¥ « = ¥ , + ¥ 2 будет удовлетворять условиям (2.5). 

Функция №i(C) строится методом особых точек [5], если 
поместить в точки'! = — а, т] = 0 и s==rf, ^ = 0 стоки обиль­
ности 2С?!'И 2Q2, 

Wl (Q = - 9i In (С + a) - ^ In (С - d) + /Q2. (3.2) 
я . т с _ • 

Применяя интеграл Шварца для полуплоскости [6]t восста­
навливаем функцию W2 (С) 

Г2 (С) = А.' (• УЩ^ + А. Г iZEiiL + Const. 
—я 1 

После вычисления интегралов^получаем 

Г2 (С) = -£ - [CiV(a) + ^ С * ^ Ш (С, а)] + 

+ - ^ - ] С Л ^ ( Й Г ) - К ' С Г Г " Ш ( С , </)]*+const, ' (3'3) 
т. 

где 
^(pj-inCp + VF^T), лкс ?)-1п(^Г ( р- ;1 )" ' -1».± 1) 

V С ± ? / 
при # = а берутся верхние знаки, при q = d — нижние знаки. 

Формулы (2.6), (3.1) —(3.3) позволяют найти решение 
исходной задачи. 

4. Определение границы застойной зоны. Обсуждение 
результатов расчета. Постоянная а0 определяется из усло­
вия, что сток расположен в начале" координат. Устремляя С 
к бесконечности (s—>оо), из (2.6) получим s-->a0. Следова­
тельно, а0 = 0. 

Для нахождения границы застойной зоны следует восполь­
зоваться формулой (2.6). Так как на границе застойной зоны ф = 0, s==0, а также = 0, то, раскрывая неопределен­но 
ность в (2.6), получим формулу 

^ е / 4 ^ + ^ -. •• ' (4.1) 
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По формулам (3.1) — (3.3) определяется функция 
dW^dW/dl 
dX " " dC / дС : 

dw = /Кса — 1 rQ.(i + /?.) , <?»(!-*») 
Л я 

1+аС + Г(С«>-1)(а»-1) т'̂ 1" 
~#a ln <К — 1 Ч-К(С2— l) (d 2 —1) 

C - r f ] 
из которой 

с* 
= _ J_LziiT_ 

s=0 « L 5 + a -+ S-rf - Я . * , — /?2S0 

- * ( « * ^ + *) + т ( « * ^ +>) • <42> 
где -— 1 < I = — cos 8 < 1; a = О при 1 + aE > 0; • a « ic при 
1 + a£ < 0; p = 0 при 1 - Ы > 0; p = * при 1 - W < 0. 

Смешанная производная —- при 5 = 0 вычисляется по 
dQds 

формуле 
= «А±(Щ \-т9±(Щ V (4.3) 

I rfO d% \ ds \s=oJ d4 \ ds \s=oJ 

d24? 
dbds \s=o dQ d% \ ds \s=0; 

Входящие в решение постоянные Rx и R2 определяются из 
условий, что при обходах точек А и D в области годо­
графа дг функция v(8, s) получает приращение, равное 1, 
т. е. 

УАЕ АВ = Ь v n F - v fCD 1. (4.4) 

Тогда, на основании формул (2.6) с учетом (2.5), из соот­
ношений (4.4) имеем /?г == — 1, /?2 = 1. 

Параметрические уравнения границы застойной зоны, как 
следует из (4.1) и (4.3), записываются в виде 

u. = —sine — sin 8 cos 8—(-Ч •), 
ds \s=o ' d$ \ds \s=o I 

2 9 d /dW I \ 
di \ ds l ^ o / ' v = cos 8 ~d7 sin" 

15=0 

5 = — cos 8, 0<8<ти. Учитывая (4.2), получаем простые фор­
мулы, не имеющие квадратур; 
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_ * Q» + a _ cos2» / Q, Qa 
l l ' = _ ^ Q2 + d * U - c o s S d + cosO ) • 

l__l( a r c t g_^L. + arc .g- r^ 7 + « + p)-
W \ b 1 - Я COS 6 1+rfCOSO / 

sine cose / Q{ Q2 \ (4.5) 
тс \я — cose d + cosb/r 

где a - l ^ l + Qi, d - K - l + QL 0 < e < * . ' 

1— 
— 

1-

V j 

1 ^ 

vy/f 

^M^_\ 

U2S 

-0.25. 

V -

& 
s \ 

a 

^ 
^ ^ ^ 3 

л 

=---J 
Рис. 4. 
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1 . * 
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a 

$ 

^ 025" 

-025 

fe -— 

X IT 

\ 
Рис. 5. 

Для иллюстрации влияния параметров Qx и Q2 на форму 
границы застойной зоны проведены по формулам^ (4.5) рас­
четы для следующих вариантов: 1. Q2 = Qi:== 0,5. 2 . Q i = 
= 20, = 1, 3. Qo = 6Q1 = 3 (кривые Ж4 рис. 4); 1. Qi = О, 
0 , - 0 , 5 , 2 . 0 , - 0 , Q 2 - l , 3 . Q l - 0 , Q 2 - 2 , 4 0 , - 0 , ^ - 4 , 
5. Qx = 0, Q, = 10 (кривые„£и на рис. 4); 1. Q2 = Qi=i> 
2. Q2 = 2Qt = 2, 3. Q9 = 4Qt = 4, 4. Q2 = 10 Q, = 10 (кривые „a" 
на рис. 5); К Q 2 = - Q r = 2 , 2. 2. Q2 = 2 Q 1 - 4 , 3 . 0 2 - З д ! = 6, 
4. Q 2 = = 5 Q I = = = I O (кривые „б" на рис. 5). На рис. 6 приве­
дены зависимости площади застойной зоны ВпгСВ (см. рис, 1) 
от параметров Q{ и Q2. Расчеты проводились по формуле 
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*==j(l+v)|/(9)< 

где 1*(в), v(0), ( 0 < e < i r ) 
ницы застойной зоны. 

16 

12 

СЗ 

• Q 4 

L-. 

• 

I • 
! 

1 — 

с ! 2 =0 2_ 

0.3 

OS 
\ 2.0 [fl/ 

параметрические уравнений гра-

Результаты расчетов 
показывают, что увели­
чение Q2 ведет: 

1) при -Qi —Q2 — 
к уменьшению симмет­
ричной застойной зоны, 

2) при Q2>Q{-
к уменьшению застойной 
зоны и ее смещению 
в сторону потока с мень­
шим дебитом, 

3) при Q2-<QX-
к уменьшению застойной 
зоны и ее смещению 
в сторону потока с боль­
шим дебитом до симмет­
ричного положения при 
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