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§  1.  В в е д е н и е .  Ввиду того что относительно небольшой процент чле­
нов Американского математического общества имеет возможность зна­
комиться или следить за все возрастающей активностью в юбластях при­
кладной математики, по-видимому, полезно попытаться оценить новей­
шие тенденции в некоторых из этих областей, с которыми я несколько 
знаком, именно в области теории дифракции и рассеяния и той части 
теории переноса, в которой используются аналогичные математические 
приемы. Чтобы достаточно хорошо выполнить даже эту ограниченную 
программу, необходимо обладать предвидением Гильберта, однако 
можно выделить небольшое количество понятий и некоторые техниче­
ские приемы, которые лежат в основе многих новейших исследований.

Рассматриваемые области получили огромный стимул в результа­
те развития радарной техники последней войны и, в более позднее вре­
мя, в результате развития теории реакторов и попыток добиться управ­
ляемых термоядерных реакций. Во многих случаях именно физики, а не 
математики проложили путь новым методам, которые в некоторых слу­
чаях можно понять в настоящее время только формально-математиче­
ски, хотя они широко применялись и часто приносили успех. Эти обла­
сти характеризуются также тем, что методы, необходимые для получе­
ния новейших результатов, зачастую имелись в нашем распоряжении 
уже многие годы. Это не умаляет заслуг авторов, получивших резуль­
таты такого рода, но лишний раз иллюстрирует здоровое влияние по­
становки физических проблем на развитие математики и те опасности, 
которые возникают, когда эти науки слишком удалены друг от друга. 
Наконец, есть примеры, когда математики энергично работали, чтобы 
построить строгую теорию, пока .не находился мыслящий менее тради­
ционно физик, который делал их работу ненужной, глубже проникая 
в эту проблему и переделывая ее более подходящим способом.

В качестве иллюстрации первого пункта предыдущего абзаца мож­
но привести работу Букера [4] и Керра [IX] о видах распространения 
волн в неоднородной атмосфере, работу Пайерлса и Капура [82], Зи- 
герта [91] и Вигнера [107] о сложных ядрах, работу Липмана и Швин­
гера 165] о вариационных принципах, формализм теории рассеяния 
Гелл-Манна и Гольдбергера [32], далее, введение понятия 5-матрицы 
Гейзенбергом [38], работу Мак-Ферлена [71] о принципе Рэлея — Рит- 
ца в теории колебаний, работы Кона [48], [49] о вариационных принци­
пах, работу Гайтлера [VI] о сложных атомных реакциях, работу Вайс-

9 D о 1 р h С. L., Recent developments in some non-self-adjoint problems of ma­
thematical physics, Bulletin of the American Mathematical Society, £7 (1961), № 1, 
1—69.
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копфа, Фешбаха и Портера [100] об оптической модели ядра, работы 
Уайтмана [104], Боголюбова [III], Кюри [47] и Мандельстама [72] о дис­
персионных соотношениях и аналитическом продолжении функций мно­
гих комплексных переменных, работы Ван Кампена [98], [99] и Кей­
са [ 10], [11] о явлениях теории переноса. Это лишь небольшая часть 
вклада, внесенного физиками в эти теории.

Иллюстрацией второго пункта может служить тот факт, что после 
изящной теории, развитой Фредгольмом около 1900 г. для доказатель­
ства существования и единственности решения различных задач, свя­
занных с потенциалами, методом интегральных уравнений, не было со­
ответствующих результатов для внешних задач, скалярного волнового 
уравнения до 1952 г., когда Вейль [102] впервые доказал и Мюл­
лер 1) [76] упростил их. Изящные результаты Симса [92] в области за­
дачи Ш турма— Лиувилля с комплексным потенциалом q(x) и ком­
плексными граничными условиями являются другим примером того, 
что исследования Вейля [101] о предельной точке и предельном круге, 
проведенные еще в 1910 г., легко были перенесены на этот новый 
случай.

В качестве последнего примера рассмотрим формулы Племеля [85], 
открытые в 1908 г. на основе работы Гильберта, связанной с преобра­
зованиями, получившими его имя. Только после выхода в свет на 
английском языке в 1953 г. книги Мусхелишвили [XII], у нас стала 
широко известна его изящная теория сингулярных интегральных урав­
нений, но, насколько я знаю, мы и сейчас не часто обучаем этим фор­
мулам в дополнительных главах курса теории функций комплексного 
переменного, хотя, как мы увидим, они лежат в основе многих новей­
ших достижений в рассматриваемых нами областях. И это несмотря 
на то, Что основные понятия уже содержались в монографии Карлема- 
на [9], датированной 1922 годом.

Наш первый пример будет иллюстрировать неудобства традицион­
ного подхода к простой задаче. Второй пример предоставляет нам не­
давняя работа Кейса о задачах гидродинамической устойчивости. Отка­
зываясь от классического стационарного подхода и непосредственно 
решая задачу с начальными данными с помощью преобразования 
Лапласа, Кейс смог получить обобщенные решения в невязкой 
жидкости, которые являются пределами решений уравнений с вяз­
костью, и тем самым обосновал классический стационарный подход 
с помощью непрерывного спектра, связанного с его новым классом 
решений.

Последним примером, который повлиял на все последующее раз­
витие теории рассеяния до настоящего времени, является S-матрица, 
введенная Гейзенбергом [38] в 1943 г. Как заметил Фридрихе [119], не­
вероятно, что такое естественное понятие не появилось до этого в мате­
матической литературе.

Многие послевоенные исследования в рассматриваемой области 
имеют между собой много общего. В первую очередь они сингулярны 
в том смысле, что в них рассматриваются некомпактные области одно­
мерного, двумерного или трехмерного пространства, хотя в них с таким 
же успехом встречаются и компактные области. В более явной форме 
решение их включает в себя рассмотрение внешних задач и асимптоти­
ческого поведения на бесконечности в противоположность математиче­
ской физике, предшествующей квантовой теории, которая в основном 
рассматривала внутренние задачи, для которых была развита большая

9 Выражаясь более точно, работа Вейля 1952 г. была первой, известной в запад­
ном мире, хотя Купрадзе, по-видимому, развил эту теорию в 1943 г. (см. [56] и [X]).
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математическая теория в таких областях, как теория потенциала, тео­
рия интегральних уравнений в случае, когда итерированный оператор 
является вполне непрерывным, и в родственных областях. Новые иссле­
дования также тесно связаны с так называемыми диссипативными опе­
раторами, а именно с операторами, для которых ассоциированная эрми­
това квадратичная форма обладает тем свойством, что ее мнимая часть 
по меньшей мере полуопределена.

Этот класс операторов естественно возникает из рассмотрения 
функции Грина для всего пространства скалярного волнового уравне­
ния, которое является основным для акустической, электромагнитной 
и квантовой теории рассеяния, и свойство диссипативности является 
прямым следствием условия излучения Зоммерфельда. 'Интересно за­
метить, что использование понятия диссипативности дало Мюллеру [76] 
возможность исключить непростые элементарные делители из доказа­
тельства Вейля [102], к некоторому разочарованию последнего, потому 
что он почувствовал, что вот, наконец, есть область прикладной мате­
матики, где элементарные делители определенно не простые1). Поня­
тие диссипативности тесно связано также с так называемой оптической 
теоремой илй теоремой об эффективном сечении рассеяния (см. Морз 
и Фешбах [XI], т. II), которая утверждает, что полное эффективное 
сечение рассеяния пропорционально мнимой части амплитуды рассея­
ния вперед,— величине, которую можно измерить. Далее, диссипатив­
ные операторы тесно связаны с функциями, аналитическими в полу­
плоскости, с положительно определенной мнимой частью, и поэтому не 
слишком удивительно, что многие из величин, представляющих физи­
ческий интерес, оказываются граничными значениями аналитической 
функции одного или многих комплексных переменных, которые анали- 
тичны в комплексном пространстве с соответствующими разрезами. Бо­
лее того, так как из теорий преобразования Гильберта следует, чтр̂  
при соответствующих условиях вещественная часть аналитической 
функции может быть определена, если известна ее мнимая часть на 
вещественной оси, полное сечение рассеяния в принципе определяется 
знанием амплитуды рассеяния вперед. Подробный анализ этого соот­
ношения лежит в основе всех существующих дисперсионных соотноше­
ний как для рассеяния на потенциале, так и в квантовой теории поля. 
В этой связи в актуальных задачах также необходимо во многих слу­
чаях произвести аналитическое продолжение через нефизическую об­
ласть, чтобы получить имеющий физический смысл результат. Успеш­
ное приложение аналогичного круга идей, например к конструированию 
фильтров, хорошо известно в теории релейно-контактных схем и свя­
зано с именами Бода [II], Винера и Ли [59].

Дйлее, дисперсионные соотношения тесно связаны с интегральной 
формулой Коши, так же как й с ее обобщением, данным Племелем, 
и в свою очередь интегральная формула Коши является основой, на ко­
торой рассматривается резольвента несамосопряженной задачи, так 
как в окрестности изолированной особенности резольвентный оператор 
может быть при соответствующих условиях интерпретирован как проек­
ция на подпространство, характеризуемое особенностью. Это также тес­
но связано с интегральной формой обратного преобразования Лапласа 
или, более общо, с резольвентой полугруппы, и тем самым с задачей 
с начальными данными.

Этот же круг идей явлйется основой для изучения сингулярных 
йнтеградьиых ураанений типа Коши, а они в свою очередь сущест-

1) Непростые элементарные делители, конечно, встречаются в теории систем обык­
новенных дифференциальных уравнений.

б  Математика М 1
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венно эквивалентны интегральным уравнениям Винера — Хопфа, как 
мы увидим в дальнейшем. Нашей целью здесь является исследовать 
некоторые из этих взаимных связей и привести, где это возможно, 
наилучшие и наиболее употребительные из известных нам результатов. 
Однако мы будем акцентировать наше внимание больше на взаимных 
связях, чем на общности задач.

§  2 .  К о м п л е к с н ы е  о с о б е н н о с т и  в  к л а с с и ч е с к и  с а м о с о п р я ж е н н ы х  за­
д а ч а х .  Наши первые два примера будут показывать появление комплекс­
ных особенностей, характерных для несамосопряженных операторов, 
в корректно поставленных самосопряженных задачах, содержащих не­
прерывный спектр. В каждом случае использование комплексных осо­
бенностей приводит к полезным и имеющим физический смысл пред­
ставлениям.

В первом примере представление содержит функции, которые, не­
смотря на то, что их трудно интерпретировать в гильбертовом про­
странстве исходной корректно поставленной самосопряженной задачи, 
легко интерпретируются, если рассмотреть соответствующую задачу 
с начальными данными. Оба примера ясно показывают, какой ценой 
достигается стремление строго придерживаться понятия самосопряжен­
ности.

Позже мы наметим метод Ритта и Казаринова [87], [88], основан­
ный на результатах Симса [92], который обдуманно и систематически 
преобразовал некоторый класс самосопряженных задач в класс несамо­
сопряженных задач, что привело к значительным преимуществам— лег­
кости интерпретации и строгого обсуждения. Таким образом, в рассмат­
риваемой нами области различие между тем, какая задача в действи­
тельности должна или не должна рассматриваться как самосопряжен­
ная, кажется весьма туманным, и хотя использование теории самосо­
пряженных операторов может быть математически более удобным 
и изящным, более общий подход, использующий несамосопряженные 
операторы, является зачастую более мощным и оправдывающим себя. 
Из-за недостатка лучшей терминологии мы будем впредь относиться 
к задачам рассмотренного выше типа как к классически самосопря­
женным.

В качестве первого примера классически самосопряженной зада­
чи рассмотрим полубесконечную струну с закрепленным в нуле концом, 
имеющую некоторую плотность между нулем и единицей, и большую 
плотность от единицы до бесконечности. Хотя этот пример обсуждался 
Фридманом в докладе его на заседании Общества в апреле 1957 г., он 
дает возможность весьма просто проиллюстрировать много важных 
идей и настолько прост, что студент, знающий только элементарную 
теорию преобразования Лапласа, может проверить утверждаемые 
свойства.

Обычный подход — применение метода разделения переменных — 
порождает самосопряженное уравнение по х, регулярное в начале 
координат и типа предельной точки на бесконечности. Эта задача 
самосопряжена в пространстве Ь2 [0 , о о ), и ее можно решить в 12-тео­
рии, применив преобразование, аналогичное синус-преобразованию 
Фурье, если в начальный момент струна имеет отличное от нуля на­
чальное отклонение и скорость только на интервале (0,1). При этом по­
лучается только непрерывный спектр. С другой стороны, любой физик 
может возразить, что поскольку мы получаем стоячие волны или разло­
жение по собственным функциям, если плотность равна бесконечности 
на интервале ( 1, о о ) , то для любой плотности, достаточно большой на 
этом интервале, мы должны ожидать нечто аналогичное стоячим 
волнам на отрезке [0,1], которые просачиваются или выплескиваются
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в область ( 1, оо) и представляют в ней расходящуюся волну. Этот тин 
решения можно легко найти1), если сначала произвести преобразова­

ла
[*(*)] = Ь

!) Ищем решение уравнения
dhi 
dt2'

a(x) =  ali 0 < х < 1, а(х) =  а2, х >  1, аг >  а2 >  О, 
удовлетворяющее следующим условиям:

U Ijf— о —  О, U |̂ r=o —  Uq (х ), Uf | f— 0 =  U! (х), Uq (х ) zzr 0, (х ) 0 ПрИ X 1*

Произведя преобразование Лапласа по t, получаем уравнение
d2v \ 2v

dx 2 [а(х)]2
Его решение имеет вид

= — /(•*/) *=
а, (х) +  Ха0 (х)

[а(х)]2

где

1
v (Jf>)------- 1 _ С  /С(АГ.5.Х>в/(е,Х)

W (X) 3

с1 , У1 (х,Ь) Уг (£>х)> К(хЛ,к) =
I У, (£.4 Уг (*>А)>

л: <  £ .

у,(х,Х) =  s h — л:, л < 1,

V2(x,X)=£ (Х1а̂ х, X >  1,

да(Х) =  — - а/о2
sh а7 + IT  ch X

Н у л и  а/ (X) с у т ь

Х° — О, X# =  — а -|- iknav а — -к~ In - 1 2— > 0 ,  & =  0, +  1, +  2, . . .  .Z 2̂
Обращая преобразование Лапласа, находим

toо

а (х ,0  =  - 1 -  \ (х,Х) rfX.2ui J
— /оо

Интеграл равен сумме вычетов подинтегральной функции в полюсах X*,:
1 оо

а { х Л ) -  2  «V [® ' ( Ь * ) ] - 1! К  ( * . £ * * ) / ( £ • * * ) < * £ -  2  “ * < * . 0 .
—  ОО 0 k — — ОО

Функции Uk{xj)  экспоненциально убывают по t при £->-}- °°, однако при х > !  

U „ { x , t ) - W  { \ k ) \ - ' e *  j у, (£ > * ) /(Z,lk)d t . eWa')x - ik* {a'la‘) -x ,

т. е. (x,t) экспоненциально растет по х  при х  -> -Ь оо.
Если мы переставим порядок интегрирования по t и £ и положим х  =  х 0 >  1, то 

найдем, что
1 ( /о

(лг°’° = i  ^ ‘
х t<- (jre/es)1 у, (5,Х) [® (Х )]-у (S,X)rfX }

0 — /оо

откуда видно, что

а (х 0,О =  0 при t <

поскольку контур интегрирования можно замкнуть в правой полуплоскости 1. — Прим* 
перев.

6*
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ние Лапласа по t и построить функцию Грина для полученного урав­
нения по х, после чего применить обратное преобразование Лапласа.

Легко показать, что особенности функции Грина, т. е. нули ее 
вронскиана, который является аналитической функцией параметра Лап­
ласа, все простые, лежат в левой полуплоскости на линии, параллель­
ной мнимой оси, и образуют счетное множество. Контур интегрирования 
можно замкнуть в левой полуплоскости, и интеграл равен сумме выче­
тов в полюсах функции Грина. В каждом нуле вронскиана два решения 
дифференциального уравнения, с помощью которых строится функция 
Грина, становятся линейно зависимыми, и можно найти комплексные 
собственные значения и соответствующие собственные функции в про­
тиворечие тому, что дифференциальное уравнение, для которого мы 
нашли функцию Грина, будучи самосопряженным, может иметь только 
вещественный спектр. Хотя комплексные полюсы Sn входят в диффе­
ренциальное уравнение, как если бы они были собственными значения­
ми, соответствующие им функции не удовлетворяют граничному усло­
вию на бесконечности; действительно, они экспоненциально растут по х 
при х -* +  оо, так что они не суммируемы с квадратом и не охваты­
ваются теорией гильбертова пространства1). В физической литературе 
эти функции часто называют несобственными решениями в противопо­
ложность собственным функциям, которые называют собственными ре­
шениями. На самом деле нет никакого парадокса, поскольку с каждым 
несобственным решением связан экспоненциальный множитель, зави­
сящий от времени, который перекрывает зависимость от х в любой 
точке х. Решение может быть записано с помощью перестановки по­
рядка интегрирования, после чего ясно видно, что возмущение равно 
нулю в любой точке до тех пор, пока не пройдет время, достаточное 
для того, чтобы начальное возмущение в области [0,1] прибыло в рас­
сматриваемую точку х. Иными словами, каждая функция финитна 
по х и ее носитель растет со временем. Интуитивная физическая кар­
тина, таким образом, подтверждается, и вдобавок затухание несоб­
ственных решений так велико, что только одного или двух из них до­
статочно для того, чтобы получить прекрасное приближение к рассмат­
риваемому явлению в противоположность представлению в правой 
полуплоскости, которое приводит нас к интегралу по обычному 
непрерывному спектру.

Такое поведение типично для многих задач математической физи­
ки, таких, как теория а-распада, принадлежащая Гамову [28], [29], 
Кондону и Джёрни [17]. Оно встречается всегда, когда имеется квази- 
стационарное или метастабильное состояние, которое неустойчиво на 
больших отрезках времени. Следовательно, такое поведение всегда 
встречается в теории образования сложных нуклонов и тесно связано 
с так называемыми виртуальными уровнями * 2).

Это поведение типично также для задач о распространении волн 
в неоднородной среде, что можно увидеть, обратившись, например, 
к книге Керра [IX]. Можно быть уверенным в том, что многие из этих

*) Это явление, когда сталкиваются с «решениями», полученными стационарными 
методами, при которых не вводят подходящих срезающих множителей, часто назы­
вают «экспоненциальной катастрофой».

2) Очерк исторического развития метода «комплексных робственных значений», 
см. в статье Бека и Нуссенцвейга [120]. В этой статье содержится также 
изящное рассмотрение подробностей явлений, описанных выше, для' следующих за­
дач: (а) задача о простом гармоническом осцилляторе, прикрепленном к концу полу- 
бесконечной струны; (Ь) задача электромагнитного излучения вне идеально проводя­
щей сферы и (с) задача о волновом пакете вне жесткой сферы в нерелятивистской 
квантовой механике.
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задач содержат существенно несамосопряженные дифференциальные 
уравнения, так как в них часто встречаются комплексные показатели 
преломления. Однако даже при наличии максимальной комплексности 
физические явления не отличаются существенно от нашего примера, 
который кажется исключительным с более общей точки зрения лишь 
тогда, когда мы настаиваем на его самосопряженности. При этом воз* 
никают, однако, довольно значительные трудности вычислительного 
характера, некоторые идеи о которых можно почерпнуть из статьи 
Хартри, Майкла и Никольсона [37].

Наш второй пример относится к возмущению непрерывного спек­
тра вещественного дифференциального оператора второго порядка, 
рассмотренному Титчмаршем [96]. Дифференциальное уравнение

у " — (X -}- гх) у =  О
рассматривается на интервале 0 < ;х < ^ о о  как возмущение уравнения

у " + \ у  =  0
с граничным условием

у (О, X) cosa + у' (О, X) sina = О
при ctg a >  0 (Титчмарш замечает, что его предыдущее исследование 
этого примера в § 4.1 книги [XV], т. I, ошибочно).

С классической точки зрения оба уравнения, возмущенное и невоз­
мущенное, относятся к случаю предельной точки в смысле Вейля, и по­
этому каждое из них имеет ровно одно решение, суммируемое с квад­
ратом на бесконечности. Обе задачи являются тогда самосопряженны­
ми. Спектр невозмущенного уравнения состоит из интервала 0 < ^ <  оо 
непрерывного спектра и одного изолированного отрицательного соб­
ственного значения. Спектр возмущенного оператора непрерывен 
при — оо <  А,< оо. Физически эта задача может быть интерпретирова­
на как взаимодействие фотона с атомом, имеющим одно связанное со­
стояние. Резольвента возмущенного оператора существует в верхней 
полуплоскости комплексной ^-плоскости, но если ее аналитически про­
должить в нижнюю полуплоскость, то она имеет полюс, близкий к ве­
щественному полюсу резольвенты невозмущенного уравнения, но ле­
жащий ниже вещественной оси. Смысл этого полюса можно объяснить, 
сказав, что возмущенный непрерывный спектр имеет резонанс или 
в основном сконцентрирован на вещественной оси в окрестности проек­
ции этого полюса на ось. Этот пример, аналогично первому, имеет то 
преимущество, что решается точно и является типичным для большого 
класса задач, а именно для вычислений резонансов сложных ядер. Дей­
ствительно, один из фундаментальных методов, использованных Гайт- 
лером [VI], состоит в приближении к резонансу непрерывного спектра 
с помощью функции, которая может быть аналитически продолжена 
в нижнюю полуплоскость. Хотя все это может быть проверено на спе­
циальных примерах, аналогичных рассмотренным выше, не существует 
операторной теории для общих задач.

Тип поведения, проявляющийся в двух наших примерах, можно 
лучше понять, изучая более детально связь обычной теории предель­
ной точки с условием излучения Зоммерфельда. Ограничимся примером 
задачи о возмущении, рассмотренной Титчмаршем. Общая теория го­
ворит нам, что в этом случае при 1тА, > 0  существует единственным об­
разом определенная резольвента R\ =  Т?А+, для которой не нужно ста­
вить граничное условие на бесконечности. Так как общая теория пред­
полагает также, что задача самосопряжена, соотношение (7?х)* =  R~~x 
может быть использовано для определения оператора R x при ImA,*<0
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(см. Ахиезер и Глазман [I]). Операторы У?+, /?х не совпадают и не 
являются аналитическим продолжением друг друга. Разложение по 
собственным функциям и спектральное представление могут быть полу­
чены путем рассмотрения интеграла

с
где кривая С охватывает вещественный спектр, и /?х =  на верхней 
ветви, на нижней ветви С. Отсюда можно получить разложение,
аналогичное разложению в интеграл Фурье. Однако вместо этого опе­
ратор /?х+ можно аналитически продолжить в нижнюю полуплоскость, 
где будет представлять собой оператор, отличный от 7?^, и его 
комплексные особенности можно использовать для получения полезно­
го представления непрерывного спектра. Эта ситуация резко отличает­
ся от случая предельного круга, где для того, чтобы получить самосо­
пряженную задачу, необходимо ввести подходящие ограничения в фор­
ме граничных условий, чтобы данный оператор можно было соответ­
ствующим образом расширить. После того как это сделано, полученная 
резольвента становится вполне непрерывным оператором, имеющим 
только дискретный вещественный спектр. Поэтому резольвента суще­
ствует всюду, за исключением определенного множества на веществен­
ной оси и рассмотрение ее контурного интеграла можно свести к ма­
леньким окружностям, охватывающим точки дискретного вещественно­
го спектра.

Различие между /?+ и важно, так как есть важный класс не­
самосопряженных операторов, так называемые диссипативные опера­
торы, допускающие представление вида

оо

»)-JW -
— оо

при Im А >  0 (см. [24], [33] и § 7 данной статьи).
Поскольку очень мало известно об эквиваленте /?Г для этих за­

дач в общем случае, становится крайне желательным иметь теорию, 
позволяющую аналитически продолжать указанное выше представление 
в нижнюю полуплоскость. Функция

/(Ч = (Ях+?. <Р)
обладает следующими свойствами, общими с соответствующими выра­
жениями для самосопряженных операторов: /(А ) аналитична по А при 
I m A > 0,

1т/(А )>>0 при 1 т А > 0
и

sup | iyf(iy)  |<С °° при 1т А О,
у —>оо

поэтому прежде всего необходимо решить задачу об аналитическом про­
должении для, этого класса аналитических функций. Это было сделано 
Гринштейном [35], который доказал следующее предложение.

Т е о р е м а .  Если f{ z )  — аналитическая функция, удовлетво­
ряющая условиям

(a) sup | i y f  (iy) | <  оо,
У—>OG

(b)
— сю
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то /(А) может, быть аналитически продолжена через интервал 
(а, Ь) тогда и только тогда, когда функция y(f) является веще­
ственной аналитической функцией на интервале (а, Ь). Если 
это выполнено, продолжение дается формулой

/ ( Х )  =  / * ( л * )  +  2« т '(Х), 1 т А < 0 .

Следует заметить, что полученное продолжение согласуется с фор­
мулами Племеля (см. [XIIIJ). В качестве примера рассмотрим регулярную 
в верхней полуплоскости функцию w =  — 1/(А -)- /) с положительной 
мнимой частью при 1ш Х > 0, аналитическое продолжение которой в ниж­
нюю полуплоскость имеет особенность при А =  — / . Легко проверить, 
что эта функция допускает представление

оо

~  Г + Т  =  $ *(1 +  t 2) Т — к ’ 1гпА> О,
— со

так что особенности функции, как легко видеть, содержатся в весовой 
функции 1/я(1-{-^2). В этом случае тривиально проверяется, что ана­
литическое продолжение, найденное Гринштейном, восстанавливает w 
в нижней полуплоскости.

Соответствующая проблема для операторов является открытой 
даже в самосопряженном случае, где представление, соответствующее 
вышеупомянутому, может быть записано в терминах разложения еди­
ницы как

?) \\Et4 Н2
t —К

Существует тесная связь между операторами R t  и R \ , условием 
излучения Зоммерфельда и формулами Племеля. Условие излучения 
Зоммерфельда для рассматриваемой задачи при вещественных к =  k2 
имеет вид

и оно, в сущности, единственным образом выделяет соответствующую 
резольвенту (Rx в нашем случае). Более точно, функция Грина, кото­
рая может быть построена с ее помощью, является пределом ядра опе­
ратора /?+ при ImA—> +  0. Таким образом, приближение к оси из верх­
ней полуплоскости соответствует расходящейся волне, снизу —• сходя­
щейся волне. Далее, использование этого несамосопряженного гранич­
ного условия для самосопряженной задачи не приводит к противоречию, 
так как резольвента самосопряженной задачи несамосопряжена при 
ImA, ф 0, но в действительности удовлетворяет соотношению (Rx )* =  

(* означает комплексное сопряжение) *).
Строгая теория задач теории возмущений, содержащих непрерыв­

ный спектр р, таких, как пример Титчмарша, далека от завершения. 
С точки зрения теории операторов имеется общая работа Фрвдрих- 
са [27], который рассматривает упрощенную модель, включающую в се­
бя энергию атома в присутствии электромагнитного поля. Для этого 
случая он выводит формулу Вигнера — Вайскопфа [108], [109] для 
естественной ширины спектральных линий как приближение к правиль­
ному асимптотическому поведению. Для обыкновенных дифференциаль-

9 Аналогичное исследование в более сложной ситуации см. Жерю [121].
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ных уравнений Титчмарш ([XV], т. II) тщательно исследовал тип пове­
дения, показанный выше, и наметил начала аналогичной теории для 
некоторого класса уравнений в частных производных.

В то время как с рассмотренной выше точки зрения многие из об­
суждавшихся нами задач могли рассматриваться как задачи теории 
возмущений, во многих случаях не.оказывается подходящего парамет­
ра, такого, как постоянная тонкой структуры в квантовой электродина­
мике, на котором основывается теория возмущения. Поэтому свежий 
взгляд на эти задачи как на несамосопряженные, а не на возмущения 
(ограниченные или неограниченные) самосопряженных задач, с самого 
начала может привести к интересным, математически новым и полезным 
результатам *). Мы приведем характерные примеры этого впоследствии. 
Эти задачи более сложны, чем наш пример, даже для квантовой меха­
ники, так как во многих задачах комплексная плоскость энергии долж­
на рассматриваться по крайней мере как двулистная риманова поверх­
ность для k2 = Е, и особенности на втором листе интерпретируются, на­
пример, как виртуальные или семистабильные состояния, хотя интер­
претация неединственна (см. Хамблет [42] и Ма [70]), и общая теория 
недостаточно развита, хотя результаты известны в частных случаях 
(см. Флюж и Маршалл [V], § 13, а также Пайерлс [81]).

§ 3. Примеры несамосопряженных физических задач. Хотя принято 
считать, что все квантовомеханические задачи самосопряжены, требо­
вания масштаба времени или трудности вычисления часто делают более 
удобным разделение задачи на части, которые могут не быть самосо­
пряженными. Простой физической иллюстрацией этого является пред­
ставление Бора о составных ядрах. Он показал, что при столкновении 
двух ядер, из которых по крайней мере одно тяжелое, образуется не­
устойчивое составное ядро и что время жизни такого составного ядра 
по атомной шкале времени будет очень большим. Далее, такие ядра 
имеют довольно резко выраженные уровни энергии (обычно называе­
мые «виртуальными» или «резонансными» уровнями). Положение этих 
уровней и свойства соответствующих метастабильных состояний опре­
деляют эффективные сечения ядерных реакций, могущих произойти. 
Используя теорию возмущений, в которой пренебрегается некоторыми 
членами взаимодействия в гамильтониане, описывающем систему, 
Брейт и Вигнер вывели в 1936 г. формулу вероятности ядерной реакции 

чв присутствии одного виртуального состояния. Их работа была обобще­
на Бете [ 1], к статье которого мы отсылаем читателя за очерком исто­
рического развития. Бете принял во внимание все возможные виртуаль­
ные состояния. В этих теориях были учтены лишь члены второго поряд­
ка теории возмущений. Пытаясь преодолеть это последнее ограничение, 
Пайерлс и Капур [82] развили формализм, включающий комплексные 
собственные значения и комплексные состояния. В частности, они до­
казали, что, если резонансные уровни в составных ядрах близки, так 
что вылет частицы из ядра является редким событием, состояния со­
ставного ядра подвергнутся очень малому изменению, если частица 
вполне удерживается от вылета наложением подходящего ограничения 
на волновую функцию вне ядра. Тогда они возмущают это «граничное 
условие», чтобы получить приближенное решение задачи. Мы опишем 
теперь эту процедуру для простейшего случая, в котором угловой мо­
мент равен нулю, и отошлем интересующегося читателя к их статьям, 
а также к работам Хамблета [41] и Брауна [8], где эти результаты 
развиты и рассмотрен общий случай. Если имеется только одна рассеи-

9 Некоторые новые примеры можно найти в книге К- О. Фридрихса [XVII].
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ваемая частица в центральном силовом поле конечного радиуса дей­
ствия, волновая, функция частицы (/ =  0) удовлетворяет волновому 
уравнению (при соответствующем выборе системы единиц)

- ^ L  +  [ £ - К (/•)]? =  0, ? (0) =  0, (ЗЛ)

где V (г) — потенциальная энергия, Е — энергия частицы. При г >  г0 
V(г) =  0, и уравнение приводится к виду

+  *2Ф* =  0, • (3.2)

где волновой вектор k определен условием k2 =  Е. Решение уравне­
ния (3 .2) может быть записано при г ^  г0 в виде

<РЕ  =  Д -  sin kr - jr  Selkr, •

где /  — амплитуда падающей волны, S — амплитуда рассеянной волны. 
Так как

=  /  cos kr -+- ikSeikr,dr 1 ■
очевидно, что

I е~ш й =
df
dr — ik<?E (r o). (3.3)

S  =  cos kr0<pE(r0) -  Д - sin&r0 ( - ^ - ) ro • 
Поэтому очевидно, что, когда падающая волна отсутствует,

4 F ~ ik ? =  0 при г =  г„. (3.4)

Это условие, очевидно, несовместимо с исходным; тем не менее 
можно рассмотреть вспомогательную задачу

^  + [Wn - V ] 9n = 0, Wn^ E

с граничными условиями (3.3) и (3.4), где k  — фиксированная константа. 
Обычные рассуждения показывают, что функции, определяемые этой 
задачей, ортогональны в вещественном смысле (хотя они комплексно- 
значны) и соответствующие собственные значения комплексны в си­
лу (3.4). Как только эти функции определены, можно формально полу­
чить, что любое решение уравнения (3.1), удовлетворяющее истинному 
граничному условию (3.3), может быть представлено в виде

<?Е =  'i£ian<fn +  X,
где <р„ удовлетворяют однородному условию (3.4), а X  — неоднородному 
условию (3.3).

Разновидность этого метода была предложена Зигертом [91] и суще­
ственно развита Хамблетом [41]. Из выражения для S /I ,  данного выше,

s  _  [?g (М  cos kr0 — ч'Е (/-„) sin kr j k]  e~kro

1 [<Ря (г.) — (/•«)]
можно найти особенности, возникающие из-за нулей знаменателя. Эти 
особенности могут быть найдены из задачи о собственных значениях
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с граничными условиями
=  0 при г =  О

и

-  ikntyn =  0 при г =  г0.

Это последнее условие в противоположность условию (3.4) делает слож­
ные состояния не зависящими от энергии входящей частицы, а результат 
вычисления рассеяния не зависящим от значения г0, такого, что при 
г^>г0 потенциал предполагается тождественно равным нулю. Оконча­
тельное разложение может быть интерпретировано в терминах „радиоак­
тивных состояний”, но обладает тем недостатком, что это разложение' 
производится по функциям, не ортогональным ни в вещественном, ни 
в эрмитовом смысле.

Третий способ описания этого физического процесса дает нам метод 
Вигнера — Айзенбуда [ПО], в котором появляются только вещественные 
собственные значения, но он в свою очередь приводит к сложной задаче 
аналитического продолжения (см. Вигнер [106], Вигнер и фон Нейман [111] 
и обзорную статью Лэйна и Томаса [58] для более основательного изучения 
связей между этими методами). С физической точки зрения метод Виг­
нера — Айзенбуда > кажется более предпочтительным в случае, когда 
мало уровней влияют на процесс рассеяния, в то время как метод Капура 
и Пайерлса предпочтительнее, когда много уровней влияют на рассеяние, 
так как сумма по уровням линейно входит в амплитуду рассеяния и, 
как следует из обзорной статьи Брауна [8], этот метод не потерял 
своего значения до нашего времени. В то же время метод Зигерта, как 
утверждают Лэйн и Томас, кажется лучшим из всех возможных, но появ­
ление комплексных собственных значений и неортогональность собствен­
ных функций делают затруднительным приложение этого метода в общем 
случае.

Математическое оправдание каждого из этих методов проблема­
тично, и, вероятно, только метод Вигнера — Айзенбуда имеет реальное 
математическое обоснование, полученное в результате объединения 
усилий Вигнера и фон Неймана.

Приводимое обычно обоснование метода Капура — Пайерлса основы­
вается на последующей интуитивной статье Пайерлса [80], в которой 
обещано строгое обоснование, принадлежащее Скирму. Насколько мне 
известно, оно никогда не было опубликовано. Из математической лите­
ратуры только работы Дж. Шварца [90], М. А. Наймарка [77] и Сим­
са [92] имеют прямое отношение к данному вопросу. Первые две из них 
содержат существенные ограничения, так как Шварц рассматривает 
только ограниченные возмущения, в то время как Наймарк налагает 
на потенциал жесткие условия дифференцируемости*) и интегрируемости. 
В то же время Симс не ограничивается ограниченными возмущениями, 
но его подход в рамках гильбертова пространства оставляет открытым 
вопрос о типе поведения, показанного в нашем примере полубесконечной 
струны (см. § 5).

Традиционная формальная теория рассеяния дает нам другой пример 
классической самосопряженной задачи. В этом формализме рассматрива­
ется следующая задача. Рассматривается нестационарное уравнение

') Здесь автор допускает неточность; в действительности в цитированной работе 
М. А. Наймарка [77] на потенциал v (г) накладываются только условия типа 
v(r)  €£•(<>. оо) или (1 +  f 2) v (r) G.L1 (0, оо), относящиеся к его поведению на беско­
нечности, и никаких предположений о дифференцируемости функции v (г) не дела­
ется .— Прим. ред.
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Шрёдингера, причем при ^ =  +  оо (или t =  — оо) взаимодействие отсут­
ствует. Требуется установить связь между решениями этого уравнения 
при t =  tQ и при t =  +  сю (или t =  — оо). Это делается с помощью замеча­
ния, что любое решение свободного уравнения Шрёдингера может быть 
записано в виде

оо

Ф«Но
e~lEty{E)dE,

где ср находится с помощью обращения преобразования Фурье. Состоя­
ния рассеянной частицы даются тогда формулой (см. Липман и Швин­
гер [65], Гелл-Манн и Гольдбергер [32])

ЧГ(*) =  ^e~ iÊ {E)dE ,
о

где ф (Е) — решение уравнения
<]>(£) =  ? (£ ) + О (£ )1Л|>(£), (3.5)

где оператор Грина соответствует расходящейся волне. Слабым местом 
этого рассуждения является то, что интеграл, определяющий ср(£), 
не имеет смысла в теории гильбертова пространства, поскольку он 
не имеет предела ни в слабом, ни в сильном смысле. Действительно, 
вектор ф{Е) должен быть собственным вектором невозмущенного гамиль­
тониана, принадлежащим к значению Е непрерывного спектра операто­
ра Н0. Чтобы преодолеть эту трудность, используются несколько мето­
дов, но все они вызывают одинаковые возражения. Наиболее обычный 
метод — использование „адиабатической гипотезы”, которая равносильна 
введению сходящегося множителя ехр(— е |^ |)  (см. Липман и Швин­
гер [65]). Фридрихе [27] во второй части своей основной работы весьма 
остроумно использовал лемму Римана — Лебега и формулы Племеля, 
применявшиеся также Липманом и Швингером, чтобы исключить необхо­
димость „адиабатической гипотезы”, и его подход был даже развйт 
Мозесом [74]. Недавно Яух [43] дал другой подход ко всей теории 
со строгой точки зрения гильбертова пространства, но хотя оба подхода 
Фридрихса и Яуха в общем удовлетворительны, они не рассматривают 
задачу о решении уравнения (3.5) или ему эквивалентного. Чтобы иметь 
пригодную для практических применений теорию для рассеяния на чет­
ном потенциале, необходимо решить уравнение такого вида, которое 
в этом случае записывается следующим образом:

Ф (г) == eikT —  ̂ V (г') ф (г') d3r+, А =  £2, R =  | г — г ' |.

Ядро этого уравнения — функция Грина для уравнения Гельмгольца 
во всем пространстве, удовлетворяющая условию излучения, выделяю­
щему расходящуюся волну, или, с другой стороны, с точки зрения 
наших замечаний, сделанных в § 2, есть предел ядра резольвентного опе­
ратора Rx =  (v2 +  ^)-1 при ImA-*- fO:

оо
elkR _ 1 Г t sin tRdt
4 nR J t 2 — (k* +  it)

Ясно, что это ядро симметрично, хотя и комплекснозначно, и поэтому 
не является ядром самосопряженного оператора. С другой стороны, 
так как Rx =  (у2 +  А)-1 вообще не существует при положительных 
вещественных А, а при Im А ф 0 обладает свойством Rl = Rx , оператор R
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также не является самосопряженным при InkA ф  0 и „обращение в непре­
рывном спектре” может быть интерпретировано только в терминах 
описанного выше предельного процесса. Ядро резольвенты можно постро­
ить с помощью обычной процедуры для функции Грина при положитель­
ных вещественных k единственным способом, если ввести условие 
излучения Зоммерфельда, и предельный переход

lim R t
ImX ->  +  оо

оказывается поэтому эквивалентным этой процедуре. Повторяем, что, 
хотя исходная задача, поставленная для уравнения Шрёдингера, самосо­
пряжена, исследование задачи для произвольного потенциала, которая 
точно не решается, включает рассмотрение указанного выше несамосо­
пряженного оператора.

До сих пор нет общей теории для решения предыдущего интеграль­
ного уравнения, которая не являлась бы формальной, т. е. не опериро­
вала бы с функциями, не суммируемыми с квадратом. Конечно, это 
уравнение часто изучалось с помощью метода последовательных при­
ближений, который приводит к рядам Лиувилля— Неймана или Борна, 
а также исследовалось Джостом и Пэйсом [44] с помощью теории 
Фредгольма.

Их исследование относилось, однако, к равномерной и абсолютной 
сходимости рядов Фредгольма для первой итерации этого уравнения 
и поэтому вызывает те же возражения, к тому же их результаты были 
слишком громоздкими, чтобы привести к вычислимым результатам в об­
щем случае. Впоследствии Кури [47] использовал этот же метод для 
строгого вывода дисперсионных соотношений для рассеяния на потен­
циале. Чтобы построить строгую £ 2-теорию, Дольф и Ритт [21] и Дольф 
и Пенцлин [24] симметризовали это интегральное уравнение для поло­
жительно или отрицательно определенного потенциала и заменили его 
эквивалентным интегральным уравнением в более широком гильбертовом 
пространстве, где удалось использовать развитую теорию несамосопря­
женных диссипативных операторов, которая будет обсуждена нами в § 7 ]). 
Окончательные величины, представляющие физический интерес, не за­
тронуты этой процедурой, которая к тому же не является общей, 
поскольку содержит предположение о дефинитности потенциала. Разумно 
предположить, что теория индефинитного гильбертова пространства, 
слегка затронутая в § 10, в конечном счете позволит устранить это 
ограничение.

Другое строгое и более полное исследование, которое использует 
теорию Рисса вполне непрерывных операторов в банаховом пространстве, 
впервые было опубликовано Икебе [115], который в свою очередь суще­
ственно опирается на более раннюю работу Повзнера [116]. В этой 
теории предполагается, что потенциал V (л:) является вещественной 
функцией, которая удовлетворяет условию Гёльдера, за исключением 
конечного числа особенностей, что V {х) £L2(E3) и V (х) =  0(\ х  | ~2 ~к) 
при х  —► оо , h 0. Известно, что этих условий достаточно для того, 
чтобы обеспечить единственность таких самосопряженных расширений Н  
и Н0 операторов — у 2 +  У (х ) и — V2 соответственно, что области 
определения / / и  Н 0 будут равны между собой (см. Като [117]). Первый 
шаг состоит в доказательстве того факта, что резольвента ( / / — А/ ) ^ 1 
является интегральным оператором типа Карлемана. После этого вво­
дится банахово пространство В непрерывных функций, определенных

') Замечание автора,добавленное при кор ре к ту ре. См. исследование 1122], г ,н‘ 
приведена физическая интерпретация комплексных собственных значений в этой теории
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в Е3, которые равномерно стремятся к нулю при х  —> оо , с нормой 
II и Ив — max | и (зс) |- С помощью функций

Р ( г, k) =  ~ ± \ ^ - V ( x ' ) e ^ ’ d 3r '
и

tp(r, к) =  ф(г) — eik t
интегральное уравнение рассеяния может быть записано в виде

ср(г, к) = /?(г, к ) - ^  к ) d 3r '

и легко исследуется в В, поскольку можно показать, что р£В. В част­
ности, интегральный оператор, входящий в это уравнение, является 
оператором типа Гильберта — Шмидта и поэтому определяет вполне 
непрерывный оператор, который является расширением оператора (Н0 — 
— Х)- ЧЛ В частности, при Im & ^O  этот оператор отображает В в В 
и имеет место альтернатива Фредгольма. Связь с £ 2-теорией, которая 
нас в конечном счете интересует, получается, если заметить, что для 
любого f£ B ,  V f£ L 2(E3). Таким образом, например, если при I mX^O,  
Im/fe>0

• /  =  - ( Я 0 - Х ) - 1 К /

для то /  принадлежит области определения оператора Н0, и при­
менение //„  — X к обеим частям этого равенства дает

(Но — X) /  =  — К /
или

Я /  =  Х/ ;

это показывает, что /  =  0, так как Н — самосопряженный оператор, 
а X невещественно. Икебе доказал также, что Н  не имеет непрерывного 
отрицательного вещественного спектра, что Н  не имеет положительных 
собственных значений, что отрицательные собственные значения, если 
они существуют, являются дискретными, конечнократными и не имеют 
предельной точки, отличной от нуля и что положительный вещественный 
спектр абсолютно непрерывен. Кроме того, он развивает теорию обоб- 
хценных преобразований Фурье, которая использует непрерывное мно­
жество искаженных плоских волновых функций, полученных из решения 
интегрального уравнения рассеяния, вместе с собственными функциями, 
отвечающих отрицательным вещественным собственным значениям, если 
таковые существуют. Наконец, он приводит новое доказательство тео­
ремы Курода [118], которая утверждает, что б'-матрица унитарна, если 
потенциал V, определенный выше, обладает дополнительным свойством

1 /б А (£ 3) f U 2(£ 3).
В полном согласии с замечанием, сделанным в начале этого пара­

графа, ситуация в рассматриваемой задаче об интегральном уравнении 
рассеяния, совершенно типична для процедур, используемых во многих 
аналогичных задачах, всякий раз, когда оказывается разумным разло­
жить гильбертово пространство квантовой механики на два ортогональ­
ных подпространства <Ш\ и <$?2, которым соответствуют проекционные 
операторы Р х и Р 2. При этом имеет место соответствующее разложение 
гамильтониана Н  полной задачи вида

/ /  =  / / n -f Н 12 +  Н п Н22,
где

Н 1к = Р<НРк (Г * = 1 , 2 ) .
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В силу этого разложения уравнение Шрёдингера принимает вид

^  =  ^ п Ф 1 +  ЛГ12ф2,

/ Ж = / /2 1 ^  +  / / 22Ф2- 
Если теперь можно решить задачу

( * ( О =  °. £ /(0) =  я ,

то первое из этих уравнений запишется в виде
t

*0
и если это выражение подставить во второе уравнение и учесть началь- 
ные условия, мы получим интегро-дифферендиальное уравнение

t
=  н п  ф2 -  i \ н п и  it -  О  Н п ф2 dt'.

и
Произведя преобразование Фурье, получаем

(Я) =  {# 2 2  — Я 21 * О (£ )* # 12} Ь  (Я),
где Q (Е) — формальное преобразование Фурье функции U (t), и в общем 
случае мы получаем несамосопряженный оператор

Н 22— Н2Х * Q (Е) * Н п .
Характерные примеры использования этого разложения неявно содер­
жатся в работах Бете [1], Дольфа и Пенцлина [24].

В противоположность примерам, рассмотренным выше, задачи мате­
матической физики, рассматривающие явления переноса, часто бывают 
существенно несамосопряженными.

Один из лучших примеров этого дает нам уравнение Орра — Зоммер- 
фельда для возмущений линеаризованного течения вязкой жидкости. 
В случае плоского течения Пуазейля оно имеет вид

v'( / ,v -  «2/ " +  « /)  =  [(1 -  У2) -  с] If"  -  а2/  +  2 /]
с граничными условиями

/ ( ± 1) =  / / ( ± 1) =  о.
Это уравнение возникает из линеаризированного нестационарного урав­

нения в частных производных, когда возмущенная функция тока ищется 
в виде

<[» {х, у, t) =  еы <•* - с1) /  (у).

Кривая нейтральной устойчивости определяется как геометрическое место,, 
где Re а =  0, причем в качестве аргумента используется вязкость v или — 
что более принято — число Рейнольдса. Вопрос, существуют ли неустой­
чивые- решения, имеет длинную историю и не был решен утвердительно 
в этом случае до работы Линя [VIII] из-за математической сложности 
используемой асимптотической теории. В этой связи, чтобы еще раз 
подтвердить нашу мысль о том, что нет строгого критерия, предписы­
вающего использование самосопряженной или несамосопряженной теории, 
заметим, что Хопф [39] использовал самосопряженные методы, чтобы 
установить существование слабого решения для уравнения Навье— Стокса 
для любого времени t, и что Дольф и Льюис [22] приложили его идеи, 
чтобы исследовать то же самое явление, описываемое уравнением Орра—
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Зоммерфельда. При этом методе уравнение Орра — Зоммерфельда 
исследовалось с помощью самосопряженного уравнения, для кото­
рого справедлива известная теорема разложения, и задача свелась 
к исследованию бесконечного множества пар дифференциальных урав­
нений для неизвестных коэффициентов разложения, зависящих от 
времени. Если из этой бесконечной системы оставить лишь систему 
20 уравнений с 20 неизвестными, мы получаем приближение высокого 
порядка точности для головной части кривой устойчивости. Новейшие 
исследования в этой теории включают в себя доказательство теоремы 
полноты для несамосопряженных разложений уравнения Орра — Зоммер­
фельда, принадлежащее Шенстеду [89], и доказательство Кейса [12], 
[14] существования класса обобщенных решений в случае невязких тече­
ний, которые являются пределами вязких решений. В результате этой 
работы можно теперь совершить переход от уравнений Навье — Стокса 
к уравнениям Эйлера способом, напоминающим переход от квантовой 
механики к классической.

Для задачи диффузии нейтронов Лейнер и Винг [60], [61] рассмот­
рели несамосопряженный пространственный оператор, определяемый не 
зависящим от времени уравнением, а именно оператор

1

- i
Этот оператор определен на всюду плотном подмножестве гильбер­

това пространства измеримых функций, таких, что интеграл
со ' 1

\ dx \  [f(x,  |Д]2 dp.
—  СО — 1

сходится. Точечный спектр этого оператора состоит из конечного непу­
стого множества вещественных чисел и имеет пустой вычетный спектр. 
С другой стороны, они показали также, что непрерывный спектр состоит 
из целой полуплоскости, поэтому в [61] полученная ими теорема разло­
жения включает в себя рассмотрение контурного интеграла На бесконеч­
ности, который практически может быть вычислен лишь приближенно. 
Этот оператор особенно интересен в том отношении, что природа его 
спектра крайне чувствительна к изменению области определения. В еще 
не опубликованной работе Фридрихса и Лейнера доказано, что замены 
—а на —оо в написанном выше двойном интеграле достаточно для того, 
чтобы непрерывный спектр был сосредоточен на оси, как в самосопря­
женном случае. Для бесконечных или полубесконечных областей Кейс [11] 
смог заменить 1 2-теорию 1 г теорией, в которой он смог определить класс 
элементарных, не зависящих от времени решений и получить теоремы 
полноты в терминах обобщенных функций. Подход Кейса был вдохнов­
лен ранними работами Ван Кампена [98], [99] и существенно опирается 
на использование техники сингулярны* уравнений. Краткое изложение 
некоторых из этих теорий будет дано в § 8.

§  4 .  С и н г у л я р н ы е  н е с а м о с о п р я ж е н н ы е  з а д а ч и  Ш т у р м а  —  Л и у -  
в и л л я .  12-я глава книги Коддингтона и Левинсона [IV] служит введе­
нием в регулярные несамосопряженные задачи на конечном интервале. 
Связанный с этим результат принадлежит Фридману и Мишо [26].

Т е о р е м а  4.1. Пусть F ( x ) ~  функция с ограниченным изме­
нением на отрезке [0, 1], и пусть ип(х) — собственные функции 
системы (А ф- ^В)и =  0, и (0> -= и (1) =  0, где А — оператор

d2
dx1 <?(*),I
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В — оператор

- £ + ' < * > ■
Далее, пусть v n(x) — собственные функции системы;сопря­

женной системе (А +  кВ) и =  0, й (0) =  й (1) =  0 , и пусть С(Т)еХх — 
вронскиан уравнения A -j- ХВ =  0. Если

X

U

то ряд

P ( t , x ) =  \ p ( t ) d t
£

F ( + 0) +  exp[—Р  (О, ! ) ] /■ ( ! - 0) =  0,

S
, \ С c. / , J / ’W t'nW +Р(5)»я (5) + »; (5)

(4.1)

сходится к F (х) в каждой точке непрерывности функции Е(х),
0 <С ^<С 1- Во всех остальных точках ряд сходится к -^-[F(x-\-
+  0) +  F (x  —- 0)]. Если F(x)  не удовлетворяет граничным усло­
виям (4.1), то ряды сходятся к

~2 [^С* +  0) +  В (х  — 0)1 —

exp Р (0, х  {F ( + 0) +  ехр \ - Р  (О, 1)] F  (1 -  0)}).

В то время как сингулярная самосопряженная задача Штурма — 
Лиувилля широко исследовалась Г. Вейлем [101], Стоуном [XIV], Титчмар- 
шем [XV], тт. I—II, и Кодаирой [46], работа Филлипса [83] явилась пер­
вой, в которой рассматривалась соответствующая задача для комплексных 
граничных условий. Позже Симс [92] смог обобщить результаты Филлипса, 
но тем временем Дж. Шварц [90] рассмотрел специальный случай огра­
ниченных возмущений на конечном интервале с помощью теории спект­
ральных операторов Данфорда1). Его результат состоит в следующем.

Т е о р е м а  4.2. Пусть Т — неограниченный дифференциальный 
оператор, определенный формальным дифференциальным опера­
тором

аг
d x l

и граничными условиями
/ ( 0) - * 0/ ' ( 0) =  0, 
f ( i ) - £ i / ' 0 ) =  o.

где k0 и kx — произвольные, возможно, бесконечные, комплексные 
числа. Тогда, если В — произвольный ограниченный оператор, 
Т +  В является спектральным оператором и всякая функция 
/ £ Ь 2(0, 1) может быть разложена в ряд по собственным функ­
циям [включая, возможно, конечное число решений уравнений 
вида (Т +  В — А)* /  =  0] оператора Т +  В, который безусловно схо­
дится в топологии L2 (см. также В. Б. Лидский [63]).

Симс допускает, что интервал может быть неограниченным и обоб­
щает подход Г. Вейля [101} — случаи предельного круга и предельной 
точки — на комплексные q{x)  (см. [IV], гл. 9). Как и в самосопряженной

*) Результаты Шварца были обобщены для дифференциальных уравнений выс­
шего порядка Крамером [123].
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сингулярной теории, начинают с рассмотрения фундаментальной системы 
решений уравнения

—у" +  [^(л:) — Х]у,<^0 при 1т^(д:) =  0, 1т Х ^  0, (4.1)

которые нормированы условиями
<р (л-0, X) =  sin а0, 0(*o, X) =  cosa0,

f ' ( x 0, X) =  — cosa0, 6' (х0, X) =  sin a0 при lm a0< 0 .
Граничное условие

аф (b, X) -f- Рф' (b\ X) =  0, а, р комплексны, 
накладывается на линейную комбинацию

ф (*, X) =  6 (х, X) +  m (X, b) ср (х, X).

Тогда, как в теории Вейля, если z =  a/p, то
0 (b, 1 ) г  +  0 '(Ь, X)

является нейсобым дробно-линейным преобразованием, отображающим 
нижнюю полуплоскость плоскости z на круг Cb(k) в плоскости т, и при 
b —* сю (или к любой особой точке уравнения) возникает предельный круг 
или предельная точка. Радиус круга Cb(k) определяется формулой

ь
гь (1) =  { — sh (2 Im a0) +  2 ^ (Im X — Im q (*)) | f  |2 dx}  1 (4.2)

Xq
и, кроме того, во всех случаях существует интеграл

оо

 ̂ [ фоо (JC, X) J2 ]Im х — Im (4.3)
X

и, следовательно, интеграл
оо

 ̂ IФ^ (х, X) j2 dx. (4.4)
X

В каждой сингулярной точке имеются три возможности, именно: (1)(4.4) 
есть единственное квадратично интегрируемое решение уравнения (4.1). Это 
случай предельной точки, так как радиус, определяемый формулой (4.2), бу­
дет стремиться к нулю. (2) Существуют два линейно независимых решения 
уравнения (4.1), которые квадратично интегрируемы на интервале (л'0, оо), 
но только одно решение квадратично интегрируемо с весом Im X—Im q (x). 
Это снова случай предельной точки. (3) Существуют два линейно неза­
висимых решения, квадратично интегрируемых на интервале (х0, оо) 
с весом Im X — Im q (jc) и, следовательно, а fortiori квадратично интег­
рируемых на интервале (д:0, сю) с весом 1. Это случай предельного круга. 
Для интервала, бесконечного в обе стороны, имеется шесть различных 
возможностей (случаев), но для всех справедлива следующая

Т е о р е м а  4.3. Резольвента Р(к) существует и является 
линейным ограниченным оператором в Ь2(а, Ь) при 1 т Х > 0  и ре­
зольвентное множество содержит верхнюю 1-полуплоскость. 
Кроме того,

т а г
И

ь
§ I R (X) / 12 [Im X — Im q {х)\ d x  <  оо.

7 Математика № 1
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Область значений, резольвенты состоит из всех функций 
f £ L 2(a,b), таких, что f , f  абсолютно непрерывны,

- r  + 4 f£ L d a ,b )  и r ft[ t „ / ] = r a [ t0. / ]  =  O
для предельных функций ф0, ф1( полученных в результате пре­
дельного процесса. Это же множество является областью опре­
деления оператора —d2jd x2-\-[q(x) — l}, а пространство L2(a, Ь) 
является его областью значений.

Кроме того, имеет место

Т е о р е м а  4.4. В случаях  (2.2), (2.3) и (3.3) спектр дифферен­
циального оператора, определенного в указанной выше области, 
является чисто точечным, состоящим из дискретных точек, 
лежащих в нижней полуплоскости. Соответствующая резоль­
вента является вполне непрерывным оператором.

Симс переходит к исследованию аналитического поведения и воз­
можных сужений, связанных с областью определения этого оператора. 
В частности, он находит правильно поставленную задачу, в которой 
поведение функций зависит от непрерывного граничного условия, но мы 
вынуждены отослать интересующегося деталями читателя к его работе J)

§  5 .  П е р е х о д  о т  с а м о с о п р я ж е н н ы х  з а д а ч  к  н е с а м о с о п р я ж е н ­
н ы м .  Еще до появления теории Симса Маркувич [73] исследовал 
(несколько формально) интересные спектральные представления некото­
рых сингулярных задач Штурма — Лиувилля, которые часто являются 
несамЬсопряженными. В частности, для дифференциального уравнения

s £  +  ( *  +  ^ > - °

Д ™  ( - з г - ' ^ ) - 0

он заметил, что для вещественного k и для 1гпХ^>0 можно построить 
единственную функцию Грина Q и что при этих условиях задача ана­
логична случаю, „предельного круга" самосопряженной задачи, т. е. 
существуют два линейно независимых решения, квадратично интегрируе­
мых от гх до оо. Он заметил также, что если k взять комплексным, 
1ш k 0, то задача становится задачей типа предельной точки и усло­
вие излучения может быть заменено более простым требованием, чтобы 
Q стремилась к нулю при г —» оо.

В результате работ Филлипса и Симса, частично стимулированных 
Маркувичем, этим утверждениям можно придать точный смысл, тем не 
менее эти замечания систематически использовались Риттом и Казари­
новым [87], [88] к развитию теории рассеяния для скалярного волнового 
уравнения с применением теории Симса к обыкновенным несамосопря­
женным уравнениям, возникающим при разделении переменных. Этот 
подход имеет то преимущество, что приходится рассматривать только 
случай предельной точки, и, кроме того, условие излучения Зоммер- 
фельда заменяется более естественным требованием квадратичной интег­
рируемости. Интересно также, что при этом с помощью тауберовых 
и абелевых теорем выясняется связь между стационарной задачей 
и соответствующей начальной задачей.

с граничными условиями 
dy
dr =  0,

*) Недавно аналогичные результаты были анонсированы В. А. Марченко и Ф. С. Ро- 
фе-Бекетовым [124].
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Например, внешняя стационарная задача для уравнения Гельмгольца 
состоит в нахождении решения уравнения

(V2 +  w2)<j) =  p(x),

где р (дс) определяет распределение пространственных источников, обра­
щающихся в нуль вне некоторого компактного множества. В этом урав­
нении w — частота излучения, и задача становится правильно постав­
ленной, если на ф накладываются граничные условия, отвечающие 
граничной задаче первого, второго или третьего рода теории потенциала 
на поверхности рассеивающего тела и условие излучения Зоммерфельда

_  т ф dS = 0.

Эта задача возникает из соответствующего нестационарного волнового 
уравнения

y 2u — utt = р(л)еш ,
если предположить, что решение имеет вид

и (л:, t ) =  ф(хг) еы .
Однако эта последняя задача не является правильно поставленной, пока 
не заданы начальные значения для u (x ,t)  и ut (x ,t), и после того как 
это сделано, написанное выше представление не нуждается более 
в оправдании.

Чтобы решить эту трудность и определить, в каком смысле ста­
ционарный подход имеет силу, Ритт и Казаринов начинают с задачи 
Коши и доказывают следующие две теоремы. (Символ х; означает 
точку (х, у, z  ) £ £ 3.)

Т е о р е м а  5.1. Если и — решение при уравнения
V2m — ин =  р (t)eiu>t,

удовлетворяющее условию =  0 на границе области В, и

u(x ,0 ) = f(x ) ,  
ut {x,0 ) = g(x),

то решение и единственно, и если f , g u p  равны нулю при 
| х: | >• R, то и (х:, t) = 0 при | х: | >• П +  t.

Т е о р е м а  5.2. Пусть V — замыкание внешней области к В, 
и пусть v (x , t ) =  е - ^ (и(х, (), где и(х, t) — решение, удовлетворяю­
щее условиям теоремы 5.1. Тогда 

(a) may б еров предел
1

v* (х:, i) =  lim \ v (х, t) d t
Т оо 1 J

существует и
(b) v*(x, t) удовлетворяет уравнению Гельмгольца

(V2 -f w2) v* =  р(х:),

граничному условию dv*jdu =  0 на границе В и условию излуче­
ния Зоммерфельда.

(c) Преобразование Лапласа v ( x ,s ) функции v (x ,t )  сущест­
вует в Г1 (у) при 0.

7*
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(d) Абелев предел lim sv(x , s) существует и
£-> + 0

lim sv  (х , s) =  v* (л:).
s-̂ +0

(e) Если 9 (x„ 5) =  sv (л, 5), mo <p (x, s) удовлетворяет урав­
нению

[ V2 -f- (w — is)2] <p (x, s) =  p (*)
и условиям

=  0 на границе В и <p£Z.2(l/) .

Таким образом, стационарный метод может быть правильно прило­
жен к задаче (е), и если это проделать в задаче с разделяющимися 
переменными, полученные обыкновенные дифференциальные уравнения 
будут несамосопряженными и будут иметь в точности тот вид, кото-, 
рый рассматривается в теории Симса. Используя резольвенты этих 
уравнений, можно получить решение исходной задачи рассеяния и пол­
ностью обосновать процедуры Маркувича [73] и Зоммерфельда [XI1IJ.

Замена условия излучения Зоммерфельда условием квадратичной 
суммируемости не кажется необычной, если вспомнить, что Вилкокс 
[112J показал, что условие излучения Зоммерфельда в виде

Д т  j  | -^ r  +  i (w -  is) ? dS  =  0

влечет за собой существование
оо

| |< р (х , х )|2^л:
R

при s > 0 .  Недавно в письме к Ритту он доказал обратное предложе­
ние, так что при х^>0 эти два условия полностью эквивалентны. 
Недавно Вилкокс [113] изучил также связь между стационарной задачей 
и задачей Коши с некоторой другой точки зрения и дал прекрасный 
обзор соотношений эквивалентности между различными видами условий 
излучения.

Работа Ритта и Казаринова является характерным примером того, 
что теория несамосопряженных операторов существенно помогает пони­
манию дела и ставит значительную часть существующих теорий рассея­
ния на прочное основание.

Интересно ' заметить, что Титчмарш [97j, [XV] (часть II) сталки­
вается с несамосопряженными обыкновенными дифференциальными опе­
раторами при исследовании атома водорода в электрическом поле. Так, 
например, получается в задаче

V 4 +  (x +  - f  -  2&г)ф =  0, * > 0 ,

которая после преобразования Шрёдингера разделяется на два диффе­
ренциальных уравнения

х"  (й) +  ^  — Ьи* — ( я 2 — =  (5.1)

w"(v) +  |т  +  2а +  ^v2 +  bv4 — ( л 2 — i- )® -2] w (u) =  0» (5.2)

где т является параметром, дающим собственные значения, а X комп- 
лек сно. Заметив, что метод Вейля гарантирует существование функций
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Грина g(u, s, т, X) и т(и,  t, х, X) уравнений (5.1) и (5.2) соответственно 
только для вещественных X, он непосредственно строит эти функции, 
которые оказываются мероморфными с полюсами, например, для 
g(u, s, т, X) в точках тт =  тш(Х) и вычетами — X m(u, X)X m(s, X). Эти 
„собственные функции" и „собственные значения" невещественны при 
невещественных X, в чем можно убедиться, рассмотрев уравнение (5.1) 
и ему сопряженное, именно:

оо со

lm (xm) J | Х т (и) |Ч и  +  Im X J и* \ Х т (и) р du =  0. (5.3)
0 О '

По аналогии с самосопряженным случаем он полагает, что функ­
ция Грина исходной задачи должна иметь вид

О (и, v, s, t, X) =  2  Х т {и, X) Х т (s, X) у (и, t, хт, X)
о

и что это не есть разложение, которое возникает в обычной теории 
из-за появляющихся комплексных собственных значений. Чтобы избе­
жать этого, он вводит функцию

X
Н(и, s, t, X) =  lim Im О (и, v, s, t, [x -f- h)dp, (5.4)

y ~*° о
где X вещественно, и показывает, что функция Н  имеет ограниченное 
изменение на любом конечном интервале X и, кроме того, что она яв­
ляется интегралом по отрезку [0, X] функции

00
Л (и, v, s, i, Х) =  2 ^ т (и, X)Im 7 (^, t, ~ х т, X),

о
причем этот ряд равномерно сходится при v Ф t. Отсюда он заключает, 
что спектр исходной задачи непрерывен при — оо<^Х<^-)-оо и полу­
чает теорию разложения для произвольной функции исходной задачи.

Хотя связь его метода с теорией диссипативных операторов будет 
показана в следующем параграфе, ясно, что это предоставляет лишнее 
подтверждение нашей основной точки зрения, а именно, что несамосо­
пряженные задачи естественно возникают и что часто вопрос о том, 
обходить их или нет, является делом выбора.

Наконец, с точки зрения задачи, рассматривающей оптическую мо­
дель ядра (комплексный потенциал), и задачи распространения волн 
в неизотропной среде является крайне желательным иметь обобщение 
теории, развитой Титчмаршем в [XV] (т. II). Начало в этом направлении 
было положено русской школой, начиная с И. М. Гельфанда [31], 
который установил следующее:

Т е о р е м а  5.3. Пусть оператор Lu = — V2« +  ри самосопря­
жен в L2, р — вещественная функция, и пусть q — комплексно- 
значная финитная функция. Тогда

(a) дискретный комплексный спектр оператора Lu -f  qu сче- 
тен и имеет своими предельными точками только точки ве­
щественной оси;

(b) непрерывный спектр операторов Lu и Lu-\- qu на вещест­
венной оси один и тот же.

Согласно М. А. Наймарку [78], эти результаты были обобщены 
Р. Мартиросяном в его диссертации, защищенной в Москве (1954), ко­
торый доказал следующее обобщение теоремы Наймарка (см. [77]) для 
обыкновенных дифференциальных уравнений.
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Т е о р е м а  5.4. Рассмотрим оператор — V1 2# +  qu с комп­
лексной функцией q, г — расстояние в Еп. Тогда, если для  
некоторого е > 0  qetr ограничена и интегрируема в Еп, дискрет­
ный спектр при л =  2 имеет нуль своей единственной предель­
ной точкой, и при п = 3 дискретный спектр состоит из конеч­
ного числа точек.

Ясно, что наши знания о такого типа операторах весьма скудны 
и систематическое исследование этих операторов остается открытой 
проблемой ’).

§  6 .  Т е о р и я  н е с а м о с о п р я ж е н н ы х  о п е р а т о р о в  Л и в ш и ц а .  Пытаясь 
обобщить теорему Шура о приведении матриц к треугольному виду на 
некоторый класс несамосопряженных операторов, Лившиц [67] ввел 
операторы класса (/2 ), обладающие следующими свойствами:

(1) Область определения оператора А класса (/2 ) плотна в гиль­
бертовом пространстве; следовательно, сопряженный оператор А* 
существует.

(2) Оператор А класса (i2 ) замкнут; поэтому А** существует 
и  А** =  А.

(3) „Мнимая часть" оператора A, S  =  (Л — Л*), является вполне 
непрерывным оператором с конечным абсолютным следом.

(4) „Вещественная часть" оператора А, Р  =  -^- (А +  А*), огра­
ничена 2).

К сожалению, мы не в состоянии конструктивно обсудить все его 
результаты, так как его методы доказательства основаны на исполь­
зовании бесконечных матриц и остаются мало понятными для нас и для 
всех других известных нам американских математиков, которые пыта­
лись следовать им3). С другой стороны, ряд результатов Лившица был 
получен операторными методами, а некоторые даже без использования 
его предположения (4). В частности, в работе Дольфа и Пенцлина [24] 
установлены

Т е о р е м а  6.1. Любая точка, не лежащая на вещественной 
оси А, является либо регулярной точкой, либо собственным 
значением конечной кратности.

Т е о р е м а  6.2. Пусть а1 ^  °г- Тогда точки, для ко­
торых 1ш А > а 2> 0  или  I m A < a i < 0, являются регулярными 
точками оператора А класса (г'2 ).

1) В работе Мартиросяна „О спектре несамосопряженного оператора — у2и +
-J- си в трехмерном пространстве" [Изв. Академии наук Армянской ССР , сер. 
физ-мат. наук, 10 (1957), № 1, стр. 85—111], кроме сформулированных выше резуль­
татов, доказано следующее: (1) все точки положительной вещественной оси принад­
лежат непрерывному спектру оператора Т =  — у2и +  си; (2) любая другая точка 
спектра этого оператора является собственным значением; (3) резольвента операто­
ра Т является интегральным оператором с ядром Н (Р, Q, X), обладающим тем 
свойством, что, если одна из переменных Р  или Q фиксирована, | | / / | | 2 равномерно 
ограничена по другой переменной (константой, зависящей только от X); (4) если 
X =  £ +  п) и а =  II с ||2/8и, то весь спектр оператора Т лежит внутри параболы 
7j2 =  а 2 (£ a2). если с суммируема (или же суммируема с квадратом и ограни­
чена), то неположительный точечный спектр ограничен.

2) Из условий (3) и (4) следует ограниченность оператора А. — Прим. ред.
3) Краткое изложение работы Лившица, в котором дано указание о его спект­

ральном операторе Вольтерра, см. Наймарк [77]. Более подробный обзор для частного 
случая можно найти в статье М. Бродского и М. Лившица [125].
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Т е о р е м а  6.3. Собственные значения {Хл} оператора А удов- 
летворяют неравенству

п т

Здесь от — собственные значения оператора S, являющегося 
мнимой частью оператора А, а собственные значения и ат 
входят в суммы столько раз, какова их кратность.

Т е о р е м а  6.4. Число собственных значений оператора А, 
для которых ImXp =^0, не более чем счетно; 0 является единст­
венно возможной предельной точкой 1ш лр.

§ 7. Несамосопряженные диссипативные операторы. Для физи­
чески более интересного подкласса „диссипативных операторов" (тер­
мин, впервые введенный Б. Р. Мукминовым в [75]) многие свойства уста­
новлены операторными методами. Смотря по тому, для чего предназна­
чается это понятие, мы имеем следующие определения.

О п р е д е л е н и е .  Пусть <Ш — гильбертово пространство со 
скалярным произведением (у, z). Линейный оператор А с областью 
определения D{A) называется диссипативным, если

1ш(Лу, y) = -±f {(Ay, у) - ( у ,  Л у )} > 0  « 0 )

ИЛИ

R e(4y , у) = -^-{(Ау, у) +  (у, Л у )} < 0  (> 0).

Оператор А называется максимальным диссипативным, если он не яв­
ляется сужением никакого другого диссипативного оператора.

Физическая интерпретация этого понятия различается в деталях, за­
висящих от физического приложения. Например, в задачах рассеяния 
требуется, чтобы волна гармонического вида не росла со временем в 
среде, в которой нет потерь энергии. В действительности во всякой 
среде в какой-то степени теряется энергия и обычно допускают, что 
волновое число может иметь маленькую мнимую часть, в результате 
чего появляется затухание. Для этого типа задач примеры диссипатив­
ных операторов представляют функции Грина во всем пространстве для 
уравнения Гельмгольца с одним и тремя переменными. Для финитных 
функций <р в работе Дольфа и Ритта [21] для одного измерения уста­
новлено соотношение

, р °° e i k \ x - i -|Im j j j y(-r)—̂ — 'f(y )d xd y
— oo —оо

4 k

oo

e~ikxy(x) dx e l k x  cp(x)dx < (7.1)

а для трех измерений (см. Дольф [19]) соотношение

Im Я'р(г)
g ik\ i -T' \

4л I г —  Г
: (г') d h  d3г' =  ~   ̂ dQ | J  е lkr’ f  (г') d3г' > 0.

Хотя эти соотношения установлены для вещественных k, их можно рас­
пространить на комплексные k, lm ^ > 0 . Тот факт, что эти операторы 
диссипативны, может быть получен прямо из физической интерпретации с
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помощью эффективного сечения или оптической теоремы, которая ут­
верждает, что мнимая часть амплитуды рассеяния вперед пропорциональна 
полному эффективному сечению рассеяния. В частности, в случае кван­
товой механики нетрудно установить, что

о__ г* п г'| Лп,
* Im JJ К (Г Ж Г )4Ч Т ^ К( Г, ) ' ° = = - j I m/ ( 0,<|>)

для всех потенциалов, для которых эти интегралы существуют. Здесь 
/ ( 0,ф) обозначает амплитуду рассеяния вперед, а— полное эффективное 
сечение рассеяния. (Подробности см. Дольф и Пенцлин [24].)

В своей работе по абстрактной теории гиперболических систем урав­
нений с частными производными Филлипс [84] замечает, что условие дис- 
сипативности пространственной части системы эквивалентно тому факту, 
что энергия системы не возрастает со временем. Интерпретации, анало­
гичные приведенным выше, возможны во всех других случаях, известных 
автору1). Математически, как мы увидим, условие диссипативности ка­
жется естественным расширением понятия положительной определенности 
для самосопряженных операторов и, в частности, его во многих случаях 
достаточно, чтобы гарантировать существование резольвентного оператора 
в полуплоскости.

Первым результатом по диссипативным операторам, полученным ме­
тодами гильбертова пространства, является следующая теорема Ливши­
ца—Мукминова [67], [75].

Т е о р е м а  7Л. Пусть А —ограниченный и диссипативный опера­
тор класса  (г'2 ). Пусть 8 —область значений оператора S, Ь — 
наибольшее подпространство в ё-1, инвариантное относительно А. 
Если & =  (0), то главные функции оператора А образуют полную 
систему в области значений А тогда и только тогда, когда

Так как в доказательстве Мукминова* 2) есть несколько непонятных 
мест, мы тщательно разберем его здесь 3). Доказательство проводится 
так же, как доказательство теоремы 6.3, пока неравенство установлено 
при =  Предположим теперь, что ортонормированное множе­
ство4) {<рр} главных векторов оператора А полно в области значений А. 
Заметим, что замыкание области значений оператора А содержит замы­
кание области значений оператора 5; действительно, если / —элемент, 
ортогональный к области значений А, то (А /, / )  =  (R f, / )  — i (S f , / )  =  0, 
откуда следует, что (S f,  / )  =  0, следовательно, /  £ <о-Ц в силу дефи-
нитности оператора S. В нашем случае мы можем записать неравенство 
теоремы 6.3 в виде

S lmXP = £ a? £ K  v “«>i2< 2 0*» (7-2>
q р

*) Ср., например, [126], где дан обзор роли диссипативных операторов в современ­
ной теории пассивных электрических цепей и в линейных термодинамических системах.

2) Автор благодарен Р. С. Филлипсу за помощь в разборе доказательства Мук­
минова.

3) Доказательство, приведенное в тексте, содержит ряд неточностей, исправлен­
ных при редактировании перевода. — Прим, pedi

4) То есть множество, полученное из совокупности всех главных векторов опе~
ратора Л путем ортогонализации. — Прим. ред.
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так как все ck положительны; здесь
5о) =  ясо .t Q Q Q

Из равенства Парсеваля1)

£ i <v % > i* 2= m 2= i (7-3)
р

следует, что в (7.2) имеет место равенство.
Обратно, если знак равенства имеет место в (7.2) и, следовательно, 

в (7.3), то множество {ш?} лежит в пространстве, порождаемом множе­
ством {<рр}, и, следовательно, в пространстве, порождаемом неортогона- 
лизированными главными функциями, которые мы обозначим через {фр}. 
Поэтому любая функция, ортогональная ко всем фр, ортогональна к {ш?}. 
Пусть 3* состоит из всех функций в области значений оператора А, 
ортогональных к множеству {фр}. Тогда для g £ 3 *  имеем 0 = (g, <о?) =  
= (g,(S/oq)wQ) = a~\Sg, wq), так что g £  i-L. Поэтому

И г ,  Фр> =  И * г , Фр> =  (g> M l)  =  хр^р +  4v -i)  =  о,
так как А самосопряжен в ё±. Отсюда следует, что 3* инвариантно 
относительно А. Однако так как 3* с  ё1-, 3* должно содержаться 
в 3, максимальном инвариантном подмножестве в ё 1-, которое, по пред­
положению, равно нулю. Б. Р. Мукминов [75J анонсировал также сле­
дующую теорему.

Т е о р е м а  7.2. Если оператор А диссипативен, ограничен и при­
надлежит классу (12) и если

ImQImAj_

то для любого элемента вида
П

k=l
имеет место неравенство

п п

*г=1 *=1
где М и т  — положительные константы, не зависящие от / .

Обобщение этой теоремы недавно было опубликовано Глазманом [34], 
который кратко наметил доказательство при более слабых предположе­
ниях, а именно, что А является просто ограниченным диссипативным 
оператором с бесконечной системой ортонормируемых собственных фун­
кций2). Для этих операторов имеется также полезная теорема Дольфа 
и Ритта [21].

Т е о р е м а  7.3. Пусть А = / ? — iS — диссипативный оператор 
класса 12, и пусть у —пересечение нулевых подпространств опе­
раторов I — и S. Тогда ■»] есть нулевое подпространство опера­

’) По предположению, {<рр} — полная система в области значений оператора А, а 
значит, и 5. — Прим. ред.

2) Дальнейшие результаты по теории диссипативных операторов без использова­
ния бесконечных матриц были опубликованы М. Г. Крейном [127].



106 Л. Дольф

тора Т =  /  — А, пространство =  тД инвариантно относитель­
но A, kj является также нулевым подпространством оператора 
Т* =  /  — А* и инвариантно относительно А*. Далее , (Tty, ф) =  
=  (T'f’i. 4*i). где у, ty — произвольные элементы гильбертова прост­
ранства сШ,фь ^х~их ортогональные проекции на <Шх-

Два независимых подхода к задаче о неограниченных диссипатив­
ных операторах были развиты Глазманом [33] и Дольфом и Пенцлином 
[24]. Глазман рассмотрел нелинейный оператор У, определенный на всем 
гильбертовом пространстве, обладающий следующими свойствами:

и назвал оператор У симметрическим, если

iAf ,J g )  = { f,JA g )
для любых f ,g ,  принадлежащих области определения А. Если замыка­
ние области определения оператора А есть все гильбертово простран­
ство, то существует сопряженный оператор А * и

JA JczA *.
Оператор называется У-самосопряженным, если JAJ = A*. Основным 
результатом Глазмана является

Т е о р е м а  7.4. J -симметртеский диссипативный оператор 
А с плотной областью определения может быть расширен до 
У-самосопряженного оператора.

Как Глазман, так и Дольф и Пенцлин доказали существование 
оператора (А — А/ ) -1 в полуплоскости и оценку

| | H - A / ) - i | ] < - L ,  Im А> 0

для диссипативных операторов. Глазман ввел понятие дефектных чи­
сел, которые определяются как размерность т ортогонального до­
полнения к пространству (А — A/) DA, где DA —область определения 
оператора А. Он доказал, что т является константой при 1ш А >  0 и 
что оператор является У-самосопряженным тогда и только тогда, когда 
т =  0 .

В то время как Глазман использовал методы Крейна [51] и соот­
ветствующим образом определенное преобразование Кэли для получения 
своих результатов, Дольф и Пенцлин [24] подошли к этой задаче с точки 
зрения подхода Рисса к спектральной теореме, который можно найти 
в книге Ахиезера и Глазмана [I]; они заметили, что выражение

( {А — А/)_19, <р)

является аналитической функцией от А с положительной мнимой ча­
стью в полуплоскости 1шА> 0  с некоторыми дополнительными свойст­
вами, достаточными для того, чтобы имело место равенство

оо

< (Л — A/)-i (р> =   ̂ (7.4)
— оо

где со(/, ср) —единственным образом определяемая монотонная функция, 
нормированная условиями ш ( — о о , 9) =  0, и> ( +  о о , 9) =  || 9 1|2. Для полу­
чения этого представления они предположили, что

(1) A = R — iS, где R  и S  —эрмитовы операторы;
(2) оператор S  является неотрицательным, 1шА^>0;
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(3) областью значений оператора А — X/ является все гильбертово 
пространство при ImX^>0.

При этих предположениях справедлива

Т е о р е м а  7.5. Если выполнены условия (1), (2), (3), то резоль­
вентный оператор (А — л/ ) -1 существует и ограничен при I mX> 0  
и справедливо следующее представление:

оо

< И - * / ) - * , ♦ > -  1ш1 > 0,
—  ОО

где F(k) — единственным образом определяемый самосопряженный 
оператор, обладающий следующими свойствами:

(a) F (X) положительно определен, 0 < ! .F (X )^ / ;
(b) семейство F(k) не убывает, т. е. при Х<^Х'

п о ­
следует заметить, что второе предположение автоматически выпол­

нено, если 5  =  0, в то время как третье имеет место, если R — макси­
мальный эрмитов оператор (не обязательно самосопряженный) или если 
R  и S  самосопряжены и S  ограничен. Автор благодарен Коддингтону 
за его замечание о том, что- приведенное выше представление единст­
венно, несмотря на противоположное утверждение в [24]. Единственность 
следует из того факта, что из приведенного выше представления выте­
кает, что

(А* -  Х/)-< =  J " Ж  при ImX <  0,
— оо

так что неединственность F влечет за собой неединственность операто­
ра А*, а это противоречит известному факту единственности А* (см. 
[128], [129]). Семейство F(X) является обобщенным разложением еди­
ницы в смысле Наймарка и поэтому, в силу его теоремы (см. Приложе­
ние 1 к [I]). существует более широкое гильбертово пространство <$?+, 
включающее в себя Ш в качестве подпространства, и соответствующее 
ортогональное разложение единицы Е(Х) в 3£+, такое, что для каждо­
го элемента ср£<$?, F(k)<? — P +E(k)<?, где Р + — ортогональный опера­
тор проектирования в <Ш+ на Ш. Легко также видеть, что самосопря­
женный оператор А+ в Зё+, соответствующий Е(\), обладает тем свой­
ством, что Р +(А+ — X/)—1 =  (Л — ХУ)-1, ибо если <р, ф —- любые два 
элемента в Ш, то

оо

(Р+ (А+ -  X/)-* т, ф) = ((А+ -  Х/)-19, />+ф) = J d{E{t)b P+ <'i) =
— оо 

оо

—  ОО

Вопрос о детальной структуре оператора А+ остается открытым, хотя 
в случае, когда он возникает из симметрических дифференциальных 
уравнений, многие свойства его резольвенты были найдены1).

Так как в оригинальных работах недостаточно исследована само­
сопряженность оператора Е'(Х), я воспользуюсь возможностью более 
подробно остановиться на этом. Из известного вида теоремы обращения

‘ ) См. статьи А. В. Штрауса [130*] — [136*]. — Прим. ред.
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Стильтьеса (см. Гринштейн [35J) вытекает, что формулу (7.4) можно 
обратить следующим образом:

t<i
ш(*2> ?) — ш(*и ?) =  Hm —  { Im ((А — А/ ) -1 9, <p)dx. (7.5)

у->+о п JП
Полагая фх =  (А — А/ ) -1 <р, так что 9 =  (А — А/) при ImA >  0, A = jc -f /y , 
можно переписать эту формулу следующим образом:

0) (А,, 9) — 0) (^ , 9) =  lim \  Im (фх, (А — А/) фх) d x  =
JM-+0  J

t l  *

= llm С Im <фх, (5 + y)<h)aU =
'  у->+0  J

и
=  Иш (/?Х9, (S +  у) Т?Х9) rfJC.

у->+0  J

Если теперь устремить t l к — со (это не вызовет трудностей, так как 
подинтегральное выражение положительно), то из условия нормиройки 
мы получим

t
w(*2> <Р) =  lim [ (/?Х9, (S +  у) /?Х9) dx.

у->-+0 J
— со

Левую часть этого равенства можно поляризовать с помощью опре­
деления

си (/, 9, ф) =  ш (t, /  +  g) — и (t, f  — g) + m ( t , f  +  ig) — /(o (,t , f  — ig)
и новый функционал, как легко видеть, будет билинейным; ограниченность 
его легко доказывается, как в книге Ахиезера и Глазмана [1], так что 
можно применить теорему представления Рисса, чтобы получить сущест­
вование оператора F (А), такого, что

“ (*.¥. Ф) =  ( ^ ( 0 > 9, <1>).
Но 0 < >  (t, 9 , 9) =  (77(^)9, 9), поэтому, как следует из известной тео­
ремы, оператор F (А) положителен и самосопряжен. Из этой теоремы 
о представлении можно получить теоремы разложения, так же, как это 
делается в самосопряженном случае, интегрируя левую часть по подхо­
дящим образом выбранному контуру в комплексной плоскости А, если 
имеются достаточно полные сведения об особенностях подинтегрального 
выражения. Ввиду аналогии между (5.5) и (7.5) очевидно, что формула 
Титчмарша (5.5) может теперь рассматриваться как часть общей теории 
диссипативных операторов.

Диссипативные операторы встречаются во многих приложениях 
и даже естественно возникают в математической теории, как мы видели 
в случае, рассмотренном Титчмаршем. Так как резольвента существует 
в комплексной полуплоскости, отсюда естественно вытекает, что если 
комплексные собственные значения существуют, то они лежат в другой 
полуплоскости. Хотя из существования соотношения вида (5.4), которое 
налагает ограничение на расположение собственных значений, логически 
не вытекает, что соответствующий оператор диссипативен, опыт пока­
зывает, что практически это так. В частности, операторы, рассмотренные 
Симсом [92], для которых такое соотношение легко доказывается (см. 
Дольф [ 18]), диссипативны, и мы имеем следующую более общую теорему 
Глазмана.



Некоторые несамосопряженные задачи математической физики 109

п

Т е о р е м а  7.6. Пусть L ( y ) = ^ i (—\)k {dkld x k)[P n_k (x )\X
*=i

X (d ky!d xk) — формальный, дифференциальный оператор, действу­
ющий в Z2 (0, оо) на функции у =  <р (лг), которые абсолютно непре­
рывны вместе со своими производными до порядка 2п — 1 вклю­
чительно и обращаются в нуль в начале координат, и такой, 
что \mPh(x)'^-0. Тогда (1) число линейно независимых решений 
уравнения Z(y) = Xy, ImX>0, не зависит от X и всегда больше 
или равно п; (2) оператор L (у) с минимальной области определе­
ния может быть расширен до J-самосопряженного диссипатив­
ного дифференциального оператора; (3) резольвента может быть 
представлена в виде

7?xy  =  [ Z - X / ] - i y  = ( О (х, s, tyy(s)ds,
о

с вещественным симметрическим ядром 0{х, s, X) =  0(s, х, X), 
и если индекс дефекта т<^2п, то интеграл

|(? (л, s, Х)|2 ds оо;
• о

если же индекс дефекта т равен 2п, то

|0 (х, s, Х)|2 d x  ds  оо, 
о о

и  резольвента является вполне непрерывным оператором.
Понятие диссипативного оператора было использовано Филлипсом (84J 

в развитой им общей теории задачи Коши для системы гиперболических 
дифференциальных уравнений с частными производными с точки зрения 
теории полугрупп. В частности, он рассматривает задачу с начальными 
данными

yt = Ly = E - l {{Aiy)-\-By}, у (*, 0) = / ( * )  (7.6)
для функций {у} от л:, t со значениями в ^-мерном комплексном евкли­
довом пространстве, где х  = (хи . . . ,  х т) пробегает область Д в /я-мер- 
ном вещественном евклидовом пространстве. Для записи суммирования 
используются тензорные обозначения и индекс i обозначает дифферен­
цирование по x h Е, А1 и В суть k X ^-матричные функции, зависящие 
только от х, матрица Е положительно определена, матрица А‘ эрмитова 
и выполнено условие диссипативности

Д +  Д * + Л 1 <  0 при д; 6 V  (7.7)

где В* — оператор, сопряженный к В относительно обычного эрмитова 
скалярного произведения. Далее предполагается, что в каждом компакт­
ном подмножестве в Д элементы матрицы Е непрерывны, элементы мат­
риц А‘ абсолютно непрерывны по отношению к x t и элементы матриц 
А\ и В квадратично интегрируемы.

Положим D = Е~г \В +  В* +  Af]; если у {х, t) — решение системы 
(7.5), то энергия соответствующей физической модели равна

- у  J {Ey,y)dx.
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В терминах гильбертова пространства со скалярным произве­
дением

<У, z) = ^(Еу, z )d x
д

скорость изменения энергии, в силу (7.6), дается формулой

,y ) d x  +  ^ (А % у)п 1, (7.8)

причем предполагается, что существует внешняя нормаль п = п \,  ..., пт 
к границе области Г. Если потребовать выполнения условия (у, у )/< ^0  
для всех гладких финитных функций, то отсюда следует условие (7.7); 
оно имеет тот физический смысл, что внутри А нет источников энергии. 
Решения системы (7.6), удовлетворяющие на границе условию

( Ay ,  у ) л * <  0,
будут, очевидно, диссипативными. (Если интеграл, по границе не опре­
делен, то последнее равенство в (7.8) может быть'использовано как его 
определение.) Определим теперь оператор L\ как оператор типа (7.6) 
с максимальной областью определения, в которой существует интеграл 
по границе в указанном выше обобщенном смысле, и оператор L0— как 
максимальное сужение оператора Lu область определения которого со­
стоит только из функций, в существенном равных нулю на границе; 
тогда область определения оператора L, такого, что L0 <  L <  Lu будет 
полностью определена, если задать граничные значения, принимаемые 
функциями, на которые он действует.

Филлипс переходит далее к исследованию всех операторов, заклю­
ченных между Lo и Lu для которых граничные значения удовлетворяют 
условию (7.9). Эти решения он называет собственно диссипативными. 
Существует эквивалентность между классом операторов, порождающих 
собственно диссипативные решения и максимальными диссипативными 
операторами между L0 и L\. В частности, он доказывает следующую 
теорему.

Т е о р е м а  7.7. Оператор L является инфинитезимальным операто­
ром сильно непрерывной полугруппы операторов сжатия в тогда 
и только тогда, когда L является максимальным диссипативным опера­
тором, область определения которого плотна вЗ£0.

Так же как у Глазмана, теория использует подходящее преобразо­
вание Неймана — Кэли и содержит много результатов, аналогичных 
результатам обычной теории операторов, например имеет место

Т е о р е м а  7.8. (а) Если L — максимальный замкнутый диссипа­
тивный оператор, то он имеет плотную область определения. (Ь) Если 
L — максимальный диссипативный оператор с плотной областью опре­
деления, то L* обладает теми же свойствами.

•Для определения максимальных диссипативных образующих в этой 
задаче существуют дуальные процедуры, так как мы можем начинать 
как с минимального оператора L0, так и с максимального оператора Lb 
каждый из которых является пространственной частью гиперболическо­
го оператора, и затем искать максимальное диссипативное расширение 
оператора Lo или максимальное диссипативное сужение оператора L\, 
Первая процедура может привести к операторам, которые не являются 
дифференциальными операторами, в то время как вторая может при­
вести к дифференциальным операторам, область определения которых 
определяется не простыми граничными условиями, а вторичными „гло­
бальными “ условиями. Аналогичное явление, возникающее при сужении

(у, у), =  (Ly, у) +  (у, Ly) =  yE D y
А
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операторов, рассматривалось Симсом [92] и Феллером [25] в их ис­
следованиях по параболическим дифференциальным уравнениям. 
Максимальные диссипативные операторы, которые являются дифферен­
циальными операторами и области определения которых определяются 
обычными граничными условиями, суть те, которые являются одновре­
менно расширениями оператора Ь0 и сужениями оператора L\.

Понятие диссипативного оператора полезно и в других случаях. 
Как было замечено ранее, оно дало возможность Мюллеру исключить 
неэлементарные делители из теории дифракции Вейля; оно было ис­
пользовано Дольфом и Риттом [21] и Дольфом [19], чтобы показать, 
что критическими точками вариационных принципов теории рассеяния 
Швингера являются седловые точки, которые, поскольку они a priori 
неизвестны, делают построение систематической теории аппроксимации 
трудным, если не невозможным. Поскольку эквивалентность этих прин­
ципов принципам Хультена — Кона (см. Хультен [40], Кон [48], [49], 
Като [45]) известна, аналогичная ситуация существует для многих ши­
роко использующихся вариационных принципов. Это понятие было так­
же использовано Крейном и Гохбергом [54] в их обзорной статье по 
корневым пространствам, где они, в частности, рассматривали возму­
щения самосопряженных операторов в гильбертовом пространстве и по­
лучили результаты, аналогичные теореме 6.3. Наконец, следует заме­
тить, что Лидский [64] исследовал несамосопряженные операторы, об­
ладающие дискретным спектром в корневых подпространствах.

Ввиду быстрого в наше время прогресса и тесной связи между фи­
зической теорией и диссипативными операторами кажется вполне воз­
можным предположить, что не так далеко время, когда теория дисси­
пативных операторов будет рассматриваться как необходимая часть 
математического образования.

§ 8. Задача с начальными данными и техника сингулярных инте­
гральных уравнений. Хорошо известно, что многие задачи, после того 
как они сформулированы в терминах сингулярных интегральных урав­
нений с ядром Коши, можно решить в замкнутом виде (см. Мусхели- 
швили [XII] и Трикоми [XVI]). Возможно, не так хорошо известен тот 
факт, что эта техника лежит в основе новейших работ по дисперсион­
ным соотношениям в теории переноса, квантового потенциального рас­
сеяния и теории рассеяния в квантовой теории поля.

Единый подход к этим проблемам был развит Кейсом в серии ста­
тей и лекций, в которых он развил идеи, высказанные Ван Кампе- 
ном [98], [99]. Этот подход имеет две стороны: с одной .стороны, он со­
держит систематическое использование теории преобразований Лапласа 
и Фурье; с другой стороны, он включает в себя построение теории эле­
ментарных решений, которые, вообще говоря, являются обобщенными, 
а не обычными функциями, но которые тем не менее, как показано 
с помощью теории сингулярных интегральных уравнений, удовлетворяют 
в Li-теории соотношениям полноты типа, напоминащюего более обычную 
Л2-теорию. Кроме того, может быть доказана полная эквивалентность 
этих двух подходов. Конкретные достижения этой теории в данный мо­
мент таковы.

(1) В [11] Кейс исследовал одномерное уравнение теории переноса 
нейтронов с помощью своей теории распределений и доказал, что до­
статочно рассматривать ту часть непрерывного спектра, которая распо­
ложена на вещественной оси.

(2) В [10] Кейс исследовал задачу о колебаниях плазмы, связан­
ную с именем Ландау [57], и доказал полную эквивалентность перво­
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начального подхода Ландау к задаче с начальными данными с исполь­
зованием преобразования Лапласа и подхода Ван Кампена [98].

(3) В [12], [13], [14], [15] Кейс прилагает эту теорию к ряду задач 
о линеаризованном потоке. В частности, в [12] он определяет обобщен­
ные решения для невязких линеаризованных уравнений Н авье— Сток­
са, которые являются пределом решений линеаризованных уравнений 
с вязкостью, когда вязкость стремится к нулю. Хотя здесь нет решений 
в терминах обычных функций, это пополняет аналогию, которая суще­
ствует между квантовой и классической механикой, когда постоянная 
Планка стремится к нулю.

(4) В своих лекциях [16] Кейс исследовал вопросы квантовой тео­
рии рассеяния для класса задач, в которых ядро соответствующего ин­
тегрального уравнения Ф*редгольма может быть аппроксимировано в jL2 
вырожденными ядрами, состоящими из конечных сумм произведений 
ортонормальных функций. Для любого конечного приближения задача 
рассеяния может быть решена в замкнутой форме методами теории 
Ландау, после чего полностью выводятся асимптотические соотношения 
теории рассеяния. Кроме того, могут быть строго установлены двойные 
дисперсионные соотношения типа, предложенного Мандельштамом [72] 
для квантованного поля.

Повсюду во всей этой теории используются формулы Племеля, 
а также замечание, что соответствующие физические величины являют­
ся граничными значениями функций, аналитических в комплексной 
плоскости с выбранными соответствующим образом разрезами. Этот 
подход кажется ближе к тому, который теперь пытаются изучать в дис­
персионных соотношениях для квантовой теории поля, где требуются 
глубокие теоремы о природе и продолжении функций многих комплекс­
ных переменных, как можно видеть из работ Уайтмана [104], Уайтма- 
на и Холла [105] и книги Боголюбова и Ширкова [III]. Наконец, этот 
же подход может быть использован для описания теории интегрального 
уравнения Винера — Хопфа в терминах сингулярных интегральных 
уравнений, так что достигается единство задач, исследуемых этим ме­
тодом. Конечно, эта эквивалентность, которую Кейс и автор доказали 
тремя различными способами, немедленно делает ясным, что общей ли­
нии аналитичности достаточно для метода Винера — Хопфа; этот ре­
зультат получен впервые Спаренбергом [93], [94] путем несколько иных 
рассуждений.

В силу этих причин и того воздействия, которое эти методы, не­
сомненно, получат в их будущем развитии, мы попытаемся дать крат­
кий набросок некоторых основных идей в случае, который, возможно, 
является простейшим, а именно для продольных колебаний плазмы. 
В то время как слово „плазма* означает любую желеобразную мате­
рию, плазма в физике обычно является газом, содержащим очень плот­
ный набор свободных положительно и отрицательно заряженных ча­
стиц, и рассматривается как среда, которая стремится оставаться вбли­
зи ее свободного электрического состояния и состояния нейтрального 
равновесия из-за наличия дальнодействующих кулоновых сил, которые 
всегда присутствуют в ней. Во многом плазма аналогична по своему 

• поведению жидкости, которая стремится оставаться вблизи своего по­
ложения равновесия в определенном объеме и которая сопротивляется 
усилиям, изменяющим этот объем. Однако для жидкости процесс со­
противления изменению объема строится на осцилляционном процессе. 
Когда дан объем, содержащий излишек молекул, результирующий гра­
диент давления создает сеть потоков из области, которая будет про­
должаться выше состояния равномерной плотности, до тех пор пока 
момент не сможет изменить свое направление на обратное. В резуль­
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тате порождаются звуковые волны, которые могут передаваться по 
жидкости. В плазме имеет место аналогичное явление из-за присут­
ствия электромагнитных сил, в результате чего она часто называется 
четвертым состоянием вещества. Прекрасное введение в теорию коле­
баний плазмы можно найти в статье Бома и Гросса [3]. Здесь для про­
стоты мы ограничимся случаем, когда положительные ионы можно счи­
тать равномерно распределенными в рассматриваемой области (по­
скольку в силу их большой массы они могут лишь весьма мало двигать­
ся под действием малых сил), и, далее, мы ограничимся рассмотрением 
одной компоненты Фурье — пространства системы. В этом случае яв­
ление малых (т. е. линеаризованных) продольных колебаний может 
быть приведено к рассмотрению интегро-дифференциального уравнения

со

-f- iky (v) =  — ikn(v)  ̂у (v') dv ' (8.1)

для неизвестной функции распределения продольной скорости. В этом 
уравнении г|(о) —известная функция продольной скорости и k — вели­
чина параметра преобразования. (Подробный вывод см. в статье Ван 
Кампена [98] или Кейса [10].) Уравнение, сопряженное к уравнению 
(8.1), определяется как

оо

-f- ikz  =  — ik  ̂ п (v') z (v') d v ' (8.2)
— оо

и для каждого из них рассматривается задача о нахождении элемен­
тарных решений, пропорциональных ехр(—Ш). Вводя для каждого 
решения индекс р. =  a>/k и используя те же обозначения для компонен­
ты, не зависящей от времени, получим, что эти уравнения примут вид

оо

( ® - 1»)У|1( ® ) = - я ( ^ )  [ y A v ') d v ' (8-3)

И

— f ^ ( v ' ) d v ' .  (8.4)
— сю

Решения уравнения (8.3) можно нормировать в силу однородности урав­
нения так, что

§ y n(v ')d v ' = l;

решения уравнения (8.4) нормируем соответственно так, чтобы
оо

■ §  n ( v ' ) z „ ( v ' ) d v ' =  1 .
-х- 00

Обычные рассуждения показывают, что
со

(р* ■— Iх') J ̂ 1».'(‘t'OУц(*t»r)
— оо .

для всех ф  р/. Может встретиться несколько случаев, Обозначим 
через 8 дельта-функцию Дирака и используем символ Р, который

8 Математика № I
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означает, что мы рассматриваем главное значение интеграла, когда 
выражение интегрируется по скорости; имеются следующие возмож­
ности:

I. [л вещественно, "»)([*) =^0.
Решения уравнения (8.3) имеют вид

У Л ^ ) = - Я ^  +  Х(^)8( г » - (л), (8.5)
где

со

X W - 1 + P
—  00

а решения уравнения (8.4)

z v (®) =  -  Р +  т (**) 8 (® -  {0 .
где

— оо

Условие нормировки следующее:
оо

J V (V)У*(V)dv =  8(р -  цО. (fx)± ~ пг̂  ^  8(|1 -  рО-
— оо

II. (л вещественно, к) (р) =  0.
Решения уравнения (8.3) имеют тот же вид, как и в случае I, но 

символ Р  можно опустить.
Решениями уравнения (8.4) являются

*и (® ) =  8 ( ® - ! * ) -  

Условие нормировки следующее:
оо

J г? (v) уц (v) dv  =  X ((л) 8 (р — (л').

III. [л вещественно, т) ((л) =  0 и X (р.) =  0 . Тогда имеется лишь конеч­
ное число точек, определяемых соответствующими условиями норми­
ровки; для простоты эти точки предполагаются простыми. Тогда реше­
ния уравнения (8'.3) имеют вид

У =  =  * = 1 , 2 , . . . , л ,  (3.6)

а решения уравнения (8.4)

г'/(®) =  г м (ф) =  - 7 ^ .  (8.7)

Условие нормировки следующее:

J = = Vi*
— оо V —оо J

IV. (л комплексно, т)(|л) =  0 и Х((а) =  0, Снова условия нормировки 
выделяют лишь конечное число таких точек и снова они предполага­
ются простыми.
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Решениями уравнения (8.3) являются

Ун (*)
n{v)

У — N ’
а уравнения (8.4)

z.u(v) = -- -— .Н v 7 v —  fji/

Условие нормировки то же, что и в случае IV.
Приведенные выше результаты можно легко проверить. Некоторую 

осторожность нужно проявить лишь в случае I, поскольку для его 
проверки необходимо воспользоваться формулами преобразования Пуан­
каре — Бертрана, которые можно найти, например, в книге Мусхелиш- 
вили [XII]. Имеется следующая теорема.

Т е о р е м а  8.1. Распределения {у^, yL] полны на интервале 
— о о < л :< о о  для функций, удовлетворяющих условию Гёльдера.

Для произвольной функции f (v ) ,  удовлетворяющей условию Гёль­
дера, достаточно рассмотреть решение интегрального уравнения

f i  («) =  / ( * ) -  Е Я/У / (v) =  J А Ы  у,  (v) d*, (8.8)

где коэффициенты at могут быть найдены из соотношений ортогональ­
ности. Подставляя значения у11('п) из (8.5) в это интегральное урав­
нение, получаем

f l {v) = 4 v )A {v )  + n { v ) P ^ * ^ - ,  (8.9)

где
оо

Предполагая, что |Л ( |л) а̂ ,  §n(v)dv , j f l (v)dv  существуют, 
три функции комплексного переменного:

в м - а д а ? .

найдем

и заметим, что все они аналитичны в плоскости с разрезом вдоль 
вещественной оси и что они обращаются в нуль на бесконечности как 
1/2 . Обозначая индексами +  и — значения этих функций на )веще- 
ственной оси, полученные предельным переходом, когда z  стремится 
к вещественной оси соответственно из .верхней и нижней полупло­
скости, мы получаем из соотношений Племеля

N+ (v ) — N~ (v) = А (к), 

ni [7V+ (v) -|- /V-  (г>)] =  Р  ,

Q+ (v) — Q~ (v) =  tj (t>),

[Q+ (®) — Q - (®)) == />
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Отсюда следует, что

4 * 0  =  1 + ™ [ Q + +  Q  ]и.
М+ (v ) — М~ (v) =  / ,  (v).

Подстановка в интегральное уравнение дает 
{7V+ (v) [ 1 -f- 2 TziQ+ (г/)] — М+ (г>)} —

i - { J V “ ( w ) I l + 2« /Q -(® )]-A l-(w )}  =  0 . (8.10)

Чтобы решить уравнение (8.10), мы должны найти функцию, аналити­
ческую в комплексной плоскости с разрезом вдоль вещественной оси, 
обращающуюся в нуль на бесконечности, скачки которой при переходе 
через вещественную ось удовлетворяют условию (8.10). Если такая 
функция существует, функция

У (г) =  N  (z) [ 1 +  2mQ (г)] -  М (г)
обладает следующими свойствами: она аналитична в плоскости с разре­
зом, непрерывна на разрезе и обращается в нуль на бесконечности. 
Поэтому, в силу теоремы Лиувилля, она тождественно равна нулю, 
так что

N (z) = M(z)
1 + 2it/Q (г)'

Чтобы установить, что эта функция обладает требуемыми свойствами, 
заметим, что единственными ее особенностями являются нули знамена­
теля. Эти нули являются точками р,г в случае III. Поэтому достаточное 
условие разрешимости есть

м ы = о.
Но, в силу (8.7) и (8.3), (8.4), это означает, что

fdvr
'Н

У] (у) dv 
v — M

=  J £ а- н  +  2  aj J z ,\v )  у} (V ) dv  =  0 ,

так что это условие выполнено.
Решение задачи с начальными данными для уравнения (8.1), когда 

начальные данные имеют вид y(v, 0) =  y0(v), дается формулой

y(v,  0  =  iftlV У/(*0 +  J  А М е ' 1** y n W d p ,  (8.11)

где
. /» 1 Ус (v )  d v f t v  —  \н)

а>==Т г \ г ^ У о ( 'и)Л ъ  =  -  J?--------------------
1 J y x v )d v l(v -p tf

и

A ( ^  =  ' h  I z * ̂  y° dv  =

- x w W  [ ‘ «*>*  <rt -  » <rt *  J " (^ r ] •
H аписанное выше разложение сводится при t =  0 к разложению по 

собственным функциям непрерывного и дискретного спектра, определен­
ному выше. Тесную связь этой процедуры с процедурой, связанной 
с преобразованием Лапласа, легко можно увидеть, используя двусто­
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роннее преобразование Лапласа для того, чтобы непосредственно 
решить уравнение (8.1). Для этого положим

у+ (v, t) = y{v, t), * > О, у_(г», 0  = 0, г > 0 , 
lim y(v, t)=*y(v, 0), Иту_(г>,  t) = y(v, 0).

t -*■ + о t -  о

у+(®, 0  — 0 , / < 0, y -(v ,  0  =  У(«. 0 . * < ° -
Теперь у + (г>, 0  имеет вид (8.11), за исключением  ̂=  0, и так как

j - g f - dt = y± (v, e ) - y ± ( ® ,  — e) =  ± y (w , 0),
9-е

мы можем заменить (8.1) уравнением
м

?£- + ikvy± = ± y iv ,  0 )b { t) - ik n (v )  j y ± (v ', t )d v '.  (8.12)
— оо

Пусть преобразования Лапласа h± функций у+ определены следующим 
образом:

h±(v, z )=  ^  y± (v, 0 e iztdt,
— оо

так что (8.12) принимает вид
м

(kv — z)h±  =  q i iy (v, 0) — kn(v) j ' h± (v', z)d v '\
— oe

отсюда следует, что !)

(8.13)

(8.14)

h± (v, z) = iy (v , 0) kn (v)
kv — z kv - J  h± (v ',z )d v '

и что

л i v (v, 0) dvj(kv  — z)
Г h ± ( v ' ,  z ) d v '  =  +  i  - j J — —
 ̂ 1 +  k j n (

(8.15)
[ ( v )  d v j { k v  — 2)j

Используя общие формулы обращения

У± (V’ 0  =  2Г  j h ± (v ’ г ) U td z>
с±

где С± — контуры, параллельные вещественной оси и проходящие соот­
ветственно выше и ниже всех особенностей функций h±(y, z), находим

y { v ,  t) =  y + ( v ,  t ) - y - ( v ,  0-
Если вычислить эти' контурные интегралы, учитывая нули знаменателей 
подинтегральных функций и вид г  на контурах, то легко проверить, 
что результат тождествен с формулой (8.11), полученной с помощью 
обычного стационарного подхода.

Хотя детальное обсуждение приложений этих идей к теории рас­
сеяния в квантовой механике и к теории поля здесь невозможно, их

*) В следующих двух формулах исправлены опечатки, допущенные в оригина­
ле.— Прим. ред.
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уместность в этих случаях можно увидеть, рассматривая уравнение 
Шрёдингера для простого нелокального взаимодействия.

Рассмотрим, в частности, уравнение

1W  =  -  Ш А2Ф +  ^ ( г )  j  V(r')f(r')dY
и ограничимся случаем t >  0. Пусть — преобразование Лапласа функ­
ции ф,определенное, как в (8.13), и пусть ф0 — значение ф при t =  0;
пусть W — преобразование Фурье функции f  и *Р0 — преобразование 
Фурье функции ф0:

^ (Р *  г) =  ^ 1; | ф , (г, z ) e ^ d h . %

Если положить Е ( р )  =  р 2/2т, то, применив двойное преобразование 
Лапласа, получим интегральное уравнение

[Е{р) -  z] W -  V  ( р )  j  К  ( р ' )  W ( р ' ,  z) d y  = -  №0 

Это уравнение легко решается:

Чг(р, z ) = — i: K(p) + C(2)V(p)]
E ( p )  —  z

где

C(  , - J E ( P ' ) - Z  /L 1 )  E ( p ' ) - Z  \ -

Применяя обратное преобразование Лапласа, получаем

t ( p .
с+

(8.16)

(8.17)

Аналогия формул (8.14) с (8.16) и (8.15) с (8.17) очевидна. Сдвинем 
теперь контур С+ вниз, насколько это возможно, и учтем полюсы в точ­
ках z  =  Е(р), особенности знаменателя в коэффициенте при V  ( р )  в (8.17) 
(им, как легко видеть, соответствуют связанные состояния), существо­
вание разреза вдоль положительной вещественной оси, который имеет 
здесь место, и рассмотрим окончательно полученную задачу. Интере­
сующегося читателя мы отсылаем к лекциям Кейса [16], где проведены 
предельные переходы, необходимые для аппроксимации широкого класса 
потенциалов ядрами рассмотренного типа.

§  9 .  С и н г у л я р н ы е  и н т е г р а л ь н ы е  у р а в н е н и я  В и н е р а  —  Х о п ф а  
и  К о ш и .  Покажем теперь, как эти же идеи могут быть использованы, 
чтобы включить теорию интегрального уравнения Винера — Хопфа в тео­
рию сингулярных интегральных уравнений. Приводимые ниже рассужде­
ния не опубликованы и обсуждались в беседах Кейса и автора. Для 
простоты мы ограничимся рассмотрением уравнения

оо

< p ( x )  =  j A : ( A : - y ) c p ( y ) c f y ,  ( 9 . 1 )

о
но эти результаты немедленно переносятся на общий случай.

М е т о д  I. Введем единичную функцию Хевисайда и запишем (9.1) 
в виде

оо?(•*)- J K{x-y)<?{y)fi{y)d\>.
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Предполагая, что преобразование Фурье функции 9 существует, и обо­
значая его 9, можно переписать уравнение следующим образом:

f(k) = K (k) j  9 (£') h ( k -  k') dkr,
—  00

но, как следует из теории обобщенных функций (см., например, Лайт- 
хилл [VII], стр. 43), преобразование Фурье h{k) функции h(t) является 
обобщенной функцией и имеет вид

Подстановка h(k) в уравнение приводит к следующему сингулярному 
интегральному уравнению:

9 {k) = K{k) _1_ f  ^(k' )dk'  f (k)
2ш j k — k' 2 (9.2)

М е т о д  II. Введем функции

Ф (•*) =  ?(■*). 

Ф(*) =  0.
так что (9.1) примет вид

0 < !л :< ;о о ,

оо<^л:<^0,

?(•*) = j K { x - y ) ^ { y ) d y . (9.3)

Если ввести функции

i ± (k) =  ±  2̂ - j  <Р (*) e - lkxdx,

то уравнение (9.3) преобразуется в уравнение

9(k) =  T+W  +  'P -W  =  (2,t)1,,^ W ? ± W .  (9.4)

Пусть N+ (г )— аналитическое продолжение функции 9+ в верхнюю 
полуплоскость, iV~ (г) — аналитическое продолжение функции — 9_ 
в нижнюю полуплоскость, так что

N+ (k) — N~ (k) =  9+ (k) +  9_ (k) =  9 (£).
Рассмотрим теперь аналитическую функцию

оо

" W - s b j  ’т £ г г -
—  00

Согласно формулам Племеля, мы имеем

+  (9.5)

Подстановка (9.5) в (9.4) дает (9.2).
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М е т о д  III. Вводя в (9.1) экспоненциальный множитель, получаем
ео

? (k) = lim Г К (х — у) е~гЦ  (у) dy,
6->0 JО

причем преобразование Фурье определяется формулой

?(*>==
К {k) С  y(k')dk'
2м J k' — (k+it)  •

Устремляя е к нулю, получаем

«Р (k) = K(k) i _ p  ^ (k ')d k ' ч{к)
2м J к' —  к 2 ’

что снова совпадает с (9.2).
Хотя мы проделали все операции только формально, нетрудно уста­

новить достаточные условия для пригодности этих трех методов. Мы 
не будем здесь уточнять их и отсылаем читателя к статьям Спарен- 
берга [93], [94], Видома [103] и Крейна [52], Крейна и Гохберга [54], 
где изложена строгая теория этих уравнений, и к докладу Бреммермана 
и Дюрана [5], в котором обсуждается задача об аналитическом продол­
жении обобщенных функций (см. также Кёте [50] и Тиллман [95]).

Примеры, которые мы кратко изложили, служат иллюстрацией того, 
как единый подход ко многим, на первый взгляд не связанным между 
собой, задачам математической физики может быть успешно применен 
путем использования обобщенных функций и методов, принадлежащих 
Племелю, в которые понятие самосопряженности или несамосопряжен- 
ности явно не входит.

§  1 0 .  В а р и а ц и о н н ы е  п р и н ц и п ы  д л я  н е с а м о с о п р я ж е н н ы х  з а д а ч .  Хоро­
шо известно, что вариационные принципы, такие, как принципы, свя­
занные с именами Рэлея — Ритца, Дирихле, Галеркина, Трефтца и 
Швингера, доказали свою ценность как в теоретических, так и в прак­
тических исследованиях многих самосопряженных задач, рассматри­
ваемых в компактных областях и связанных как с прикладной, так 
и с вычислительной математикой. В ряде случаев они даже использо­
вались с некоторым успехом для несамосопряженных задач в компакт­
ной области, но часто при использовании в этих задачах естественной 
билинейной формы, найденные стационарные точки не являются точ­
ками минимума, и нет теории сходимости последовательных приближе­
ний. Для некомпактных самосопряженных или несамосопряженных за­
дач ситуация гораздо более сложна и общая теория отсутствует. Ко­
нечно, такие вариационные принципы, как принципы Швингера, Гуль- 
тена и Кона и Мак-Ферлена, часто использовались для такого рода за­
дач, но отсутствие прочной теоретической базы делает неудивительным 
то, что они часто приводили к неудовлетворительным результатам. Дей­
ствительно, до настоящего времени только принцип, принадлежащий 
Гарабедяну [30], который мы кратко изложим ниже, по-видимому, по­
строен на прочном математическом фундаменте.

Хотя мы не намерены входить в подробное обсуждение каждого из 
принципов, которые использовались для некомпактных задач, мы по­
пытаемся суммировать их теперешнее состояние.

Вероятно, наиболее широко используемый принцип принадлежит 
Швингеру. В его обычной форме этот принцип дает значение амплиту­
ды прошедшей или отраженной волны в ее стационарных точках, при­
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чем существенное значение имеет вещественная симметрия функции 
Грина уравнения Гельмгольца во всем пространстве, описывающего 
задачу о рассеянии в скалярной теории, или невзаимодействующие со­
стояния в квантовой теории.

С абстрактной точки зрения вариационный принцип Швингера для 
уравнений

А х  =  / ,
A*y = g

получается из рассмотрения выражения

J  = (А (х -  х 0), у -  у0) =  (Ах, y ) - ( f , ' y )  — ( x , g ) -  (Ах0, у0),

где лг0, у0 — решения этих уравнений й (Ах, у) =  (л;, А*у) по отноше­
нию к некоторому скалярному произведению, очевидно, J  стационарно 
по отношению к независимым вариациям х, у. Если теперь в эквива­
лентном выражении

Н = (Ах, y) — ( f ,  у) — (х, g)

потребовать, чтобы значение Н  в его стационарных точках не зависело 
от масштаба х, у, т. е. было инвариантно относительно группы преоб­
разований х  —»ix '  и у —> цу', то легко можно найти, что

н ___ (/■ у) (х, g)
(Ах, у)

будет стационарным, если уравнения

А (тлго) =  f,-A *  (иуо) =  g

имеют место в предположении, что (л:0, g)=£0, ( / ,  у0)=£ 0. В этой 
форме значение Н  в стационарной точке допускает физическую интер­
претацию в задачах рассеяния. У казанный выше вид Н  наводит на 
мысль, что 1/ / /  при соответствующей нормировке и повороте коорди­
натных осей будет иметь стационарное выражение, аналогичное ( x ' f  — 
— (у')2; это указывает, что здесь имеет место аналог седловой точки. 
Фактически, хотя это в принципе верно, ситуация более сложна, потому 
что Н  обычно комплекснозначно. Тем не менее можно вести итерацион­
ные процессы, оперируя с прямым произведением двух гильбертовых 
пространств, и, как было показано Дольфом и Риттом [21], свойством, 
которое делает возможным доказательство сходимости, является дис­
сипативная природа операторов А для процессов рассеяния.

В частности, в случае одномерного рассеяния в квантовой меха­
нике можно рассматривать для положительно (или отрицательно) опре­
деленного потенциала V (х) симметризованный оператор в Z2(— о о ,  о о ) ,  
определяемый формулой

оо

к ?  =  Ш I  u w  еШ 1 1 и Ь) ? (У) dy,
— оо

где U2(x)= V (х )!> 0 .

Т е о р е м а  10.1 (а) К является вполне непрерывным линейным, 
оператором, норма которого удовлетворяет неравенству

\К \\< ± \\У (х % 2.

9 Математика >6 1
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(Ь ) Если <p0 ( jr )  =  U ( x ) e ikx, то

(К<?, <]>) — (<?, ?о)(?о> Ф) +  (<Р, То) (То». Ф)}

для всех ср, ф £ У 2(— оо, оо).
(c) Операторы А =  /  — К, А* =  /  — К* имеют ограниченные 

обратные в гильбертовом пространстве Н, которое является 
ортогональным дополнением к нулевому подпространству опера­
тора I — К.

(d) У равнения Фредгольма
А<р =  <р0, Л*ф =  ср0,

имеют в Н  единственные решения cpj и ф^ такие, что
(? i.  <Ро) =  (?<» '

(e) Если || V {х)\\2 <^2k, то (срь ср0) ^ 0 .
Свойство (Ь) для ф =  <р0 тождественно соотношению (7.1) и явля­

ется свойством диссипативности, в то время как (с) и (е) являются 
частными случаями теоремы 7.3.

В этих терминах вариационный принцип Швингера для коэффици­
ента переноса состоит в отыскании стационарных значений функционала

J = (Aср, ф)

при выполнении нормировочного соотношения

(Ti, То)(Т о> Ф) =  1. (ЮЛ)
или, в терминах правила множителей Лагранжа, выражения

Ух =  У _Х (ср , ср0)(ср0, ф).

Для этого функционала мы имеем точное утверждение:

Т е о р е м а  10.2. Существует единственное значение А =  А1) 
такое, что Jx может быть сделано стационарным, \  равно зна­
чению J, когда J стационарно при ограничении (10.1). При этом 
Xj =  1/(срь т 0). Пара <р1(ф делает J стационарным при ограниче­
нии ( 10. 1) тогда и только тогда, когда существует а Ф 0 , та­
кое, что

А .ф .9 =  ал1?1 =  -Lp-.

Вышеуказанный принцип может быть переформулирован как задача 
о квадратичном функционале, если ввести пространство Н — Н э Н ,  
элементы которого <р имеют вид [ср, ф], где ср, фб / / ,  а скалярное про­
изведение определяется формулой

<?', 9") =  (?'. ?") +  (Ф'.Ф*)-
Если теперь С — отображение Н в Н, определяемое условием

Ст =  С[т,  ф] =  [Ф, т],
ТО

С2 =  /, <Сф, С ф> =  <$,*>, С (А у) =  АС-р.
Если

fo =  1?о. ?о). Фо =  1?о> -  9oh
ТО

С  ?о =  fo -
Сф0 =  -Фо-
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Если L — отображение Н в Н, определяемое формулой
L ?  =  L [ср, ф] =  [Лер, Аф],

то L —линейный оператор; L*, сопряженный к L, определяется форму­
лой

Z*9 =  [A*9 , А *ф] и L*C =  CL.

Наконец, если мы положим J =  2(L9, С9} и рассмотрим задачу об оты­
скании стационарных значений функционала J при условии, что

<*. <Ро>2 -  <?. 4*о)2 =  Ф. ( 10-2 )
или, что эквивалентно, рассмотрим задачу о стационарных значениях 
функционала

то мы получим следующий результат.

Т е о р е м а  10.3. Существует единственное значение А =  Аь 
при котором функционал Jx стационарен. А: является стацио­
нарным значением J при условии (10.2), \  то же, что и в тео­
реме 10.1. 9 i =  [Xi<pi, Ajtfjj] является стационарной точкой, и все 
другие стационарные точки имеют вид

9 (a) =  [aXicpj,-^-] ; а. ф  0 .

Из эквивалентности теорем 10.2 и 10.1 мы получаем следующую 
характеристику.

Т е о р е м а  10.4. Пусть
cp^aAjtpi, =

пара функций, для которой У=(А«р, ф) стационарен при условии 
(9, 90) X (<р0, у) =  1 • Тогда, если <р « ф варьируются вблизи <$s, ф̂  
и удовлетворяют условию нормировки, то

(a) Если | а | ф 1 и если р +  ф остается постоянной, то 1ш У 
будет иметь локальный максимум в точке <ps, <l>s. Если р — ф оста­
ется постоянной, то 1т У будет иметь локальный минимум 
« <Р„ Ф,-

(b) Если | а | =  1 и если р +  ф остается постоянной, то 1т У 
имеет абсолютный максимум.

Аналогичные характеристики могут быть получены в этом случае 
для амплитуды отраженной волны и теория может быть обобщена на 
трехмерный случай. Хотя Дольф 119] показал, что аналогичное поведе­
ние можно ожидать не только в квантовомеханических задачах рассея­
ния, наличие интегральных уравнений Фредгольма l-ro рода делает 
трудным строгое доказательство аналогичных результатов в этих слу­
чаях. Кроме того, сказанное выше имеет тот недостаток, что требует 
знакоопределенности данного потенциала, и можно предполагать, что 
это ограничение может быть устранено лишь путем рассмотрения гиль­
бертовых пространств с индефинитной метрикой, теорию которых мы 
кратко изложим.

Вещественная симметрия некоторых классов диссипативных диффе­
ренциальных операторов может быть использована для получения фор­
мального обобщения принципа Рэлея — Ритца. Так, для дифференциаль­
ного уравнения

— у" +  [?(-*) — Ч у *=* 0, (10.3)

•р*



124 Л. Дольф

где q(x) вещественно, с условием излучения на бесконечности 
у(а) =  0 , Игл (ау (л;)-|-jfy'(.*:)) =  О, а, (3 комплексны

Z-> оо

(таким, как для задачи, исследованной Филлипсом [83]); выражение
оо I оо

R(y) =  \ У [ ~ У "  + <l{x)y]dx I \^y2dx
a l a

стационарно, как это впервые заметил и использовал Мак-Ферлен [71J. 
В этом случае собственные функции ортогональны по отношению к ве­
щественному скалярному произведению (см. также Зоммерфельд [XIII], 
приложение II, глава V), хотя они комплекснозначны, и из теории Фил­
липса следует, что все комплексные собственные значения заключены 
•в полуплоскости. (Иначе говоря, в терминах эрмитова скалярного про­
изведения собственные функции, соответствующие комплексно сопряжен­
ной задаче, как легко видеть, тождественны комплексно сопряженным 
к собственным функциям, соответствующим (10.3).) То, что собствен­
ные значения заключены в полуплоскости, наводит йа мысль о возмож­
ности получения в этом случае характеристики мнимых частей собствен­
ных значений, потому что, если теория разложения существует в тер­
минах вещественно ортонормированных собственных функций, скажем

оо 

1
то R(y) приводится к выражению

00

R{y) = R(ZbZ2, . . . ) = Y i h z ]
1

Хотя точные теоремы о разложении отсутствуют даже для уравнений 
второго порядка на бесконечном интервале, разумно предположить, что 
последовательная минимаксная характеристика мнимых частей собствен­
ных значений диссипативного дифференциального оператора в действи­
тельности существует при подходящих, пока не найденных, условиях. 
В частности, для конечномерного аналога этой задачи, т. е. для оты­
скания стационарных точек квадратичной формы

Q (*) =  £  aLjz iz j

с комплексными коэффициентами, обладающей вещественной симмет­
рией, atj =  aJt при „вещественном" условии нормировки

Такой принцип действительно существует, если предполагается, что 
форма диагонализуема и если ее спектр содержится* в полуплоскости, 
что имеет-место, если рассматривать .разумное приближение к диссипа­
тивному оператору. В частности, мы имеем следующую теорему (Дольф, 
Мак-Лафлин и Маркс [20]).

Т е о р е м а .  Пусть Q(z) = R(x,  y) + i/:(x, у) — комплексная 
симметричная квадратичная форма, для которой справедлива 
спектральная теорема, и пусть мнимые части собственных 
значений формы Q положительны. Минимум мнимой части яв­
ляется наименьшим значением, которое принимает максимум
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формы 1(х, у) на векторах х , у, удовлетворяющих условиям 
0 ^ .1  (х, у ) <  Г (где Т — мнимая часть следа формы Q), Щ г) =Л  
и п — 1 произвольным линейным однородным условиям с вещест­
венными коэффициентами, наложенным на компоненты 2п-мер- 
ных векторов х, у. Если uft, v*, k =  1, . . т — 1 — векторы, для  
которых

I [uk, v k] =  k =  1, . . . ,  m — 1,
и

(u' +  /V, u* +  iv*) =  8ys,
mo — минимум максимума формы I (x, у) на векторах, удов­
летворяющих условиям 0 < / ( * ,  у ) <  7\ Н (z ) =  1,

(х +  /'у, u* -f/v*) =  0, £ =  1 , . . /га — 1,

и (га — /га) произвольным однородным условиям.
Остается открытым вопрос о формулировке этой задачи, не завися­

щей от размерности основного пространства, и ее обобщении на гиль­
бертово пространство.

Интересный, но до сих пор недостаточно широко используемый ва­
риационный принцип был развит Гарабедяном [30]. (См. доклад Вилько- 
кса и Хартмана [114].) Вводится норма

|| и | | 2 =  lim J  { |га|2 +
Г -*о о  \ х \ = Г

для решений уравнения Гельмгольца в области, внешней к замкнутой 
области D. Если v есть решение уравнения

V2v  +  v =  0, (10.4)

удовлетворяющее условию

lim С | а»J 2 d 4  =  0 (10.5)
/•-► оо \Х\=Г

и принимающее значение /  на границе D/ области &, и если w есть ре­
шение задачи (10.4), (10.5), принимающее значение / *  на В, то функ­
ция

V +  W* 
и0 =  2

характеризуется тем свойством, что среди всех решений уравнения 
(10.4), равных /  на границе, оно имеет наименьшую норму

|| и0 || =  min || и || .
Хотя этот принцип имеет то преимущество, что скорее ^является 

принципом минимума, чем стационарным принципом, необходимость рас­
смотрения решений v  и w делает трудным его приложения.

Ситуация здесь более запутана по сравнению с более прямыми ана­
логами принципа Дирихле для компактных задач, й любая попытка пе­
рейти от уравнения Лапласа к уравнению Гельмгольца прямо приводит, 
по Словам Г. Вейля [102], к интегралам, сходимость которых сомнитель­
на. Единственный принцип, который широко применялся в вычислениях, 
принадлежит Гюльтену — Кону [40], [48], [49]; для уравнения [Шрёдинге- 
ра, не зависящего от времени

lv2 + k2-  V (г)] ф =  О,
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юн имеет вид

4 /̂(к1)-к2) = 4иЛ2/,(к1)-к2) + J t2 (V2 + — V}^dh. (10.6)
Здесь ф; представляют собой волновые функции, описывающие волну, 
падающую в направлении к,, и предполагается, что они имеют асимпто­
тический вид

■Д.{ e“ < ' + / , ( k „  k ) ^ }

при г —> оо, где /Д к /; к) — пробная амплитуда рассеяния в направлении 
к плоской волны, падающей в направлении к,-.

В (10.6) выражение, стоящее в левой части, означает истинную, но 
неизвестную амплитуду рассеяния от направления kj к — к2. Второй 
член в правой части стационарен для произвольных вариаций функций 
ф,, имеющих указанный выше асимптотический вид, и в действительно­
сти равен нулю в его стационарных точках, так что (10.6) можно рас­
сматривать как вариационный принцип для пробных функций с пра­
вильным асимптотическим поведением на бесконечности, но, возможно, 
неправильными амплитудами рассеяния. Если исключить оператор Шрё- 
дингера с помощью функции Грина уравнения Гельмгольца для всего 
пространства, то легко видеть, что этот принцип эквивалентен принципу 
Швингера. Действительно, правильная волновая функция фг- удовлетво­
ряет интегральному уравнению

Ф< (г) = е1Ч r - jf̂ rEp'i V (г') <|>, (г') dh',
которое с помощью хорошо известного соотношения (см. Морз и Феш- 
бах [XI], часть II)

/ ( к , ,  -  к 2) =  $ e W  V(rf)^(r')dr'
может быть записано в виде

ФДЧ = - jo  (г, г') (̂г')ф<(г')Л', (10.7)
где

eik\r — r'\
4u/(k1, —k2) 1 4тс|г — г'Г

Далее, следует заметить, что какая бы функция ф/ не стояла в правой 
части (10.7), левая часть есть волновая функция, амплитуда рассеяния 
которой от к г к —к2 в точности совпадает с / ( к ь — к 2). Поэтому, 
если взять пробные функции Z =  1, 2 ,

<Ь=-|.С(г, r ' ) V ( r ' ) ^ ( r ' ) d r ' ,

то отсюда / Д k j ,  —k 2) =  / ( k j ,  —  k 2) , так что /  ( k , ,  — k 2) =  0 .
Подстановка показывает, что левая часть последнего равенства есть

^ 2Ub dr + Jj<Mr) V (г) V{r')<?Ar')d*rdh' +

+  ■
1 ■(J(|»2 17 (r) 6<k>r̂ 3r) (j*l?i(r) eik*TV (r)d3r j ,

> / (  k „ - k 2)

и если разрешить его относительно 1/4тс/(klt — к2), то это приводит к 
вариационному принципу Швингера

1 U 2r(r)№
g if t  | г  -  г '  |

4it | г —  г '  1
V ( r ' )  ? , (г ')  d 3r d 3r '

4 я /  (k ,,  —  к г) (J*V  (r ) e iklTd 3r j*? , (r) e ,k ,r V ( f )  d 3r
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и поэтому подвергается тому же типу математической критики. Часто 
на практике этот метод кажется более предпочтительным, так как не 
содержит таких сложных интегралов. Эта же критика применима также 
к обобщениям аналогичных принципов, таких, как развитые Левиным [62] 

' и Дольфом и Альтшулером [23].
Пытаясь преодолеть трудности, возникающие из-за индефинитное™ 

естественной гильбертовой метрики, связанной со многими эллиптиче­
скими уравнениями, такими, как уравнения Шрёдингера и Гельмгольца, 
Неванлинна в серии работ [79] развил теорию гильбертовых пространств 
с индефинитной метрикой. В последнее время Крейн и Иохвидов [53] 
также систематически изучали спектр линейных операторов в этих про­
странствах. Одним из результатов Неванлинны был обобщенный принцип 
Дирихле, соответствующий самосопряженным эллиптическим операто­
рам в ограниченной области, и этот принцип был применен Лухивар- 
рой [68] для исследования существования и единственности обобщен­
ных граничных задач Дирихле для таких уравнений второго порядка. 
После этого Браудер [6], [7] и Литтман [66] обобщили его результаты 
на уравнения более высокого порядка и в то же время устранили тре­
бования самосопряженности и ограниченности области. Недавно Лухи- 
варра [69] изучил связь между результатами Браудера и Литтмана 
и описал области значений ограниченных линейных преобразований 
в гильбертовых пространствах с индефинитной метрикой. В то же 
время гильбертовы пространства с индефинитной метрикой играют все 
возрастающую роль в физических теориях, что последовало после 
успеха, достигнутого Блером [2] и Гупта [36] в квантовой электроди­
намике. Введение в методы, с помощью которых эти пространства вво­
дятся в физические теории, так же как и обсуждение некоторых труд­
ностей, вызываемых существующей теорией, может быть найдено в 
статье Прандита [86].

При этом подходе, чтобы решить задачу Дирихле для дифферен­
циального оператора Lu = f  в открытой области D трехмерного про­
странства при и =  g  на границе В этой области, необходимо вначале 
продолжить функцию g внутрь D и заменить исходную задачу зада­
чей о нахождении такого v, что Lv =  f x в D и v =  0 на В , где v  =  

и — g  и f i  — f  — Lg. Чтобы получить слабое решение, замечаем, 
что существует билинейная форма, связанная со второй задачей, полу­
чаемая интегрированием по частям при подходящих ограничениях на 
коэффициенты

(Lv, = w) = (v, L*w) = B(v,  w).
(Билинейная форма определена неединственным способом, за исключе­
нием случая, когда уравнение имеет второй порядок.) Далее, рассмат­
ривается известный линейный функционал

F(w)  =  ( / j ,  w) — B(g, w),
и если можно показать, что он ограничен, то существует единствен­
ное г, такое, что F(w) = B(z, w) — B(g, w). Решение обоб­
щенной задачи есть тогда v = z + g. Более точно, в случае уравне­
ний второго порядка, пусть С2 — линейное пространство дважды непре­
рывно дифференцируемых комплекснозначных функций, определенных 
в замыкании D, и пусть Н 2 — пополнение пространств С2 по норме

IIи II2 =  J I и \2d3x  +  J  | Vu 12d3x,

H \ — пополнение по той же норме подмножества функций из С2 с ком­
пактным носителем, лежащим внутри D. Обобщенная задача Дирихле
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состоит тогда в следующем: даны g £ H 2 и Z2; найти v  £ # 2, та­
кое, что v  — g принадлежит Я 2° и для всех ® £ Я °

B ( v - g , ®) =  ( / l5 w ) ~ B ( g ,  w).
Так как ограниченная билинейная форма может быть продолжена 

на функции из Н2, оставаясь при этом ограниченной, форма B(z,w)  мо­
жет быть записана в виде

B(z,w) =  (Az,w ),

где А — ограниченный оператор В Н2 и в правой части стоит обычное 
скалярное произведение в Z2. Если положить g  равным нулю, обобщен­
ная задача может быть сформулирована следующим образом: найти 
Z € Я®, такое, что

(Д ,® ) =  (Az,w) = (z,A*w)
для всех где А* означает оператор, сопряженный к А. Необхо­
димое условие разрешимости, очевидно, есть условие ортогональности 
функции /  в смысле Z2 ко всем элементам нулевого подпространства 
оператора А*. Это условие, однако, не является достаточным, и чтобы 
получить достаточное условие, необходимо получить некоторое про­
странство, большее, чем рассмотренное выше нулевое пространство. 
Оно найдено в случае, когда билинейная форма B(z,w) эрмитова. Этот 
случай рассмотрен у Неванлинны [79] и приложен у Лухиварры [68] пу­
тем разложения пространства ZZ® с помощью оператора А. Так как 
оператор А самосопряжен, то из спектральной теории следует, что 
существует разложение единицы, такое, что

Az
- I

ЫЕ^г. (10.8)

Мы не ограничиваем общности, предполагая, что |] А || •< 1. Чтобы полу­
чить самосопряженный оператор в этом случае, Литтман [66] рассмат­
ривает эрмитову1) часть В, именно

В (z,w) = В (z,w) +  В* (®,z),

с которой связан самосопряженный оператор А, определенный на //£» 
такой, что ^  ____

В (z,w ) =  (Az,w) = ( z , Aw)
для всех z,w  £ Н\. Этот оператор будет, конечно, допускать спектраль­
ное представление вида (10.8), так что во всех случаях можно опреде­
лить подпространства S+ и S1 как соответственно области значений 
операторов

1
j d E , H  j . dEx для данного е > 0 .

Далее, на 5 е+ и SL '
| В (z,z) | >  | ReZ? (z,z) | >  s (z,z),

так что можно применить лемму Лакса — Мильграна (формулировку и 
доказательство см. в [69]), что гарантирует существование единствен-

>) Укажем на связь с теорией диссипативных операторов в § 7.
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ных 5-проекдий w^, w 1 произвольного элемента ® £ //£  на подпростран­
ства 5+> SL соответственно. Образуем выражение

w 0 — w  — w + — w _

и определим S e0 как подпространство, состоящее из всех элементов w0, 
полученных этим способом. Литтман доказал следующую теорему.

Т е о р е м а .  Достаточное условие разрешимости обобщенной 
задачи Дирихле состоит в следующем: для всех

Это достаточное условие Литтмана было получено Лухиваррой [69] в 
качестве следствия из обобщения результата, полученного впервые Брау­
дером. Прежде чем формулировать его, положим

Ek= ^ d E x, k = ± \ , ± 2 , . . . ,

— 1, —2, . . . ,

k  —  "Ь ~h 2, ...,

В терминах этого семейства проекционных операторов имеет место 
следующая

Т е о р е м а .  Пусть А =  Т +  iS  — замкнутое неограниченное 
преобразование, где операторы Т и S имеют одну и ту же 
область определения, Т — самосопряженный, S — симметрический 
операторы, и пусть А* — сопряженный к А оператор. Если Ek 
означает вышеуказанное семейство проекционных операторов 

А 4- А*для оператора — ^ — , то тогда, для того чтобы элемент
у £ Н 2 принадлежал области значений преобразования А, доста­
точно, чтобы существовала последовательность целых положи­
тельных чисел kj (j — 1,2, . . . )  и для каждого k =  1,2, . . .  последо­
вательность у* (у =  1, 2, . . . )  элементов ортогонального допол­
нения нулевого пространства преобразований А, такая, что 
(y ° j-  0)

lj
Н т ( л : , у — S = 0; (л:,л:)2 =  ||л:]|

* = - i  J
для любого х £ Н 2 и

оо

s u p S  ^211з' ) | 2 < со-

Кроме того, отметим важный частный случай, принадлежащий Брау­
деру [6].

Т е о р е м а .  Если А — ограниченное самосопряженное преоб­
разование пространства Н 2 и Ех — соответствующее разложе­

где it* --  следующие интервалы:

Т/г. ■1 ’

+ Г < * <
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ние единицы, то линейное множество М тех элементов у  £ Н 2, 
для которых существует интеграл

1
Г d x(Exy,у),
J v- i

совпадает с областью значений преобразования Т.
Эти результаты составляют математическое обоснование принципа 

Дирихле для задач рассеяния, когда они рассматриваются вместе со 
следующей теоремой Вилькокса [112].

Т е о р е м а .  Пусть С2 означает класс дважды непрерывно 
дифференцируемых функций, удовлетворяющих уравнению Гельм- 
гольца в замыкании области V , внешней к замкнутой ограни­
ченной поверхности, регулярной в смысле Келлога, и  условию 
излучения Зоммерфельда; тогда несобственные интегралы

j* | и \2с1гг
V

и
j  | V« |Ч гг
V

сходятся при 1т£>>0 для всех функций и £ С 2.
В частности, в связи с переформулировкой условий излучения в 

терминах квадратичной интегрируемости, которую использовали Ритт и 
Казаринов [87], распространение вышеизложенной теории на соответ­
ствующие гильбертовы пространства не наталкивается на трудности, 
и поэтому разумно предположить, что это обобщение принципа Дирихле 
на задачи рассеяния будет систематически проделано и докажет свою 
полезность в ближайшем будущем.
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